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Esercizio 1 Sia 2 C R” un aperto limitato ed Ly l'operatore cosi’ definito
Lyw(z) = —Aw(z) + V(z)w(z)
dove V(z) € C°(Q), V(z) > 0. Provare che il seguente problema

Lyu(z) =0, VzeqQ,
u(z) = ¢(x), Vo € 09
u € C?(Q)NCQ)

dove ¢ € C°(99), ammette al piu’ una soluzione.

Esercizio 2
Ricordiamo che LP**° indica lo spazio delle funzioni LP-deboli.

Siano f1, fo due funzioni tali che f; € LP>*> con
1 1
l<pi<pa<oo, —+—=1.
P P2

Provare che f; x fo € L1,



1 Soluzioni

Esercizio 1

Per differenza possiamo ricondurci al caso ¢ = 0 su 0€2. In tal caso u = 0 su {2
e’ ovviamente una soluzione, e vogliamo provare che e’ 'unica. A tal fine, per
ogni soluzione u(x) introduciamo

Qp ={z € Qu(zx) >0}, Q_={zeQu(x) <0}

Proveremo che Q. = (), ottenendo la conclusione desiderata. Proviamo Q, = ()
(la dimostrazione che 2 = () ¢’ simile). Osserviamo che

0= Lyu(x) = —Au(z) + V(z)u(x) > —Au(z), Vre Q4

quindi su €, la funzione u soddisfa —Awu < 0, in base a quanto visto a lezione
questo implica maxg, u = maxg,\qo, v = 0 dove abbiamo usato il fatto che per
continuita’ u(z) = 0 su Q4 \ Q4.

Esercizio 2
Ricordiamo che
a/pl pr
ab< —+—, Va,b>0
b1 b2

quindi {| fi ()| fo(2)] > A} € {|fi(2)]" > B} U{| fo) P2 > 52} da cui

AP2

mis{|fu(x)|[f2(x)| > A} < mis{[fr(z)["* > %} +mis{|fa(2)[™ > =

2 2
< n 00 pQP o0

e quindi

2 2
||f1 X f2HL1’°° < —||f1\ ]zlpwo + —Hf2\ prg,oo
P1 D2



