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REGOLARITA C1'® DELLE SOLUZIONI.
UNICITA DEL BLOW-UP E DIFFERENZIABILITA DELLE SOLUZIONI

Proposizione 1. Siano B, C R¢ e v € H'(B,) una funzione tale che:
(i) v é Lipschitz in B, e v(0) = 0;
(ii) per ogni successione

1
v, (x) = T—v(rnv) con rn — 0,
n

esistono una funzione lineare L : R* — R ed una sottosuccessione vy, tali che
v, — L uniformemente in Br e fortemente in H*(Bg),
per ogni palla B C R%.

(iii) v soddisfa la sequente condizione di quasi-minimalita:

][ V(v —h)*de <Cr® perogni r<p,

r

dove C' > 0 é una costante fissata, dove h é l’estensione armonica di v in B,.:

Ah=0 in B,, h—v € H}(B,).

Allora, esiste un’unica funzione lineare L : R* — R tale che
lim [Jo, = Lllgepyy =0 e limflor = Ll g1s,).-
In particolare, v é differenziabile in zero.
Osservazione 2. Osserviamo che (come abbiamo dimostrato in precedenza) Uipotesi (il) segue da (1) e (iii).
Dimostrazione di Proposizione 1. Siano r ed R tali che
0<r<R<p.

Inoltre, sia h 'estensione armonica di v in Bg:

Ah=0 in Bpg, h —v € Hy(Bg).
Allora, per ogni funzione lineare L : R* — R abbamo che
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Ora, siccome h — L ¢ l’estensione armonica di v — L in Br abbiamo che
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Di conseguenza,

Scegliendo
Ty = R27T,
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abbiamo che
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Sommando sun =0,...,N — 1, otteniamo

1/2 1
1 C2'/2 R/ 1 &
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Sia ora r < R. Possiamo trovare un intero N > 0 tale per cui

R2-WNHD < < g2V,

N

Quindi,

1

/2 df2 pe/2 /2
1 , u [C2'7R 1 )
([ We-ppa) <2 (1_2a/2+(Rd/BR|v<v—L>| i) ).

r

che possiamo scrivere anche come
1/2 d pas 1/2
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In particolare, se

€ un qualsiasi blow-up di v, allora
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(/ |v<b—L>|2dx) < R g (/ |v<vR—L>|2dx) .
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Se ora scegliamo L come un blow-up di v, allora passando al limite, otteniamo che

(/B IV(b— L) dx) v =0,

ovvero il blow-up & unico. O

Corollario 3 (Regolarita C* all'interno). Sia Q un aperto di RY. Sia u € HY(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e limitata su , con coefficienti Holder.
o f e LP(Q) per un qualche p > d.
o F e OO (QRY), per un qualche B > 0.

Allora, u € C1(Q).

Corollario 4 (Regolarita C! fino al bordo). Sia Q un aperto limitato di R? con bordo di classe C** per un
qualche o > 0. Sia u la soluzione di

—div(A(z)Vu) = f+divF in Q, u=¢ su 0N,
dove:

o A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e limitata su Q, con coefficienti Hélder su .
e f € LP(Q) per un qualche p > d.
o [ c COB(Q;RY), per un qualche B > 0.
o ¢ € OV (O RY), per un qualche v > 0.
Allora, u € C1(Q).



