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La formula di Stokes su domini regolari bidimensionali

IL BORDO DI UN DOMINIO REGOLARE BIDIMENSIONALE
Teorema 1. Sia D un dominio di classe C' in R? e sia v : 0D — R? il vettore normale uscente su 0D. Allora,
esiste una famiglia finita di curve
oj:[aj,bj]—HR2, jzl,...,N,
tali che:
e perogni j=1,...,N, la curva
aj : [az,b;] = R?
¢ una curva semplice, chiusa, di classe C1, con o’i(a;) = o’ (b;), e regolare, ovvero:
loj(t)| >0 per ogni t € [aj,bj].
e per ogni coppia di indici i # j
Im(o;) NIm(o;) =0,
dove Im(c;) e Im(c;) sono i sostegni delle curve o; e 0;:
Im(o;) := {Ui(t) D te [ai7bi]};

e le curve i, i = 1,..., N, parametrizzano il bordo di D, ovvero

N
0D = U Im(o;) ;
j=1

e le curve o; sono orientate positivamente:
det <V(O‘i(t)) , O‘é(t)) >0  perogni tE€ [a;bil,
e per ogni indice t = 1,...,N.
Definizione 2. In sequito diremo che la famiglia

{O’j : j:l,...,N}

¢ una famiglia di curve semplici, chiuse, di classe C' e regolari che parametrizzano il bordo OD in senso
antiorario.

Definizione 3. Dati un apero Q che contiene D ed una 1-forma di classe C° su Q
a = a(z,y)dr+b(x,y)dy,

definiamo Uintegrale di v sul bordo di D (orientato positivamente) come

N

/(6D>+a:—2/0ja.

j=1

FORMULA DI STOKES SU DOMINI REGOLARI

Teorema 4. Siano D un dominio regolare in R?, Q un aperto che contiene D ed

a=a(z,y)dr +b(z,y) dy

// da:/ o .
D (dD)+
1

una 1-forma di classe C su Q. Allora,



2

Dimostrazione. Sia v¢;, j =1,..., M la partizione dell’'unita associata al dominio D. Allora,

N N M M
/(6D)+a:iz_;/aia:;/g_ (;%‘@) :;/(ap)+ Yja.

Ora, siccome per ogni j la funzione 1); & zero sul bordo del rettangolo
DnN 8Rj,

/ '(/)ja = / ’lﬂja.
(0D)+ (0(DNR;))+

M

a = / 1,/1]‘0[ .
/(QDH ; (0(DNR;)) +

Ora, siccome D NR; ¢ un dominio normale, possiamo applicare la formula di Stokes:

/(a(Dij))+ vie = //sz, d(;).

J

abbiamo che

Quindi

Usando di nuovo che
7/’] = O su D \ R]?

M o o
/(BD)+ ‘T ; /(B(Dmaj))+ Vi = ; //Dij d(ja) = ; //D d(v;a).

Ora, usando la linearita dell’integrale e della derivata esterna, otteniamo

5 s [, (Sn) = [ (S5 0m) - [

otteniamo che



