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Derivazione sotto il segno di integrale

Lemma 1. Sia
R =[a,b] x (C,D)
un rettangolo in R?. Sia f : R — R una funzione tale che:
e per ogni fissato x € [a,b] la funzione
flz,):(C,D)—>R
¢ derivabile sull’intervallo (C,D); in un punto y € (C, D) indicheremo la sua derivata con Oy f(x,y);

e la funzione
Oyf :]a,b] x (C,D) =R
é continua su [a,b] x (C, D).

Allora, la funzione
b
F:(C,D)—R, F(y) ::/ flz,y)dx
é derivabile su (C,D) e per ogni y € (C, D) si ha

b
P = [ 0y

Dimostrazione: Sia h € R. Allora

%(F(y+h)—F(y)) :]1(/abf(x,y+h)dx—/abf(a:,y)dx>

=/abfll(f(x7y+h)—f(w,y)) dr

Per il Teorema di Lagrange abbiamo che, per ogni x € [a,b] e h € R esiste &, 5, tale che |, | < |h] €

(7B~ 5@ ) =0 f 5y + ).

Inoltre, I'uniforme continuita di 9, f implica che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che:
se |y —y| <d allora |8yf(x,y') — (%f(x,y){ <e.
In particolare, quando |h| < §,
0y f (z,y + &ap) — Oy f(z,y)| <e.
Di conseguenza, sempre quando |h| < 4,

%(F(y—{—h)—F(y)) —/abayf(x,y)dx /abayf(x,yﬁ—fm,h) dx—/abayf(:v,y)dfc

b
< [ 101 @y + €00) ~ 0, @) do < a = V)

In conclusione,

lim =0. U

h—0

%(F(y +h) — F(y)) - /ab Oy f(x,y)dx




