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Continuita rispetto al dato iniziale

Proposizione 1. Siano Q un insieme aperto in R?, F : Q — R% una funzione localmente lipschitziana
su Qe Xg € Q un punto (dato iniziale) fissato. Supponiamo che

Y:[0,T) =R e Z:[0,T)— R
stano due soluzioni di

{Y’(t) = F(Y(t)) perogni te (0,T) . {Z’(t) = F(Z(t)) per ogni te (0,T)
Y (0) =Yy Z(0) = Zo
Supponiamo che B,.(Xo) C Q sia una palla tale che:

(a) |F(X)—F(Y)|<LIX-Y| perogni X,Y € B,.(Xp),

(b) Y(t) € Bu(Xo) e Z(t) € Bu(Xo) per ogni te[0,T).

Allora
Y (t) = Z(t)| < e"|Yo — Zo| per ogni t €[0,T).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione
ft)=|Y(t) = Z(t)]* perogni te[0,T).
Calcoliamo la derivata

F'@) = o[l (t) = Z(t)?]

=2(Y'(1) - Z'(1)) - (Y1) - Z(1))

=2(F(Y(t)) - F(Z(1)) - (Y(t) = Z(1)).
Ora, per ipotesi, abbiamo che

[F(Y (1) - F(Z®)] < LIY(t) — Z()].
Di conseguenza,
f'(t) < 2Lf(2).
e quindi
8, (f(t)e—m) <0.

In conclusione,
Y (1) — Z(t)]* < Yo — Zo* per ogni t€[0,T).
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