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Interpretazione geometrica della differenziabilita

CONVERGENZA UNIFORME DI FAMIGLIE DI FUNZIONI
Definizione 1. Sia Q un insieme in R? e G : Q — R™ una funzione limitata. Definiamo

|Gl Lo (@) = sup |G(z))].
el

Definizione 2 (Convergenza uniforme e convergenza puntuale). Siano Q C R% un insieme dato e
F,. : Q — R™ una famiglia di funzioni limitate che dipende dal parametro r > 0. Sia G : Q@ — R una
funzione limitata su 2. Diciamo che F, converge uniformemente alla funzione G :  — R™ se

lim || Fy — G| ) = 0.
Esempio 3. La famiglia di funzioni
F.:[-1,1] - R, Fo(x)=r+2°,
converge uniformemente alla funzione G(x) = x? sull’intervallo [-1,1].
Esempio 4. La famiglia di funzioni
F.:[-1,1] - R, Fo(z)=(z—1)?,

converge uniformemente alla funzione G(x) = x? sull’intervallo [—1,1].

UNA DEFINIZIONE EQUIVALENTE DELLA CONVERGENZA UNIFORME

Teorema 5. Siano Q C R un insieme dato, G : Q — R™ una funzione limitata e F, : Q@ — R™ una
famiglia di funzioni limitate che dipende dal parametro v > 0. Allora, sono equivalenti:

(1) E, converge uniformemente a G per r — 0;

(2) per ogni successione r, — 0 e per ogni successione (non necessariamente convergente) Y, € Q,
abbiamo che
lim |F, (Ya) — G(Ya)| — 0.

n—00
Dimostrazione. Supponiamo che (1) sia vero. Siano date due successioni
rn — 0F e Y, € Q.
Allora,

[ (Yn) = G(Ya)| < ilég\Frn(Y) —GY)| = [, = Gllze(q)-

Siccome
lim ||Frn - GHLOO(Q) = 0,
n—oo

otteniamo (2).
Supponiamo ora che (1) non sia vero. Allora, esistono € > 0 ed una successione r,, — 0 tale che
sup |F, (Y) = G(Y)| = ||F, — Gllp=@) > ¢ per ogni n > 1.
YeQ
Di conseguenza, per ogni n > 1 possiamo trovare Y,, € () tale che
€
’Frn(Yn) - G(Yn)‘ > 9

Quindi, anche (2) non ¢ vero. O



CONTINUITA E LA CONVERGENZA UNIFORME DEI RISCALAMENTI (0-OMOGENEI

Osservazione 6. Sia F : R* — R una dunzione data e Xo € R®. Ricordiamo che sono equivalenti

(1) lim F(X) = F(Xo);

(ii) per ogni successione X, — X si ha lim |F(X,) — F(Xo)| — 0.

n—oo

Proposizione 7. Sia F : R* — R una funzione. Per ogni Xo € R¢ consideriamo la famiglia di funzioni
F.(X)=F(Xo+rX).
Dimostrare che sono equivalenti:
(i) La funzione F ¢é continua in Xg.
(ii) Perr — 0, la famiglia F, : By — R converge uniformemente su By alla funzione costante

Fo(X) = F(Xo) perogni X e€R%

Dimostrazione. Dimostriamo prima che (i) = (ii). Siano r, — 0 e Y,, € B; una successione di punti.
Allora, siccome 7,Y;, — 0, abbiamo

|Fr,, (Yn) = F(Xo)| = [F(Xo +raYn) — F(Xo)| = 0,

il che implica (ii).
Dimostriamo ora che (ii) = (i). Sia X,, una successione che tende a Xy. Allora, abbiamo

X, —X
[P(Xn) = F(Xo)| = |[F(Xo + =22 = F(Xo)|
n
Scegliendo r, = 2|X,, — Xy|, abbiamo che
X, —X
T — 0 e Yn::uéBl.
2rn,
Di conseguenza, per I'uniforme continuita di F,
[F(Xn) — F(Xo)| = |Fy, (Yn) — F(Xo)| = 0. O

CONVERGENZA DEI RISCALAMENTI 1-OMOGENEI

Proposizione 8. Siano F : R? — R una funzione, Xo € R? un punto e v € R? un vettore.
Consideriamo la famiglia di funzioni

FL(X) = %(F(Xo +rX) ~ F(X0).

Dimostrare che sono equivalenti:

(i) F(X)=F(Xo)+v- (X —Xo)+o(|X — Xo|), ovvero

lim |F(X) — (F(Xo) +v- (X — Xp))|

=0. 1
X—+Xo | X — Xo| (1)

(ii) Perr — 0, la famiglia F, : By — R converge uniformemente in By alla funzione lineare

L(X)=v-X perogni X eR%



Dimostrazione. Dimostriamo prima che (i) = (ii). Siano r, — 0 e Y,, € B; una successione (non
necessariamente convergente). Allora,

Ti (F(Xo+mYy) — F(Xo)) —v- Yy

n

|F(Xo+7mYn) — F(Xo) —v- (raYs)| ‘

=1Y,

|F (Yo) —v- Y| =

Siccome, 1,Y;, — 0 possiamo applicare (i) alla successione Xg + r,Y,. Siccome Y,, & limitata, abbiamo
|, (Yn) — v Yy | =0,

il che conclude la dimostrazione di (i) = (ii).

Dimostriamo ora che (ii) = (i). Sia X,, = Xp. Definiamo Y, = X”%RXO, dove il raggio r,

|F(Xn) — F(Xo) —v- (X, — X0)|  |F(Xo+r,Yn) — F(Xo) —v- (rnYy)]

| Xn — Xo B Tn|Yn|
_ |F(Xo +mYn) — F(Xo) — v - (r,Ys)|
| Y|
1
— R (Y,) —v- Y.
|Yn’} rn,( n) v n‘
Scegliendo
rn = 2| X, — Xol,
abbiamo che 7, — 0 e |Y},| = 1/2. Di conseguenza, applicando (ii), otteniamo (1). O



