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Integrazione su superfici. Definizione ed esempi

SUPERFICI PARAMETRICHE

Definizione 1 (Superfici parametriche). Una superficie parametrica é una mappa
d:Q— R3,
dove Q ¢ un sottoinsieme di R? e
$:0Q—R?
¢ una funzione continua su . una funzione di classe C'. L’insieme
S = {(x(s,t),y(s,t)7z(s,t)) ER® : (s,) € Q}
e detto sostegno della superficie parametrica.

Esempio 2 (Grafici). Data una funzione continua
F:.:Q—>R,
la mappa
d:Q—R3, D(x,y) = (z,y, F(z,v)),
e una superficie parametrica. Il suo sostegno é il grafico della funzione F : Q — R.

Esempio 3 (La sfera). Data un raggio R > 0, consideriamo la superficie parametrica

T Rcosfcos ¢
P {_ 7’*} x [0,27] — R, ®(9,¢) = [ Rcosfsing
. Rsind

Il suo sostegno ¢ la sfera di raggio R e centro (0,0,0) in R3

8Bp = {(m,y,z) ER® : 2?2+ 22 = RQ}.

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI SU SUPERFICI PARAMETRICHE

Siano  C R? un insieme limitato e misurabile secondo Riemann. Sia

P:0—-R?

una funzione continua e tale che
O :int(Q2) - R
¢ una funzione di classe C! e tale che le derivate parziali
0,®:int(Q) - R> e  9,®:int(Q) - R?

siano funzioni limitate. Siano S il sostegno della superficie parametrica ® : 2 — R3 e

F:S—R
una funzione continua e limitata su S. Allora, la funzione

F(2)|0;2N0,0: Q=R

¢ continua e limitata su int(£2) e quindi integrabile su int(£2).

Definiamo ’integrale della funzione F sulla superficie parametrica ® : Q — R? come

[I)F://QF(@(:c,y)) |0:®(2,y) A 0y ®(x,y)| dx dy.



[’AREA DELLA SFERA IN R3

Esempio 4. Dato un raggio R > 0, consideriamo la superficie parametrica

o R cosfcos ¢
Op [—f,f} x [0,27] 5 R3,  ®(0,¢) = | RcosOsing
272 .
Rsin6
Calcolare I’area della superficie ®g.
Soluzione. Calcoliamo le derivate
—Rsin 0 cos ¢ —Rcosfsin ¢
0p® = | —Rsinfsin ¢ e 0P = | Rcosbfcosg |,
Rcosf 0
il prodotto vettoriale
—R%cos?fcos ¢ — cos 6 cos ¢
Do® N Og® = | —R%cos?fsing | = R*cosf | —cosfsing |,
—R?sinf cos —sind

e la sua norma
| 0@ A 8¢<I)| = R%cos0 ,
dove possiamo osservare che siccome 6 € [~7, 7] si ha che cos# > 0. Quindi,
/2
Area(®g) = / R%cos 0 dp df = 27 R* / cos 0 df = 4w R%.
—7/2J0 —7/2

/2 27

INTEGRAZIONE DI UNA FUNZIONE SULLA SFERA

Consideriamo una funzione

F:R?)—}R’ F:F(CIJ,y,Z)
Dato un raggio R > 0, consideriamo la superficie parametrica
T Rcosfcos¢
P {_7’*} x [0,27] — R?, ®(0,$) = | Rcosfsing
272 ;
Rsiné

Allora, l'integrale della funzione F' sulla sfera di raggio R (ovvero sulla superficie parametrica ®g) ¢ dato da

/2 27
/ F= / / F (R cosfcos ¢, Rcosfsin ¢, Rsinf) R*cosf dep df.
8BR 7"‘/2 0



