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UN ESERCIZIO SUL CALCOLO DI limsup E liminf ALLINIFINITO

Esercizio 1. Data la funzione F : R? - R

Ty

F . —
@) = Z i

calcolare limsup F(z,y) e  liminf F(z,y).
|(2,y)|—+oc0 I(z,y)|—=+o0

Soluzione. In coordinate polari abbiamo

R2cosfsiné
R2cos?26 + Rtsin*f+ 1

F(Rcosf,Rsinf) =

Consideriamo ora ’equazione

R? cosfsin6 _0
b R2cos26 + Risint9+1|
ovvero

0=0y [cos&sin@} (R2 cos? 0 + R*sin* 0 + 1) — (cos@sin@)é)g [RQ cos? 0 4+ R*sin* 0 + 1}
= [— sin? 0 + cos? 9} <R2 cos? 0 4+ R*sin* 0 + 1) — (cos@sin 0) [— 2R? cos fsin 0 + 4R* sin® 6 cos 9}
= ( — sin? 0 + cos? 9) + R? cos? 0 — R4sin49(sin20 + 3 cos? 9),

che possiamo scrivere anche come

1 1
sin40<3—251n29) - ﬁ(usin?e) —|—§<1—25in29). (1)
Se O € una qualsiasi delle soluzioni di (1), allora
1 1 2 2
sin4(HR) < i + i < 2 e quindi sinQ(GR) < o

Di conseguenza,

%(1 _ sin? eR) + %(1 — 2in? eR>

sin(Ar) = :
3(1- Zsin0p)
m(1+o0/m) + m(1+o0m) 1 (1+00/m)
N 3(1+00/n)) R 3(1+00/m)
e quindi
sin(6) = \}311%(1 LO0/R) e cos’(On) = 1+0(/)

Di conseguenza, per una qualsiasi soluzione g di (1) si ha
1/2

R2311/4ﬁ(1+O(1/R)>1/2<1+O(1/R))/ oL
B2 (14 0(1/R)) + Righ (1+0(/r)) +1 - (JR>

2R?

‘F(RCOS Or, Rsin93)| =

Quindi

1
sup |F(Rcosf, Rsinf)| =0(—=,
oo 1=0(7z)

e in conclusione

lim F(z,y)= limsup F(x,y)= liminf F(x,y)=0.
|(z,y)[—+o00 |(z,y)|—+o0 |(z,y)|—+o0



