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I principali testi e raccolte di esercizi a cui si fa riferimento in quaste note sono:
[GGS] M.Ghisi, M. Gobbino, “Schede di Analisi Matetmatica”
[GGE] M.Ghisi, M. Gobbine, “Schede di Analisi Matetmatica”
[F'M ] A.Faedo, L.Modica, “Analisi I, lezioni”

[ABC] E.Acerbi, G. Buttazzo, “Analisi Matetmatica ABC 1: funzioni di una variabile”

Ogni gruppo di esercitzione & introdotto dagli esercizi pertinenti dei testi di esame degli anni
passati, con i seguenti riferimenti:

AACHIPNGMEm ovvero AAFxnPNGMEm:

AA sono le ultime cifre dell’anno accademico,

C se si tratta di prove in itinere (compitini},

Ex se si tratta di testi di appelli,

P sta per ‘parte dell’esame scritto’,

E sta per esercizio,

n il numero del compitine o dell’appello,

N & il numero della parte dell’esame in questione(prima o seconda),
M & il numerc del gruppo di versione del festo dello stesso esame
m il numero dell’esercizio.

Le soluzioni sono reperibili nella pagina personale di . Alberti.

T corpo dei gruppi di esercitazione & composto da testi quasi tutti manoscritti con numera-
ziorie delle pagine indipendente, oltre ai dattiloscritti dei testi d’esame di cui sopra.
Inoltre con;
# gl indicano gli ésercizi pitt impegnativi,
o quelli di approfondimento o estengione e quelli pit teoricl,

IX GRUPPO DI ESERCITAZIONE, IXT: complementi di ripasso sul numeri complessi.
Equaziont differenziali .

A] Complementi di ripasso su i numeri complessi,

B12-13] Equazioni lineari del primo ordine.

B14-15] Equazioni del primo ordine a variabili separabili e riducibili a lineari.
B16] Tecnica di sostistuzicne per equazioni del primo ordine.

B17-18] Equazioni differenziali del secondo ordine come modelli di problemi.
C19-20] Equazioni lincari del secondo ordine a coefficienti costanti.

(C21-22] Equazioni riducibili ad equazioni risolubili.

Teoria relativa neil testi indicati e svolta a lezione

Oltre agli esercizi di esame, a quelli qui proposti e a quelli segnaltt a lezione

sl segnalanao:

- “Test di Allenamento” in [GQE| pagg. 71- 74 come esercizi di base

- gli esercizi relativi al capitolo 6 in [ABC| pagg 286 - 287, e gli esempi avolti nel relativo
capitolo.




Testi di esame del nono gruppo di esercitazioni: prime parti
Risolvere i seguenti esercizi senza dare dimestrazioni
13C2P1G1E7 Trovare la soluzione dell’equazione & = ¢”sin ¢ che soddisfa x(n) = 0.
13Ex1P1G1E6 Dire per quali a € R la funzicnes '
&+ 4z = 0.
13Ex2P1G1ET Trovare la soluzione dell’'equazione £ = % che soddisfe z{0) = 2.

" risolve 'equazione differenziale

’
13Ex2P1G2E7 Trovare la soluzione dell’equazione & = :;:c_? che soddisfa z(0) = 2.

. t
13Ex2P13E7 Trovare la soluzione dell’equazione & = % che soddisfa z(0) = 2.

i
13Ex2P1G4E7 Trovare la soluzione dell’equazione z = % che soddisfa z(0) = 2.

13Ex3P1G1ET Trovare la soluzione dell’equazione i + z cost = 0 che soddisfa z(0) = 2.
13Ex3P1G2E7 Trovare la solugione dell’'equazione & + x cost = 0 che soddisfa z(0) =4
13Ex3P1G3E7 Trovare la soluzione dell’equazione & + 2 sint = 0 che soddisfa 2(0) = 4.
13Ex3P1G4E7 Trovare la soluzione dell’equazione 4 + z sint == 0 che soddisfa z(0) = 2

13ExAP1(G1E7 Trovare la soluzione generale dell’equezione differenziale & = 2¢(1 + x2).
13Ex4P1G217 Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & = 3¢2(1 + z%).
13Ex4P1G3E7 Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & = —2ie®.
13Ex4P 1 (4157 Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale & = —3¢%e”.

13Ex1P1G1E7 Trovare la soluzione generale dell’equazione @ — 22 + Sz = 0.




Testi di esame del nono gruppo di esercitazioni: seconde parti
Risolvere i seguenti esercizi motivando accuratamente le risposte.

13C2P2G1E2 a) Scrivere la soluzione generale dell’equazione differenziale
F— 4 44z =8t (1)

b) Trovare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali z(0) = 0 e £(0) = 0.
¢) Trovare le soluzioni che soddisfano z(t) = O(e*) per ¢ — +o0.

13Ex2P2G1E1 Dato a € R, si consideri ['equazione differenziale
F A az = 27 (2)

a) Trovare la soluzione generale per a == b.
b) Dire per quali valori di a si ha che ogni soluzione soddisfa z(t) = o(e™*) per t — f-o0.

13Ex4P2G1EL Dato a € R, consideriamo 'equazione differenziale
B+ dd + 3T = e (3)

a) Trovare la scluzione generale per a — 1.
b) Trovare la soluzione generale per a = —1.
¢) Trovare la scluzione generale per a qualunque.




A] ESERCIZI PER RIPASSARE I NUMERI COMPLESSI (non istituzionale).

Proposizione Se P & un polinomio con coefficienti complessi P(zg) = 0 se e solo se P{z) =
Q(2)(z — ). Quindi il polinomio ha al pin un numero di radici pari al suo grado.
Teorema fondamentale dell’algebra Ogni polinomio ha almeno una radice complessa.
Corollario Un polinomio ha un numero di radici, con molteplicita, pari al suo grado.

Se z = a -+ ib con Z si indica a — ib, e si dird consugato di 2.

Osservazione Un polinomio con coefficienti reali ha radici complesse e coniugate.

ESERCIZIO n. 1 Si scrivano in forma cartesiana (z 4 iy con z e y in R):
(V24ie)(i —23), (—4+44)°, 1, i 14244t +48 L /2120

7 (2+i)?) Y mtiy?

ESERCIZIO n. 2 Si trovine tutte le soluzioni in C delle equazioni: 22 +1 =0, 28 +1 =0,
2241=0, 22 4+22+1=0, 2 +42+5=0, 2° } 2z—1—i=0, 22+ 2+1=0.

ESERCIZIO n. 3 Risolvere: 2% = |z|, 2% + |z[ +1 =0, 22*+32% =0, 2]z} = 2Rez,
Imz* =1

ESERCIZIO n. 4 Si determino le regioni del piano definite dalle seguenti formule: |z —i| = 2,
lz—1| = |z =], |[z—1] < |z—4|, * g —1]|+|z—i| =2, * |2 = 1| +]|z—i| = V2, Rez = 2Tma.

ESERCIZIO n. 5 - Scrivere informa, trigonometrica: 4, 74, 3 + 34, /3 —1i, 1 — 1.
- Serivere in forma trigonometrica gli z € C per cul: 2 = Rez > 0 0 [Rez| < Zinz o |z| < 1.

ESERCIZIO n. 6 Trovare le radici seste di —1, quadrate di 1+ 4v/3 e cubiche di 1.

Notazione Se z = z - iy € C si indica con &* il numero e*(cosy - isiny).

ESERCIZIO n. 7 Per ogni numero complesso w # 0 vi & un numero complessc z per cui
w = e, Quante sono le sclugioni di w == 7

ESERCIZIO n. 8 Il prodotto di due numeri complessi ha come modulo il prodottc dei moduli
e come argomento la somma degli argomenti. In altri termini: e®g® = g™, '

ESERCIZIO n. 9 a) Si verilichi che le radici n-sime di 1 sono e, = ?"a = (e))", 0 < h <
n.

. ) .. . h . . . L .
b) Pissati n ed m I'insieme dei ™, h € Z & contenuto in quello delle radici n-sime

di 1. Coincide con esso se ¢ sclo se m ed n non hanno divisori comuni. In altri termini

N 1 N N . . ' . "
e?rmy 0 < h < nsono le radici n-sime di 1 se e solo se m ed n sono primi fra loro.
b

*, 0 BSERCIZIO 1. 10 L'area del triangolo di veritciu, v, w € Cédata da 3 ‘(w —v)(u—v

e

7

* o BSERCIZIO n. 11 - 11 prodotto scalare tra (z,y) e (u,v) & dato da Re ((:1: o+ iy)(w + w)

- Che operagione tra numeri complessi da il determinante della matrice di righe (z, %), (u,v

e



EQUAZIONI DIFFERENZIALI |
B] EQUAZIONI DIFFERENZIALL DEL PRIMO ORDINE

ESERCIZIO n. 12 Trovare I’ eventuale soluzione generale delle seguenti equazicni differenziali
lineari del primo ordine:

W Qu = At o +u=cost, W +oau=c"™, o —usint=sin2, 1+ u=1te",

1—2t (L +¢7)et

u=10t>0), o —~u= =1+,

-

(t<0), -

14 i 1412
2. int
u’-}—;u:% (t#0), *tw'+2u=cost (teR), *tu/' =1,
*u'+£—“1:eﬁ(t+1)“ (neN, t#£—1)

ESERCIZIO n. 13 Sirisolvano i seguenti problemi ai dati iniziali esplicitando il dominio della
soluzione e il comportamento suo e della derivata agli estremi:

W=1ul)=4, o =ze® w(—-1)=0, o =1logt u(0)=3, v =€ tlim u(t) =4

— 00

W =uu(2) =0, v =ulogt u(l) =1, ' + 3u=4t w(0) = 3, ' + 2u = 2e " w(0)=1.

ESERCIZIO n. 14 Si risolvano i seguenti problemi ai dati iniziali esplicitando il dominio della
soluzione e il comportamento suo e della derivata agli estremi. Si tracci un grafico approssi-
mative delle soluzioni basandosi preliminarmente, prima del calcolo esplicite della soluzione,
anche sulle proprietd dedotte direttamente dall’equazione.

w=wtlu(0)=c, v =t -1 w0)=c, v'=1+1" w0)=c, o =smnu u0)=c

L+ w? 1—-2¢ ‘
wu=1 u(l)=c¢, ' =100""u(0)=¢, o = 1':-7;2 uw(0) =¢ ' = " u(0) = &,

' 1 —wu?
w' =ucost w(0) =c, - =0, *t ftu=1?,
! 1 — 2

ESERCIZIO n. 15 Data la soluzione u = u{t) di un’equezione differenziale & = o' = f(i, v)
Peventuale inversa t = #(u) dovrebbe verificare 'equazione % = ¢/ = f—[;—u—) Tracciare i grafici
approssimativi delle soluzioni dei seguenti problemi riducendosi ad equazioni lineari:

1 , 1 _ . , 1
wl)=1,; w u(l) == —1; o' = T

!

u uw(0) =3 .

:215‘——_1&_’ T 2t—2
ESERCIZIO n. 16 Si risolvano le seguenti equazioni differenziali per sostituzione:
u' =3+ cos(t —u) u,*_—u—f—t—l u':—&u[w%
o ' *(t—i—u)?—l—l’ " 2-logt’



ESERCIZIO n. 17

&) Un massa puntiforme di grandezza m, in quiete all’istante iniziale &5, si muove di moto
rettilineo soggetta ad una forza proporzionale, per un fattore x, all'incremento di tempo
dallistante iniziale, ed ad una forza di resistenza del mezzo porporzionale, per un fattore y,
alla velocita. Si espliciti la velocitd in funzione del tempo e dei parametri.

b) Un corpo ad un instante ¢ ha temperatura pari a quella dell’ambiente circostante eguale
a 8. Il corpo viene riscaldato a tassc costante, pari a &%, e disperde calore nell’ambiente
in modo proporzicnale, per un fattore 4%, alla differenza tra la sua temperatura e quella
dell’ambiente considerata costante. Si espliciti la dipendenza dal tempo della temperatura
del corpo.

* LSERCIZIO n.18 Trovare un grafico per cui la distanza dall’origine di ogni retta tangente
ad un suo punto & uguale alla distanza dall’origine della retta normale nello stesso punto
[y = az + b ha distanza dallorigune |bl/v/1 + a?]

C] EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE

ESERCIZIO n.19 Trovare la soluzione dei problemi ai dati iniziali:

W=, u(l)=1,d(1)=1 " =3 - 2u=0, u(0) =1, v (0)=0;

W= =0, u(l)=0, J{I)=¢; v +u —2u=0u(0)=1, v {0) =2

u — 4’ 4+ 3u =0, u(0) =6, w'(0) = 10; 4u” — 200 + 25u =25 ,u(0) =0, ¥/(0) =0;
' — 8 4200 =0, w(0) =0, w'0)=1; ' +20' +2u=0, u0)=0, v (0)=1

ESERCIZIO n.20 Trovare tutte le soluzioni delle seguenti equazicni lineari a cofficienti
costanti o la soluzione dei problemi con dati iniziali o al bordo:

34 2u =8 W2 4 10u=0 1 2w —u=2¢"; v +2u | bu=sint;
w3+ 2u = f{1 ) nei seguentl casi:

f) = IOe_t 3e® 2sint, 25 —30, 3¢+ 5sin2t, %' —e ¥, sinh ¢,

uw fu=—y
cost
'’ +u=sin2t, t€[0;x], u(0)=ulr)=0.

ESERCIZIC n. 21 Si risolvano le seguenti equazioni differenziali del secondo ordine:
I

. w
w' =t +sint, v = artan ¢, W =v + ¢, u == — (") =/, 2tu'u’ = (W) +1

/ F{
U " y'{e® —1 |
u' =2, Wt () =t T — — o =0, w = wler—1) ), w = ut
2 i A
E3 ul.' e )
14 (u')?

ESERCIZIO n. 22 Si trovino le soluzioni del seguc,ntl problemi ai dati iniziali:

o1
= 1_\_“,52, w(0) =1, W) =3 o =5 1 D) = 1, (1) =
o =10 +u+ 1, u(O):l,u(O):O |



ESERCIZIO 1n.23 Se y 2 0 & soluzione di: " (¢} + o'(t) f(£) + u(t)g(t) = 0, allora

b = [ F(ryar
z(t) :cy(t)/ gﬂ—(s)ds

& soluzione della stessa.

* ESERCIZIO n.24 Si trovine le soluzioni delle seguenti equazioni:

u
w’ —tant uw + 2u =0, u”—u’—»—; = 0.

* ESERCIZIO 1.25 Si trovino tutte le soluzioni (u; A), ove le incognite sonot u funzione
definita su [0; 7], e A numero reale, dei problemi:

u’ = Ao, w(0) = u(w) =0; v =X u, u(0)=ulr);
w’ = A, w(0) = u(m), w(0) =u(7); v = A u, u(0)=u(r) =u(0) = () = 0.







Matematica e Statistica, Anno Accademico 2008-2009,
Scienze Ecologiche e della Biodiversita
RUDIMENTI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALL: V.M. Tortorelli
27 novembre 2008

Equazioni di base
“Quadratura” semplice Se f: 4 — R & continua su A segmento in R, per il teorema fondamentale del
y(t)=1(t), teA
calcolo la ¢ — yo + ft 8)ds & unica soluzione del problema di Cauchy
ylto) = o
Variabili separabili Se f: A - R, g: B — R sono funzioni continue su 4 e su B, segmenti in R, si tratta

di trovare le y € C(I), I segmento incluso in 4, per cut| /(1) = f(t)g(u(t)), te T

- Se per 7 € B si ha g(7) = 0 allora la funzione costante y(¢) = 7, £ € A & soluzione.

Procedimnento euristico ,

i- 81 cercano le soluzioni che non si annullano: dall’equazione deve essere ﬁ#&% = f(t)

ti- si considera I primitiva di L su J C B

lii- si considera F' primitiva di f

iv- sl scelgono I € A e ¢ € R in modo che e+ F{I) C I'(J)

l’eventuale soluzione deve verificare l'equazione I'(y(t)) = F({) +c, t € 1

Il procedimento inverso Considerando quindi

i- un generico o, A= J € B in modo che ¢ si annulli solo agli estremi diJ,

it-una generica I' primitiva di % su J (essendo g continua non cambia segno e I' sard invertibile su J)
ifl-una generica primitiva F' di fsu A

iv- e determinando di conseguenza [ e c t.c. e+ F(I) CT(J), Vintervallo di estremi (o) e I'(8), si trova che

y(#) =T YF(t) +c), tel

& una soluzione e inoltre o < y(t) < G, t € L.
Problema di Cauchy 1: Quindi se g(yo) 5 0 per determinare una soluzione locale al problema di Cauchy

Yt = F0ae), tel

y(to) = vo

Podu

- si prende J in modo che yg € J e g non si annulli se non agli estremi di J, T'(p) = f -—(—5, peJ
yo F\U

~Ff)—/ f(8)ds, I per cuityg € I e F(I) CT{J)

La funzione y{t) = I'" *(E(f) + ¢) & ben definita ed & soluzione, ¢ tale y & a valori in J: a < y(t) < §, per
t € 1. Si ha esistenza locale per tale problems, e il fatto che la goluzione & ynica finché non annulla g.

(_Problema di Couchy 2: Se [*77 b f P mj;_ﬂ = +o0 si ottiene che la soluzione trovata & globale e

a  glpl]
non pud annulla,re g 86 non agli estremi di A: infatti se fosse g{y(#;)) = 0 si avrebbe y(t1) eguale ad @ o a 3
da cul L 3)ds = f w(in) g‘éﬂ = +o0, Ma f ha integrale finito sugli intervalli limitati e chiusi contenuti in A

essendo wntmua
Problema di Cauchy 9: Analogamente se g & uno zero isolate di g ¢ [¥° _,_ZT — yu+s _TL +00 si hg
- ; : lg(e} [a(e)l

Yo—&
che la funzione costantemente eguale a yg & Vunica soluzione del problema di (Jauchy )

Bquazioni lineari del primo ordine y'(t) - a(f)y(f) = f(£) con f e @ funzioni continue su un intervallo £,
Omegenca w'(£) = a(t)u(t): se o = a lo spazio vettoriale delle soluzioni & dato da u(t) = ce™®),
Soluzioni Moltiplicando per e~ ®® ¢i si riduce alla ricerca di primitive di e’“(*)y(t) e le soluzioni sone date

o s
y(i) e pp(t) +/ @)= q(a)f(s ds — '!,Joe‘f*” a(s}ds +/ egft a.(m)dmf(s)db
5

u]

si noti che tutte le soluzioni dell’equazione completa si ottengono da una particolare soluzione (il secondo
addendo) sommando una soluzione dell’'omogenea.



Eqguazioni del secondo ordine

Teorema 1 Si consideri I'equazione lineare nell’incognita y(t): a(t)y” (£} + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(£), con
coefficienti e tertnine noto funzioni continue su un intervallo I con a(t) # 0 e valori in R [risp. C].
1- Liinsieme delle soluzioni dell’squazione con termine noto nullo {equazionee omogenes sssociata) & uno
spazio vettoriale su R [risp. su C]di dimensione 2 ovvero trovate due soluzoni dell’omogenea linearmente
indipendenti u1(t) e ua(t) ogni altra soluzione & del tipo ejui(t) + coua(t) con ¢y, co costanti reali [risp.
complesse].
2- V1 & almeno una soluzione dell’equazione u*(1).
3- Tutte le altre soluzioni dell’equazione sono del tipo w*(£} + cru1(t) - caua(t).
a(t)y” () + 0(t)y'(t) +e(t)y(t) = f(t) tel
Approccio generale per risolvere il problema di Cauchy ¢ () = v
, ' y'(to) =y
1- si determina una base delle soluzioni dell’omogena (w1 (t), uz(t))
2- si trova una soluzione particolare u*(t)
3- sl cercano ey, g per cul equ(t) + caua(t) 4 vw*(£) verifichi le condizioni iniziali del problema.
Passo 1 nel caso di coefficienti costanti
1l caso elementare per trovare soluzioni & quello in cui i coeffcienti sono funzioni costant!.
Teorema 2. Si consideri 'equazione lineare omogenea nell’incognita u(t): au’(t) + bu'(t) + cu(t) = 0, con
coefficienti costanti reali. Si ha che tutte e sole le soluzioni sono:
cret®cos Bt + cae®sin Bt b2 —dae < 0
u(t) = { cie'® + eple’® b2 — dac =0
et | poeton b? — dac > 0
al variare di ¢; € ¢z in R, con a % i8, ovvero a;, ag, o radict di as? + bz + ¢ = 0.
Volendo enunciare nel caso complesso il teorema sl ha che tutte e sole le soluzioni (questa volta a valori in
C) al variare di ¢; e ¢z in R, con a %18, ovvero a1, oz, o radici di aa? + bz + ¢ = 0. sono del tipo:
u(t) = { 7167+ qpe®t 12— dac £ 0
i e® 4 pte® B2 —4ac=0
al variare di v e 9 in C, con a1, oz, o radici complesse di az? +- bz +c=0.
Quindi se @ , b, ¢ sono reali si riottiene 'enunciato precedente osservando che per definizione di forma
esponenziale di un numero complesso:
et | e~ = Ycost, ie™% —ie? = 2sint
Passo 2: principali metodi per la determinazione di una scluzione particolare
Per tentatini
Cloefficients indeterrminals per equazioni o coefficienti costanti
Se il termine noto & e (p1(t) cos Bt + pa(¢) sin Gt), con py e py polinomi reali, si cerca una soluzione soluzioni
del tipo:

i1 it

w* (1) = 1"t (g1 (¢) cos Bt + ga(t) sin St)
ove ¢1 € g3 sono polinomi con gradl minori del massimo di quelli di p1 e pa, ed m molteplicitd di o443, come
radici del polinomio associato all’equazione.
"Tale metodo & pié semplice da enunciarsi, ¢ da usare, nel caso complesso:
se il termine noto & p(¢)e?, con p polinomio, si cerca una soluzione soluzioni del tipo:

w(t) = M G(t)eM

ove § & un polinomio con grado minote eguale a quello di p(t), ed m & la molteplicita di A come radice del
polinomio associato all’equazione: az® + bz + c.
Variazione delle costanti Se uq(t), ua(t) danno una base dello spazio delle soluzioni dell’omogenea, si cercher-
anno soluzioni del tipo u*(£) = c1{£)u1(t) + ca(t)ua(t)

upch +ugchy = 0
- ¢l sl riduce al sistema numerico (¢ & fisso) e quindi si trovano le primitive di €], ¢5.
" . y uiey +ube, = ;2-
- - & -t
L TN 2
Tl . 7 i Lt
. A T -1- C’z,f’f'z ._1.(2&:&
! i
i f .
uF rfo +5 ,/( 4( L{ -« Oy 5[,, O 4, v Sy U, 4 Gu, <&k
/ = { { — / / <
\ o /_./"’/l

e //

CC Wy A ¢! %L)/



