SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI SUI GRUPPI

SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI PROPOSTI

Esercizio 1.

Dobbiamo verificare che:
(a) il prodotto di due elementi di G ¢ un elemento di G;
(b) sono soddisfatti gli assiomi dei gruppi;
(c) il prodotto & commutativo.

Dimostriamo (a):

Vh,keZ: 2" .28 = 2hth e 7

Dimostriamo (b):

associativita:
(2h . 2k) .om (2h+k) .om — 2h+k+m — 2h . (2k+m) — 2h . (2]@ . Zm);

esistenza identita:
20_2k — 20+k — 2k.

esistenza reciproco:
2—k .2k _ 2—k+k —_ 20

Dimostriamo (c):
oh .9k — oh+k _— 9k+h _ 9k 9h

Esercizio 2.

Iniziamo con il provare che la somma di due elementi di G & ancora un elemento di G : per ogni a, b, a1,bs € Q
si ha
(a + b\/i) + (a1 + bl\/i) =(a+a1)+ (b+ b1)\/§ € G.
Verifichiamo ora le altre proprieta dei gruppi.
associativita: per ogni a, b, aq,b1,as,bs si ha

{[(a +bV2) + (a1 + b1V2)] + (ag + bav2)} = {(a + bV2) + [(a1 + b1V?2) + (a + bV2)]}
esistenza identita: per ogni a,b € Q si ha

(a+0v2) + (0 +0V2) = (a + bV?2)

esistenza inverso: per ogni a,b € Q si ha

(a+bV2) + (—a—bV2) =0+ 0v2

commutatitvita: per ogni a,b,aq,b; si ha
(a4 b0V2) + (a1 + b1V2) = (a1 + b1V2) + (a + bV?2).

Posto
Gi={bW2: beQ}, Go={bV2: beZ}, Gs={a+bV2: a,beZ},

si ha che i sottogruppi di G sono: (G1,+), (G2, +), (Gs,+), (Q,+), (Z,+).



Esercizio 3.

Dall’eguaglianza a~'b%a = ba moltiplicando primo e secondo membro, a sinistra per a e a destra per a='b~!

si ha
aa 2aa b = abaa T = P = abb! = Wb = a4 < b=ua.

Esercizio 4.

Osserviamo che per ogni a,b,c € G risulta ¢, b=, ¢! € G esiha
aateb™h = (aa™Me(b7Mb) = ¢

possimo quindi porre
z=ateb N

Dimostriamo 'unicita della soluzione. Sia y € G tale che
ayb = c,
Moltiplichiamo primo e secondo membro dell’equazione, a sinistra, per =, a destra per b=1 :
ataybb™t = ateb ™,

da cui
y=ateb™! = 2.

Esercizio 5.

Consideriamo per primo il caso n > 0 ed utilizziamo il Principio di Induzione. Per n = 1 la proposizione &
vera per ipotesi. Verifichiamo l'induttivita della proposizione, ovvero

a"b = ba" = a""'b = ba" .
A tale scopo scriviamo le seguenti eguaglianze:

a""'h = (a"a)b = (proprieta associativa)
=a"(ab) = a"(ba) = (a"b)a = (ipotesi induttiva)

= (ba™)a = b(a"a) = ba" .

Se n = 0 si ha a® = ba®, ovvero b = b.
Consideriamo ora il caso n < 0. Dall’ipotesi ab = ba segue moltiplicando per a destra e a sinistra entrambi i
membri per a7 ! :

a tab)a t =at(ba)aT! = (a ta)ba P =a"tb(aa) = atb=bat

Ovvero se un elemento b commuta con un altro a allora commuta anche con il suo inverso a~'. Dal fatto
che n < 0 segue che —n > 0, quindi a™"b = ba~". Ma allora, per quanto detto sopra: b deve commutare con
I'inverso (a=™)~! = a™ di a™", ovvero a™b = ba".

—n



Esercizio 6.

Nell’eguaglianza a™b™ = b™a™ si pone ¢ = b™ ottenendo a"c = ca™ che ¢ stata dimostrata nel precedente
esercizio, e quindi la tesi ¢ banalmente vera.

Esercizio 7.

Si procede per induzione su k. Per k =1 ¢ vera (vedi Esercizio 5).
Dimostriamo I'induttivita:

ny n2 NE\pm __ pm( mni N2 N ni ng ng Nk+1\gm __ pm/ ni N2 ng MNk+1
(af'a3?---a* o™ =b"(a as? - ap*) = (af'as” - - - ay apt " =0"(aras? - - ay, akﬂ)

Infatti:
niy _ns ng Nk+1\1m __ ni ng nk Nk4+11m
(af'a3? - -ay apit W= (altay? - - ay )(akﬂb )
Dall’ Esercizio 6 sappiamo che a,%%'b™ = b™a, 4" sotituendo al secondo membro dell’eguaglianza sopra:
ny, no ng Nk+11m _ niy _ns ng m_ Mk+1\ __
(at'ay TGy )(%Jrl b)) = (ayay Y )(b Apq )=
_ ny no ng 1,m Nk41 __ . o . .
= (ay'ay®---ap*b™)a, i1 = (ipotesi induttiva)
_ m _mni N ng MNk+1
= (b™al"ay?---ay )a,,Hl =
— m N1 n2 NnEg MNk+1
= b"aytay”® - apta

Esercizio 8.

Dimostriamo per induzione su k. Se k = 2 si tratta del Lemma dimostrato nel Capitolo sui gruppi. Dimos-
triamo l'induttivita:

n n_n n n n_n n n
(arag---ap)" = atay ---ap = (ara2 - - apar41)"” = atay ---ay apyq
Infatti

(ara2 - agar1)” = (perche vale per il prodotto di due fattori)
(araz---ap)"ap , = (per l'ipotesi induttiva)

— n, ,n n, n
= aypQg - QpQp,

Esercizio 9.

Osserviamo per prima cosa che per ogni (a,b), (¢,d) € Z x Z risulta (a + ¢, (—1)b+d) € Zx Z
Dimostriamo che sono verificati gli assiomi dei gruppi.

Associativita: per ogni (a,b), (c,d), (e, f) € Z x Z risulta:

[(a,b) x (¢,d)] x (e, f) = (a+¢(=1)b+d)x (e, f)=
(a+c+e, (-D((-1)b+d)+ f) =
= (a+c+e (=) b+ (=1)°d+ f).



D’altra parte

(a,b) x [(c,d) x (e, f)] = (a,b) x (c+e, (-1)°d+[f)=
= (a+c+e (=) b+ (=1)°d+ f).

Quindi
[(a,0) x (c,d)] x (e, f) = (a,b) x [(c,d) x (e, f)].
esistenza identita: per ogni (a,b) € Z X Z
(a,b) x (0,0) = (a+0,(=1)°b+0) = (a,b)

esistenza inverso: dobbiamo dimostrare che per ogni (a,b) € Z esiste (x,y) € Z x Z tale che (a,b) X (z,y) =
(0,0). Quindi

a+x = 0
(a,0) x (z,y) = (0,0) <= (a+=z,(-1)"b+y) = (0,0) =
(-1)*b+y = 0.
Da cui segue
T = —a€Zl
y = —(-1)"%beZ.

Esercizio 10.

Verifichiamo che il prodotto di due elementi di G & ancora un elemento di G. Per ogni m1,n1,ms,no si ha

14+2my 14+2mgo 14 2(my +ma+ 2mime)
. = € G.
14+2n1 14 2n9 1+ 2(ny + ng + 2n1ng)

Verifica delle proprieta dei gruppi.

Associativa: Per ogni mq,ni, ms,na, ms,ng si ha

1+2n; 14205 ) 14203  1+2m 1+2ny 1+ 2n3

Identita: Per ogni m,n si ha

1+2m 142-0 1+2m
1+2n 1420 142n°

Quindi lidentita per (G, -) ¢

1+2-0
14+2-0°

Inverso: Per ogni m,n si ha

1+2m 1+2n_1+2-0
1+2n 142m 1+2-0

da cui

1+2m\~"  1+2n
1+2n 142m



Commutativita: Per ogni m1,ny,mo,no si ha

1—|—2m1 1—|—2m2 1+2m2 1+2m1

1420, 1+2n9 1420y 1+2n;

Esercizio 11.

Verifichiamo che il prodotto di due elementi di G & ancora un elemento di G. Infatti per ogni ¢1,t2 € R si ha

1+t 1+it2_1—t1t2+i(t1+t2)_ 1+i%

L—ity 1—ity Ll—titp—i(ti+t) 1 — i’

L’ultimo passaggio e possibile se 1 — t1t2 # 0. Quindi la relazione sopra e verificata per ogni t1, to € R tali
che t1ty # 1. Se invece t1t2 = 1 si ha che

1+t . 1+ ito B 1 —tita +i(ts + t2) _ i(th + t2)

= = = —1.
11—ty 1 — ity 1—t1to — i(tl + tQ) —i(tl + tQ)

+ it

con t € R appartiene a G. Ovvero

1
Dobbiamo poi verificare che il prodotto di —1 per i termini del tipo 1

dimostriamo che esiste s € R tale che

144t 1+41s
= . (1)
11—zt 1—1s

-1
Risolvendo I’equazione si ottiene che se t # 0 allora s = 7 mentreset=0: -1-1=-1€G.

Un altro modo di procedere, ovviamente piu complicato, ma che fornisce un’idea della struttura dell’insieme
G ¢ il seguente.
Per ognit e R

14t (1+at)(1 +it) (1 +it)? 1—t2+ o2t
= = = 7
1—it (1—w)Q+dt) (Q—aw)1+dt) 1+t 1+1¢2
Posto
¥
t = tan =
an g
segue
1—¢2 , 2t
cosp = ——— sinp = ——.
T I Tt
Possiamo quindi scrivere:
14t ..
— = COS @ + 1S .
11—t
Analogamente poniamo
1+1s

— = cosf + isinf.
1—1s

Sostituendo queste relazioni in (1) otteniamo

—cosp = cosf

—cosp —ising = cosf 4 isinf <= { —sinp = sinf

Da cui 0 = ¢+ 7.



Verifichiamo le proprieta dei gruppi.
Associativa: per ogni t1,ta,t3 € R si ha:

(1+it1 1+it2> 1+ itg 14ty <1+it2 1+it3)

T—it, 1—ity) 1—its 1—it; \1—ity 1—its

Identita: Per ognit € R:

1+it 14i-0 1+it
1—it 1—4-0 1—it

Inverso: per ognit € R:

L+it 14i(—t) 14i-0
1—it 1—i(—t) 1—4-0

Ovviamente 'inverso di —1 ¢ —1.

Poiché i numeri complessi del tipo cosp + isiny hanno modulo 1, come conseguenza di quanto sopra
dimostrato, I'insieme dei complessi di modulo unitario ¢ un gruppo con il prodotto.

Esercizio 12.

(G, -) definito dalla tabella (a) € un gruppo. Infatti si vede che a & 'unica identita del gruppo, d & l'inverso
di b e viceversa. ¢ & l'inverso di c¢. La proprieta associativa & poi banalmente verificata.

(G, -) definito dalla tabella (b) non & un gruppo. Infatti osserviamo che ab = b e ¢b = b quindi
ab=cb <= abd =cbd <= aa=ca=c < c=a.

Esercizio 13.

Non e possibile completare la tabella in modo che (G, -) risulti un gruppo in quanto, essendo ab = b e ud = d,
si avrebbero due identita distinte nel gruppo.

Esercizio 14.

Osserviamo nella tabella che ed = d, questo implica che 'identita del gruppo e e. Possimo quindi scrivere:

Jalbfc|[d]e
al b|c a
b c b
c c
d d
ella|lblc|d]|e

Nella prima riga dobbiamo determinare i prodotti ac e ad. Ovviamente non possiamo mettere come risultato
un elemento gia presente nella stessa riga, ad esempio ac = b perché altrimenti si avrebbe, dal fatto che
sappiamo che aa = b, ac = aa da cui, moltiplicando per ¢~ !, a = ¢. Quindi si deve avere: ac = d oppure
ac = e e ad = e oppure ad = d. Non puo essere ad = d perché altrimenti a ¢ l'identita, che invece, come
abbiamo visto sopra ¢ e. Allora si ha necessariamente ad = e e quindi

Jalblc|d]e
al|llblcldl|e]a
b c b
c| d c
dl| e d
ellalblc|d]e




Osserviamo che da aa = b segue baa = bb e quindi, essendo ba = ¢, ca = bb, dalla tabella ca = d onde bb = d.
Nella seconda riga restano da inserire e ed a. Non puoo essere db = e in quanto la prima riga stabilisce che
da = e ed allora si avrebbe che ’elemento d ammette due inversi. Possiamo allora scrivere

Jlafblecld]e

a cld|el|a
bllc|d|lelalb
cll d]e c
diela d
ellalb|lcl|ld]e

Nella terza riga si debbono inserire gli elementi a e b. a va messo nella terza colonna perché e gia presente
nella quarta. Infine la tebella completa e

lalbfecld]e

a cldl|el|a
bl cl|d a|b
clld|lela]|b]|c
dilelal|lbl|c|d
ella|lblc|d]e

Esercizio 15.

Osserviamo per prima cosa che il prodotto di due elementi di G ¢ ancora un elemento di G :

(a + b\/i)(al + bl\/ﬁ) = (aaq + 2bb1) + (aby + alb)\@ eqG
Verifichiamo poi le proprieta dei gruppi.

Associativa:

[(a + b\/i)(al + blﬁ)](cu + bz\/i) = (CL + b\/§)[(a1 + blﬁ)(aa + bz\/i)]

Identita: 1’elemento 1 = 1 + 0v/2 appartiene a G e si ha

(a4 0vV2)(1 4+ 0v2) = (a + bV?2)

Inverso: Per ogni a + bv/2 € G dobbiamo determinare un elemento di = + y/2 appartenente a G tale che:

(a+bV2)(z +yV2) =1+0V2

ovvero

(az + 2by) + (ay + bz)V2 =14 0V2,

questo implica il dover risolvere il sistema

ar+2by = 1
ay+bxr = 0
La soluzione e
a —b

T2 Y= 2o

ossia

1 a _ b
T a2 =202 2 — 2h2

Si noti che se a? — 2b% # 0 per ogni a,b € Q.

S

(a+bV2)



Esercizio 16.

+
0
Tabella relativa a (Z4,+) : |1
2
3

1 5 1 5 2 5 3 5 4 5
Tabella relativa a (Zs \ {[0]s},) = [2]5 || 1215 | [4]s | [1]5 | 3]s
3 5 3 5 1 5 4 5 2 5
4 5 4 5 3 5 2 5 1 5
Definiamo ¢ : (Z4,+) — (Z5 \ {[0]5}, ) nel modo seguente:
e([0ls) = [1]s
e([ls) = s
e([2l9) = [Ms
e([Bla) = [2s

¢ & bigettiva ed & un omomorfismo, infatti osserviamo che ogni termine a di (Z4,+) diverso da [0]4 si puo

scrivere come
n—volte

——~
a=Tat -+ 1 = nltls
Quindi p(a) = p(n[1]4) = ([3]5)™.(}) Analogamente se b € (Z4,+) e b = m[l]4 allora p(b) = p(m[l]s) =
([3]5)™ Di conseguenza:
p(a+b) =p((n +m)1]a) = (B]s)" ™ = ([38]5)"([3]s)™ = @(n[l]a)e(m[l]s) = (a)p(b).
Draltra parte ¢([0]a + a) = ¢(a) = [Usp(a) = ¢(0)p(a).

Esercizio 17.

Definiamo ¢ : (Zg, +) — (Z3,+) nel modo seguente:

¢((0]s) = [0]3
e((lo) = [l
p((2lo) = [2Is
e(3lo) = [0l
e([dlo) = [l
p((5lo) = [2Is
p((6lo) = [0]3
e([7lo) = [l
p(8lo) = [2I3

1Si dimostra facilmente per induzione.



Verifichiamo che si tratta di un omomorfismo. Ogni a € Zg diverso da [0]g si pud scrivere come a =
n—volte

[1]o + -+ 4+ [1]9 = n[l]g. Quindi se b = m[l]o

pla+b) = o(n[l]o +mfllo) = o((n+m)[l]s) = (n+m)e([lle) = (n+m)[l]s = n[l]s + m[l]s = ne([l]s) +

me([le) = @(nl]o) +@(m[l]o) = @(a) + ¢(b).

Invece ¢([0]g + a) = ¢(a) = [0]s + ¢(a) = ¢([0]o) + #(a).

11 nucleo dell’omomorfismo e:

ker ¢ = {[0]y, [3]o, [6o }-

Esercizio 18.

Definiamo ¢ : {1,4, —1 — i} — (Z4,+) nel modo seguente:

e(1) = [0
p() = [l
p(-1) = (2
p(=i) = [34

Osserviamo che:

[
p(=1-1) = p(=i) = [3]la = [2]a + [1]a = (-1
(i - (=) = @(1) = [0]a = [1]a + [3]a = (i) + (i)
p(=1-(=1)) = ¢(i) = [1]a = [2la + Bla = ¢(=1) + (=)

Esercizio 19.

Per ogni a,b € G p(ab) =1 = p(a)p(b). Notiamo che per ogni a,b € G si ha che ab € G.
Osserviamo che kerp = G

Mentre
v(1) = 1
i) = -1
p-1) = 1
(=) = -1

Osserviamo che kery = {1, -1}

Esercizio 20.

Definiamo I'applicazione f : Go — G1 nel modo seguente, per ogni a,b € Z

f(a+ib) = 3%5°

Si vede facilmente che & biunivoca. Inoltre & un omomorfismo, in quanto posto: f(aj + iby) = 3% 51,
flag +iby) = 392 5°2 abbiamo

f((ar +1iby) + (ag +ib2)) = f((a1 + ag) +i(by + by)) = 3702 5b+bz — (301 5bry(gaz 5bay —
f(a1 =+ Zbl) . f(ag =+ Zbg)



Esercizio 21.

Dalle ipotesi fatte, per ogni a,b € G :

f(a)® F(b) = flaxb) € B.
Verifichiamo le proprieta dei gruppi.

Associativita: per ogni a, b, c € G risulta

(axb)xc=ax(bxc)= f((axb)xc)=flax(bxc)= flaxb)® f(c)=fla)® f(bxc)
Da cui
[f(a) @ f(B)] @ f(c) = f(a) @ [f(b) ® f(c)].
Idenita: se e l'identita di (G, x) allora f(e) ¢ U'identita di (B, ®), infatti per ogni a € G risulta
fla) = flaxe)=fla)® f(e)
Inverso: per ogni a € G si ha:

axal=e= flaxa)=fle) = fla)® fla™") = fle)

Da cui deduciamo che

[f(@)]™" = fla™).
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