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MOTIVARE LE RISPOSTE IN MANIERA ESAURIENTE

(1) Siano A, B insiemi e f: A — B. Dimostrare che:
per ogni A, As C A risulta f(A1 N Az) = f(A1) N f(A2) se e solo se f & iniettiva.

(2) Dire se la seguente implicazione ¢ sempre vera:

{rAllpA—q) = 1]} = (p==q)

(3) Mediante il principio di induzione dimostrare la seguente proposizione.
Per ogni n € N\ {0} :

(k+1)! BRCES

2”: k— 21 (k—1) 2 — 1

k=1

(4) Dimostrare che se a, b, ¢ € Q, allora

a+bvV2+cv/4=0seesolosea=b=c=0

(5) Siconsiderino gli insiemi P, = {1, 3,5, 7, 9} e P» = {1, 3, 7, 9} dire se (P, -), (P, -) sono gruppi abeliani
in Zlg.

(6) Si consideri 'insieme C' = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}. Dimostrare che (C,+,-) & un corpo in Zy4 e che risulta
isomorfo a Zr.

Punteggio: ogni esercizio svolto correttamente vale sei punti.



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI PROPOSTI.

(1) Siano A, B insiemi e f: A — B. Dimostrare che:

per ogni Ay, Ay C A risulta f(A; N As) = f(A1) N f(A2) se e solo se [ & iniettiva.

Soluzioni.

Dimostriamo che se per ogni A;, Ay C A risulta f(A1 N Az) = f(A1) N f(A2) allora f & iniettiva.

Per assurdo: se f non fosse iniettiva allora esiterebbero x1, xo € A tali che z1 # x2 A f(x1) = f(z2), in tal

caso, posto: A; = {z1} e Ay = {x2} si avrebbe
f(A1) N f(A2) # @ perché f(x1) = f(x2), mentre Ay N Ay = @& (perché z1 # x2) e quindi f(41 N Az) = 2.

Viceversa, sia f iniettiva. Osserviamo che vale l'inclusione

fl(A1 N As) C f(A1) N f(A2), perché se y € f(A1 N Ag) allora esiste x € Ay N As tale che y = f(z) quindi
y € f(A1) in quanto x € Ay e y € f(As) perché z € Ay, onde y € f(A1) N f(Ag).

Resta da verificare l'inclusione f(A1) N f(A2) C f(A1 N Ag).

Consideriamo y € f(A1) N f(A2) e z1 € A1, 22 € Ag tali che y = f(x1) Ay = f(x2). Essendo f iniettiva deve
essere 1 = x9 e quindi 1 = x2 € A1 N Az, onde y € f(A1 N Az).

(2) Dire se la seguente implicazione & sempre vera:

{rAllpA—q) = —r]} = (p=q)

Soluzioni.

Possiamo procedere in due modi: mediante la tabella delle verita, applicando la definizione dei connettivi
logici usati. Iniziamo con la tabella delle verita, ponendo

S [pA—ql =

T: rA{[pA—q = -},

U: p=>gq.

P:ArA[(pA—q) = -1} = (p=10)

p g r —p —-q —-r pA-q S T U P

o o0o0 1 1 1 0 1 0 1 1

$t1 10 0 O 1 0 1 O 1 1

1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
Dimostriamo la proposizione mediante le definizioni dei connettivi logici.

{rallpA—q) = -1} = (p=q
= ~A{rAlpA—q) = -1} Vp=q) <
<= rVol(pA-g) = 1]V (-pVq) =
= rVa[a(pA-g) Vor]V(-pVe) =
& [rV-pVqValpVagVr]



che risulta sempre vera.

(3) Mediante il principio di induzione dimostrare la seguente proposizione.

Per ogni n € N\ {0} :
i k—21 (k-1  2n—1

(k+1)! BRCES

k=1

Soluzioni.
Per n =1 e ovvia. Verifichiamo I'induttivita della proposizione.

n+1 k— 1 n k—1 n
E—2 k—21(k—-1) n+1-2"-n
= (ipotesi induttiva
; (k+ ; (k+1)! (n+2)! (ip )
2=l m4lo2tm gn_qynFl=2"n]
 (n+1)! (n+2)!  (n+1) n+2 B
1 m2"—n+ 2" —24+n+1-2".n 21
(n+1)! n+2  (n+2)

(4) Dimostrare che se a, b, ¢ € Q, allora
a+bvV24+c¥/d=0seesolosea=b=c=0

Soluzione.
Se a=b=c=0 ¢ ovvio. Viceversa Csliau a+bv24c/4=0.
Sec=0eb#0allorasi ha v2 = ——, assurdo. In maniera altrettando semplice si arriva all’assurdo se b = 0

oppure a = 0. Siano quindi tutti e tre i parametri diversi da zero. Dalla relazione
a b
vi--2 _ bty
c c

posto

segue
Vi =a+ V2
Elevando alla terza potenza e semplificando otteniamo
4 —6ap? - a
V2 = 2 o 3
3a28 + 20

che & un assurdo. Osserviamo che, in particolare, risulta 3(3a? + 232) # 0

(5) Si considerino gli insiemi P; = {1, 3,5, 7, 9} e P, = {1, 3, 7, 9} dire se (P, -), (P2, -) sono gruppi abeliani
in Zl()-

Soluzione.

Costruiamo la tabella delle operazioni relative a (P, -).

1 3 5 7 9
111 3 5 7 9
313 9 5 1 7
5|15 5 5 5
7|7 1 5 9 3
919 7 5 3 1



Come si puo vedere (Py,-) non & un gruppo in quanto ogni termine moltiplicato per 5 da 5, di conseguenza,
Pelemento 5 non ha opposto (si osservi che ’elemento neutro del gruppo ¢ 1).
Costruiamo la tabella delle operazioni relative a (P, -).

O© g W~

O~ W |-
N = O W W
W © = 3|~
= W J Ol

In questo caso osserviamo che sono verificate le proprieta che definiscono un gruppo. In particolare 1 e
I’elemento neutro del gruppo, mentre 'opposto di 3 & 7, mentre 'opposto di 9 e 9.

(6) Si consideri I'insieme C' = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}. Dimostrare che (C,+,+) & un corpo in Zi4 e che risulta
isomorfo a Zr.

Soluzione

Costruiamo le tabelle delle operazioni.

-0 2 4 6 8 10 12 +10 2 4 6 8 10 12
ojo o o o0 0 0 O o0 2 4 6 8 10 12
210 4 8 12 2 6 10 212 4 6 8 10 12 O
410 8 2 10 4 12 6 4 14 6 8 10 12 0 2
6 |0 12 10 8 6 4 12 6 | 6 8 10 12 0 2 4
8§10 2 4 6 8 10 2 § |8 10 12 0 2 4 6
/0 6 12 4 10 2 8 0110 12 0 2 4 6 8
1210 10 6 2 12 8 4 12112 0 2 4 6 8 10

Definiamo ’applicazione 9 : Z7z — (C, +, -) nel modo seguente:

Si verifica facilmente che si tratta di un isomorfismo.



