CORSO DI LAUREA IN MATEMATICA
ESERCITAZIONI DI ANALISI MATEMATICA 1
ESERCIZI SUI LIMITTI 2

CALCOLARE IL VALORE DEI SEGUENTI LIMITI
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SVOLGIMENTO DI ALCUNI DEGLI ESERCIZI PROPOSTI (})

ESERCIZIO 1 Consideriamo lo sviluppo di Taylor della funzione esponenziale

1 1
e =1+x+ 5332 + gx?’ + Efl + o(z*) e sostituiamolo nell’argomento della funzione seno

1 1 1
sin(e® — 1) = sin {x + éxz + ax?’ + ﬁx‘l + 0(x4)] :

Consideriamo anche lo sviluppo di Taylor di sin : siny =y — #y® + o(y*) con y = = + 2% +
s2® 4+ 2t + o(z*) ottenendo

1 1 1 1 1 1 1 K
sin(e® — 1) =z + §x2 + éx?’ + ﬂx‘l + o(z*) — 5 {x + §x2 + éx?’ + ﬂx‘l + 0(x4)] +
3 (1)
+o | |+ 1552 + 1933 + ix‘l + o(z?) .
2 6 24
Osserviamo che
1 1 1 ’ 31zt 3
{x + 59:2 + 69:3 + ﬂxA‘ + o(ﬁ)] = 2%+ 5% +o(zt) = 2% + 59;4 + o(zY), (2)

eleviamo infatti alla terza il polinomio contenuto nelle parentesi quadre utilizzando la formula
(che si dimostra per induzione su k, vedi esempi e dimostrazione in Appendice)
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Ciascuno dei termini dentro la parentesi quadra di (2) viene quindi elevato ad un esponente
in modo tale che la somma di tutti gli esponenti sia 3. Se eleviamo alla terza z, gli altri
termini sono elevati a 0; quando si eleva x al quadrato uno degli altri viene elevato alla prima
potenza e cosi via. In particolare moltiplicando 22 per il termine 2—2 otteniamo %, mentre
moltiplicando 22 per gli altri termini otteniamo tutte potenze con un esponente di = di grado

superiore a quattro, quindi o(z*). Sostituendo (2) nell’espressione (1) si ha

1, 5

sin (e —1)=x+ 5%~ ﬂx‘l + o(z*) (3)
Sostituendo (3) nel limite proposto
—27* + o(z?) —2a* o(a?) 5
. 24 _1; 24 -
glgli% xt N glnlg%) x? + 24

IGli esercizi sono tutti risolti mediante gli sviluppi di Taylor, provate a risolverne alcu-
ni anche con il teorema dell’Hospital per vedere in quali casi I’uno risulta piu conveniente
dell’altro.



ESERCIZIO 2
Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile: y = x — 1. Osservato che per z — 1y — 0,
possiamo scrivere:

2 2
ylog(y +1) — 5 L ylog(y +1) — 5

im = im
y—0 (evt! —¢)3 e3 y—0 (ev —1)3
Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor:

log(y +1) =y — % +o(y?)
=1yt y*+o(y?)
e =1+y+o(y) da cui
(v =1)° =[y+o(y)’ =y’ +o(y’) perché
[y +o(y)]’ = y* + 3y*o(y) + 3y[o(y)]* + [o(y)]* = y° + 30(y®) + 30(y°) + o(y®) = ¥° + o(y?)

Infatti

3y?o(y) = o(y?), ylo(w?)] =o(y’), [o)]> = o(y?), 3o(z®) = o(z®), o(z®) + o(2®).

(vedi proprieta degli o-piccoli nel file LIMITT 1). Sostituendo sopra:

1Y [y — % +o(y?)| — [l —y+oly)] Ll o)
e y—0 y* +o(y?) et y=0 Y3+ o(y?)
(principio di sostituzione degli infinitesimi)
1 5yt 1
B g y—0 ? B @

ESERCIZIO 3 Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor:

1
sine = x + —2° + o(z?)

6
v _ 1o, 13, 3
e —1+:E+2x +6x + o(x7)

ed otteniamo
x— (& — g2 + o(2?) . g +o(a?)

fimy T 13 o8 T2 M o)
=0 1+ x4+ 5202+ o3 +o(a3) =1 —o— 522 2-0 a3+ o(x3)

(principio sostituzione infinitesimi)

-

lim 37—

z—0 EJ}?’

=1

ESERCIZIO 15

Effettuiamo il cambiamento di variabile: y = x — 1 ed ossserviamo che per x — 1 si ha che
y — 0.1l limite proposto puo quindi essere scritto nella forma seguente:

VyFA-By+8
v=0 [1—tan (Sy+%)]°

4



Applichiamo al denominatore le formule di addizione della tangente, ed al numeratore modi-
fichiamo 'espressione dei radicandi in modo da poter applicare lo sviluppo di Taylor (142) =

1+ az+ta(a—1)z> +0(2%) conivalori @ = 5 ed a = 3 :

2,/1+ ¥ — 3/1+8y _ ,/1+§—ﬁ/1+§y_

lim — lim 5
y—0 1 tan Jy + tan 7§ y—0 tan® Ty
1 —tan Jytan 7§
/ 3/1+ y
= — lim *” tim cos? =
y—0 sin? T y—0
Utilizziamo quindi lo sviluppo di Taylor visto sopra, rispettivamente con o = %, z=1%e
a=1 2=3y:
1+4-142 4 )12 L)
Z — = R _z o)
2 s \2 232 VW
3 1 1 19 92
3 2
l+oy=1+-y+(z-1) ==+
g¥ g” (3 ) 3612 W)
Inoltre , ) )
2 _ <f ) _ T2y T 2_ T 2 2
sin 7y = 7y +oy) Y g v o) o] = oy +oly),
Perché: -
2 v o) =o(y’); )] =o(y’); oly®) +oly*) = o(y”)
Sostituendo otteniamo:
— lim 128y 64y ) = —lim 732283 (i/ ) = (principio sostituzione infinitesimi)
y—0 Ey 2+ o(y?) y=0  T=y? +o(y?)
3,2
— =3 3
gy 3
v=0  Tey 8T

ESERCIZIO 16 1
Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile: y = —. Osservato che per x — 400 si ha
x

y — 04, sostituendo otteniamo

1 1 1 1 11 1
li (1 — e — log(1 = 1 Zoev ety o T og(1 -
Jim y( +y) ¢ 5 og( +y)] Jim [y ev ¢ 5 og(1+y)
: L1Lpog(14y)—1 1
= eylg& {5 ely loe+y)-1] _ 2 log(1+y)



1
Utilizziamo lo sviluppo di Taylor dell’esponenziale: e’ = 1 4 ¢ + 5152 + 0(752) ponendo t =

1
— log(1 4 y) — 1, e sostituiamo nell’espressione del limite:

, 1 1 1[1 2
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Y Y

y—0-+ Yy
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Negli ultimi passaggi abbiamo utilizzato il fatto che [y* + o(y?)]? = y* + 2y%0(y?) + [o(y?)]? =
y* +o(y"). Infatti y?o(y*) = o(y"), 20(y") = o(y") e o(y*) + o(y") = o(y*).



ESERCIZIO 18
Utilizzando 'artificio di Bernoulli otteniamo:

lim €ﬁ log(z+v1+4x2)
x—0

Calcoliamo il limite dell’esponente.

gl + VTT7) _ 1o [VIF77 (14 7t )|

lim = lim - cosx =

z—0 tanx z—0 sin
. log V1 + 2% +log <1 + ﬁ) . 5 log(1 4 2?) + log <1 + —ﬁliﬁ) -
N z—0 sin B z—0 sinx -

Utilizziamo gli sviluppi di Taylor delle funzioni che compaiono nell’espressione del limite:
x

log(1+y) =y +o(y) cony:x2ey:ﬁ.

1,2 2 T T
. 537 +O(Qf)+m+0<m)
2—0 z + o(x)

Osserviamo che:

2_01"11'2201:'0L:Ol"0x o\r) = o\x
o) = ofo); 52 = ool o (2 ) = ook ofe) + ofe) = ofo).

Sostituendo ed utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi

—L— + o(x) 4
lim YA+t i A
z—0 x + 0(1}) z—0 £

:

ESERCIZIO 31

Osservato che

Lloga Log L log
\”/a_—enl , %_—enl b’ {’/E_—enl 07
Il limite da calcolare assume la forma

1 1 1 n
) eZlOga+6510gb—|—@H10gc
lim
n—-4oo 3

1
Effettuiamo il cambiamento di variabile x = — ed osserviamo che per n — +o00 si ha che
n

x — 07, Sostituendo sopra

lim

1
6:cloga + ezlogb + 6aclogc r
z—0+

3



Utilizziamo gli sviluppi di Taylor della funzione esponenziale e¥ = 14+y+o(y), rispettivamente
con y = xloga, y = xlogb e y = xlogc, osservando che ciascuno di questi tende a zero per
x — 0. Sostituendo:

o

(1+x10ga+0(m)+1+xlogb+0(m) + 1+xlogc+0(x))5
3

1

I <3+xloga+xlogb+xlogc+0(w))l‘
= lim

3

1
T

1 1 1
_ lim {1+x[oga+ ogb+ logc] + o(x) _

x—0+ 3
1 [ 1 1 1
{—log 1+x[oga+ ogb + 0gc]+0(a:)}}
= lim el” L 3 =
x—0+
{llog _1+xlog(abc)+0(:z:)}}
= lir(l)qJr el? L 3 = 31980009 — Yo,

Infatti possiamo calcolare il limite dell’esponente utilizzando lo sviluppo di Taylor per la
xlog(abce) + o(x)

3

funzione logaritmo: logy = y + o(y) con y = (infatti per z — 0 risulta

y — 0,) e quindi

zlog(abe) + 0(1:)} _ alog(abo) +o(x) (xlog(abc) + O(x)) _

log |1
og{+ 3 3

_ xzlog(abe) | o)
N 3 73

_ xlog(abe)

+ o(x).

Perché (?)

@ _o(z), o (xlog(a b3C) + 0(33)) =o(x) e o(x)+o(x) =o(zx).

In definitiva il limite dell’esponente si calcola come segue:

1 1 1
T L P zlog(abc) + o(x) ~ i & og(abc)  o(x) _
z—0+ | & 3 z—0+ 3 T
L x log(abc) 1
= x{r& —3,  —3 log(abc).

zlog(abc)+o(m)) (zlog(abc)+o(m)) (rlog(abc)+o(m))

o (7 o

2lim i = lim > ’ =0- log(abe) -+ lim ow) ] _
2—0 x 2—0 w x




APPENDICE

Dimostriamo per induzione, su k, la formula:

n n!
(@14 o) = Y

vit+trv=n

— Vl--- v
VI!"'Vk! T xnk' (4)

I) Per k = 2 & vera in quanto si tratta della formula di Newton della potenza ennesima di un
binomio. Infatti basta osservare che

n! n! n
T = ' ' = , Vi+vy=n.
! ml(n —uy)! 2

IT) Induttivita della proposizione: verifichiamo che da (4) segue

n § : v v
(ZL’1+—|—(L’k 1) = D E— Z‘ll "'ank"'l. (5)
Vl! e l/k+1!
Vit Vg1 =n

Modifichiamo la forma in cui € scritto il polinomio in modo da applicare 'ipotesi induttiva.

[(#1+ -+ 2p) + 251]" = (formula di Newton del binomio)

" n
=3 () et it -
h=0

(ipotesi induttiva (3) applicata al polinomio (21 4+ -- -+ x;)")

"\ /n h!
_ : Vi Yk n—h:
S0) [z )

vi+-4vp=h

n . N
- : . Vi Ve n—h
E Z Z (n—h)I Al vl ! Ty I

h=0 vi+-4vg=h

Da questa, ponendo vyy1 = n — h, otteniamo la tesi (5).

Esempio di applicazione della formula (4)

Calcolare lo sviluppo di
(a+b+c+d)P

Applicando (4) si ha

3 3! f
(a+b+c+d) = Z —— a2 " d™.

vilvsluslyyl
v1+vet+vs+ra=3 1:r2er3

La seguente tabella fornisce tutti i possibili indici vq, vy, 13, v4 che hanno per somma 3.
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Otteniamo quindi

(a+b+c+d)? =
3! 3! 3!
:§a3bocod0+§a2blcod0+§a2bocldo+

3! 3! 3! 3!
+§a2bocod1+T a' b cld0+T al bocldl—i-Ta1 bt & dt+

3! 3! 3! 3! 3!
+—a0b3cod0+—‘alb2cod0+—aob2cld0+—a0b200d1 +=ad v a4+

3! 2! 2! 2! 1!

3! 3! 3! 3!
+=—ad S +=d AL+ A+ A d+

3! 2! 2! 2l
3! 3! 3! 3!
+§a0bocod3+5a1 b0 &L P +5aobl & d? +§a0b001d2 =

10



