CORSO DI LAUREA IN FISICA
ANALISI MATEMATICA 1
BREVI RICHIAMI DELLA TEORIA DEI LIMITI

1. Confronto di infinitesimi.
Sia A sottoinsieme di R, sia 2y punto di accumulazione di A nella topologia di R (quindi puo
anche essere rg = +00 0 r9g = —00 e siano f e g due funzioni reali definite in A le quali siano
infinitesime per x che tende a x :

lim f(z) =0, lim g(z) = 0.

rT—2x0 T—T0
Definizione 1. Diciamo che f e g sono infinitesime (per x che tende a z,) dello

stesso ordine se esistono un numero reale K # 0, un intorno V' di xg ed una funzione reale
h, definita su VN A\ {zo} e infinitesima per = che tende a x, tali che

f(x) = g(@){K +h(x)}, YeeVnA\n{z} (1)

Definizione 2. Diciamo che f é un infinitesimo per x che tende a zy di ordine supe-
riore a g, oppure g € un infinitesimo di ordine inferiore a f se esiste un intorno V di
xg ed una funzione h definita su V N A e infinitesima per x che tende a xq tali che

f(z) =g(z)-h(z), VreVNA\{z}. (2)

Facciamo alcune considerazioni in merito a queste definizioni. Innanzitutto e ragionevole
attendersi che accanto alla relazione (1) debba sussistere una analoga relazione in cui f e g
sono “scambiate di posto”. In effetti & cosi. Supponiamo che valga la relazione (1); per le
ipotesi fatte

lim {K+h(z)} = K#0

T—xo

e quindi esiste un intorno U di x tale che
K+ h(x) 20 VeeUNVNA\{xe} =WnNA\{z0}

(si @ posto W = UNV; W ¢ ancora intorno di zp). Allora in W N A\ {zo} ¢ definita la

funzione m e sussiste la relazione
1 1 h(x)
m:?— m, Vee WNA\{zo}. (3)
Da (1) e (3) segue che
o(z) = f(x) {% + U(x)} Va e WA\ {z5)

1



h(z)

KK + h(0)] ¢ una funzione definita in W N A\ {2} e infinitesima per x che tende a

dove ,
Zg-.

Dalla relazione (1) segue che f si annulla in un punto x € UNA\ {zo} se e solo se g si annulla
in e quindi, in un intorno di xg, f e g sono entrambe diverse da zero oppure “hanno gli
stessi zeri”. Supponiamo che f e g siano diverse da zero in un intorno di xq. In questa ipotesi

Proposizione 1. f e g sono infinitesimi dello stesso ordine per x che tende a x( se e
solo se la funzione =, che & definita in un intorno di xqy, € convergente per x che tende a g

ed il limite ¢ un numero reale diverso da 0

limM:K%O (4)

0 o)

Questa proposizione ¢ assai utile perche suggerisce un procedimento semplice per stabilire
se due infinitesimi sono dello stesso ordine. La dimostrazione di questa proposizione e ele-
mentare. Supponiamo che valga la (1) e supponiamo che in un intorno di zg sia f # 0 e
g # 0 allora esiste un intorno W di z tale che

i@2::51+h@) Vee WNnA\{z}

9(x)
e quindi

im M =
:Cl_mg0 o) K#0

Viceversa, supponiamo che f e g siano diverse da 0 in un intorno U di zq e che valga la (4).
Per x € U N A possiamo scrivere

flz) _ f(z) _
e quindi
f(@) = g(@){K + h(x)}
Per l'ipotesi (4), la funzione h(x) = % — K ¢ infinitesima per x che tende a xg.

Considerazioni della stessa natura si possono fare in relazione alla Definizione 2. Supponiamo

che f e g siano diverse da zero in un intorno U di xy e quindi le funzioni = e 9 sono definite
g
per x € UN A\ {zo}. In tali ipotesi vale la seguente proposizione

Proposizione 2. Condizione necessaria e sufficiente perché f sia infinitesima di ordine
superiore a g ¢ che valga

TAC

m —— =0 oppure lim
z—zo g(x) T—x0

g(x

e = 400 (5)




Infatti se f e g sono diverse da zero in un intorno di xq e se (2) & vera, allora esiste un intorno

W di x tale che
——=="h(z), VeeWnNnA

e quindi

lim J(@) = lim h(xz) = 0.

a=a0 g(x)  ama

(z)

Viceversa supponiamo che f e g siano diverse da zero in un intorno U di x( e che lim ——= =

2=z g()
0. Per x € U N A possiamo scrivere
f(z)
flx)=g(x) —= = g(x) - h(z
(z) = g() o(0) (z) - h(x)
e la funzione h(zx) = %&:; ¢ infitinitesima per x che tende a x.
g(x

ESEMPIO 1
Consideriamo le funzioni f: x — sinx e g: z — x © € R ed entrambe infinitesime per = che
tende a 0. f e g sono infintesime dello stesso ordine, infatti

lim sin _q

z—0 x
ESEMPIO 2
Siano A = [—1,1], f(z) = 22, g(z) = z. f e g sono infinitesime per z — 0 e f ¢ infinitesimo
di ordine superiore a g; infatti Vo € [—1, 1] si puo scrivere

f@)=g(x) =

Altra verifica
x

limﬁzlimx:O.

z—0 g(l’) z—0
ESEMPIO 3 )
Siano A = (0,1], f(x) =z -sin— e g(z) = x. f e g sono infinitesime per x che tende a zero
ma f e g sono infinitesimi non confrontabili tra loro.
Siano f e g due funzioni reali definite in A C R, entrambe infinitesime per x che tende a x,
e sia & un numero reale positivo. Supponiamo che in un intorno di xq sia definita la funzione
x — [g(x)]~.
Definizione 3. Si dice che f é un infinitesimo per x che tende a xo di ordine a rispetto a g
se f e g% sono infinitesimi dello stesso ordine.

Se cio avviene devono esistere una costante K # 0, un intorno U di zy ed una funzione h
definita in U N A\ {zo} infinitesima per x che tende a z tali che

f(x) = g% (@) [K + h(z)] Ve UnA\{z} (6)



0 anche

lim /()
A2 ol

- K. (7)

In tal caso diremo che K ¢g®(x) ¢ la parte principale dell’infinitesimo f rispetto all’infinitesimo
all'infinitesimo g. Se esistono due numeri K e « che rendono vera la (6) (o la (7)) essi sono
univocamente determinati.

ESEMPIO 4
Siano A = [0,1], f(z) =1 —cosz, g(z) = x.
f e g sono infinitesime per x che tende a zero

1
f e di ordine 2 rispetto a g e la parte principale di f rispetto a g ¢ éxz. Infatti:

.1 —cosx 1
llm —— = —.
x—0 .CE2 2

Il seguente teorema ¢ molto utile nello studio del limite del rapporto i nel caso di indeter-
g
minazione —.
0

Teorema 1. Principio di sostituzione degli infinitesimi
Siano f,q, F,G quattro funzioni definite in A C R e infinitesime per x che tende a xq.
Supponiamo che f,g, F,G siano diverse da zero in un intorno di xqy e inoltre

1. F ¢ infinitesimo di ordine superiore ad f,
2. G ¢ infinitesimo di ordine superiore a g.
In tali ipotesi

@)+ Pl _ ot .
xh_gglo Dt G L = ml_)xo o) L, LeR. (8)

Dimostrazione.
Esiste un introno U di x¢ tale che

f(z) #0, g(x) #0, f(x)+ F(x) #0, g(z)+G(z) #0, VeeUNA\{xo}.
Per ogni x € U N A\ {zo} risulta

f($>+F($):f($ .1+f(90) (9)
o)+ G) ~ gla) 1y 00
F
Poiché lim =) _ i G 0 G ha che
z—z0 f(z)  w—z0 g(x)

1+ 28
lim — (10)

° 1+ 9(z)



Da (9) e (10) segue la tesi.

ESEMPIO 5
Si calcoli il limite

Poiché
1. 2% & un infinitesimo (per z — 0) di ordine superiore a /.
2. 2z ¢ un infinitesimo (per x — 0) di ordine superiore a /z,

risulta
" 2?4+ \/x Y NG .
im ——— = lim —= = 1.
x—zo 20 + \/E T—x0 \/E
ESEMPIO 6
Siano f(x) = v/|x + 22| e g(x) = 2+/|z] + 2?; f e g definite R. Si calcoli il limite

]z + 22|
2y/Jz] + 22

lim
z—0

Consideriamo l'infinitesimo (per x — 0)

h(z) = ||

1
f e di ordine 3 rispetto ad h in quanto

PC)

=0 /h(z) =1#0

1
g ¢ di ordine 3 rispetto ad A in quando

ogle)
ilg%) h(z) =270

Ne segue che in x = 0 sara

f(x) = V]e| + F(z), g(x) =2V/]z] + G(x)

con F' e G infinitesimi di ordine superiore a f e g rispettivamente. Conclusione:

lim f(z)) = lim Ed _ !




2. Il simbolo di Landau

Siano f,g: A — R, A intervallo di R e x( punto di accumulazione per A. Supponiamo inoltre
che f, g siano infinitesime per z che tende a x.

Se f & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g (per = che tende a xy) ovvero

lim /() =

2=z g()

scriveremo f(z) = o(g(x)) (che si legge f & o-piccolo di g per = che tende a zp). Quindi

L ole@)

M g(a)
ESEMPIO 1
sinx —x =o(x) per z—0
perché ' '
lim e 0 in quanto lim ST 1.
z—0 X z—0 x
Possimo scrivere quindi
sinx = x + o(x). (11)

In maniera analoga si deducono le seguenti eguaglianze (per = che tende a zero).

a® —1

a® =1+loga x+o(x) perché lir% =loga
oo.et =1
e =1+z+o(x) perché hr% =1
T— x
log(1
log(14+x) = x+o(x)  perché 1in(1) og(l+2) _ 1 (12)
T— €T
l1—cosz 1
_ 1,2 2 SRt _
cosx =1—5 2° 4+ o(z®) perché 91611)% — 2 3
... tanx
tanz = x + o(x) perché hH(l) =1
T— €T
Analogamente
(1+2)* =14+ az + o(x)
perche
1 *—1
lim (1+2) =«
z—0 x



Infatti

1 a_q a log(1+z) _ 1
lim % —lm & T
z—0 x z—0 xT
i 1+ alog(l+z)+o(alog(l+x)) =1
— IIE,% - —
(per il Principio di sostituzione degli infinitesimi)
log(1
_ i @80 FT)

z—0 x

Nel limite sopra abbiamo posto y = alog(1+4x) ed utilizzato lo sviluppo e¥ = 1+y+o(y)(vedi
gli sviluppi (12)), tenuto conto che per x — 0 si ha che y — 0.

Si osservi che con la scrittura f(x) = o(g(x)) non si indica una eguaglianza tra funzioni ma
I’appartenenza di f ad un insieme di funzioni. Sarebbe quindi piu corret‘go scrivere f 64 o(g).

Ad esempio, scriveremo x® = o(z), 2* = o(z) (per z — 0) perché lim — = 0 e lim — = 0,
z—0 T z—0 T
naturalmente, per quanto osservato sopra, non potremo applicare in questo caso la proprieta

transitiva dell'uguaglianza e dedurre che le funzioni 2® e 2* sono uguali. Nel calcolo dei limiti

¢ utile disporre di alcune regole di calcolo con gli o-piccoli. Riportiamo qui sotto le principali
nel caso degli o(2™) per x — 0. In maniera analoga si procedera negli altri casi.

ko(z") = o(z") (13)
o(z™) £o(z") = o(a"), n<m (14)
o(a) ofa™) = ofa™*) (15)
ofa™)J" = ofa™) (6
x™o(x™) = o(x™*™) (17)
o(x"™ + o(z")) = o(z") (18)
Dimostriamo (13)
lim P g 2
z—0 xm z—0 "
Dimostriamo (14)
™)+ m n m m
g 0@ Fo@™) . o(@) | o(@™) o 0@™) e
z—0 xm z—0 " xn z—0 xm
Dimostriamo (15)
Co@Mol@™) L olaMol@™) _ofa)ola™ _
z—0 rntm 2—0 rnem 20 m



Dimostriamo (16)

Dimostriamo (17)

Dimostriamo (18)

lim o(x™ + o(z™)) _

z—0 xm




ESERCIZI SUI LIMITI 1

CALCOLARE IL VALORE DEI SEGUENTI LIMITI

@ i (1:2) @ tm (1+2) @) tm (1-1)
e x e x e x
1\* 1\* z+3\""
4) i 34 = 5) i 3—= 6) li
@ ( u) (6) tim ( ) (6) tm (x_l)
' 2T + 3% — 2 . 2" 3" : @
o () oo (E) 0 e
. 2 . .
(10) zli)régr x (11) IETOO (arctanx 2) x
(12) Jim " (@ #1,0>0)
1 1 @ —q" log (£
(13) tim g [EFD] gy i T s 0) (15) lim %_1)
z—+00 log x z—a sin(z — a) z—+oo log (1)
(16) Ill%l-i- <sinx>

27 —1
17) L |
(17) lim og(4m_2w)
. 4r — 9r+1l 4
(19) fiy =5
m x arctan —
(22) li
T—~+00 €T
(25) Tim arctan (93 — g)
z—>% COS T
6sinx -1
28) lim
(28) z—0+ log(l +2v2? + )
. (Q+x)r—1
R e

(23)

(26)

lim

Tr—

o 27 —1
0 & 4r — 3=

lim

rz—0+

v1—coszx

arctan x

lim
r—0+

arctan x

z—0 x

cos[log(1 + 2?)] — 1

log(1 4+ va? + x)
T

lim
z—0 334

log cos

lim
x—0 _Qj2

tan?z — sin’x

B iy

11—z
24) i —
(24) i (arccos x)?

(27) lim log(1 + sin® z)
z—0 1 —cosx
: 1

. (cosz)* —1
(83) lim —5—



(34) lim —E (35) limy_son (€™ — 1) z
T——+00 log (zx1> *

+ |8 1=

sin /=~ 1 — cos (sin? )
36) 1i Lt 37) li
(36) Jim, log(1+ /x + 1) (37) g, log(1 + 22)
in(1 — 2 log(1 1 -
(38) lim sin( : cos 21) (39) Tim og(1+ v | oS 1)
2—0—+ e3r? 1 2—0—+ 1 — esin3z
log(1+ vz + 2? ver — 1
(40) lim og(1 + Vo + %) (41) lim ¢
z—0+ /x [logx — log(sin2z)] =0+ /x [log tandx — log x|
; 2 4 t 2
(42) Tim sin(vz? 4 z4) (43) Tim an(z + 2%) '
e—0+ [2logz — log(l — cosz)| z =0+ [logx — log(e?* —1)] sinx
V1+422 —1 log(1+t
(44) lim R (45) lim og(l + tanz)
=0 (e=* 4+ 1) log(4 — 3cosx) =0 (/14 2z —1)(2 + arctan x)
V14322 -1
(46) lim v

z—0 log(1 + sin? )(2 + arcsin z)

Calcolare al variare di # € R il valore dei seguenti limiti di successioni:

x T

(A7) limy, o0 log (cos ) n® (48) lim i 7;2" (49)lim, 1o n” log (1+2)

(50) limy,— 0o n” sin 5 (51)n1ir+r1w n (2" —1) (52)lim,_yee n*(Yn—1)
RISULTATI

(1) €3 (2) € (3) (4) + (5) +oo0  (6) ¢

(7) log 6 (8) 135 (9) 1 (10) 0 (11) =1 (12) aloga

(13) 0 (14) a® (1 —loga) (15) —1  (16) e (17) 0 (18) log 1;2%53

(19) (log2)?  (20) + oo (21) 1 (22) 1 (23) 2 (24) )

(25) —1 (26) 1 (27) 2 (28) 0 (29) =12 (30) 0

(31) 1 (32) — 3 (33) — 3 (34) 1 (35) +o00  (36) 1

(371)0 (38) 2 (39) — 305 (“0) — (D) g (42) s

(43) — 1022 (44) 1 (45) 3 (46) 3

(47) — 3 per =2, —coper x > 20 perz <2 (48) 4 oo per z >0, 1 per z = 0, log%perz<0
(49) 1 per z =1, O per x < 1, 400 per x > 1 (50) 1 per z =3, 0 per x < 3, +00 per z > 3 ;
(51) log2 per z < 0, +oo per x >0, 1 per x =0 (52)+ oo perx > 1, 0 per z < 1.
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Svolgimento Esercizio (1)

1 3(2
lim (1+—) — lim eSelee(1+3)
A

Tr—-+00 r——+00

1
Posto y = — osserviamo che per © — +o00 y — 0+, calcolare il limite proposto equivale a

x
calcolare il seguente:
. log(1+y) 3
lim e v =e
y—0+

log(1 +y)

perche lim =1

y—0
Svolgimento Esercizio (2)

2 xX
lim <1+—) = lim exlog(H%)
X

r—-+00 r—-+00

1
Posto y = — osserviamo che per © — +o00 y — 0+, calcolare il limite proposto equivale a

x
calcolare il seguente:

. log(1+2y) . 2y+o(y) 9
lim e v == lim e v =e¢
y—0+ y—0+
< 2y + o . 2
Perche lim M = lim Y = 2.
y—0+ Yy y—0+

Svolgimento Esercizio (3)

1\* .
lim (1——) — lim  e*loe(1-3)

r—-+00 €T r—-+00

1
Posto y = — osserviamo che per © — +o00 y — 0+, calcolare il limite proposto equivale a

x
calcolare il seguente:

. log(1-y) . —yto(y) _1
lm e v == lim e v =c¢
y—0+ y—0+
< . —y—+o . —
Perche lim M = lim Y —1.

y—0+ Yy y—0+
Svolgimento Esercizio (4)

1 3z )
lim (3 + _) — lim & log(3+1)
T

T——+00 r—-+00

Posto y = — osserviamo che per + — 400 y — 0+, calcolare il limite proposto equivale a
x

calcolare il seguente:

3log(3+y) . 3log[3(1+4%)] 3log3 +3log(1+¥4) log 27+y+o(y)

lim e v = lim e Y = = lim e Y == lim e v v = 400
y—0-+ y—0-+ y—0-+ y—0+
< 1 y+oly . Y . log 27
Perche lim A = lim = =1, mentre lim e"v = 4o00.
y—0+ Yy y—0+ Y y—0+

11



Svolgimento Esercizio 5

r—-+00 €T r—-+00

1\” 1
lim (3——) = lim ezlog(?’_i)

Posto y = — osserviamo che per x — 400 y — 0+, calcolare il limite proposto equivale a

x
calcolare il seguente:

. lgB-y) . logl3(1= %)) : log 3 Hlog(1— %) , logo | 3 o)
lim e v = lim e Y = = lim e y == lim e v Y = +00
y—0-+ y—0+ y—0-+ y—0-+
)
3 + O(y) -y 1 log 9

Perche lim = lim — = —— mentre lim e v = 4o00.
y—0+ Yy y—0+ 3y 3 y—0+

Svolgimento Esercizio 6

z+3 m
) (1 + §) ] (1 + §) (1 4 §)3 . exlog(l—‘r%) .
lim T = lim z = lim ———-=c
r——+00 €T (1 — E) T—+00 (1 _ 1\*T (1 _ l) T——+00 @leg(l_E)
3\ 3 1\ 3
Perche lir}rq (1 + —) =1le liI_P <1 — —) = 1, mentre per il calcolo del limite relativo
T—-+00 xX T—+00 i

agli altri termini si procede come negli esercizi precedenti.
Svolgimento Esercizio 7
Utilizziamo nel limite lo sviluppo della funzione esponenziale (vedi gli sviluppi (12)) con a = 2

ea=3:
I 1+ azlog2+o(x) + 1+ xlog3 + o(x) — 2
im -

z—0+ xT

(Principio di sostituzione degli infinitesimi)

. z(log2+1log3)
= lim
z—0+ T

= log 6.
Svolgimento Esercizio 8 Utilizziamo nel limite lo sviluppo della funzione esponenziale
(vedi gli sviluppi (12)) cona=2,a=3ec¢a=4:

1+ zlog2—1—2xlog3+ o(z)
im
=0+ 1+ zlogd —1—xlog4+ o(x)

Abbiamo utilizzato il fatto che o(x) — o(x) = o(z). Quindi per il Principio di sostituzione
degli infinitesimi:

’ z(log2 —log3) log2
im = :
v—0+ z(log3 —log4) log3
Svolgimento Esercizio 9

Scriviamo il limite proposto nella forma h%l e
x—0+

vlog® — 1 perché lim, .o, z logx = 0.

Svolgimento Esercizio 10

Scriviamo il limite proposto nella forma li%l e” 187 — 0 perché lim, o, 2% = 1, (vedi
r—0+
Esercizio 9) e lim, o4 logz = —oo, quindi il limite assume la forma e~> che da 0.

12



Svolgimento Esercizio 11
[)metodo
Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile: y = arctan z. Quindi per z — 400 si ha

™ e . .
Yy — 5 il limite proposto diventa

lim (y—z) tany = lim (y—z) MY 1 lim y—§7
™ 2 - 2/ cosy y—I~ COSY

y—5 Y=y

T
posto z =y — — ed osservato che per y — 5~ si che z — 07, otteniamo

. z . z
lim — = — lim —
z—0~ COS (z + 5) z—0~ SIn z

=1

IT) metodo
Scriviamo il limite nella forma seguente

] arctanx — 5

lim ———s——
r——+00 =
xr

0
in modo da ottenere una forma indeterminata, del tipo 0’ possiamo applicare il Teorema
dell’Hospital:

1

) D (arctanx — %) ) 22 . z’ . 1
lim T = lim =— lim —— = lim T =
z—-+00 D= r—+o0 —= r—+oo 1+ 2 z—+oo 1+ =
xr xX

1
Perché lim — =0.
T——+00 I

Esercizio 12
Scriviamo il limite nella forma
a® -1 -1 al — 1

lim ¢ ————— =alim
z—0 a® —1 y—0 Y

=a loga,

perche abbiamo posto y = a” — 1, e per x — 0, y — 0, vedi i limiti notevoli (12)
Esercizio 13
log [z (1+21 logz + log (1 + 1
lim xlog{ g[ ( z)}}: lim =z log 8 g( x>
log

T 400 log x Z— 400

log (1 + %)

1+
log =

= li 1
i, @ log

T

log (141
Si pone y = % e si osserva che per x — 400 si ha che y — 0, si puo quindi utilizzare

lo sviluppo log(1 + y) =y + o(y).

13



1 1
— lm o log (1+ 1) +xo(log(l—kﬂ) _

z—+00 log z log x
1 1\* 1\® 1 1)®
~ lim og(1+x) N (log(1+x) >O<log(1+x)> [log(1+x) _ 0
a—+00 log x log x log x log x
1 1)
Porché tm o 28U g, leUry) L
z—+00 log x z—+00 log z—+o0 log x

Esercizio 14

(I metodo) (Sviluppo di Taylor)

Osservato che per + — a si ha che (xr — a) — 0 possiamo utilizzare gli sviluppi (12)
dell’esponenziale e del logaritmo:

. (E)a —a"" . etles 1 — (2 —a)loga+o(x — a)

a” lim = =a" lim =
z—a x—a+o(x—a) z—a r—a+o(r—a)

W ... Ll+alogZ4o(log%)—1—(x—a)loga+o(r —a)

=a" lim = = =
z—a r—a+o(r—a)

- alog (=2 +1) + o(log [£=2 +1]) — (z — a)loga + o(z — a)

=a 1m =
z—a r—a+o(r—a)

P a*=% +ao(x —a)+o (=2 +o(x —a)) — (x —a)loga+o(x —a)
= r—a+o(xr—a) B

Tenuto conto delle proprieta (14) e (18) degli o-piccoli ed utilizzando il Principio di sosti-
tuzione degli infinitesimi, si ha infine

— 4 lim x—a—(xr—a)loga+o(r—a) — 20 lim (x —a)(1 —loga) _

z—a x—a+o(r—a) z—a r—a

(1 —loga.)

(IT metodo) (Teorema dell’'Hospital, notare in questo caso la differenzall)

. D(z*—a") . ar® ! —a®loga)
lim ————— =1 =a%(1-1 .
Illg D sin(a: — a) :clircll Cos(gj — a) a ( 08 a)
Esercizio 15
log (1+ = + 0 1
im0 v’;) ~ lim <xl) — lim L =-1.
aotoo log (1—3)  a—te —240(;) e+o —;

1
Perché per x —= 0o — — 0+,si applica quindi lo sviluppo del logaritmo (vedi (12)).
x

Esercizio 16 Scriviamo [’espressione nella forma

. sinx x
llm e z—sinz & sinx
z—0+

14



e consideriamo 1’argomento dell’esponenziale:

. sin « T . sin x T T —sing
lim — log(— —1+1) = lim - - —14+0| —— =
z—0+ T —sinx sin x t—0+ x —sinx |sinz sin x

=14 lim si
Il valore del limite assegnato ¢ quindi e.
Esercizio 17
1+ azlog2+o(x) — 1 xlog2+ o(x)

lim log = lim log =0
z—0+ 14+ zlogd+ o(x) — 1 —xlog2 + o(x) T a0t z(log4 —log2) + o(x)
Perché

zlog2+ o(x) . xlog2

li = =
o0 z(log4 —log2) + o(x) a0t log 2

Esercizio 18

lim o 1+ xlog2+o(x) —1 lim o zlog2+ o(z)

oy 8 1+ zlogd+o(x) — 1 —xlog3+ o(z) — 00 8 z(log4 —log3) + o(x)
=lo log 2
Bt log4/3

Perché

xlog2+ o(x) _ xlog2 log 2

I _ _ .
o0t z(log4 —log 3) + o(x) o0 xlog4/3  log4/3

Esercizio 19

Esercizio 20
Applicando il teorema dell’Hospital si ha

2x+1
lim YEtr +00
z—0+ 1

1
Perché assume la forma —

15



Utilizzando invece lo sviluppo della funzione logaritmo, cioe log(1 + y) = y + o(y), con

y=+vVax? 4z, siha

. Va2t x+o(Va? + 1)
lim —
z—0+ xT

(principio di sostituzione degli infinitesimi)

, Va2 + o , Vreve+1 , 1
= lim ——=lim +Y—"——=1 — =+
x—0+ X x—0+ x x—0+ \/E
Esercizio 21
sinx ., ., 1—cos’z )

. cos2T st ST cos2 T ) sin z ) sin x

lim = lim =lim ——=1-1lim =1
z—0 zd z—0 zd z—0 cos?z x4 z—0 T

Esercizio 22

Poniamo y = arctan —, quindi x = : , in particolare per x — +oo si ha che y — 0+
x

any
lim =1
z—0+ tany
Esercizio 23
. . arctan x . . .
Osserviamo che hr% ——— = 1. Infatti basta porre y = arctanx, da cui x = tany, di
r— €T

conseguenza per r — 0 si ha che y — 0. Il limite diventa lim = 1. Ragionando quindi

y—0 tany
come abbiamo fatto per ottenere gli sviluppi (12) si ha arctan x = = + o(z). Quindi il limite
proposto si puo risolvere nel modo che segue.

. ll—cosx \/1—1——+0(x2)]
lim —
z—0+ arctan x) w—>0+ [z +o(x
5ol \f
= lim 2 = lim
z—0+ e + O x—>0+ 2
Esercizio 24

Poniamo y = arccosx, da cui x = cosy. Per x — 1 si ha che y — 0. Il limite proposto si
scrive nella forma

. l—cosy 1
lim —— = -
y—0 72 2

Esercizio 25

16



) T . T e
Poniamo y = x — 5 Di conseguenza per x — 5 ¥ 0. I1 limite si scrive nella forma

arctany i arctan y — lim y+oly)

im ——— .
v=0 cos(y+Z) =0 —siny =0 —y—o(y) v=0 —y

Perché (vedi Esercizio 22) arctany = y + o(y).

Esercizo 26
Vedi la risoluzione dell’Esercizio 22

Esercizio 27

Osserviamo che posto y = sin « dalla scomposizione log(14+y) = y+o(y) (vedi (12)) otteniamo
log(1+4sin? ) = sin® x+o(sin? ). Inoltre tenuto conto che sin? z = (v+o0(z))? = 22+2x0(z)+
o(z?) = 2% + o(x?), possiamo scrivere log(1 + sin? z) = 22 + o(2?) + o(2? + o(z?)) da questa
per (18) otteniamo log(1 + sin® x) = 22 + o(x?). Di conseguenza il limite proposto diventa

, 22 + o(z?) . z?+o(x?) . a?

llm 22 2 = hm ﬁ 22
=0 1—(1=%F 4o(2?) =0 F4o(2?) =20 %
Esercizio 28

Scriviamo lo sviluppo delle funzioni che compaiono nell’espressione (vedi (12) ed esercizi
precedenti):

e =1 +sinz +o(sinz) =1+ 2+ o(z) + oz +o(z)) = 1 + 2 + o(x).
log(14+2vV22 + 2) = 2vV22 + z+o(Va? + 2) = 2v/2Vx + 1+o(vav1 + ) = 2v2V1 + z+o(Vx).

Sostituendo:

A+z+o(x)— A

lim —

T
lim ———— =0
v=0 2¢/zv/1 4+ 2 + o(\/7) o0 2/x\/1+x

Esercizio 29
Scriviamo lo sviluppo delle funzioni che compaiono nell’espressione (vedi (12) ed esercizi
precedenti):

log(1 4 %) = 2° 4 o(z?)

(z* + o(2?))?

cos(log(1 + 2?)) = cos(2® + o(2?)) = 1 — — T o((z* + o(z?))?) =
' + o(z") 4 4\y _ a! 4
=1- 5 +o(x +0(x))—1—?+0(x)

4
Perché —@ + o(z* + o(z")) = o(x*) + o(z*) = o(z?). Sostituiamo nel limite:

4

T
T
= lim = ——.
z—0 xt z—0 gt 2

Esercizio 30
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} 1 ) 1
lim zz = lim ez'°%% =(
x—0+ x—0+

1
Perché il limite assume la forma e~ in quanto hIgl — logx = —o0, si tratta di una forma
z—0+ I
+00 - (—00) = —00.

Eseercizio 31
Osserviamo che

(1+2)% = e®1o6042) — 1 4 zlog(1 4 z) + o(zlog(l 4 z)) = 1 + z[z + o(x)] + o(z[z + o(z)]) =
=1+ 2%+ o(z?) + o(z® + o(2?)) = 1+ 2° + o(2*) + o(2*) = 1 + 2° + o(a?)

Sostituamo nel limite

2 2\ 2
i AFEFOE) ATy
z—0 2?2 z—0 ;E2
Esercizio 32
Osserviamo che
2 2 2 2 2
log cos x = log [1 — % + 0(x2)] = —%+0(x2)+0(%+0(x2)) = —%+0(x2)+0(x2) = —%+0(x2).
Sostituiamo nel limite
—Z 4 o(2?) —z 1
lim 2 =lim —2 = ——
z—0 2?2 z—0 2?2 2

Esercizio 33
Tenuto conto che

2
(cos )™ = e?1o8(cos2) — 1 4 glog(cosz) + o(zlog(cos x)) = 1 4 zlog {1 — % + o(xz)] +

+0 <x log {1 — %2 + o(xz)}) =1+z {—%2 + 0(x2)} + o0 <—$ {%2 + 0($2)})

3 3 3

:1—%+0($3)+0($3+0($3)):1—%+0($3)+0

5
w
~—
I
—_
+
PR
8
w
~

sostituamo nel limite

Esercizio 47
Poiché per n che tende ad infinito % tende a zero possimo sviluppare cos come segue

1 1 1 n 1
cos—=1— — — .
n 2n? © n?

18



Il limite proposto si puo scrivere nella forma

I Lovo( ) = tm =l o (L) =0 <2
eteo | 2n2 O\ 2 )| T ez T\ 2 ) T s

Se invece z = 2 il valore del limite ¢ —%. Se x > 2 sl invece

-1 1 L 4 o(d
n

z—+oo | 212

Esercizio 48

Sia x > 0. Osserviamo che per n — +o00 n* — 400. Possiamo porre y = n* ottenendo

3 — on” 3 — 2v 1—(2)" 3¢
lim ——— = lim = lim 3y#=ﬁm — = +00
n—+o00 nx y——+o0o Y y—+oo Y y——+oo Y
2 Y
perche lim (—) =0.
y—+oo  \ 3
Sia x = 0.
0 0
n’ _ on
lim 37 = lim 1=1.
n—-4o0o nO n—-4oo

1

Sia x < 0. Osserviamo in questo caso che per n — 400 si ha n* = -7 — 0. (Ricordare che

nlel
se x < 0 allora x = —|z| ) Possiamo porre y = n® ottenendo
, 3 —2m . 3y . 1+uylog3+o(y) —1—ylog2+ o(y)
lim — = lim = lim =
n—-+00 n<* y—0 Y y—0 Yy
lim y(log3 —log2) + o(y) _
y—0 Yy

(principio di sostituzione degli infinitesimi)

lim y(log3 —log 2) = log g

y—0 Yy
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Abbiamo utilizzato gli sviluppi (vedi (12))

3V =1+ylog3+ o(y), 2 =14 ylog2+ o(y.)

Esercizio 49

Osserviamo che se x < 0 il limite e banalmente 0. Se x > 0 si presenta invece una forma
indeterminata 400 - 0 che risolviamo utilizziando lo sviluppo di log : logy = y + o(y) e

1

ponendo y = —. Tenuto conto che per n — +oo si ha y — 0T, il principio di sostituzione
n

degli infinitesimi ci consente di scrivere

+o00 sex >1

1
lim n” log (1 + —) — lim 7% +oly) — lim < = lim =91 sex =1
n—-+o0 n y—0+ Y~r y—0t+ Y~ y—0t

0 sexr <1

Esercizio 50

Osserviamo che se x < 0 il limite e banalmente 0. Se x > 0 si presenta invece una forma
indeterminata +o0o - 0 che risolviamo utilizziando lo sviluppo di sin : siny = y + o(y) e

1
ponendo y = —. Tenuto conto che per n — +oo si ha y — 0T, il principio di sostituzione

n
degli infinitesimi ci consente di scrivere

+o00 sex >3

1 3 3 3
lim 7n® sin— = lim Lo(y) — lim L = lim T = 1 se x =3
n—-+o0 n y—0+ Y*r z—0t+ Y~ z—0t

0 sexr <3

Esercizio 51

Sia x > 0. Osserviamo che per n — +o00 n* — 400. Possiamo porre y = n* ottenendo

@ 2 —1 2y 1
lim n (2" —1) = lim = lim — — =
n—-+00 Yy——+00 Yy Yy——+00 y Yy

Sia z = 0.

= +00.

lim 77 (27 =1) = Gm o n® (2= 1) = m 1=1,

n—-400 n—-4o00 n—-400

1

Sia x < 0. Osserviamo in questo caso che per n — +o0 si ha n* = — 0. (Ricordare che

se x < 0 allora x = —|z| ) Possiamo porre y = n” ottenendo
x 2y - 1
lim n™* (2” — 1) = lim = log 2.
n—+00 y—0 Yy
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(Vedi (12))

Esercizio 52

ln 0 (Y -1) = fim oot (¢ 1) = Tmont Fog”w(logn)}

n—-+4oo n—-4o0o n—-+4oo n n

Dove abbiamo utilizzato lo sviluppo e¥ = 1 + y + o(y), tenendo presente il fatto che, posto
logn

y= , per n — +o00 si ha y — 0.

Il principio di sostituzione degli infinitesimi ci consente di scrivere:

lim n»n” {logn +o0 (logn)} = lim n" logn

n—-+00 n n n—+00 n
ovvero
400 se x>1
lim n*! logn =

e 0 se v <1
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