Esercizi sulle equazioni differenziali

1 Equazioni differenziali lineari del primo ordine.

(1) /(t) = 2t [t? +u(t)];

(2)  u(t)sin2t + u'(t) = cost — u'(t) sin? t;

(3) w(t) =vI1+t2d(t)+1;

3

@ W) + ; u(t) = e
Risolvere i seguenti problemi:
u'(t) — 2tu(t) =t
() {
u(0)=0
u'(t) — etu(t) = et
(6)
u'(0) =2
w/(t) = u(t) + [t];
(7)
u(0) =1
u'(t) = u(t) + [t* — s
(8)
u(0) =2
u(t) + P(t)u(t) = Q(t);
) { dove P(t) = { L
u(0) =3 =
Risolvere:
(10) (%) :/0 u(s)ds + t+1
(11) w(t) = —/0 %u(s)ds + sint — 2

(12) Determinare u tale che:

|

2/ (t) — u(t) = —1
tl}inoo u(t) =2

1



(13) Si consideri I'equazione differenziale:
u'(t) +u(t) = f()

(a) Sia f € C°(R) per la quale esiste M > 0 tale che V¢ € R risulta sup,cp | f(t)] < M, Dimostrare che esiste
una ed una sola soluzione u € C*(R) limitata su R.

(b) Dimostrare che se esistono m, M € R tali che Vt e R: m < f(t) < M alloraVt e R: m <wu(t) < M.

(c) Dimostrare che se f ¢ periodica di periodo T' allora esiste una soluzione periodica u se e solo se esiste
to € R tale che u(to) = u(to+171).

(d) Dimostrare che se f & periodica e u & periodica di periodo T, allora f e u hanno la stessa media integrale
su ogni intervallo di ampiezza T

(14) Data ’equazione:
con f € C%[0,+0c0)) e limy_, 1 f(x) = 0,
dimostrare che

(a) se k > 0 esiste una ed una sola soluzione tale che tliIJlrn u(t) = 0;
— 100

(b) se k < 0 ogni soluzione u ha la proprieta: , 1131 u(t) = 0.

(15) Si considerino i seguenti problemi di Cauchy

{ u'(t) + c(t)u(t) = (1) { V() + c(t)o(t) = f(t)
u(a) =« ’ u(a) = B.

Dove ¢, f € C%([a,b]) Dimostrare che se o < 3 allora per ogni t € [a, b] si ha u(t) < v(t).



Risultati.

(1) u(t)=Ce —(t2+1), CeR.

@ wl) =+ Cer
(3) u(t)zﬁﬂ, CeRr

(4) u(t)—t% 5—;

5wl - L

t
et<1—|—/ 86_5d8> t>0,
0
() u(t) = )
et<l—/ sesds> t <0,
0
e+t rt+1 t€[0,1],
(8) w(t)={ et +6e"t—(t2+t+1) t>1,
et — (2 +t+1) t<0
4— :
\fe T 41 t>1,
(9)  u(t) = ‘

4e t+t—1 t<1,
(10) wu(t)=2€"—1

1
1442

(11)  u(?) (=2 —sint + 2t cost + t* sint)
(12) w(t)=e7+1

(13 a) Counsideriamo la formula risolutiva:
t
u(t) =e b efou(ty) + et / f(s)e® ds,
to

t
osserviamo che / f(s)e’ ds esiste perché per ipotesi f ¢ limitata, ed inoltre, dato che vogliamo che u sia
— 00

limitata deve risultare lim e'u(ty) = 0. In definitiva 'unica soluzione limitata & data da

to——0o0

wy =t [ s s



perché

t 1 t
|u|§e_t/ |f] e* ds <M — / e’ ds < M.
€ — 00

— 00

(13 b) Osserviamo che

t t t
m:me_t/ esdsguz/ f(s)eSdSSMe_t/ e*ds = M.

(13 ¢) L’equazione data vale per ogni ¢t € R, in particolare quindi possiamo scrivere
W(t+T)+ult+T)=f(t+T)= f(t)
Poniamo v(t) = u(t + T'). Si ha che le funzioni u e v risolvono i problemi di Cauchy
/() +u(t) = f(t) v'(t) +o(t) = f(t+T)
u(to) = u(to) ’ U(to) = u(to + T)
Ma essendo f(t) = f(t+T) e u(to) = u(to + T'), abbiamo due problemi di Cauchy con gli stessi dati, quindi,
per il teorema di unicita, per ogni ¢ € R risulta v(t) = u(t), ovvero u(t + 1) = u(t).

(13 d) Per la periodicita di u & sufficiente considerare I'intervallo [0,7] e integrare tra 0 e T' 'equazione
data

T T T T T
/0 u(t)dt—&—/o u(t)dt:/o f@)dt <= u(T)—u(O)—i—/O u(t)dt:/O ft)dt =

0+/0Tu(t)dt:/0Tf(t)dt

da cui dividendo per T otteniamo la tesi.

(14)(a) Consideriamo la formula risolutiva:

t
u(t) = Cef 4 ekt / f(s)e % ds,
0

Osserviamo che dalla definizione di limite, applicata a liIJP f(s) =0, si ha che per ogni ¢ > 0 esiste M >0
S§—1T00

+oo
/ e ds
M

tale che per ogni s > M risulta

+oo
/ f(s)e " ds
0

Di conseguenza

M
f(s)e " ds
0

<

+oo
/ f(s)e " ds

M

+ < M;—+e < 4o00.

+oo
0,se C= —/ f(s)e " ds
0

t——4oo t——4oo

lim u(t)= lim &M <C + /tf(s) e hs ds> =
0

400, altrimenti

Infatti

lim u(t) = lim €M <_/+00 f(s)e *ds + /tf(s) e ks ds) =
0 0

t——4o00 t——+o00
e k ' k
@t [p@eta
lim — = lim ——— =0
t—+oo ekt t—too ekt



Nell’ultimo passaggio abbiamo applicato il teorema dell’Hospital.
(14)(b) Consideriamo la formula risolutiva:
t
u(t) = C ekt + M / f(s)e s ds,
0

Se k < 0 si ha . ligl C e** = 0. Mentre

t
lim ekt/ |f(s)]e *¢ds =0,
0

t——+oo

se
+oo
/ |f(s)]e **ds € R.
0

Altrimenti se

si ha

t——+o00 e—kt t— 400 e—kt

Infine

(15) Ovviamente esiste un § > 0 tale che per ogni t € [a,d) risulta u(t) < v(t). Se esistesse un tq tale che
u(to) = v(tg) = up allora i problemi di Cauchy

{ /() + c(tu(t) = f(t) { v (t) + c(t)u(t) = f(t)
u(to) = Ug ’

avrebbero gli stessi dati ma soluzioni diverse sull’intervallo [a, t], in contraddizione con il teorema di unicita
di soluzione.



2 Equazioni differenziali lineari di ordine n.

(1) w”(t) +4u'(t) + 5u(t) = 0

(2)  W(t) —4u'(t) + 5u(t) =0

(3)  wlt(t) —2u"(t) +2u'(t) = 0

(4)  w'V(t) +18u"(t) + 81 u(t) =0

(5)  wlTI(t) 4+ 3u"(t) + 3u/(t) +u(t) =t

(6) (1) — 30 (6) + 2u(t) = 16 w(0) = 35 w(0) =~

(1) u!TI(t) — u(t) = sin 2t

(8)  w”(t)+u(t) =sint

(9)  u(t) + 2w (t) + 2u(t) = 2(cost —sint) e~

(10)  w”(t) — 4u'(t) + 5u(t) = 2(cost) €2 + (4cos2t — 2sin2t) €3
(11) u(t) —log4 u/(t) + [(log2)? + 1Ju(t) = =2+ sint + 4%[(log2)? sint + (log4) cost]

1
et +1

(12) () —u(t) =
(13)  u(t) + 4u(t) = sin®t; u(0) =1; «/(0) = 1;
(14) 3 ulT(t) + 620" (t) + 8tu'(t) — Su(t) = 2
(15) t2u"(t) — 2u(t) =0

(16) 2w (t) + tu'(t) +u(t) =0

(17) 2" (t) + 4tu' (t) + 2u(t) =t

(18) 3 ultl(t) + 3t2u''(t) + 6tu’(t) — 6u(t) =0
(19) tult(t) +2u"(t) =0

(20) " (t) — 3u/(t) + 2u(t) = te'

(21) (2 = 1)u"(t) + tu/(t) —u(t) =0

(22) 2" (t) + 2/ (t) + (t —2)u(t) =0

(23)  tu”(t) + (t + 3)u'(t) + 3u(t) = 4tte’

(24) (2 + D/ (t) — 2t/ () + 2u(t) = 6(1 + t2)?

(25) (sint)?u”(t) —sint costu'(t) +u(t) = —sin®¢



Risultati

(1) u(t) = Cre " cost + Che ' sint.
(2) u(t) = Cre* cost + Cae*'sint.
(3) u(t) = Cret cost + Cae’sint + Cs.
(4) u(t) = Cycos3t + Coysin3t + Cst cos3t + Cyt sin 3t.
(5) u(t) = Cre™t + Cote™ + Cst?e™ +t — 3.

1
(6) u(t) = —2e' + 2% + (=t — 3 e3t,

2 4

1

(7) u(t) = Cre' + Oy cos\/Tgt + Cs sin\/Tgt + % cos 2t — 5 sin 2t.

1
(8) u(t) =Cy cos t + Cs sint — §t cost.

(9) u(t) = Cre™1HDt 4 Coel=1=Dt 4 et (cos t + sint).
(10) u(t) = CLe®HDt 4 Cre®=Dt 4 te? sint 4 €% sin 2t.
(11) u(t) = C1 2% e™ + Oy 20 ™™ + t2'cos t + 4° sint.

t —t

1
(12) u(t) = Cret + Cye™t + % —t +log(l +e) — o + 67 log(1 + €).

1 1 3 1 9 1
(13) u(t) = 10 sin® ¢ + Ecost sin® ¢ + 2—Ocost sin®t + 1—0005375 + 1—00052t+ §sin2t.

1 1 1,
(14) u(t) = C1t + Cgt—2 sin(2logt) + Cgt—z cos(2logt) — 2—0t .

1
(15) u(t) = le + Cth.

(16) u(t) = Cy cos(logt) + Co sin(log t).
1 1 1
1 1 s
(18) u(t) = Clg + Czt—Q + Cst°.
(19) u(t) = Cy + Cot + C5log t.
(20) u(t) = Cre’ 4+ Coe® +t (—1 — %t) e,
(21) u(t) = Cit + Covt? — 1.
—t
(22) u(t) = C1 = (2 + 20 +2) + %

(23) u(t) = (t* + Cy) e’ + C (13 + 3t 4 6t + 6).
(24) u(t) = C1(t? — 1) + Cot + 3t* + t*.

1 1\
(25) u(t) =sint log |Cy sint (m - tant) .




