ANALISI MATEMATICA II
CORSO DI LAUREA IN FISICA

Prova scritta intermedia del 3/4/2009

TUTTE LE RISPOSTE DEVONO ESSERE MOTIVATE

Esercizio 1. (punti 8)

Calcolare il valore dei seguenti integrali

0 ! gt + a4l
(a) /0 sinz (tan®z + 3) dz; (b) /0 arctan(z? 4 62 + 10) (z 4+ 3) dz; () /0 P dx.

Esercizio 2. (punti 6)

Sia data f € C?([0,1]) con /1 f(z) de = 1.
0

(a) Se f(1) = f’(1) = 0, calcolare /1 22" (x) da.
0

arctan f(x)

T )

1
(b) Sapendo che f(0) =0e f(1) =1, calcolare /
0

Esercizio 3. (punti 6)

Calcolare il valore del seguente limite mediante la formula di Taylor

4

8

“

. cos?x — e
lim .
z—0+ log(l + 222) — 2 (a2 — 24)

Esercizio 4. (punti 8)

2 _ 3 -1
Data la funzione: f(z) = * o log i+ 1’

(a) determinare il campo di esistenza, i limiti agli estremi del campo di esistenza ed eventuali asintoti obliqui;
(b) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o minimo relativo.

(c) determinare gli intervalli dove risulta concava, convessa e gli eventuali punti di flesso;

(d) tracciare un grafico approssimato.

Esercizio 5. (punti 5)

Determinare i valori del parametro a > 0 per i quali I’equazione

az* +42°Va + 422 -1 =0

ammette quattro soluzioni reali e distinte.



Esercizio 1. (punti 8)

Calcolare il valore dei seguenti integrali

us 1 = 4
(a) /04 sinz (tan’x + 3) dx;  (b) /0 arctan(z? + 62 + 10) (x +3)dr; (c) /02 %2—:_12 dx.
SVOLGIMENTO
(a)

Determiniamo l'insieme delle primitive della funzione integranda, calcolando I'integrale indefinito

2 2
. 1 — cos

/ sinz (tan’z + 3) dz = /sina: L1 3) de = /Siﬂx — T 43) de =
cos? x cos? x

1 .
:/sinx +2 | dx = / S dr + 2 / sinz dx
cos? x cos? x

Osserviamo che, effettuando il cambiamento di variabile t = cosz, dt = — sinz dz, il primo integrale diventa

/—idt:%+0, C eR;

12
mentre per il secondo si ha banalmente /2sinxdx = 2 / sinzdr = —2cosxz + C, C € R. Tornando
all’integrale proposto
1 1 B)
/ sinx(tan2m+3)dsc:[ —2cosx] =\/§—2£—1+2:1.
0 coszT 0 2

1 1
1
/ arctan(z? + 62 + 10) (x + 3) dr = 5 / arctan(z? + 62 + 10) (2z + 6) dz,
0 0

effettuando il cambiamento di variabile ¢t = 22 + 62 + 10, dt = (2z + 6)dx, ove si tiene presente che gli estremi
si trasformano: per x = 0 si ha t = 10, per x = 1 si ha ¢ = 17. Sostituendo ed integrando per parti

1 [ 1 1t 17 1ot
= / arctantdt = — [t arctantHg - = / —— = —arctanl7 — 5 arctan10 — - / ——dt =
2 /1o 2 2 )i 1482 2 1), 1+¢2

1 1 17 1 1
= ;arctan 17 — 5 arctan 10 — 1 [log(l +t2)]1g = Earctan 17 — 5 arctan10 — 1 log 290 + 1 log 101.

(c)

Scomponiamo il numeratore della frazione dividendolo per il denominatore mediante il seguente algoritmo:
z? T +1 2 -3z +2
—z* 4323 222 ¥ +3x 47

0 323 =222 4z +1

-3z 4922 —6z

0 T2 —5x  +1

—72? 21z —14

0 16z —13



Da cui deduciamo che .
1 16 — 13
243 tT 4

72 — 3z + 2 22 — 3z + 2
Osserviamo che le radici del denominatore sono 71 = 2 e 73 = 1 e quindi 22 — 3z +2 = (z — 1)(x — 2).
Dobbiamo determinare due numeri reali A, B tali che

16 —13 A n B  Alx-1)+B(x—-2) (A+B)x +(-A—-2B)
2 -3z +2 -2 -1  (z—-2)(z—-1) (x—2)(x—1) '

Le eguaglianze sono verificate per ogni valore di € R\ {1,2} se i numeratori delle frazioni sono uguali,
ovvero se sono uguali i coeflicienti dei termini di egual grado:

A+B = 16 A = 19
~A-2B = -13 B = -3

Si poteva procedere anche piu rapidamente osservando che dovendo verificarsi ’'eguaglianza tra le frazioni per
ogni valore di € R\ {1, 2} bastava verificare ’eguaglianza tra i numeratori per ogni « € R (per la continuita
dei polinomi). Quindi dovendo essere 16 — 13 = A(x — 1) + B(x — 2) per ogni « € R, sara verificata in
particolare per z = 1, sostituendo: 16 — 13 = —B, per x = 2, 19 = A. Tornando all’integrale di partenza e
sostituendo

1 1
2 gt +1 20, 16z — 13
- dr = 324+7T+ 5—F——= | dr =
/0x2—3x+2 v /0 (a:+a:+ +x2—3x+2> v
2 19 3
/ <x2+333—|—7—|——— )da::
0 Tz —2 z—1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 19 23
/ngdx+/23xdx+/27dx+/2 da:—/2 =
0 0 0 0o -2 o z—1

1

1 3 2 47

= [§x3+§x2+7x+19 logx—2—3log|x—l|] = E+1910g3 — 35 log 2.
0

Esercizio 2. (punti 6)

Sia data f € C?([0,1]) con /1 f(x) de = 1.
0

(a) Se f(1) = f'(1) = 0, calcolare /1 22 f () d.
0

(b) Sapendo che f(0) =0e f(1) =1, calcolare /01 % f(z) dx.
SVOLGIMENTO
(a)

Risolviamo integrando per parti (1) prendendo g(z) = z? e h'(x) = f"(z), quindi ¢'(x) = 2z e h(z) = f'(z)

b b
' / (@) W (@) dz = [g(@) h(@)]’ — / d' (@) h(z) da.

a



1 1
/ 2?f"(z) dz = [2° f’(x)hl) - / 2z f'(x) do =
0 0
(tenuto conto dell’ipotesi f/(1) = 0)
1 1
— 12 ¢/ _ N2 ¢ _ l dr = — / dr —
2= R0 = [ 2p@ e = = [ 20 do

(integrando di nuovo per parti, questa volta con g(z) = 2z, h'(z) = f'(x), ¢'(x) = 2, h(x) = f(z), e tenendo
conto dellipotesi f(1) = 0)

1 1
:—[2xf(ac)]é+/0 2f(x)dac:—2f(1)+2-0f(0)+2/0 f(x) dze = 2,

perché, per ipotesi, fol flx) dz = 1.

(b)

Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile t = f(z), quindi dt = f’(z)dz, inoltre per x =0, t = f(0) =
0, mentre per x = 1, t = f(1) = 1 (per ipotesi), quindi

Y arctan f(z) , B L arctant
f e e = [ S
1

Cambiamo nuovamente variabile ponendo s = arctant, da cui ds = =
risulta s = 0, mentre per ¢t = 1, s = 7. Possiamo di coseguenza scrivere

1 jus s
/Mdt:/48ds: 1524:7T—2.
0 1+ ¢2 0 2 0 32

dt, ed osservando che per t = 0

Esercizio 3. (punti 6)

Calcolare il valore del seguente limite mediante la formula di Taylor

2 at
cos™xr — e 3

li .
om0t log(l + 222) — 2 (22 — 2)

SVOLGIMENTO.
Consideriamo gli sviluppi di Taylor delle funzioni che compaiono nell’espressione del limite.

cosx =1— 2% + ﬁx‘l + o(z?)
da cui, elevando al quadrato:

1 1 1 1 1
cos’xr = 1+ Zx4 + Emg + o(a:82L — 2%+ Em4 + o(z?) — 2?o(z*) — ﬂmﬁ +o(x®) =1—2+ §x4 + o(z*)

1
el =1+t+ 5752 + o(t?) per t = % otteniamo,

z? 4 1
;T = 1+%+Em8+o(ajg)
a cul
cos?z — ¢F = 1—2° + lx‘l +o(z?) -1 - x_4 - img +o(x®) = —2% + o(2?)
= 5 =

perché i termini con z#, 2%, o(z*) e o(2®) sono tutti o(z?).

Osserviamo inoltre che da

1 1
log(l+t)=1t— 5752 + gt?’ + o(t?), posto t = 222, segue



8
log(1 + 22?%) = 22% — 22 + gxﬁ + o(z®). Quindi

8 8
log(1 4 22?) — 2(2? — 2%) = 222 — 22" + ng + o(z%) — 222 + 22 = §x6 + o(z9).
Sostituendo le espresioni trovate nel limite proposto:

=4
cos’z — €% —22 + o(2?) 3 .. a? 3 .. 1 1

li = li ——=—1 = lim —=—— =
ot log(1 + 222) — 2 (22 — %) om0 826 + o(x0) 8 om0+ 28 8 eo0t 24 0+

Esercizio 4. (punti 8)

2
- —1
Data la funzione: f(x) = a 5 log x+ T
x x

(a) determinare il campo di esistenza, i limiti agli estremi del campo di esistenza ed eventuali asintoti obliqui;
(b) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o minimo relativo.

(c) determinare gli intervalli dove risulta concava, convessa e gli eventuali punti di flesso;
(

d) tracciare un grafico approssimato.

SVOLGIMENTO.
Il campo di esistenza della funzione si determina risolvendo il sistema,
x#£0
z—1
> 0,
z+1
che ha soluzioni € (—oo, —1) U (1, 4+00).
Osserviamo che
. 22 -3 r—1 . z2 — 3 z—1
lim — log = 400, lim — log = —o00,
z—1+ T z+1 z——1- T z+1

mentre per x che tende a +00 0 a —oo la funzione tende rispettivamente a +0o0 e —oo. Vediamo se f ammette
asintoti obliqui: ¥y = ma + q.

. x) . 122 -3 1 r—1
m= lim —== lim - — — log =1,
z—+4o0 T z—+o0 T T T rz+1
mentre
lim f(z) T el S T 0
= lim ) —mx = lim — lo —x =
q x—+00 T—+00 x & T+ 1

Allo stesso risultato si arriva per x che tende a —oo. Possiamo concludere che f ammette come asintoto
obliquo la retta y = z.

Osserviamo che la funzione & dispari: f(x) = —f(—x), di conseguenza il suo grafico dovra essere simmetrico
rispetto al punto (0,0). Infatti si ha

—x)? -3 —r—1 23 — 1 23 -1
f(—ac):L—log z i + log Tt :_(m —logm_’_1
- x

—x 1 (r+1) ):_f(m)'

Monotonia ed eventuali punti di massimo o minimo relativo.

x4 =3

24— 12

f'z) =



Gli zeri di f’ sono 19 = ++v/3, mentre f'(z) >0 perz > V3 oz < — /3, f'(xr) <Oper 1 <z < V3 o0
— V3 <2< —1,dacui f ce monotona crescente sugli intervalli (—oo, —v/3) e (v/3, 4+00), & invece monotona
decrescente su (—+v/3, —1) e (1, v/3). Da questo deduciamo che x1 = —+/3 & punto di massimo relativo, mentre
To = V3@ punto di minimo relativo.

Concavita, convessita ed eventuali flessi.

_rd 2 _
) = 2

Il segno di f” ¢ determinato dal numeratore della frazione. f”(z) > 0 per 1 < 2 < V/3++6 e per
r < —V/3+ 6, mentre f’(z) < 0per —V/3+V6 <2 < —1ex>+3++6. La funzione risulta quindi
convessa su (1,v3 ++v6) e (=00, —V/3 + V/6), concava su (V3 +v6,4+00) e su (—v/3+ 6, —1). Come
conseguenza, punti z = —/3 + /6 e z = v/3 + v/6 sono di flesso per f.

Possiamo tracciare a questo punto un grafico approssimato della funzione.

Esercizio 5. (punti 5)

Determinare i valori del parametro a > 0 per i quali I’equazione

az* +42°Va + 42> -1 =0
ammette quattro soluzioni reali e distinte.
SVOLGIMENTO.
I metodo.

Consideriamo le funzione f(z) = ax*+4x3\/a+42? — 1. Risolvere I’equazione proposta equivale a determinare
gli zeri di f. A tale scopo consideriamo la derivata prima

f'(z) = 4ax3 + 122%\/a + 8z, che si annulla nei punti

%, To = —% e x3 = 0. Risulta

f'(x) >0 per z € (x1,22) e x € (x3,+00),

f'(x) <0 perze(—o0,x1) ez € (x2,23),

xr1 = —



e quindi
f & crescente in x € (z1,72) e T € (x3,+00),
f & decrescente in x € (—00,21) € x € (z2,%3).
Da queste considerazioni deduciamo che i punti x; e x3 sono di minimo relativo ed il punto x5 ¢ di massimo
relativo. Inoltre si ha che

lim f(z)= +oo,
r—+o0

2 1 1

mentre f(z5) = f(0) = =1, fla) = f(- =) ==l flaa) =~ == =1

Da queste osservazioni, per la continuita di f su R, si ha che essa ammette uno zero su (0, +00) (unico perché
f' # 0 su quest’intervallo). Per lo stesso motivo ammette un unico zero su (—oo, —7) Perché ammetta
a

altri due zeri, uno in (z1,z2) e uno in (x2,x3) si deve avere che

fa) === =2 =1>0,

ovvero 0 < a < 1.
IT metodo.
Osserviamo che az* + 4z3\/a + 422 — 1 = 0 equivale a (y/ar? + 27)? — 1 = 0. Ovvero

(Vaz? + 2z — 1)(Vaz® + 2z + 1) = 0.

L’equazione ammette quattro soluzioni reali e distinte se e solo se ciascuna delle equazioni seguenti ammette
due soluzioni reali e distinte:

Var? +22—-1=0, az’+2x+1=0,

cio avviene se il loro discriminante ¢ positivo. Per la prima A = 1+ y/a > 0 ¢ verificato per ogni valore
positivo di a, mentre per la seconda equazione A =1 — y/a > 0 & verificato per 0 < a < 1.

X ‘ x3 0




