ANALIST MATEMATICA

(CORSO D - CdL INFORMATICA)

Prova scritta del 11/2/2004

(1) Calcolare il limite della successione:

a1 =2
an+1:a?n’+an—1, n € N.

(2) Si consideri la funzione:

flz) = V3 +a? — log(3+ %)

a) Determinare il dominio di f e stabilire se esistono asintoti.
b) Determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo relativo.
c) Determinare gli intervalli dove f risulta concava o convessa ed eventuali flessi.

d) Tracciare un grafico approssimato di f.

(3) Determinare il valore del seguente integrale:

/ sinz d
z.
cost — (sinz)? —1

(4) Dimostrare la convergenza della serie:




Risoluzione degli esercizi proposti
(1) Calcolare il limite della successione:

0,1:2
ant1=0a+a,—1, neN

Soluzione Per prima cosa vediamo se la successione ammette limite studiandone la monotonia.
Infatti, nel caso in cui risulti monotona avrad sicuramente limite per il teorema di regolarita delle
successioni monotone. Un primo approccio a questo studio puo essere quello di calcolare i valori
assunti dai primi termini della successione per avere un’idea dell’andamento: a; = 2, ap = 23+2—1 =
9,a3=9+9—-1="719, ag = (719)3 + 719 — 1 = .... Al crescere di n aumenta il corrispondente
valore della successione, possiamo quindi sospettare che {a,}nen sia crescente. Dimostriamolo.
Ricordiamo che una successione & crescente se: a, < an+1, Vn € N. Nel nostro caso:

ovvero
1< (ay)® <= 1<ap, VneN

I passaggi effettuati sono tra loro equivalenti, per cui dimostrare che la successione & crescente
equivale a provare che 1 < a,, Vn € N. Per fare questo utilizziamo il principio di induzione:

()1 <ar=2

(1)1 < ap = 1< apy1, Vn €N

Per provare (ii) osserviamo che:

l<ap, <= 1<a’ VYneN,

da cui:
an+1:a2+an—1>1+1—1:1, Vn € N.

In conclusione: la successione ammette € crescente, dunque ammette limite £. Si presentano
due casi:

(WLeR

(2)L = +o0

(Il caso £ = —oo si esclude perche a,, > 1,Vn € R.)

(1) Se fosse £ € R, passando al limite nell’espressione ricorsiva che definisce la successione si ha
(ricordiamo che lim,, ;1 ap = L < lim,_, o apt1 = L):

L=L4+L-1

Questa equazione ha come unica soluzione £ = 1. Non & accettabile perché la successione data
risulta crescente, quindi:
lim a, = supa,,
n—-+00 neN

mentre abbiamo visto che: a, > 1,Vn € N. Possiamo quindi concludere che :

lim a, = +o0.
n—-+00
Altro metodo per dimostrare la monotonia della successione
La monotonia della succesione puo essere dimostrata applicando il principio di induzione nel
modo che segue.
(i) a1 < aog;




(iap—1 < ap, = ap <apt1, Vn €N,
Il punto (i) & ovvio, mentre 'induttivitad della proposizione, punto (ii), si prova nella maniera
seguente. Osserviamo che all’espressione che definisce la successione resta associata la funzione:

fz)=2*+2-1
f risulta strettamente crescente su R perche la sua derivata prima & positiva:

fl(z) =32°+1>0, Vz € R

Dunque: 1 <9 = f(z1) < f(z2) da cui
ap-1 < ap, = f(an) < flant1), Vn €N,

La tesi segue da questa implicazione osservando che: a, = f(an—_1), an+1 = f(an).
(2) Si consideri la funzione:

flz) = V3 +a? — log(3+z%)

a) Determinare il dominio di f e stabilire se esistono asintoti.

b) Determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo o di minimo relativo.

c) Determinare gli intervalli dove f risulta concava o convessa ed eventuali flessi.

d) Tracciare un grafico approssimato di f.

Soluzione

Le funzioni elementari (radice quadrata e logaritmo) che fanno parte dell’espressione di f sono
definite quando i loro argomenti sono rispettivamente non negativi e positivi. Osserviamo che nel
nostro caso questi sono costituiti dall’espressione: 3422 che & positiva per ogni valore della variabile
z. La funzione assegnata risulta pertanto definita su tutto R.

Calcoliamo la derivata prima di f per trovare i suoi intervalli di monotonia.

oy T 2

Da cui deduciamo che f'(z) = 0 se e solo se:

V3+z2z -2z
5122 =0 <= =z(V3+z2 -2)=0

Le soluzioni dell’ultima equazione sono date da: 1 = 0, oppure:
V3+22 —2=0 < 3+12=2 <= 3+2°=4 <= 1r’=1 <= 7319=+lL

Il segno della derivata prima & determinato dal segno del numeratore della frazione di (1), quindi
f'(xz) > 0 per i valori di z che sono soluzioni di:

z>0 <0
(1) {\/3+x2—2>0 U {\/3+ZE2—2<0

Da cui

z>0 z<0
@) {3+w2>4 v {3+w2<4



che equivale a:

- >1 <1

) {:1:2>0 o un {i2<0

Il sistema (I) ha soluzioni:z > 1, Il sistema (II) ha soluzioni: —1 < z < 0. In conclusione: f'(z) > 0
perz >10—-1<z <0, mentre f'(z) <Operz < —-1lo0<z<1.

_]; 1 0 Il
fro—— . +++ +—|—+++++ ———————— ++++++++
p- di min rel p di max rel. p di min rel.

Calcoliamo la derivata seconda.

2
V3+a?— = 23442%) — 42  3V3+a?—6+25°
3+ a? (B+22)2 (3 + 22)?

() =

(2)

11 segno di f” ¢ determinato dal segno del numeratore della frazione di (2). Calcoliamo quindi
le soluzioni (se esistono) dell’equazione: f"(z) = 0, ovvero 3v/3 + x2 — 6 + 222 = 0. Da cui:

3vV3 + a2 =6 — 222 (3)

Risolvere I'equazione (3) equivale a risolvere il sistema:

6 — 222 >0 o 32
9(3 + 2?2) = 36 + 4z* — 2422 27 + 922 = 36 + 4x* — 2422
Ovvero

422 — 3322 4+9=0

L’equazione del sistema & una biquadratica, la risolviamo ponendo: y = 22, dunque: 4y?>—33y+9 = 0.
Le soluzioni di questa sono:
11+ \/ 105

Y12 =3

[ 11 105 / 105
.T12—:i: 3 — + O =+ 3 O

Le radici 21, 2 si scartano in quanto non soddisfano la prima disequazione del sistema (non appar-
tengono all’intervallo (—+/3,4/3)). Quindi f” si annulla nei punti z3,z4. Vediamo per quali valori
di z risulta f”(z) > 0, ovvero:

3V3+22—6+222>0 <= 3vV3+12>6— 277

Da cui



Risolvere questa disequazione equivale a risolvere:

(1) { g(\/gj:—ai)ﬂ? > (6 —2z2)2  OPPWIe (IT) 6 — 222 < 0 -

Consideriamo la prima disequazione del sistema (I), essa ha soluzioni: —v/3 < 2 < /3. La seconda
disequazione di (I) diventa:
42 — 3322 +9 <0

Ponendo y = z?, otteniamo:
4y —33y+9<0

che ha soluzioni:

311 — /105 <y < 311+\/105

g V= 8
dacuisez >0:
/311—\/ngS /311+\/ﬁ
8 8
se invece £ < 0 :
11+ V105 311_m

Tenuto conto della prima equazione di (I) si ha che le soluzioni del sistema (I) sono:

311—\/105 _B<z<— 11 — /105

<z < V3 oppure 3
8 8
Le soluzioni di (IT) sono invece:
z < —V3 oppureV3 < z.
In conclusione risulta f”(z) > 0, quindi f convessa, per i valori della variabile z appartenenti
all’insieme:
/ 11 — 10 / 11 — 10
<z oppure z< —
Ovviamente nel complementare risultera: f” < 0, quindi f concava.
Riassumiamo nel seguente diagramma i risultati sopra ottenuti:
311-V/105 311-v/105
8 0 8
R T it e
[ convessa concava convessa
p- di flesso I Ip di flesso



Grafico della funzione

3 Determinare il valore del seguente integrale:

/ sinz d
z.
cosz — (sinz)? —1

Svolgimento
Sostituiamo al denominatore della funzione integranda: (sinz)? =1 — (cos z)

2

/ sinz d
z.
(cosz)? + cosx — 2

Effettuiamo nell’integrale il seguente cambiamento di variabile: ¢ = cosz, quindi dt = —sinzdz.
Sostituiamo nell’integrale:
/ -1 dt
2 +t—2 )

La funzione integranda & una funzione razionale. Calcoliamo le radici del denominatore: t24+¢—2 = 0
t1 =1, to = —2. Determiniamo quindi A4, B € R tali che:
-1 A B

Prt_2 1-1 t12

Ovvero:

-1 (A+B)t+24-B
2+t—2  (t-1)(t+2)

L’identita & verificata per ogni ¢ € R per i valori di A, B che risolvono il sistema:

A+B=0 . [A=-B _ -1
24 - B=-1 3B =-1 B=1



(4) Dimostrare la convergenza della serie:

had n!
n=1

Svolgimento.

La serie assegnata € a termini di segno costante (positivo), possiamo applicare quindi uno dei
criteri di convergenza relativi a questo tipo di serie, ad esempio il criterio del rapporto.

(n+1)!
m 2 Gim (1)) 4504
n——+o00 an n——+00 —n"Z—!S"
~ oy (n+1)! n™+5" . (n+1)(n"+5")
TSt (4 D)D) 4 5@ pl noteo (n4 1)@HD) 4 pmED
oy (Dt 14 52
+1 5(n+1)
e (D14 (n+1)(n+D)
1)n" 1+ 5%
= T T Tt

e (nAn(n Dnoree 14 (n+1)(n+1)

n" 1 1 1 1
nEI—Poo (n+1)" nEI—Ikloo (n+1)™ ngl—}—loo (71_‘1‘1)71 n—l>I—|I—loo (1 + l)n e <
nn n n

Il limite € minore di uno quindi la serie converge.



