CORSO DI LAUREA IN FISICA
ESERCITAZIONI DI ANALISI MATEMATICA II
ESERCIZI SUI LIMITT 2
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SVOLGIMENTO DI ALCUNI DEGLI ESERCIZI PROPOSTI (%)

ESERCIZIO 1 Consideriamo lo sviluppo di Taylor della funzione esponenziale

1 1
e =1+x+ gxz + 5&:3 + Zfl + o(z") e sostituiamolo nell’argomento della funzione seno

1 1 1
sin(e® — 1) = sin {x + 5:1:2 + 63:3 + ﬂxA + 0(1’4)} :

Consideriamo anche lo sviluppo di Taylor di sin : siny =y — %yg +o(y?) cony =z + %x2 +
t2® + 5;a* + o(z*) ottenendo

1, 1 1 1 1, 1 1 ’
sin(e® — 1) =z + 512 + -2 4+ —at +o(z*) — 8 {x + 22?4+ 2t —at o+ 0(204)} +

6 24 2 6 24
3 (1)
vof lo+ oy Loy Loy o(z")| .
2 6 24
Osserviamo che
1 1 1 3 3! 3
{SC + 5562 + 656'3 + ﬁfl + O(SC4)1 =2+ 5% + O(:C4) =3+ §x4 + O(:U4), (2)

eleviamo infatti alla terza il polinomio contenuto nelle parentesi quadre utilizzando la formula
(che si dimostra per induzione su k, vedi esempi e dimostrazione in Appendice)

n! e
vk

v1+4-4rvg=n

mllll---x
vl

Ciascuno dei termini dentro la parentesi quadra di (2) viene quindi elevato ad un esponente
in modo tale che la somma di tutti gli esponenti sia 3. Se eleviamo alla terza z, gli altri

termini sono elevati a 0; quando si eleva x al quadrato uno degli altri viene elevato alla prima

. . . T . . 2 . 4
potenza e cosi via. In particolare moltiplicando 22 per il termine % otteniamo %-, mentre

moltiplicando x? per gli altri termini otteniamo tutte potenze con un esponente di x di grado
superiore a quattro, quindi o(z*). Sostituendo (2) nell’espressione (1) si ha

1 D
(e — 1) = Lo 9 4 4
sin (e ) a:+2:E 51 + o(z") (3)

Sostituendo (3) nel limite proposto

5.4 4 5.4
oy 2 + o(z*) o —2° N o(x?) 5
z—0 x4 z—0 gt x4 24

LGli esercizi sono tutti risolti mediante gli sviluppi di Taylor, provate a risolverne alcu-
ni anche con il teorema dell’Hospital per vedere in quali casi I’uno risulta pitt conveniente
dell’altro.



ESERCIZIO 2
Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile: y = x — 1. Osservato che perz — 1y — 0,
possiamo scrivere:

2 2
. ylogly+1)— g5 1 i ylog(y +1) — 5
y—0 (evtl —¢)3 e3 y—0 (ev —1)3
Utilizziamo i seguenti sviluppe di Taylor:

log(y +1) = y — % + o(y?)

Ly o)

y+1

e =14y+o(y) ,dacu

(v = 1)* = [y + o(y)]® = ¥* + o(y*), perché

ly + o(y)]’ = v + 3y%0(y) + 3ylo(y))? + [o(y)]* =
= 9> +30(y*) + 30(y*) + o(y*) = ¥° + o(y?)

Infatti
3y°o(y) = o(y®), ylo(y*)] = o(y’), [o(y)]® = o(y’), 3o(z®) = o(z®), o(z®) + o(z?).

(vedi proprieta degli o-piccoli nel file LIMITT 1). Sostituendo sopra:

2 2 2
LY [y—%+0(y ) —yl—y+oly] ooy’
-3 3 3 =3 3y
e’y y3 + o(y?) e’y y3 +o(y?)
(principio di sostituzione degli infinitesimi)
I T 1A
3 y—0 g3 23

ESERCIZIO 3 Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor:

1
sinz =z + 2% + o(2?)

6
T __ 12 13 3
e —1—|—x+2x +6x + o(z”)

ed otteniamo
, x— (x— 32 + o(2?) . g2 +o(z?)
:}:li% 14+ x4 222+ 223 + 0(2®) — 1 — x — $a? ::lvli% 123 + o(2?) B
2 6 2 6
(principio sostituzione infinitesimi)
1.3
2

lim ?— =1
z—0 E:E?’

ESERCIZIO 15



Effettuiamo il cambiamento di variabile: y = z — 1 ed ossserviamo che per x — 1 si ha che
y — 0.1l limite proposto puo quindi essere scritto nella forma seguente:

Vy+4— 3y +8 _
=0 [1—tan (Sy+1%)]°

Applichiamo al denominatore le formule di addizione della tangente, ed al numeratore mo-
difichiamo l’espressione dei radicandi in modo da poter applicare lo sviluppo di Taylor

(14 2)*=1+az+ 3a(a—1)22 + 0(z?) con i valori o =  ed a = 3 :
2\/1+4— ,3/1+8y VI+E - ,3/1+8y
lim = —lim
y—0 ) tan 7y + tan 7 y—0 4y
1 —tan 4ytan
/ 3/1 _|__ Sy
= — lim hm cos? =
y—0 sin? T

Utilizziamo quindi lo sviluppo di Taylor visto sopra, rispettivamente con a = %, z=4%e

_ 1 _ 3, .
OK—E,Z—gy.

1 1y?
1+y:1+g+(__1) Yt o?)

2 8 \2 232
3 1 1 19 ¢
VItey =1 TRY T3 3612 W)
Inoltre
2Ty = (ot o) = T2+ 3 o) + o)l = Toa? + o)
sm- =y =\ — = — — 0 0 = — 0
4?/ 4y Yy 169 B Yy oy Yy 169 Yy ),
Perché: -
5 o) =oy’); )] =oy’); oly®) +oly’) = o(y”)
Sostituendo otteniamo:
_ lim _ﬁyQ - 6i4y2 + 0<y2) — —lim 128y + O(y ) _
ﬂ-Q
y—0 5v* +o(y?) y=0 Ty 4 o(y2)
(principio sostituzione infinitesimi)
gy Y 5
y—0 %yQ 872

ESERCIZIO 16 |
Effettuiamo il seguente cambiamento di variabile: y = —. Osservato che per x — +o00 si ha
x

y — 04, sostituendo otteniamo

1 1 1 1
lim | - (1 +y)% — e — log(1+ y)} = lim [— ev sy _ o — log(1 + y)} =
Y Y

y—0+ Yy y—0+ Yy
1 2 1
— e i = oely s ] 050
eyg&{yey " og(l+v)

bt



Utilizziamo lo sviluppo di Taylor dell'esponenziale: e = 1 + ¢ + ~t* + o(t*) ponendo t =

— log(1 +y) — 1, e sostituiamo nell’espressione del limite:

B log(1 +y) — 1]2 +
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Y y
li 1+11(1+) 1+1111(1+)12+
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e lim {2y og(l+y) 1| +y0<[ og(1+y) ])}
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Negli ultimi passaggi abbiamo utilizzato il fatto che [y? + o(y?)]? = y* + 2y%0(y?) + [o(y?)]

y' +o(y"). Infatti y?o(y?*) = o(y"), 20(y") = o(y*) e o(y") + o(y") = o(y").

|
| o



ESERCIZIO 18

Utilizzando Partificio di Bernoulli otteniamo:

lim eﬁ log(z+v1+22)
z—0

Calcoliamo il limite dell’esponente.

log(o + VIFa®) o [VIF e (14 )]

lim = lim - CcoST =

z—0 tan x z—0 sin T
= lim log Vi1 2"+ log <1 i ﬁ) = lim %log(l - 172) *log <1 T VIiaz?) —
= sin 450 sin -

Utilizziamo gli sviluppi di Taylor delle funzioni che compaiono nell’espressione del limite:
x

log(1+y) =y+o(y) cony:xQey:ﬁ.

1,2 2 T
. z°+0(2%) + s o <\/1+x2>

2—0 z + o(x)

Osserviamo che:

2_0$'1x2:0I'OL:0$'0.T o\r) = ol\x
ofa?) = ofa); 52 =ofa: o ey ) =ola) ofa) + o) = ofe).

Sostituendo ed utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi

_z ¥
lim i tole) lim Y
z—0 T + 0(33) z—0 /@ ’

ESERCIZIO 31

Osservato che

1 1 1
{L/a:enloga, {l/[;:enlogb7 {«L/E:enlogc’

Il limite da calcolare assume la forma

1 1 1 n
) eﬁlOga—keElOgb—keHlOgc
lim
n—-4o0o 3

1
Effettuiamo il cambiamento di variabile x = — ed osserviamo che per n — 400 si ha che
n

x — 0T Sostituendo sopra

lim

1
emlog ay 6xlogb + 6a:logc z
z—0+

3



Utilizziamo gli sviluppi di Taylor della funzione esponenziale eV = 1+y-+o(y), rispettivamente
con y = xloga, y = xlogb ey = xloge, osservando che ciascuno di questi tende a zero per
x — 0. Sostituendo:

" (1—|—xloga+0(x) + 1+ xlogb+ o(x) +1+xlogc+0(:v)>i
im
3

r—0+

1

(3+xloga+xlogb+xlogc+0(:€))1‘
3

= lim
z—0+

-

_ lm {1+ zllog a + log b + log (] —l—o(x)}z

z—0+ 3
{llog _1 N z[loga + logb + log | + o(x)] }
= lim el? L 3 =
z—0+
{llog _1 N xlog(abe) + o(x)} }
= hlgl_‘r el ¥ L 3 — eslosl@be) — /e

Infatti possiamo calcolare il limite dell’esponente utilizzando lo sviluppo di Taylor per la
zlog(abe) + o(x)
3

funzione logaritmo: logy = y + o(y) con y = (infatti per z — 0 risulta

y — 0,) e quindi

log {1 n z log(a b;) + 0(@} _ zlog(a b;) + o(x) ‘o (xlog(a b;) + 0(m)> _
_xzlog(abe) o) _ xlog(abce)

Perché (?)

@ — o), o (xlog(a b;) + o(x)) =o(z) e o(x)+o(zx)=o(x).

In definitiva il limite dell’esponente si calcola come segue:

1 1 1
lim {—1og [1 L8 og(abe) + 0(37)}} _ lir(r]1+ x log(abc) N o(x)
€T T—

z—0+ 3 3z T

— i © log(abc)

1
Jim i =3 log(abc).

zlog(abc)+o(x) z log(abc)+o(x) xzlog(abc)+o(x)
0 3 0 3 3

=0

21im = lim

log(abc)
=0 x o0 w z ’ 3



APPENDICE

Dimostriamo per induzione, su k, la formula:

n n!

v14-4rv=n

T WPk
V1!"'Vk;! 3 Ly (4)

I) Per k = 2 & vera in quanto si tratta della formula di Newton della potenza ennesima di un
binomio. Infatti basta osservare che

n! n! n
= ' = , VitV =n.
! vl(n—u)! 2

IT) Induttivita della proposizione: verifichiamo che da (4) segue

n!
n 2 : v v
I 7 W
Vit Vg p1=n

Modifichiamo la forma in cui e scritto il polinomio in modo da applicare I'ipotesi induttiva.
[(z1+ -+ 2k) + 2341)" = (formula di Newton del binomio)
n n . o
=2 (h) (o4 ) oy =
h=0

(ipotesi induttiva (3) applicata al polinomio (z1 4+ ---+ zx)")

n
|
— n L wyl e :L'Vk mn_h —
h Z vl T " k1
h=0 vi+-4vpg=h

n n! h! " , .
- Z — ... VR —
(TZ h)' h! VI!"'I/k! Ty Ty Tpyq-

h=0 vi+--+vp=h

Da questa, ponendo v = n — h, otteniamo la tesi (5).

Esempio di applicazione della formula (4)

Calcolare lo sviluppo di
(a+b+c+d)?

Applicando (4) si ha

3 3!
(a+b+c+d)’ = Z ——— a2 A

v1lvlvslug!
v1+vo+vz+vs=3 1:72:73:74

La seguente tabella fornisce tutti i possibili indici vy, vs, 13, 4 che hanno per somma 3.



Otteniamo quindi
(a+b+c+d? =

—3—!a3b000d0—|—
-~ 3l

3!
+5 a0 d

3l

+_'a0b300d0 4+ =

V1 | Vg | Vs | Vg
3101010
211,010
2101110
2101071
1{1(11]0
110111
111101
013100
11721010
012110
0121071
O]l 1 | 1]1
010130
1701210
011,120
0107]2]|1
01003
1701]0] 2
01,02
01012

3! 3!
— A +=a2 A+

2

1

319 0 0
2labcd+

—a' b’ d +

! 3!
—at b a4

2!

3!
_aonCldO + =

2!

2!

2!

.ao

3! 3! 3
Zat ot d0+Ta1 Wetdb +=at bt L dt+

1

3!
2! 1!

3! 3!
— AP +=aEd

2!

3!
blc°d2+§aobocld2 e

10



