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Capitolo 1

Numenclatura e definizioni di base.

1.1 Rassegna delle definizioni di ellitticita

Consideriamo in R™ gli operatori differenziali lineare di ordine I(!) con coefficienti complessi a,(z) (?)

A(z,D)u(z) = Z ap(z) DPu(z), =€ R™ (1.1)
IpI<i

Ao(z, D)u(z) = Z ap(z) DPu(z), =€ R™ (1.2)
Ip|=t

L’operatore Ag(x, D) si chiama parte principale dell’operatore A(z, D). Chiamiamo forma caratteri-
stica o polinomio caratteristico di A il seguente polinomio

Ap(z,6) = Y ap(a) & (1.3)
[p|=l

Definizione 1.1.1 L’operatore A si dice ellittico nel punto x se

Aoz, €) #0, VE€R", €£0. (1.4)

Gli operatori ellittici hanno una proprieta importante come si vede dal seguente teorema.

Teorema 1.1.1 Sia A un operatore ellittico di ordine | nel punto x. Se

(1) i coefficienti sono reali,
oppure
(2) n >3,

allora | é pari.

Dimostrazione sotto lipotesi (1).

Posto € = (£',6n) e
P(xvg/agn) = AO(xag) = Z ap(x) ffl 55"

[p|=l

1Un operatore differenziale ha ordine [ se contiene almeno una derivata di ordine ! e non contiene derivate di ordine superiore

al.
) opi . .
2Dove p = (p1,--+ ,pn) € N", DP = D' ... D", con D" = ——, |p| = p1 + -+ + pn, poniamo inoltre &P = ¢t .- &5,

8zf“
dove & = (&1, -+, &n)-



Per p = (0,---, 0, 1) poniamo P(z,0, ---, 0, 1) = a(,... 0,1) = bo(), possiamo quindi scrivere

P(xagla f’n) = bo(.]?) dl + bl(xvgl)dtil + o+ bl(xafl)v

dove b;(z,¢’) & un polinomio in ¢ di grado 4, i =1, --- , [.

Procediamo per assurdo supponendo [ dispari e by > 0. Fissato £’ # 0, essendo [ dispari, per £, — +00
risulta P(z,¢',&,) — 400 mentre per &, — —oo abbiamo P(z,£’,§,) — —oo. Di conseguenza per il
teorema sugli zeri delle funzioni continue risulta che esiste un valore di §,, tale che P(x,£’,¢,) = 0, assurdo
per lipotesi di ellitticitd. Analogo discorso per by < 0.

Dimostrazione sotto lipotesi (2).

Sia &' # 0. Indichiamo con Nt (z,¢’) e N~ (x,¢') il numero delle soluzioni (appartenenti a C), rispettiva-
mente con parte immaginaria positiva e negativa, dell’equazione in &,: P(z,£',&,) = 0. Essendo Ay ellittico
non ci sono soluzioni reali, quindi

Nt (z,¢) + N (z,¢) = L.

Otteniamo la tesi provando che
N*(z,¢') = N~ (2,¢).

Utilizziamo il teorema di Rouché(?).

Infatti dimostriamo che per ogni &) # 0 il numero degli zeri Nt (z,¢’) é costante per tutti i vettori &
vicini a &). Sia T’ una curva contenente tutti gli zeri di P(x, &), &,) nel semipiano dei numeri complessi con
parte immaginaria positiva. Allora P(z,&(,&,) # 0 su I'. Essendo poi P(z,£’,&,) continuo in &', esiste &’
sufficientemente vicino a & tale che

|P(2,80,6n) — Pa,€, &) < |P(2,0,&n)], suT

Applico il teorema di Rouché alle funzioni f(z) = P(z, &), ) e g(z) = P(x,&, z), tenendo conto che la regione
delimitata da I' & un compatto. Quindi P(z,¢’,&,) e P(x,&(,&,) hanno lo stesso numero di zeri all’interno
di: Nt (z,&) = N*(z,&)). Quindi la funzione ¢ — Nt (z,£’) & continua in ogni £’ # 0.

Poiché n > 3 risulta che {¢’ € R"™1 : ¢ # 0} & un sottoinsieme connesso di R"~! e Nt (z,¢') &
una funzione continua a valori interi su di un connesso, essa & costante. Stesso discorso per N~ (z,&’). In
particolare segue che

N+($7£I) = N+(£L'7 _5/) € N_(xagl) = N (=, _gl)'

Osserviamo che P(z, —¢', —¢&,) = (—1)! P(z, ¢, &,). Di conseguenza gli zeri di P(x,&',&,,) sono gli stessi di
P(z,—¢,—&,). Quindi Nt (x,¢) = N~ (z,—¢'). Tenuto conto di quanto abbiamo visto sopra N*(z,£') =
N+(I7 75/) = Nﬁ(‘raé/); qulndl

Esempi.
L’operatore di Cauchy-Riemann
A 0 ny 0
= — L=,
81‘1 63:2
¢ ellittico in R? ed & di ordine 1.
L’operatore di Laplace
0? 0?
A2 L0 2
oz? Tt 0z2

¢ ellittico di ordine 2.

3Teorema di Rouché
Siano f e g funzioni olomorfe su un dominio 2 C C. Sia B(zo,r) C £, la chiusura la palla di centro zg e raggio r, supponiamo

[f(z) — g(2)| <|f(2)|, V= tale che |z — zp| =1.

Allora f e g hanno lo stesso numero di zeri in B(zo,r), ciascuno contato con la sua molteplicita.



11 bilaplaciano AA & un operatore ellittico di ordine 4. Ad esempio in R3 risulta

AAg = & (Pu OPu  Pu & (Pu  Pu  Ou) & (Ou Pu  Ou)
T 02 \ 0a2 oy? 022 oy \0z2  0Oy? 022 022 \0xz2  Oy2  022)
_ P O Oy Oy Oy O
ozt Oyt 024 0x20y? 012022 02022
Da cui

Ag(€1,60,63) = &1 + & + &3 + 28565 + 26065 + 26585 = (G + &+ &)° = ||¢|I*

Una classe importante di operatori ellittici ¢ data dagli operatori uniformemente ellittici.

Definizione 1.1.2 Un operatore A si dice uniformemente ellittico su un aperto Q0 di R™ se esiste una costante

v > 0 tale che Vx € (1 e V€ € R”
vIgl" < [Ao(z,8)

Se i coefficienti sono reali possiamo scrivere

gl < Ao(x,¢) (1.5)

Osserviamo che se § ¢ limitato e i coefficienti a,, € C°(Q) allora ogni operatore ellittico in 2 & uniforme-
mente ellittico in €.

Concludiamo questa parte definendo due importanti classi di operatori ellittici.

(a) Au= Z DP[Aap(2)D%u(z)] (detto operatore in forma di divergenza o in forma variazionale);
la|=|B8]=m

(b) Au= Z Aq(2)D%u(z) (detto operatore in forma di non divergenza o in forma non variazionale) .
|a|=2m

Ovviamente le due forme possono essere equivalenti (a meno di introdurre termini con derivate di ordine
inferiore) se i coefficienti sono sufficientemente regolari. Come vedremo, gli spazi di funzioni dove si cer-
cheranno le soluzioni differiranno in maniera significativa. Anche i problemi di esistenza di soluzione. Un
problema che per gli operatori variazionali avra esistenza potra non averne per quelli non variazionali.

Nel paragrafo successivo daremo una spiegazione del perché gli operatori (a) si chiamano variazionali.

Osservazione. Nel caso di operatori ellittici del secondo ordine i coefficienti individuano una matrice
n X n. Quindi possiamo scrivere

Az, D)u(z) = Z a;j(z)D;ju(z), se sono reali, per ogni £ € R" : Z aij(z)& & > v||€|2.
=1 i.j=1

Se l'operatore € non variazionale ed applicato ad una funzione abbastanza regolare (ad esempio di classe
C? o H?) si pu6 supporre, senza perdere di generalitd, che la matrice dei coefficienti sia simmetrica. Infatti,
ponendo
+ _ Qij i — _ Gij ji STt -
a;; = 5 Q= 5 , quindi a;; = a;; +aj;.



{ajj}i,jzl,... n € ovviamente una matrice simmetrica. L’operatore pué essere scritto

Az, D)u(z) = Z aij(x)Diju(z) = Z laj; (@) + a; (2)] Diju(x) =
= Z 13 D’L]u Z D”u< ):

B 2 a5 () Diju(z) + 'Zﬂ M&ju(m -

= Z DZJU’ )+ Z aijz(x) DUU(CE) - Z aji2($) D”’u,(.'lj) =

(per il teorema di Schwartz sull’inversione dell’ordine di derivazione)

Z z)Dj;u(x) + Z aiJZ(x)Diju(iU) - Z aj;(x) Dju(z) = Z a;;.(:r)Diju(x)
=1 Q=1 Q=1 Q=1

Se i coefficienti della matrice sono tutti reali, la simmetria ci fornisce I'informazione che tutti i suoi
autovalori sono reali, mentre la condizione di ellitticitéd ci dice che sono tutti positivi. Viceversa, una matrice
che ha tutti gli autovalori positivi individua un operatore ellittico.

1.2 Sistemi ellittici

Oltre alle equazioni ellittiche si possono considerare i sistemi ellittici. Esaminiamo due delle principali defi-
nizioni di ellitticité che li individua considerando il caso di operatori di ordine 2m con coefficienti reali. In
particolare quelli che si scrivono nella forma seguente

Az = Y > (-)D*(Aq5(z)D ),
la|<m |B|<m

dove u & una funzione a valori vettoriali u : Q@ — RY, N > 1 e per ogni «, 3, Anp sono matrici RV x RY.
Se N =1 ovviamente l'operatore individua un’equazione.

Definizione 1.2.1 (Ellitticita forte o Condizione di Legendre)(*) Diremo che A ¢ fortemente ellittico
soddisfa la Condizione di Legendre su 2 se esiste una costante v positiva tale che per ogni sistema di
vettori {“}aj=m di RY e per ogni x € Q

v > RN <D0 (Aapl(@)€?1€), (1.6)

|la=m la|=|8]=m
dove (-]) & il prodotto scalare in R,

Definizione 1.2.2 (Ellitticitd o Condizione di Legendre-Hadamard)(®) Diremo che A ¢ ellittico o soddisfa
la Condizione di Legendre-Hadamard su € se esiste una costante v positiva tale che per ogni n € RV,
A € R™ e per ogni x € Q

VIR Ilgy < Y0 (Aap(@)nlmr*?, (L.7)
lo|=[B]=m

4 Adrien-Marie Legendre (Tolosa 1752 - Parigi 1833). Scrisse un testo fondamentale di teoria dei numeri e uno sugli integrali
ellittici.

5Jacques Hadamard (Versailles 1865 - Parigi 1963) Fu uno dei pili insigni matematici francesi del secolo scorso. Dette
importanti contributi nel campo delle funzioni analitiche, nella frequenza dei numeri primi e sulle equazioni differenziali della
fisica matematica.



Ovviamente se un operatore & fortemente ellittico allora & ellittico. Basta prendere nella definizione (1.6)
&YX = A\, i =1,--- ,N. Se loperatore ¢ ellittico allora tutti gli operatori della diagonale principale Agg
sono ellittici. Basta prendere i (1.7): n = "

vIAEE < > AM(@)A*TP, YA ER®, Vh=1,---, N. (1.8)

lor|=|B]=m

Analogamente, se ¢ fortemente ellittico tutti gli operatori della diagonale principale Ag% sono ellittici. Basta
prenderei (1.7): n =€, h=1,--- | N,

v Z 2\ < Z Agg(z)/\a)\ﬂ, per ogni sistema {Aq }ja|=m, Ao €R, VA =1,---, N. (1.9)

lee|=m la]=[B]=m

Se m = N =1 le due definizioni coincidono.
Nel caso di operatori del secondo ordine possiamo scrivere le definizioni sopra nel modo che segue. Dato
loperatore

n

N
Aw)= =3 3 Dy (AlK(@) Diun()), k=1, N
h=1

1,j=1

Nel caso N > 1 le definizioni di ellitticitd precedenti diventano:

Definizione 1.2.3 (Ellitticita fortissima o Condizione di Legendre)
Diremo che F ¢ fortemente ellittico o soddisfa la Condizione di Legendre su () se esiste una costante
v positiva tale che V7 € R™N . Vo € Q

n n N
v I < >0 > Alf@) Tt (1.10)
=1

i,j=1 hk=1

Definizione 1.2.4 (Ellitticita forte o Condizione di Legendre-Hadamard)
Diremo che F ¢ ellittico o soddisfa la Condizione di Legendre-Hadamard su () se esiste una costante
v positiva tale che V¢ € R™, ¥n € RN, Vo € Q

n N
vIEln % < Yo Y Alf(@) & & (1.11)

i,j=1 h,k=1

Come abbiamo visto, se NV > 1 e l'operatore soddisfa la Condizione di Legendre allora soddisfa anche la
Condizione di Legendre-Hadamard. Infatti basta porre in (1.10): Tih = & np. 1l viceversa ¢ in generale falso
come vedremo negli esempi che esporremo pit avanti.

Le matrici A" con h # k possono anche non essere ellittiche anche se A ¢ ellittico come si vede dal
seguente esempio.

Esempio. Sia n = N = 2. Gli operatori

A0 A eD? A a(D? — D3)
A= A= , el <2, A= , o) <1,
0 A eD? A a(D? - D2) A

sono fortemente ellittici in tutti e tre i casi, eppure A'2 e 42! non sono ellittici.
L’esempio che segue permette di dimostrare che la Condizione di Legendre-Hadamard € quindi piu debole
della Condizione di Legendre.

Esempio 1.2.1 (Operatore dell’elasticita lineare)



Consideriamo il seguente operatore (n =3, N = 3)

3 3 3
aAu + (a+ Qb) graddivu = Z Afjl Dijuk, Z AZQ Dijuk, Z AZS Dijuk s

1,j=1 1,j=1 1,j=1

con a >0, b >0, dove, per h,k,i =1,2,3, risulta

a+ (a+2b)di 0 0
Ak = 0 a+ (a+2b)5 0 :
0 0 a+ (a+ 2b)0k
0 00 0 a+2b 0
At = a+20 0 0 Ak = (N
0 00 0 0 0
0 0 0 00 0
Ak =10 0 0 Abk = 0 a+2b
0 a+2b 0 00 0
0 00 0 0 a+2b
Abk = 0 0 0 Abk = 0 0
a+2b 0 0 00 0

L’operatore soddisfa la condizione di Legendre-Hadamard:

3 3
SO ARG G = al(§)? + (&)” + ()] [(m)? + (1)* + (13)°] +

i,j=1 h,k=1
+(a+2b) [(Em)? + (&2m2)? + (&n3)*® > alléll3 Inll3,

ma non soddisfa la Condizione di Legendre. Infatti per ogni n; = (ni,nZ,n?) € R3 i =1, 2, 3, si ha
> 2
S (A | my)y = (2a+2b) [(0)* + 03)* + (13)%]” + (20 +4b) [(nF w3 + m3n? + n3n),
i,j=1

se scegliamo 71, 72, 13 tali che nf =n3 =7 = 93 = —1, risulta

1.3 Definizioni di soluzione.

Potrebbe destare una certa sorpresa il fatto che si ponga il problema del significato di soluzione per un
problema ellittico. Sembrerebbe scontato, per analogia con le equazioni differenziali ordinarie che, se abbiamo



dati continui, le soluzioni saranno necessariamente da ricercare in spazi di funzioni derivabili con continuitéd
fino all’ordine dell’operatore. Ma da un esempio che verra esposto nel seguito si capira che questo in generale
non é possibile. Anzi che lo spazio delle funzioni di classe C?™ (se 2m & I'ordine dell’operatore) non sono
quelli giusti dove cercare la soluzione. Abbiamo visto nel capitolo precedente due esempi di problemi della
fisica matematica che danno origine a problemi ellittici ed & quindi importante avere soluzioni continue. per
ottenere questo si segue la strategia seguente:

e si cercano le soluzioni in spazi pitd generali;

e si regolarizza la soluzione trovata, ovvero assumendo ipotesi di maggiore regolarid sui dati si dimostra che
la soluzione & regolare.

Come vedremo gli spazi buoni per i problemi ellittici sono quelli delle funzioni hélderiane, ovvero se il dato
¢ C% dimostreremo che la soluzione & C?™<,
Iniziamo con la prima delle definizioni di soluzione.

Definizione 1.3.1 (Soluzione classica) - -
Siano Q aperto di R", f € CO(Q,RY), A, € CO(Q,RYN x RY), |a| < 2m. La funzione u : @ — RY
(oppure u : Q — CN se i coefficienti ed il termine noto appartengono a C) si dice soluzione classica in

del sistema -
Az, D)u(z) = f(z), = €4,

seu € C?™(Q,RM)YNCO(Q,RY) e lo verifica per ogni x € .

Il seguente esempio indica che gli spazi delle funzioni continue non sono quelli giusti dove cercare una
soluzione.

Esempio 1.3.1

La funzione

u(z,y) = (2 — )y [ log(v/# + 7))

u(z,y) N O*u(x,y)
Ox? 0y?

risolve ’equazione

= f(x’y)a

su
Q={(z,y): 2® +y> < r<1}\{(0,0)},
0 < r < 1, fissato, dove

y? — a2 4 n 1
2(z2 +y?) 2 2 2 213
flzy) = —logy/a? +y>  2y/—[log /2 +y?]

0, se (z,y) = (0,0).

se (z,y) # (0,0)

Si verifica che f € C°(Q) mentre u € C°(Q2) N C>=(Q\ {(0,0)}).

La funzione uw non puo essere una soluzione classica su §2 perché

Pu(z,y) / 2?(2* — y?)
li — 7 = M/ —loo /12 2
(m,y)l—>rn(0,0) 02 1mo,o) 08 VT YT+ +

(2,y)=( (22 + y2)2y/—log \/22 + 42
942 2% — g2 .
(@2 +y?)y/—log /a2 + 42  2(x? +y?)y/—log /a2 + 42
22 _ 2
_ 2 (2 —y7) oo

42?4 y2)2 /[ log /2% + 2P



Si osservi che u sulla parte di frontiera di Q definita da 22 + y? = r verifica

u(z,y) = /—logr (222 —r?), —r<z<r

Anche la regolaritd bordo influenza 'esistenza di soluzioni buone come si vede dal seguente esempio.

Definizione 1.3.2 Siano Q aperto di R", f € LP(Q,RYN), p > 1, A, € L®(Q,RN x RM), |a| < 2m. La
funzione u : Q@ — RN (oppure u : Q@ — CV se i coefficienti ed il termine noto appartengono a C) si dice
soluzione forte in 2 del sistema

A(z, D)u(z) = f(z), per q.o. x € S,
seu € H*™P(QRYN) e lo verifica per quasi ogni x € Q.

Definizione 1.3.3 Siano Q aperto di R", fz € LP(Q,RY), p > 1, |B] < m, Aap € L=(Q,RY x RV),
la] <m, |B] <m. La funzione u € H™P?(Q,RY) si dice soluzione debole in ) del sistema

> DP[Aap(x)Du(x)]l = > D’fs(x), x €,

la|<m, |B]<m 1Bl<m

se verifica per ogni @ € Hg)"’pl(Q,RN)

[OX Aw@Dru@. Do) de = [ 3 (fsla). Do) do.

Q
la|<m, |B]<m [Bl<m

Definizione 1.3.4 Siano Q aperto di R, f € D'(Q,RN), p > 1, Aap € L°(QRY xRYN), |a|, |8] <m. La
funzione u € H™P(Q,RY) si dice soluzione nel senso delle distribuzioni in Q del sistema

> DPlAus(z)Du()] = f(z), €,

laf<m, [B]<m.

se verifica per quasi ogni ¢ € D(Q)

< ) Aws(@)D%u(z), DPp(x) > =< f(x), p(z) >

la|<m, |B]<m

1.4 Problemi connessi con gli operatori ellittici

Ci sono moltissimi problemi che si possono affrontare quando si studiano gli operatori ellittici. Il principale e
quello riguardante i cosiddetti problemi al contorno. Vediamo che cosa si intende quando si parla di problemi
al contorno. Possiamo dare un’idea approssimata della questione nel modo seguente.

Su di un aperto limitato 2 di R™ si considera

(1) un operatore differenziale A(z, D);
(2) un operatore lineare B(z, D) (differenziale o integrale) di frontiera definito su 9;

(3) una classe di funzioni (distribuzioni) sulla quale si possa dare significato alle espressioni Du, A(z, D),
L(z, D).

Il problema ¢ ben posto secondo Hadamard quando il sistema
A(z,Dyju=f suf
B(z,D)u=g in 09

¢ risolubile in modo unico nella classe di funzioni considerata per ogni f e g e la soluzione dipende con
continuitd dai dati in un’opportuna topologia.



Per comprendere bene questo concetto possiamo fare alcuni semplici esempi relativi alle equazioni diffe-
renziali ordinarie, considerando i seguenti problemi

u’(t) — 3u'(t) + 2u(t) = 0, u(0) = 2, u'(0) =3 (1.12)
u(t) — 3u'(t) + 2u(t) =0,  u(0) =2 (1.13)
u” (t) — 3u/(t) + 2u(t) = 0, u(0) = 2, u'(0) = 3, u’(0) =4 (1.14)

E evidente che il problema (1.12) ammette una ed una sola soluzione u(t) = e’ 4 €2*. Il problema (1.13) ne
ha infinite del tipo ce’ + (2 — ¢)e?!, ¢ € R, quindi il numero delle condizioni iniziali & insufficiente. Infine
(1.14) non ha soluzioni perche le condizioni iniziali sono troppe.

Il concetto di problema ben posto € nato dalle applicazioni della matematica a modelli fisici. Il modello
matematico puo essere considerato soddisfacente solo nel caso in cui per qualche insieme di dati del problema,
ovvero di funzioni assegnate come condizioni al bordo o condizioni iniziali, si ha che la soluzione esiste ed
€ unica. Comunque questo non ¢ ancora sufficiente. In ogni problema con dati al bordo o con condizioni
iniziali connesso con un reale fenomeno fisico i dati del problema sono trovati mediante misurazioni, che non
possono essere perfette e spesso presentano degli errori.

Il problema puo essere considerato ben posto solo nel caso che una piccola variazione dei
dati del problema porta ad una piccola variazione della soluzione.

Questo non ¢ detto che capiti sempre, anche se il problema ammette esistenza ed unicita di soluzione,
come si vede dal seguente esempio.

Esempio di Hadamard.

Nel piano R? delle variabili (¢, z) consideriamo I’equazione di Laplace nella regione ¢ > 0

9%u 0%y
A = — _— =
“=r T =0
con le condizion iniziali
1o}

Si dimostra che la soluzione u di questo problema (per esempio di classe C? per ¢ > 0) & unica.
La succesione di funzioni
un(t,z) = e V"™ sin na

soddisfa I’equazione di Laplace con le condizioni iniziali (1.15)
©=n(x) = eV sinnz, P =,(z) = e V" sin nx
E chiaro che per ogni € > 0 esiste un numero n. tale che per ogni n > n.

sup | (2)| <&, sup [¢n(z)] <e.
x x

D’altra parte si vede facilmente che per ogni ¢ty > 0 risulta

oJimsup un (to, 2)] = lim ento Vi = J o0,

Questo esempio mostra come sia importante tener conto della struttura dell’equazione quando si pongono
delle condizioni al bordo.

Comunque nella definizione di problema ben posto un ruolo importante gioca la scelta degli spazi in cui
si cerca la soluzione.

Riassumiamo la definizione di problema ben posto piu comune.

Siano U e W spazi vettoriali topologici(®). Indichiamo con u € U la soluzione di un dato problema e con
f € Wildato (u e f possono essere anche funzioni a valori vettoriali, perché il dato comprende sia il secondo
membro di un’equazione sia i dati al bordo). Il problema si dice ben posto se

60vvero spazi vettoriali sui quali sia stata definita una topologia compatibile con le operazioni dello spazio, ossia tale che le
operazioni U X U — U definita da (u1,u2) — u1 +uz2 e R Xx U — U definita da (o, u) — cu siano contiue.
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(1) Per ogni dato f esiste una soluzione u del problema.
(2) La soluzione & unica.
(3) La soluzione u come elemento dello spazio U dipende con continuita da f € W.
Se queste condizioni non si ottengono, il problema si chiama mal posto.
Anche i problemi mal posti possono avere significato fisico. Si pensi ad esempio ad una trave sottoposta

al suoi estremi a forze opposte e convergenti parallele al suo asse. La sua configurazione di equilibrio pué
assumere differenti forme, ad esempio una C o una S.

Vediamo il tipo di condizioni pit generali al bordo che si pongono nel caso di equazioni ellittiche di ordine
2m, ovvero che tipi di operatori frontiera si considerano per avere problemi ben posti.

Siano Bj(z, D), con j =0, ---, k—1, k operatori frontiera definiti su sul bordo in un aperto, con frontiera
sufficientemente regolare, da

Bj(z, D)p(x) = Y bjalx) D(z), € dQ, (1.16)
o] <my

dove b, & definito su di un opportuno spazio. Piu precisamente B;(x, D) rappresenta 1'operatore

»— Z bja () Y0 (D),

la|<m;

dove ¢ & una funzione definita in Q per la quale o(D%¢p), traccia di D%p su 952, & definita in senso classico
oppure nel senso delle tracce degli spazi di Sobolev.
Quindi si considera il problema

A(z,D)u=f suf
B(z,D)u=g in 09

Vediamo che tipo di ipotesi si pongono sugli operatori frontiera

Definizione 1.4.1 Un sistema di operatori { B;(z, D) ?;& & normale su 00 se risulta

(a) Z bja x) &Y # 0 per ogni € # 0 e normale a O in x,

lo|=
(b) mj #mq per j £ .
Se poi supponiamo che k = m possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 1.4.2 II sistema {B;(x, D)} B ricopre 'operatore A su 0N) se per ogni x € 02, per ogni
£ eR™, £+#0 e tangente a OQ in x, e per ogni £ € R™, &' #£ 0, normale a O in x, i polinomi della variabile
complessa T:

> bjal@) (€ + 7€)% =0, m -1

|a|=m;

sono linearmente indipendenti modulo il polinomio
m
[ =7t @),
i=1

dove T; (x,€,¢") sono le radici con parte immaginaria positiva del polinomio Ag(x,& + 7E').
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In definitiva, nella teoria delle equazioni ellittiche le ipotesi che si pongono per avere risultati significativi
sono

(1) L’operatore A & uniformemente ellittico in € con coefficienti in un’opportuno spazio funzionale;
(2) gli operatori B; sono m;

(3) 1 coefficienti degli operatori B; sono in opportuni spazi funzionali;

(4) il sistema {B;(z, D) 371261 € normale su 0€;

(5) il sistema {Bj(z, D)}}";O1 ricopre 'operatore A su 0€;

(6) Tordine m; di B; & minore o uguale di 2m — 1.

Vediamo alcuni esempi di operatori frontiera.

Esempio 1.4.1 L’esempio pit comune di operatori di frontiera che verificano le ipotesi (1), --- (6) é dato
dal sistema delle condizioni di Dirichlet(”):

o7
T i’

dove v ¢ la normale OS2 orientata verso l'interno.
1l problema

Bj:fyj j:O’]_’...,m_l’

Az, Du=f suQ
You = go in 02

Vm—1U = Gm—1 in O
prende il nome di problema di Dirichlet.

Esempio 1.4.2 Le condizioni al bordo di Navier(®). In questo caso si considerano: Bj(xz,D)u = AI~1u
perj=1,---,m, quindi m; = 2(j —1). Quindi il problema relativo a queste condizioni diventa

A(x,Dyju=f  suf

U= go in 0
Au=q in 09

A"y = g1 in 09

Osservazione.
Se © & un aperto di R™ con frontiera sufficientemente regolare, si dimostra che una funzione v € HJ* ()
seesoloseue H"(Q) ey =7 == Ym-1 = 0 su 9Q (vedi ad esempio [LM] cap. 1, paragrafo 11.4).

Per questo motivo il problema di Dirichlet si pué porre anche nella forma

A(z,D)u=f suf

u e HM Q)

"Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diiren 1805 - Gottinga 1859). Fu professore all’universita di Berlino e di Gottinga dove
successe a Gauss. Alla sua scuola si formarono importanti matematici. Ha lasciato importanti opere su teoreia dei numeri,
fondamenti dell’analisi, meccanica e fisica matematica.

8 Luis-Marie-Henri Navier (Digione 1785- Parigi 1836). Fu uno dei fondatori della scienza delle costruzioni e della teoria sulla
resistenza dei materiali, i cui principi espose in numerose e memorie e trattati.
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1.5 L’operatore A e il calcolo delle variazioni.

Sia Q un aperto di R™, consideriamo il funzionale dell’energia
1
F) = [ IVu@Pde ~ [ f@)uta) de = &) - &),
Q Q
sulla classe delle funzioni (ammissibili)

A = {u: Q — R tali che u(z) = p(x), v € 09, F(u) < +oo}

dove @ e una funzione assegnata e inoltre

(1.17)

(1.18)

1
Ee(u) = 3 /Q |Vu(x)|? dr rappresenta I’energia elastica interna; mentre &,(u) = /Qf(:c) u(x) dx rap-

presenta I’energia potenziale esogena.
Teorema 1.5.1 Sia A # 0. Se esiste u € A che minimizza F su A, cioé per ogni u € A
Flu) < Flu)
allora u é soluzione del problema di Dirichlet
—Au(z) = f(z) x€d
u(z) = (z) €0

Viene naturale porsi delle domande prima di dare un’idea della dimostrazione.

(1.19)

(1.20)

1) Quali proprietd debbono avere ¢ e  affinché esista una funzione u definita su Q tale che tale che u = ¢

su 09 e F(u) < +00?

2) Esiste il minimo di F(u) sull’insieme A ?

Le risposte a queste domande non sono semplici e costituiscono uno dei principali problemi della parte

dell’Analisi Matematica chiamata Calcolo delle Variazioni.

Dimostrazione del teorema.

Posto
Ao = {u:Q — R tali che u(z) =0, =€ 99, F(u) < +oo},

osserviamo che fissati u € A e v € Aq allora
Vte R, u+tve A

Consideriamo quindi la funzione definita su R

F(t) = Flu+ tv) = /Q 1V (0 + #0) 2 dor — /Qf(x)[u(a:) + to(z)] da

:/Q [||Vu|| + 2tVu - Vo + t* ||V ] dx — /Qf(m)u(x) dx — t/ﬂf(w)v(a:) dx

= E(u) + 2 E(v) + 2t / Vu - Vodr — E(u) — t&(v)

Q

Se prendiamo nella identité qui sopra al posto di u la funzione u, che minimizza il funzionale F su A otteniamo

Vit e R, F(u) < F(u+tv)
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ovvero

VR, F(0) < F(t)
Poiché F' ha in ¢ = 0 un minimo, si deve avere
F'(0)=0
per cui

/[Vu - Vo — f(z)v(z)]de = 0, Yo € Ag. (1.21)

Diremo che u soddisfa I’equazione variazionale (1.21) ovvero che u & soluzione debole di (1.21).
Ora ci chiediamo se u che ¢ soluzione debole di (1.21) ¢ anche una soluzione forte (oppure classica) di
un’equazione puntuale? La risposta e data dal Lemma dimostrato sotto, che partendo dalle identita

/[Vu - Vo — f(z)v(z)]de = —/{[dz’v (Vu) + f(x)]v(z)}dz = 0, Yv € Ay.
Q Q
permette di scrivere

div(Vu) + f(z) = 0 < —Au=f.

Lemma 1.5.1 Sia U : Q — R", U € C1(Q) che soddisfa I’equazione
/ U(z) - Vo(z) — f(z)v(x)de =0 (1.22)
Q
per ogni v € Ag, v con supporto compatto in Q,(°)allora per ogni x € Q
divU(x) + f(x) =0 Va € Q. (1.23)
Dimostrazione.
Dal teorema della divergenza

/QU(:E) - Vo(z) — f(z)v(z)ds = 7/

Q

[divU(x)]v(z)de + /

[2}9)

U@ - viela) = [ fla)vle) dz, (120
Q
dove v ¢ il versore normale esterno a 0€2. Poiché v = 0 su 99, da (1.24) segue che
—divU(z) — f(xr) = 0 per ogni z € .
Nell’'ultimo passaggio abbiamo applicato il seguente lemma, con w = —divU — f,

Lemma 1.5.2 Se w € C°(Q) ¢ tale che per ogni v € Ay risulta

/w(x) v(z) dx =0
Q
allora w(zx) = 0, per ogni x € Q.

Dimostrazione.

Per assurdo: se esistesse 2 € (2 tale che w(zg) # 0, ad esempio w(z) > 0. allora, per la continuitd di w
esisterebbero una palla B(z, p), di centro zq e raggio p, ed un numero ¢ > 0 tali che per ogni = € B(xo, p) N
w(z) > & > 0. Sia v con supporto contenuto in B(zg, p) N (1Y) tale che v > 0. Allora

/Qw(x)v(m) dw = /B(Io’p)mgw(x)v(x) do z/ 5 v(z) dz >0

B(zg,p)NO

90vvero v & nulla fuori di un insieme limitato e chiuso contenuto in Q ed f € C°(2). Si osservi che questo implica che v = 0
su 092.
10Quindi v & identicamente nulla fuori di questo insieme.
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Esaminiamo ora un altro importante modello fisico: il modello di Kirchoff-Love per una piastra
sottile.

Consideriamo una piastra la cui proiezione verticale sia una regione  del piano R? che sia libera di
muoversi orizzontalmente sul bordo.
Il modello dell’energia elastica e

J(u) = /Q [; (Au)? 4+ (1 — a)(uiy — Ugpg Uyy) — fu| dzdy, (1.25)

dove f rappresenta il carico esterno verticale. u rappresenta la deformazione della piastra nella direzione

verticale. o & la frazione di Poissson definita da o = ﬁ7 essendo A la costante di Lamé e pu dipendente

dal materiale. Per ragioni fisiche si ha che y > 0 e di solito A > 0, quindi 0 < ¢ < %
Procedendo in modo analogo a quello visto sopra, minimizzando il funzionale dell’energia otteniamo la
sua equazione di Eulero-Lagrange:

/ [AulAv 4+ (1 = 0)(QUgyVpy — UgaUyy — UyyVsz) — fv] dzdy = 0. (1.26)
Q

Per ogni v appartenente ad uno spazio opportuno di funzioni. Da questa mediante le formule di Gauss-Green
otteniamo la seguente equazione, dove v = (v, v2) € il versore della normale esterna, mentre il versore
tangente corrispondente & T = (11, 72) = (—va, 11):

O:/(AQu— f)vdxdy—i—/ 8Auvds+
Q ov

o0
9 9 ov
+(1-o0) (V] — V3)uay — v1v2(Uge — Uyy)| 7= ds+ (1.27)
50 87’
9 9 ov
+ [Au +(1—0) 211Uy — V5 Uy — V5 “vu)] — ds.
1o} ' h ov

La verifica di questa identita non e difficile, & solo molto noiosa. Se consideriamo il caso della piastra vincolata
al bordo, quindi u =0 e g—g = 0, ovvero u € HZ(Q). allora in (1.27) le derivate tangenziali sono nulle dato

che la funzione & nulla sul bordo, quindi questa si riduce a

Oz/ﬂ(AZu — fivdzdy.

Da questa, ragionando come nell’esempio visto in precedenza, otteniamo che la funzione u € soluzione debole
del seguente problema di Dirichlet

A%y = f in ©
(1.28)
Ju
u = v 0 su 0.
In questo caso l'energia elastica e
1
J(u) = / [2 (Au)? — fu} dz dy, (1.29)
Q

11 calcolo delle variazioni non costituisce I'unico strumento che interpreta i modelli fisici e fornisce problemi
ellittici. Nell’esempio che segue si deduce 1’equazione dal modello eseguendo un bilancio delle forze agenti
sulle parti elementari del materiale in esame. Nel caso che consideriamo si suppone che il materiale che
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costituisce la piastra sia uniforme; quindi i coefficienti dell’operatore che otteniamo sono tutti uguali (per
semplicitd a uno). Se il materiale non & omogeneo si ottiene un’equazione con coefficienti non costanti, che

si presenta in forma non variazionale.

La piastra sottile inflessa.

V4

Per questo tipo di strutture valgono le seguenti equazioni (vedi la figura per le notazioni):

FEquilibrio.
tI - mCL‘,CL‘ + mmy,y
by = Myy + Meya ,
loo+tyy+p = 0
da cui derivando e sommando
My gz + My,yy + 2May zy = —P- (1.30)
Congruenza
Xz = —Wpex
Xy = “Wyy
Xey = ~Way

Legame costitutivo(*!)

1D ¢ la rigidezza della piastra, v & il modulo di Poisson che tiene conto del materiale. Ricordiamo che se h & lo spessore ed

E & il modulo di elasticita, vale la formula D = % %
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My = D(Xﬂc + VXy)

my = D(xy +vxa) ,
May = D(1=v)Xay
da cui
My = —D(Wye+VwWyy)
my = —Dwyy+vwm,) (1.31)
Mgy = —D(1—v)wyy,
Da (1.30), (1.31) segue
“D(Wzzra) + Wyyyy + 2V Waayy + 2(1 = V)W anyy = —p
che possiamo scrivere »
AAw = D

L’equazione che otteniamo in questo caso ¢ un’equazione ellittica del quarto ordine. A differenza delle
equazioni ellittiche del secondo ordine (come quelle in cui compare il laplaciano visto in precedenza) per

queste non vale il principio di massimo('2).

Ad esempio le funzioni wy = 4(2% + y? + 2?) assumono massimo (o minimo nell’origine) e risolvono
AAw =0

Tra le altre cose dimostreremo che una delle conseguenze del principio di massimo & quella di fornire
informazioni sul segno della soluzione dell’equazione Aw = f con f > 0. Si tratta di una questione che si
pone anche per problemi riguardanti equazioni del quarto ordine del tipo(*3)

AAw = f, suf
w = 0, sudf)

ow
% 0, su 09,

la risposta in questo caso ¢: “dipende dal dominio”.
Le due questioni a cui abbiamo fatto riferimento sono due esempi dei molti problemi riguardanti le

equazioni ellittiche che si possono presentare.

12Come dimostreremo nel seguito le soluzioni di Aw = 0 assumono il massimo ed il minimo sulla frontiera del dominio.

13Se 2 & un dominio con 9 indichiamo la sua frontiera, %f & la derivata nella direzione della normale esterna.

17



Capitolo 2

Esistenza di soluzioni per i problemi
ellittici

2.1 Teoria degli operatori vicini: introduzione.

Il concetto di vicinanza tra operatori introdotto da Campanato & contenuto nella seguente definizione

Definizione 2.1.1 Siano X un insieme e B uno spazio di Banach con norma ||-|| , A e B due operatori tali
che A, B : X—B. Diremo che A ¢ vicino a B, se esitono due costanti positive o, k, con 0 < k < 1, tali che
per ogni x1,xo € X si abbia:

[B(x1) = B(x2) — a[A(z1) — A(z2)]|| < k[|B(21) = B(22)]|- (2.1)

Ovviamente: ogni operatore é vicino a sé stesso. Infatti basta prendere nella diseguaglianza (2.1): 0 <
a<2eK=|1-al

Il punto di partenza della teoria degli operatori vicini € il seguente teorema che e stato dimostrato da
Campanato, prima nel caso di due spazi di Hilbert, e poi nella forma seguente.

Teorema 2.1.1 Sia X un insieme, B uno spazio di Banach con norma ||.||, A, B siano due operatori tali
che: A, B : X—B, inoltre sia A vicino a B . Sotto queste ipotesi, se B ¢ una bigezione tra X e B, A é anche
una bigezione tra X e B.

Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo i seguenti lemmi.
Siano X un insieme e B uno spazio di Banach con norma || - || , A e B due operatori tali che A, B : XY—B.

Lemma 2.1.1 Sia A vicino a B. Valgono le sequenti maggiorazioni:

|B(@1) = Blea)|| < 1= A1) - Ale2)] (2:2)
1AG) ~ Al < T2 B@) - Bl (23)

La dimostrazione del Lemma & una banale conseguenza della maggiorazione (2.1)

Teorema 2.1.2 Sia A vicino a B. L’operatore A ¢& iniettivo se e solo se ¢ iniettivo 'operatore B

La dimostrazione segue dalle maggiorazioni (2.2) e (2.3) del Lemma 2.1.1.

Lemma 2.1.2 Sia B : X — B operatore iniettivo allora X é uno spazio metrico con la metrica indotta

dx(u,v) = ||B(u) — B(v)||p, VYu,ve X. (2.4)
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La dimostrazione di questo asserto e ovvia.

Lemma 2.1.3 Sia B : X — B operatore bigettivo allora X & uno spazio metrico completo con la metrica
indotta (2.4).

Sia {un }nen una successione di Cauchy in {X,dx}, ovvero {B(uy)}nep € una successione di Cauchy in
B, e quindi esiste Uy, € B tale che

|1B(un) — Usolls — 0.
Sia us tale che us = B™1(Us). Quindi
dx(Un,uss) = ||B(un) — Uss|ls — 0.

(Dimostrazione del Teorema 2.1.1).
L’iniettivita € conseguenza del Teorema 2.1.2. Vediamo la surgettivita.
Per ogni f € B dobbiamo dimostrare I'esistenza di soluzione u € X dell’equazione

Aw) = f, (2.5)
OVVEro
B(u) = B(u) — aA(u) + af = F(u).
Ma per ogni v € X abbiamo che F(u) € B e quindi esiste uno ed un solo U = Tu € X tale che
B(U) = F(u). (2.6)
In questo modo abbiamo costruito un applicazione 7 : X — X che ¢ una contrazione di X in se. Infatti, se
u,v € X eU =T (u), V=T(v) allora

dx(U,V) = |BU) ~ BWV)|ls = |F() — F)|s = -
|B(u) — B(v) — alA(w) — A@)]s < K [B(u) — B@)|s = K da(u,v) |

D’altra parte per il Lemma 2.1.3, lo spazio {X, dx} & completo. Quindi, per il teorema delle contrazioni
esiste uno ed un solo U € X che risolve (2.6 ), e quindi esiste uno ed un solo u € X che risolve (2.5). Abbiamo
cosi provato che A & anche bigettiva.

Teorema 2.1.3 Sia A vicino a B. Se l'operatore B ¢é surgettivo allora anche loperatore A ¢é surgettivo.
Definiamo sull’insieme A" la relazione di equivalenza Ry nel seguente modo
uRxv <= B(u) = B(v).

Indichiamo con [u]y la classe di equivalenza di u e sia X = X'/Ry. Definiamo A* e B* le applicazioni da X
in B come segue
B*([ulx) = B(u),  A™([ulx) = A(u)
A* & anch’essa vicina a B* con costanti o, K e B* & bigettiva. Quindi A* & anche bigettiva, ovvero A &
surgettiva.
Una delle conseguenze di questi risultati e il seguente teorema

Teorema 2.1.4 (Metodo di continuita,).
Sia {At}iepo,1) uvan famiglia di operatori di un’insieme X a walori in uno spazio di Banach B verificanti
le ipotesi

esiste r € [0,1] tale che A, é una bigezione; (2.8)

esiste ¢ > 0 tale che per ogni s,t € [0,1] e u,v € X vale
(2.9)
[Ae(u) = Ai(v) = [As(u) = As()llls < cft = s]||Ae(u) — Au(v)|5

allora per ogni s € [0,1] As € una bigezione.

19



Poniamo I = {t € [0,1] : A; & una bigezione}. La tesi segue dopo aver provato le seguenti proposizioni
per il fatto che [0, 1] ¢ un connesso:

(a) I #0;
(b) I & aperto;
(¢c) I & chiuso.

Dimostrazione di (a): I # () perché r € I.

Dimostrazione di (b): sia ¢t € I e § > 0 tali che per ogni s € (t —d,t + ) N[0, 1] si abbia k = |t — s| < 1.
Per (2.9) si ha che Ay & vicina a A; quindi per il Teorema 2.1.1 A & una bigezione.

Dimostrazione di (¢): Sia {t, }nen C I una successone convergente a to, € [0,1]. Osserviamo che definiti-
vamente risulta k = c|t, — fs| < 1. Anche in questo caso abbiamo che A;__ ¢ vicino a A;, e quindi ¢ una
bigezione, dunque to, € I.

Se un operatore tra spazi di Banach e differenziabile secondo Frechét, il seguente teorema stabilisce quando
esso e vicino al suo differenziale.

Teorema 2.1.5 Siano Y e Z spazi di Banach con norme rispettivamente || - ||y, || - |z, F : U(yo) — Z una
funzione definita in un intorno U(yo) del punto yo € Y che soddisfa le ipotesi

(i) FeC'Uy)):
(ii) il differenziale di Frechét, F'(yo) di F in xq, & invertibile come applicazione lineare di Y in Z.

Allora esistono un k € (0,1) ed un intorno W(yo) C U(yo) tali che per ogni y1, y2 € W(yo)

1F' (yo)(y1 = y2) = [F(y1) = F(y2)llz < kI F'(yo)(y1 — v2) | z- (2.10)

Questo risultato, con i teoremi (2.1.2) e (2.1.3), fornisce un’altra dimostrazione del teorema di inversione
locale per operatori tra spazi di Banach.
Prima di dimostrare il teorema, richiamiamo alcune nozioni riguardanti il calcolo differenziale in spazi di
Banach.
Siano B; eBB3 spazi di Banach e F': i — By con U aperto di By. Diremo che F' ¢ differenziabile secondo
Frechét in ug € U se esiste un’applicazione lineare e continua L, con L : By — Bs tale che
 |[F(uo +h) — F(ug) — Lh||z,

lim
h—0 1218,

=0 (2.11)

L si dice differenziale di Frechét di F' in ug e si indica con dF (uy).

Osservazione 2.1.1
o Se By =R" e By = R™ il differenziale s.F. coincide con il solito differenziale definito tra questi spazi.
e Se I ¢ differenziabile secondo Frechét in ug allora F' é continuo in ug.
e dF(ug) é univocamente determinato da (2.11).

Diremo che F ¢ differenziabile con continuita in ug se € differenziabile in un intorno di ug e se u — dF'(u)
& continua in ug. Con L(By, B2) indichiamo lo spazio delle applicazioni lineari e continue di B; in Bs, possiamo
quindi scrivere dF (u) € L(By, Ba).

Con la notazione C*(U) indichiamo lo spazio vettoriale delle F' : U/ — By che sono differenziabili con
continuita in ogni u € U.

Anche per le funzioni differenziabili in spazi di Banach vale la regola di derivazione di funzioni composte:
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Se F : U — By & differenziabile in u € U C By, G : By — B3 & differenziabile in F(u) allora Go F &
differenziabile in u e d(G o F)(u) = dG(F(u)) o d(F(u)).

Vale inoltre il teorema della media nella forma seguente:
se u,v € U ey & un segmento di estremi u, v contenuto in U e F € C(U) allora

|F(u) — F(v)|lg, < k|lu— v, Yu,vel. (2.12)

dove k = sup ldE (W)l z(5,,8,)-
wey

Sia G : [a,b] — Z, allora & possibile definire 'integrale ff G(t)dt. Pit precisamente si chiama integrale
(secondo Riemann) di G su [a, b] quell’elemento z € Z verificante la proposizione:

per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per tutte le suddivisioni a = tg < t; < --- < t,, = b con ampiezza
MaTi=1,... n|t; —t;—1| minore di ¢ e per ogni scelta di 7; € [t;_1 —¢;], con i =1,--- ,n vale

<e.

ZG(TZ)(tl — tifl) —Z
i=1

Z

In tal caso poniamo
b
.- / G(t) dt.

Si dimostra facilmente che se G ¢ continua su [a, b] allora & integrabile secondo Riemann su [a, b]. Non &
difficile dimostrare che
b
/ G(t) dt

Se poi G e anche differenziabile vale

g/ 1G]l dt. (2.13)

G(t1) — G(t2) = /:2 G'(t1 + t(ta — t1))(t2 — t1) dt. (2.14)

Dimostrazione del teorema (2.1.5).

Per il teorema dell’immagine aperta di Banach, esiste § > 0 tale che per ogni v € Y’

dllvlly < [F"(yo)vllz- (2.15)
Inoltre essendo F di classe C'! per ogni e > 0 esiste W(yo) tale che per ogni y € W(yo), v €Y

17" (yo)v — F'(y)ollz < [1F' (o) = F'(W)llcvizy lolly < ellvlly (2.16)

Scegliamo in modo che k = £ < 1. Quindi

1
1 F'(y0)(y1 — y2) = [F(y1) — F(y2)lllz < HF’(yo)(yl —42) */O [F(y2 + t(y1 — y2))](y1 — y2)dt

<
z

H (Iz - Uol F'(ya +t(y1 — y2)) dt} [F'(yo)}l) F' (o) (y1 — y2)

<
z

Iz - [/01 F'yz2 + t(yr — yz))dt} [F" (yo)]

||F’(y0)(y1 —12)lz-

L(Z,7)

Otterremo la tesi provando che per ogni y1, y2 € W(yo)
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M(y1,y2) = ’ Iz — [/01 F'(y2 +t(yr — yz))dt] [F' (yo)] <k<l

£(Z.,7)

Posto y = [F'(z0)] 1z, possiamo scrivere

o - gy, O
Y1,Y2) = Sup

<k
YEY,y#0 1 E" (yo0)yll z

Siano € > 0 e W(yo) rispettivamente il parametro e 'intorno determinati sopra. Non essendo restrittivo
supporre W(yo) convesso, risulta per ogni y1, y2 € W(yo): y2 + t(y1 — y2) € W(yo), se t € [0,1]. Inoltre

IN

HF’(yo)y - [/01 F'(y2 +t(y1 — yz))dt} Yy

Z

IN

1ylly

<|
L(Y,Z)

/0 /(g + tlyr — o)) — F'(yo)] dt

< { [N+ 1001 = 1) = Pl }nyn < <yl

In conclusione

M(y1,y2) < e sup ﬁggzk<l.

vevy#o [[F'(yo)yllz

2.2 Teoria degli operatori vicini ed equazioni non variazionali:
breve storia.

L’idea di introdurre il concetto di wvicinanza tra operatori trova la sua origine nel problema di dimostrare
lesistenza ed unicita di soluzioni di problemi non variazionali del tipo seguente.

u € H? N HY Q)

n (2.17)
Z a;j(z) Diju(z) = f(z), in Q.

i,j=1

dove: f € L%(),, Q& un insieme limitato di R™, che per semplicitd supporremo, in questa parte, convesso,
mentre a;; € L(Q) e la matrice {a;j}; j=1,... » ¢ uniformemente ellittica su Q e simmetrica.(!)

Se n > 2, il Problema (2.17) non & ben posto in generale sotto le sole ipotesi di ellitticita uniforme sulla
matrice dei coefficienti (vedi esempio alla fine del paragrafo).

Sono dunque necessarie delle ipotesi piu restrittive sui coefficienti per provare ’esistenza ed unicita delle
soluzioni del Problema (2.17). Ovvero ipotesi di maggiore regolarita dei coefficienti, ad esempio a;; € C°(9),
oppure di tipo algebrico sulla matrice come ad esempio la Condizione di Cordes e la Condizione A,.

1Questa non & un’ipotesi restrittiva, in quanto possiamo scrivere:

Gij + Qg Gij — aji

o gt s
aj; = 3 + 3 = aij +a 17,
ajj sono i coefficienti di una matrice simmetrica, mentre a;j sono i coefficienti di una matrice antisimmetrica. Risulta
— ij — Qji ij ji ij ji
E a;; Diju = E e g L Dju — E L Djju = E L Djju — E L Dju=0.
& = 2 < 2 = 2 ~ 2 = 2
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
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Condizione 1 (Condizione di Cordes)
Sia A(z) = {a;j(x)}ij=1,... n una matrice tale che ||A(9L“)||W2 #0, g.o.. in Q. Diciamo che A(x) soddisfa
la Condizione di Cordes se esite € € (0,1) tale che

(20 au(x))’
an 1 j(x)

5

>n—14+¢, ae in Q. (2.18)

Condizione 2 (Condizione A;) (%)
FEsistono tre costanti reali o,7v,6 ed una funzione a(x) € L>®(Q), cono >0,~v>0,6 >0, v+ <1,
a(x) > o >0, tale che

1/2

Zgii —a(z) Z azy( gz] <7 Z 51] +9 Z&Z ) (221)
=1 =1

t,j=1 4,j=1
2 .
Vf = {&j}i’jzl,“.’n eR™, a.e. in Q.

Si dimostra che queste due condizioni sono equivalenti (vedi [15])
Vediamo l’idea che ha portato alla formulazione della Condizione A, per risolvere il Problema 2.17.
Consideriamo

Au=a(x)f + Aw — a(zx) Z a;j(z) Dijw(z) (2.22)
i,j=1
e definiamo un’applicazione T : H?NH(Q)—H2NH}(Q) che associa ad ogni w € H2NH{ () la soluzione
u € H?N H}(Q) dell’equazione (2.22).
Si puo provare che 7 & una contrazione dello spazio H2 N H}(Q2) in se, se A(z) verifica la Condizione A,.
Infatti:(®) (tenendo anche conto della maggiorazione (ya + 0b)? < v(y + 8)a® + &(y + §)b?, Va, b € R) (4)

2La condizione Condizione A, implica l'uniforme ellitticita su Q. Infatti in (2.21) prendiamo la matrice £ = {&;;}i,j=1,-
del tipo & = {n; n;}i j=1,... ,n. Sostituendosi ha

n n

> i —az) > aij(z)ming

i=1 i,j=1 i,j=1

1/2 .
S"/(Z mm) +6Zm =+ (2.19)
i=1

Da cui segue

M= +0]> n < a(@)) aij(z)nin = (Z ) > on? <> ai(@)ming. (2.20)
i=1 =1 i=1

i=1
Dove p = supa(x).
Q

3Si tenga presente la seguente maggiorazione di Miranda-Talenti: se Q & convesso, allora per ogni u € H?2(Q) OHS‘Q(Q)

risulta
) | 1Pu@P de < Al
i,j=1

Questa segue dalle identita:
n n
> (Diju)* + Y [DiuDjju — (Diju)’] = (Au)?,
6,j=1 0,j=1
che ¢ evidente, mentre & molto complicato dimostrare (vedi [11])

n

/ Z [DisuDjju — (DZ]u) Jdz = —(n—1) / H(z) Z o,

i,j=1 =1

dove H(z) & la curvatura media di 02 che ¢ non positiva in ogni punto z € 99 se Q & convesso.
4

(ya + 6b)2 < y(y + 8)a? + 6(y + 6)b? < ~2a? + 2vdab + 62b% < v2a? + ~6a? + v0b? + 6%b? —

(supponiamo ¢ > 0, se § = 0 risulta banalmente vera) <= 2vydab < ~v6a? 4+ v6b? <= 2ab < a? + b2.
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1T (w1) — T(wo)ll32nm ) = s — w2l o :/Q [Aur = Aug|? do =

n n

= /Q |Awy — a(x) Z a;j(z) Dijwi(z) — [Aws — a(x) Z a;;(x) Dijjwa(x) 12dx =

:/Q Awr — Aws —a(z) 3 ai;(x) Dijlwi (z) — wa(2)] P dz <
ij—=1

(per la Condizione A,)

2

[

n

< /Q 7 | S D w0 — wa)?| 43 |A(wr —wy)| b da <

ij=1

n

< / V(7 +6) 3 Diglwr — wa)? +8(x + 6) |Awn —ws)|?| do <
Q ij=1

(per la maggiorazione di Miranda — Talenti)

< (v +0)? |A(wr = w2) 720

Da questa si deduce che 7 & una contrazione dello spazio H2 N H{ () in sé con la norma lull z2nmz ) =
| Aul|12(q),(°) e quindi si ottiene il risultato desiderato. Le dimostrazione del Teorema 2.1.1 ripercorre in
sostanza questa strada, la cui astrazione si fa nel modo che segue:

Bu = Au

Au = Z a;j(z) Diju(x)
i,j=1

X = H?*NH(Q)

B = L*Q)

Ovvero si puo dedurre che 'operatore u +— 37", a;j(x) Diju(z) & una bigezione tra H? N HLQ) ed
L?(2) come conseguenza dei seguenti fatti:

1. ZZ]‘:1 a;;(z) D;ju(x) € in una certa relazione algebrica con A;
2. Au & un bigezione tra H2 N H () ed L?(Q) (questo fatto ¢ dimostrato nei prossimi capitoli).

Le precedenti osservazioni sono sostanzialmente il metodo di appplicazione della teoria degli operatori vicini:
in pratica dalla Condizione A, abbiamo ottenuto che A ¢ vicino a B , mentre dal Teorema 2.1.1, poiche B
¢ una bigezione tra gli spazi considerati anche A & una bigezione tra di essi.

5Utilizziamo i fatto che le norme llull g2 () e l[AullL2(q) sono equivalenti in H2NH'(Q). Infatti & evidente che lAull 20y <
CHUHHZ(Q)- Mentre la maggiorazione inversa segue, tenuto conto della maggiorazione di Poincaré, da

/QIVude = /QVuvU dz = f/QAuudm < </Q|A“‘2)% (/Q |u|2)% < e(do) (/QIAuP)% (/QIVUF)%.
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Il seguente controesempio prova che il problema di Dirichlet non & ben posto in H? N H} () con dato
f € L?(Q) se i coefficienti dell’'operatore sono L> () per n > 2.
Sia Q = S(0,7). Consideriamo ’equazione

n

A(w) =Y aij(z) Diju(z) =0, (2.23)

ij=1

dove

1
aij(x) = 5”+bH ”2, b:—l—f—%, A< 1, z€R" (2.24)

La matrice ¢ uniformemente ellittica su (2 :

n

2 (‘”“’n |2)5”§j‘Zg > bx‘fiﬁ;& -

ij=1 i,j=1

— e (1+6Y m > el (e > 0)

ij=1
perche b > —1 e

zn: ;€& >y &) <1

2 2 2 2 =
2 TaRIER = NIl
La funzione
u(x) = [|z|* (2.25)
E una soluzione di (2.23), perché:
Dyu(z) = Ma|*? 2
Diju(z) = Mz|** (A = 2)z; 25 + 65 ||,
Inoltre n
Diu c Lq(S(Oﬂ")) if qg < ﬁ
mentre

Diju S LP(S(O,’I")) if p < %
Se A — 17~ allora p — n e ¢ — +00. Cosi che per valori di A vicini ad 1 abbiamo che u € H*2(Q), purché
n > 2.
Ricordiamo anche che la funzione v(z) = r
di soluzione.

A & una soluzione di (2.23). Il problema non ha quindi unicita

La teoria degli operatori vicini consente di provare 'esistenza ed unicita di soluzione del Problema 2.17
nel caso di dimensione n = 2 (con coefficienti dell’operatore L°°).

Il primo passo consiste nel provare che nel caso bidimensionale 'uniforme ellitticita e la Condizione A,
sono equivalenti. Il fatto che la Condizone A, implichi 'uniforme ellitticita e gia stato osservato in precedenza.
Verifichiamo che ogni matrice A(x) uniformemente ellittica su € verifica (2). Poiche A(z) & reale e simmetrica,
possiamo determinare gli autovalori reali A;(x), A2(x) e considerare la matrice

)\1($) 0
I'(z) =
0 )\2(.13)

Per lipotesi di ellitticita risulta inoltre che esite v > 0 tale che, per q.o. = € Q, A\1(z) > v, Aa2(z) > v.
Osserviamo che le matrici I — a(x)I'(z) e I — a(z)A(x) hanno gli stessi autovalori e quindi le loro norme
sono uguali:

I = a(@)(@)[[rs = I — a(z)A@)[es = [(1,1) = alz)(Mi(2), Ao (2))[[g2-
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Si tratta quindi di provare che esiste una funzione a(z) € L*(£), a(z) > 0 > 0 q.o. in Q tale che per ogni
matrice £, 2 x 2, si abbia

D Gi—a(@) Y ag@)éy| = (I — al@)A@)|§)] <
i=1 ij=1 (2.26)

< = a(@)A(@)[lra[[€lles = (1, 1) = a(@)(Mi(2), Ao () [|r2[€llrs < plIE]lms,
con p € (0,1). Ovvero
1(1,1) = a(@)(M(2), Aa(@))[r2 < p <= a*(@) [N (2) + A5(2)] — 2a(z)[M (@) + Ao (2)] +2 = p* < 0.
Che ammette una soluzione reale a(z) se e solo se

2)\1 (.’E) )\2 (LC)

SN A2 s 2,
N(z)+ M) =7

(@) + X2 (@) = N(@) + A3 (@)](2 - p%) 2 0 =

Da cui posto, M = max_ sup la;j(z)|, deduciamo
,j=12 @

2)\1(1’) )\2(1‘) = LQ
Af(@) + A(z) — M2

Otteniamo la tesi scegliendo

- G oo = 55

Si tenga presente che

-

n

1 n 2
LZA?(w)} <M, Y ai(@)&8 > An(@)[E1* > viE)?,
=1

4,j=1

dove A\ () = min{\;(z), i=1,---, n}.

2.3 Esistenza di soluzione per il problema non variazionale con
coefficienti regolari

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente l'ipotesi che i coefficienti di un operatore ellittico non
variazionale siano L°° non e sufficiente a garantire che il relativo problema di Dirichlet sia ben posto in
H? N H(2) con dato f € L*(Q). Per ottenere la buona posizione del problema in questi spazi occorre
mettere dellle ipotesi pit restrittive sui coefficienti. Queste sono di due tipi:

(a) ipotesi di tipo algebrico: la Condizione di Cordes o la Condizione A, viste nel precedente paragafo.
(b) ipotesi di maggiore regolaritd, ad esempio a;; € W'"(Q) oppure a;; € C°(Q)

In questa parte illustriamo il metodo di N. S. Bernstein con il quale si dimostra ’esistenza di soluzione
per il problema di Dirichlet relativo ad un’equazione non variazionale con coefficienti regolari: a;; € Co(Q).

Questo metodo parte da maggiorazioni a priori (ossia maggiorazioni che riguardano soluzioni delle quali
non si conosce ancora l'esistenza) e arriva a provare l'esistenza delle medesime. Il primo passo di questa
tecnica e il principio di massimo.
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Definizione 2.3.1 Una funzione soddisfacente

z": aij(x) Diju(z) > 0, (< 0) in Q, (2.27)

4,j=1

st definisce sottosoluzione (supersoluzione) dell’equazione
> aij(z) Diju(z) = 0, inQ, (2.28)
i,j=1

Teorema 2.3.1 (Principio di Massimo o di minimo) B
Sia u € C?*(Q) N C°(Q) una sottosoluzione (soprasoluzione) dell’equazione (2.28) con a;; € C°(Q) e la
matrice A(x) = {ai;(x)}i j=1,.. .n uniformemente ellittica su Q. Allora

max ¢ = maxu, (min v = min u). (2.29)
o EIy) o 20

Dimostrazione.

Supponiamo come primo passo che in (2.27) si abbia

Zn: a;j(z) Dijju(x) > 0, (< 0)in Q, (2.30)

ij=1

Se xo fosse un punto di massimo relativo (minimo relativo) interno ad 2 la matrice hessiana H(zp) =
{D;;ju(x0)}ij=1,.. n sarebbe semidefinita negativa (positiva). D’altra parte A(zo) ¢ definita positiva (nega-
tiva) e dunque (%)

n

Z aij(l‘o) Diju(xo) S O, (Z 0) in Q, (2.31)

i,7=1

Ma questo contraddice (2.30). Supponiamo ora che in (2.27) valga “>” (“<”). Consideriamo per ogni € > 0
la funzione
ue(w) = u(@) + el (ue(z) = u(z) — ellz]?),

che soddisfa (2.30) e quindi risulta

mgx Us = MAX Ue, (mﬁin U = n(g)l}zn Ue). (2.32)

Passando al limite per € che tende a zero si ha la tesi.

6Infatti se poniamo A = A(zo), H = H(zo) e consideriamo le matrici unitarie U, V che riducono rispettivamente A, H in
forma diagonale, cioe U*AU = A s, V¥*HV = Ap, dove Ay = {@; 0;5}i=1,... ,n, Ag = {Bi di;}i=1,... ,n, POSsiamo scrivere

n
> ai(x)) Diju(zo) = (A|H) = (UU*AUU*|VV*HVV*) =
i,j=1

= (UNAU*|VAEV*) = (AAU*VIU*VAR) = (AaQ|QAx) =

(dove U*V = Q = {qij }i,j=1,n ),

n n
= > @iqaB = Y ajaiB; <0

1,7=1 %,7=1

27



Corollario 2.3.1 Se u € C?(Q)NC%Q) ¢ soluzione dell’equazione omogenea

n

Z a;j(z) Diju(z) = 0, in Q, (2.33)

ij=1

con a;; € C°(Q) e la matrice A(x) = {a;j(x)}ij=1,... n uniformemente ellittica su 2. Allora u assume su O
sia il valore massimo che il valore minimo.

Come conseguenza di questo fatto otteniamo il seguente risultato

Teorema 2.3.2 Se u € C?(2) N C°(Q) ¢ soluzione del Problema di Dirichlet

n

> aij(@) Dygu(z) = f(x), inQ,
ij=1 (2.34)

u(z) = g(x), su 09,

con a;; € CO(Q) e la matrice A(z) = {a;j(x)}i j=1,... n uniformemente ellittica su 2, allora é unica.

Per assurdo, se u1 e ug allora v = u; — ug risolverebbe il Problema di Dirichlet omogeneo

n

Z a;j(z) Diju(z) = 0, in Q,
i,j=1 (2.35)

v(z) =0, su 99,
da cui per il Corollario 2.3.1 v = 0 e dunque v; = vs.

Osservazione

E possibile provare un principio di massimo anche per operatori con coefficienti L>°. Sia A(x, D)u =
n

Z a;j(x)Diju(x) + Zbi(m)Diu(m‘) + c(z)u(x) operatore ellittico su . Poniamo A(z) = {a;;(x)}i;,
i,j=1 i

D(z) = det A(x), D*(z) = [D(z)]#. Quindi D* & la media geometrica degli autovalori della matrice dei coeffi-
cienti della parte principale dell’operatore, in particolare: A(z) < D*(z) < A(z), dove A(z) e A(x) sono rispet-
tivamente il pit piccolo ed il piti grande autovalore della matrice A(z). Poniamo inoltre u* = max {£u;0}.
Vale il seguente teorema (per la dimostrazione vedi ad esempio [5], cap. 9, par. 1).

Teorema 2.3.3 (Principio di massimo di Aleksandrov-Bakel’man-Pucci) Poniamo
b(x) = sup{[bi(z)| : i =1,--- ,n; 2 € Q}. Se b(z)/D*(x), f/D*(x) € L"(), c(z) <0 in Q, Az, D)u >
f(@) go. inQ edueCOQ)NW2"(Q) allora

loc

supu < supu® + C|f/D* |10
Q o

dove C & una costante che dipende solo da n, dal diametro di Q e da ||b(x)/D*(x)|

Ln(Q)-

Si noti che da questo teorema ricaviamo che se un problema di Dirichlet ha soluzione in C°(Q) N WlQOC”(Q)
questa € unica.

Il passo successivo nella dimostrazione dell’esistenza di soluzioni per il Problema di Dirichlet & la seguente
maggiorazione a priori
Teorema 2.3.4 Se 9Q & di classe C° e u € H>* N Hé’Q(Q)f soluzione del Problema di Dirichlet 2.34, con
g =0, dove a;; € C¥(Q), f € C*(Q), allora D;ju € C**(Q) e si ha

n

n
Y IDgulllag < ¢ ([ 1f1E0a@ + D IIDgullsq ] - (2.36)

ij=1 ij=1
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Conseguenza di questo teorema ¢ il seguente.

Teorema 2.3.5 Sia Q) aperto limitato di R™ con 9Q di classe C?, se f appartiene a C**(Q) allora esiste
una costante positiva ¢ che dipende da (2, dalla costante di ellitticita dei coefficienti a;;, dalla norma di essi
in C%*(Q), tale che se u ¢ una soluzione H*2(Q) del problema

n

Z a;j(z) Diju(z) = f(z), in Q
ij=1 (2.37)

u(z) =0, su 09,

allora vale la maggiorazione

dulde < ¢ (1f120am) - (2:38)
ij=1
Se la tesi fosse falsa esisterebbero

(k)

(1) una successione di coefficienti a;;

(x) verificanti

(la) perogni £ e R™, ke N, x € Z (k) )& & > v|€)2,
1,5=1
(1b) esiste M > 0 tale che per ogni k € N valga Ha Hco ag) < M

(2) una successione di funzioni in C%%(Q) tali che

k—+oco

([ fill o, @) 0 (2.39)

(3) una successione di soluzioni del problema di Dirichlet

n

Z aEf)(o:) Djjui(z) = fr(x), in Q,
w (2.40)
ug(z) =0, su 99,

con
[kl m2(0) = 1. (2.41)

Per il teorema di Ascoli-Arzela esiste una successione estratta da aZ y ) che converge a a;; unifomemente in €,

inoltre {a;;}i j=1,... » verifica (1a) e (1b). Dalla maggiorazione a priori (2.36) ricaviamo per k sufficientemente
grande

n

n
Y IDiullEoeg < ¢ | Mlloa@ + D IIDgulfa | < e, (2.42)

ij=1 ij=1

k—+o00
perché per (2.39) risulta | fx[|co.o @ — 0, mentre per il punto (3) si ha [[ug||z2() = 1. Da questo deduciamo

che essendo {uy}ren equilimitata in C% (Q) possimo estrarre una sottosuccessione che converge uniforme-
mente ad u in C?(Q) (per Ascoli-Arzeld), il che implica la convergenza forte in H?(2) ad u. Passando al
limite in (2.40) si ottiene che w & soluzione del problema

Z a;j(z) Diju(x) = 0, in Q,
Q=1 (2.43)

u(z) =0, su I.
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Per il principio di massimo si ha che v = 0 su §2, ma questo ¢ in contraddizione con |[ul| g2y = 1.

Da questi due teoremi deduciamo il seguente corollario

Corollario 2.3.2 Nelle ipotesi dei teoremi precedenti per la soluzione u del Problema di Dirichlet (2.5.2)
vale la maggiorazione

||U||02-n(ﬁ) <c ||f|\cova(§)- (2.44)

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema

Teorema 2.3.6 Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera 0Q di classe C3 e siano a;j € C%(Q) per i
quali esiste v > 0 tale che per ogni £ € R™, per ogni x € Q) si abbia

n

3 ay(@) 6 > vlel?, (2.45)

i,j=1

allora per ogni f appartente a C%(1) il problema di Dirichlet

n

Z a;;(z) Diju(xz) = f(z), in Q,
o (2.46)

u(z) =0, su IN.
ammette una ed una soluzione appartenente a C%®(2) e per essa vale la maggiorazione
[ullcza@ < cllfllcoxm): (2.47)

Per dimostrare il teorema utilizziamo il Metodo di continuita considerando la famiglia di operatori A;(u)
cosi definita

A = (1= t)vAu +t Y ai; Diju, t€0,1]. (2.48)
ij=1

I coefficienti di ciascun operatore A;, ovvero ag.) (x) = (1—1t)vd;; + ta,;(x) verifica (2.45). Come conseguenza
del Corollario 2.3.2 si ha che per ogni u € C%%(Q) vale(")

||“H02,a(§) <c HAtu||CU=“(ﬁ)7 (2.49)

dove la costante non dipende da ¢. Verifichiamo quindi le ipotesi del Teorema 2.1.4 considerando come spazi
X = C?%(Q), B=C%*(Q). L’ipotesi (2.8) & verificata per ¢t = 0 perché 1'operatore A & un isomorfismo tra
X e B. Per la verifica di (2.9) possiamo scrivere

n
[Aw — Asull o = [t — sl ||[vAu — Z a;j Diju <

W )
< clt = sl|ullczam) (2.50)
(per il Corollario 2.3.2)

<c C|t — Sl ||Atu||co,a(ﬁ)'

"Infatti posto Ayu = f; possiamo applicare il corollario al problema di Dirichlet

n n
Z (1—tvAu + ¢t Z aij Diju = fi(x), in Q,
i,j=1 4,j=1

u(z) =0, su ON.
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2.4 1l teorema di Lax-Milgram generalizzato (Teorema di Stam-
pacchia)
Il seguente risultato generalizza al caso non lineare il teorema di Lax-Milgram ed e stato dimostrato da

Stampacchia in [14]. Qui forniamo una dimostrazione diversa che utilizza un risultato della teoria degli
operatori vicini.

Teorema 2.4.1 Siano H uno spazio di Hilbert e a: H x H — R una funzione, con le proprieta:
(0)  a(0,v) =0 per ogniv € H.
(1) v — a(u,v) ¢ lineare Vu € H,;
(%) la(u,v) — a(uz,v)] < Mlus — wllllolln Ve, v e H,;
(3) Jv>0: a(ur,ur —uz) — a(uz,us —uz) > v|lug — us||%, Yui,us € H.

(Se u—a(u,v) é lineare, la condizione (3) si riduce alla ben nota ipotesi di coercivitd ).
Allora per ogni F' € H* esiste uno ed un solo uw € H tale che, per ogni v € H, sia verificata

a(u,v) = F(v). (2.51)
Inoltre vale la maggiorazione

cW) lula < [|F]|m- (2.52)

Indichiamo con A I'applicazione tra H e H* defininita da: A(u)(v) = a(u,v). Dimostriamo che A & una
bigezione tra H e H*, ovvero per ogni F' € H* esiste una ed una sola soluzione v € H tale che

A(u)(v) = F(v), Yve H.
Questo equivale a provare la tesi del teorema, ovvero esiste una ed una sola soluzione u € H dell’equazione
a(u,v) = A(u)(v) = F(v), YveH.

Per il Teorema 2.1.1, ¢ sufficiente dimostrare che A & vicino all’operatore J : H—H™* definito da:

J(u)(v) = (u,v)m-
In particolare osserviamo che ||J (w)|| g+ = ||ul|g . Inoltre, consideriamo l'operatore di Riesz
R : H*—H definito da R(F) = w, F € H*,w € H, dove F(v) = (w,v)g, Yo € H and ||w|g = || F||m-.
Allora, in particolare, (R(A(u)),v)g = A(u)(v) = a(u,v), e R = J 1, cosi che J ¢ una bigezione tra H e
H*. Possimo quindi ottenere la tesi del teorema dimostrando la diseguaglianza (2.1), per gli operatori J e
A, ovvero dimostrando che esistono due costanti positive « e k € (0,1) tali che:

[T (u1) = T (uz) — afA(ur) — A(uz)]l| 5+ < BT (u1) = T (uz)lz-
Osserviamo che :
17 (ur) = T (us) — afA(ur) — A(uz)]|[3- =

= [lur — uz — a[R(A(u1)) — R(A(u2))]|IF =

= [lur — sl + @®(|R(A(u1)) — R(A(u2)) |3 +

—2a(R(A(u1)) — R(A(uz2)),u1 — u2)y

= Jlur — us|ff + @®||R(A(u1)) = R(A(

<

—2afa(ur, vy — uz) — alug, up — ug)]

(2
u2)) | +

(per le ipotesi (2) e (3))

< lur = wsllFr + @M |lur — a7y — 2av|lur — usll7 =
= [+ a”M? = 2av]lur — us||f = K[| T (u1) — T (ua) || -

La maggiorazione segue dall’ipotesi (3) prendendo us = 0 e dal fatto che F' & un operatore lineare e continuo.
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2.5 La diseguaglianza di Garding.

Consideriamo

= Y Y )ID Ay se) D),

la|<m |B|<m

dove u & una funzione a valori vettoriali u : Q@ — RN, N > 1 e per ogni «, 3, A, sono matrici RY x RY.
Sia Ag(z, D)u la parte principale. Indichiamo con (-,-)cn e || - ||c~ rispettivamente il prodotto scalare e la
norma in CV, mentre con (-,-) e || - || rispettivamente il prodotto scalare e la norma in RY. Proviamo il
seguente lemma.

Lemma 2.5.1 Supponiamo che l’operatore verifichi l'ipotesi di ellitticitd debole di Legendre-Hadamard, che
abbia i coefficienti costanti, allora per ogni u € HF* (2, RY) vale

[, 3 X haaDoule), Doute)) de 2 etz (259

lee|=m |B]=

La dimostrazione del Lemma utilizza la trasformata di Fourier. Ricordiamo la definizione a alcune
proprietd. Se f € L'(R") la trasformata di Fourier di f & la funzione

~ 1

_ —i(z,§) n
f€) = S f(x)e dz, £ €R".

Si dimostra che o R
Def(&) = (i) f(8),

inoltre vale I'eguaglianza di Parseval, per ogni f g € L*(R",RY)
| G 5@ ds = [ (o) e [ 1FORs & = [ 1@ do.

Dimostrazione del Lemma.

Per ogni u € C$°(R", RY) possiamo scrivere(®)

[ 3 X Gasptute) Dt dr = 3 3 [ (A Dule). DPute)) do =

lal=m |B]= lal=m |8|=
/ 3 Z Aa s Dou(€ Dﬁu New dé 7/ > Z Awp D*u(8), DPu(€))en dé =

lal=m |8|= |al=m |B]=
= / DD (Aap i), U(€))en i ()™ &P dg = / > Z Ao @(8), U(E))en ™ (=1)™ & dg =

B Jal=m |8]=m lal=m |B]=
= / > D (Aapt(©), @€))en (—1)™ (1) dg = / > (Aapti(€), u(§))on £FF dE =
B Jal=m |8]=m B |al=m |8]=m
= /]R Z (Aap Reti(€), Retu(€)) €°MP + (Aa g Imau(g), Imu(€)) £2HP| d¢ >
lal=m |8]=

|=m
> [ (R + 1ma©I) Il dg =v [ @©)TENer el de >
R" Rn

> o) [ | @Oy €| de = ) ubn o vy

lee|=m

* App— A . .
8Non & restrittivo supporre Ao = AZE- Infatti basta porre A,g = ab 4 ToB 5 o8 ¢ sostiuire nel sistema.
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Per la densita di C5°(Q,RY) in HJ*(2,RY) si ha la tesi.

Lemma 2.5.2 Supponiamo che loperatore verifichi l'ipotesi di ellitticitd debole di Legendre-Hadamard, che
abbia i coefficienti contiui su Q, allora per ogni u € HY*(B(z0,7),RY), con zo € Q e r piccolo, vale

/B( ) Z Z (Aq 5(x) D*u(z), DPu(x)) dz > [c(v) —w(r)]|u|%,m(3(gcw_)JRN)7 (2.54)
#07) jaj=

m [B]=m

dove w(r) ¢ il modulo di continuitd di Ans su Q, ovvero
w(r) = sup{[|Aap(2) = Aap¥)ll : @, y € Q, [lz —y[l <7, [a] = [B] = m}.

Si osservi che se r € sufficientemente piccolo la forma bilineare individuata dalla parte principale dell’operatore
risulta coerciva.
Dimostrazione.

| Y 3 (st Do), Dute)) do = [ 303 (Aasleo) D ula), DPuta)) da +

lee|=m [B|=m la|=m |B|=m
+‘/i > Y ([Aas(@) = Aas(z0)]D%u(), DPu(x)) da
2 Jal=m |8l=m

Osserviamo che

Y Y ([Aaple) = Aas(@o)]Du(x), DPu(e)) dz| < w(r) [ Y [|D%u(a)| da.
Q

2 Jal=m |8]=m la|=m

Tenuto conto del Lemma 2.5.1 otteniamo la tesi.

Lemma 2.5.3 Sia ) con frontiera 9 localmente lipschitziana. Supponiamo che l'operatore verifichi 'ipotesi
di ellitticita debole di Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti contiui su €, allora per ogni u €
HI(Q,RY) vale

/Q > (Aas(@) Du(x), DPu(x)) dz > c(W)|ul3mqrn) — ull7zopn))- (2.55)
la|=|8|=m
Dimostrazione.

Consideriamo una famiglia finita di sfere {B(xk,r)}r=1... n, di raggio r, centro zy, che ricoprano , tali
che la costante della maggiorazione (2.54) sia positiva: ¢(v) — w(r) > 0. Fissiamo una partizione dell’unitd
{p3}k=1.... p relativa a questo ricoprimento, quindi

h
u(:c) = Z(U(w)ﬁﬁz(fc))a supp (U‘Pi) - B(l‘k,'l’), k= 13 o 7h'
k=1

Sostiuiamo

h
/Q > (Aap(@) Du(x), D u(x)) dv = /Q ST S (Aasla) () Du(x), DPu(x)) do =

|a|=]B8|=m la|=|B|=m k=1

h
= Z Z/B(fﬂkm) (Aaﬂ(x)QOk(x) D%u(x), @k(x)Dﬁu(a:)) dr =

|a|=|8l=m k=1
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dove tenendo conto della seguente identita

pr(x) D*u(z) = D[pr(x)u(r)] —

otteniamo

SR IIP S B

loe|=|B|=m k=1

" / (A ()
B(zg,r)

|ae]= \B| m k=1 Y+n=«a

v#(0,-++,0)

Yy [ @Dl Y Do) Dute) s +
A A

- /B(am Aaple) >

la|= \B\ =m k=1 Y+n=a
¥#(0,-+,0)

Y. Dpu(x) DMu(a),

Z D7y () DMu(x)
Ttn=a
¥#(0,-++,0)

) D[pr(x) u(z)], D’[pr(z)u()]) dr +

Y+n=p
~¥#(0,---,0)

DY () D"u(), DP[pn(x)u(@)]) dz

=L+ — I — I

Z D7y (z) D"u(x)) dx +

Valutiamo ciascuno delle espressioni ottenute. Per minorare il primo integrale utilizziamo il Lemma 2.5.2

12 ) —otr)] 32 >/

m k=1 B(zy,r)

Sviluppiamo le derivate

1D [ () u(@)]||* da.

D% (pru) = Z D7 D"y = ¢, D% + Z D7y, D"
Y+n=o Ytn=a
¥#(0,:+,0)
Quindi
12
[D(erw)]® = [pr Du]> + | > D¢ D'w| +2p,D% Y Dy D"
Ytn=a Ytn=a
775(07'”70) i ¥#(0,-++,0)
Z Z/ 2¢p D%, Z D7 D"y | dx <
|a)=m k=1 7+77 a
7¥#(0,:+-,0)
243
1
2| h
(Z/ ek [ D% ull] ) Z/ > Dl DMl <
|a =m k=17 Y+n=a
¥#(0,:++,0)

< e(r) [ulgm@ryy (U gm-1QRN)

(2.56)

(2.57)

(2.58)



Per il teorema di Rellich, tenendo presente che la frontiera & lipschitziana, 'immersione di H™ (2, R") in
H™ 1(Q,RY) ¢ compatta, possiamo utilizzare la seguente maggiorazione interpolatoria(*”),

Ve>0: |ullgm-1@ry) < ellullam@ryy + c(€) lull L2,z

Quindi:(19)

h
S 20D > DY DVuf < e(r)e ulm g rny + (i) [ulgm @y Ul L2 @py) <
|a|]=m k=1 Y+n=o
v#(0,-+,0)

e 1
<c(r)e |u|%IW(Q,RN) +c(r,€) §|u|§{m(Q,RN) + c(r, 5)2*5,“““%2(9,11@)

Da cui riprendendo (2.56) e (2.57):

\L| > e(v,re, ) [ulfm ey — [ulfz(omn)] (2.59)
E ovvia invece la maggiorazione
I > 0. (2.60)
I termini contenenti I3 e I si maggiorano in modo analogo a quello di (2.58)
3] < e(r) |ul gmorny Ul gm-1ryy,  [La] < e(r) [ulgm@ryy [ulgm-—1@rN)-
Da cui procedendo come sopra otteniamo la tesi.
Lemma 2.5.4 Supponiamo che loperatore A(x, D) verifichi l’ipotesi di ellitticita debole di Legendre-

Hadamard, che abbia i coefficienti continui su  se |a| = | 3| = m, mentre siano di classe L* i coefficienti
con |a| <m e |B] < m oppure |a| < m e B < m, allora per ogni u € HF*(Q,RY) vale

/Q Y (Aaslz) D*u(e), DPu(z)) de > c()lulfm@eny — l[ullZ2zn))- (2.61)
o], |B|<m

Dimostrazione.
Osserviamo che possiamo scrivere ’espressione nella forma

9

Teorema 2.5.1 (J. L. Lions) Siano X, Y, Z tre spazi di Banach tali che X C'Y C Z, con immersioni continue e con
Uimmersione X — Y, compatta. Allora per ogni € > 0 esiste una costante c(e) > 0 tale che per ogni u € X

lully <ellullx + c(e)lullz-

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che la maggiorazione non sussista. Allora esiste € > 0 tale che per per ogni ¢, con ¢, — +00 esite
un € X tali che

lunlly = ellunllx + cnllunl 2.
Posto v, = —22— abbiamo
TunlTx
lvnlly > €+ cnllonllz.

Da cui, per l'ipotesi di immersione continua di X in Y, esiste C' > 0 tale che ||vn|ly < Cllvn|lx = C, segue ||vn|lz — 0. Ma
poiché |lvp||x = 1 e Pimmersione di X in Y & compatta, possiamo estrarre una sottosuccessione convergente fortemente in Y
e quindi necessariamente a zero perché ||vn ||z — 0, quindi ||vn|ly — 0, ma questo ¢ in contraddizione con la maggiorazione
sopra dalla quale si deduce ||vn ||y > €.

10Utilizziamo la maggiorazione: Ve’ > 0, Va, b € R, 2ab < €’a? 4+ ?1,172.
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/ Z *u(z), DPu(z)) do = / Z “u(z), DPu(zx)) do +

e, |5\<m lee|=181=
/ Z (Aq g(x) D%u(x), D ) dx + / Z (Aq 5(x) D*u(z), DPu(x)) dx
loaf<m, |B|<m || <m,|Bl<m

Al primo termine al secondo membro applichiamo il Lemma 2.5.1 mentre agli altri termini si applica la
maggiorazione interpolatoria vista in precedenza.

2.6 1l problema di Dirichlet per i sistemi lineari.

Prima di dimostrare che il problema di Dirichlet per i sistemi lineari ¢ ben posto, diamo una caratterizzazione
dei duali degli spazi di Sobolev. In particolare ricordiamo che per ogni s > 0 si definisce

H(Q) = (H3(Q))"
Essendo D(€) denso in HF(€2) (per definizione), allora
H™*(Q) c D'(Q).
Vale il seguente teorema di struttura.

Teorema 2.6.1 Sia m > 0 un intero. Allora ogni f € H~™(Q) ¢é rappresentabile, in maniera non unica,
mediante [’espressione

f=Y D%, fa€LQ). (2.62)

lo|<m

Dimostrazione.

Consideriamo Papplicazione che associa ad ogni u € H™(Q) la funzione D*u € L*(Q), ||| < m. In
questo modo si stabilisce un isomorfismo tra H™(Q) e una varietd lineare V di [L%(Q)]", dove h & il numero
di tutte le derivate D® con |a] < m. Quindi ad un funzionale lineare e continuo su H™(f2) corrisponde
un lineare e continuo L su V. Ma per il teorema di Hahn-Banach questo si prolunga ad uno su [L?({2)]"
che conserva la stessa norma. Inoltre, si vede facilmente che i funzionali lineari e continui su di uno spazio
prodotto si rappresentano come somma dei funzionali lineari e continui su ciascuno spazio del prodotto. Da
questo, tenuto conto del teorema di Riesz:

Z /gaD u, go € L*().

o] <m

Dato che L € (Hp(f2))*, la formula sopra la rappresenta univocamente il funzionale (*!) su D():
L(p) =< f,¢ >, quindi f =3_ , <,,, D" fa con fo = (—1)lelg,.

11Si tenga presente che se v € Lloc(Q) ¢ tale che

/Q v(z)p(z)dzr =0, Ve € D(Q)

allora v =0 q.o. in Q.
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Teorema 2.6.2 (Esistenza globale) Supponiamo che l'operatore verifichi Uipotesi di ellitticita debole di
Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti costanti, allora per ogni F € H=™(Q,RYN) esiste una ed una
sola soluzione in HI'(Q,RY) del sistema Ag(D)u = F e vale la maggiorazione(*?)

[l e (o, rvy < cWF | -m@rn)- (2.63)

Dimostrazione del teorema.
Consideriamo la forma bilieare a(-,-) : HF*(Q, RY) x HF* (2, RY) — R definita da

a(u,v) = (A s D*u(x), DPv(z)) dz (2.64)
/Q Ia—%;l—m

ed il funzionale
L(v) = F(v), ve Hy(Q,RY).

L & continuo in HZ* (2, RY), mentre a & coerciva in HJ'(2,RY) x Hi*(Q,RY), per il Lemma 2.5.1. Segue,
per il teorema di Laz-Milgram che esiste una ed una sola soluzione del sistema
/ Z (A g Du(z), DPv(z)) do = F(v) Yo € HI'(Q,RY),
Q
la|=|8]=m

con relativa maggiorazione.

Teorema 2.6.3 (Esistenza globale) Supponiamo che l'operatore verifichi Uipotesi di ellitticita debole di
Legendre-Hadamard, che abbia i coefficienti continui su Q se |a| = |3| = m, mentre siano di classe L™ i
coefficienti delle derivate di ordine inferiore, ovvero tali che 0 < |a| <m e 0 < |8 < m oppure 0 < |a] < m
e 0 < |8] < m; sia v > 0 sufficientemente grande, allora per ogni F € H=™(Q,RY) esiste una ed una sola
soluzione in HI*(Q,RY) del sistema A(z, D)u+~yu = F e vale la maggiorazione

[l 7 (o, rvy < CWF | -m@my)- (2.65)

Stesso risultato per v qualunque e diam Q sufficientemente piccolo.

Dimostrazione.

Si procede in maniera analoga a quella della dimostrazione del teorema precedente considerando

a(u,v) = Z (Aq 5(x) D%u(z), DPv(z)) + yu(z) dz, (2.66)
Q

lo|=[B]=m

ed il funzionale
L(v) = F(v), ve€ HI'Q,RM).

Applichiamo il Lemma 2.5.4 dopo aver osservato che

a(u,v) > C(V)Huﬁ{""(Q,RN) - ”uH%Q(Q,RN)] + VHU”iz(Q,RN) =

= C(V)‘uﬁlm(ﬂ,RN) + - C(V)HUH%Q(QJRN) 2 C(”)|”|§{M(Q7RN)'

IFII 0 = inf Dy dg ™7 [/Q (Z ||fa|2) dz}

7=0 lal=j

12Posto

dove Dinf & fatto su tutte le possibili rappresentazioni di F' del tipo (2.62), e posto inoltre
IFll = = IFll-momny = sup{l < Fug > |+ @ € HPHQRN), @l omm = 1),

si dimostra che queste norme sono equivalenti.
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Nell’ultimo passaggio deve essere v > ¢(v).
Se v & qualunque allora

a(u,v) > eW)[|ulfm@pny = lullie@pmy] + uliz@pyy =
= cW)|ulfrm@pny = le) =lullZzqpry >

> {e(v) — dolc(v) = MHulfrm @ mry = (v, 7, do)[ulFm g vy

Dove nell’ultimo passaggio abbiamo applicato la maggiorazione di Poincaré se v < ¢(v) e dg piccolo.
2.7 Un altro metodo per provare l’esistenza globale di soluzione.

Consideriamo il Problema di Dirichlet

{ u € HJ'(Q,RY)
A(z,D)u(z) = F(x)

Nel paragrafo precedente abbiamo dimostrato che se F' appartiene a H~™ (£, RY) il problema ammette
una ed una sola soluzione in HJ*(£2, RY) purché il diametro di {2 sia sufficientemente piccolo. Utilizzando le
maggiorazioni a priori che proveremo nel prossimo capitolo, possiamo dimostrare che il problema ammette
soluzione anche senza l'ipotesi che il diametro sia piccolo.

Il seguente risultato € un primo passo in questa direzione. Indichiamo con

Pu = Az, D)u(x). (2.67)

Teorema 2.7.1 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 92 di classe C™, F € H*~™(Q,RY), l'opera-
tore Ag(x, D) ellittica su Q nel senso di Legendre-Hadamard con i coefficienti di classe C(Q). Allora
applicazione lineare P che ad ogni w € H™t N HI*(Q,RY) associa la sua immagine Pu appartenente a
H'=™(Q,RN) ha nucleo di dimensione finita e immagine chiusa.

Alla dimostrazione del teorema premettiamo il seguente lemma di Peetre.

Lemma 2.7.1 Siano E, ®, G tre spazi di Banach riflessivi, tali che E C ® con immersione compatta e sia
C un operatore lineare e continuo di E in G. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti:

(1) Vimmagine di C in G é chiusa ed il nucleo di C ha dimensione finita
(II) esiste una costante positiva c tale che per ogni u € E sia verificata

lule < cfliCulle + flulle}. (2.68)

Dimostrazione del Teorema
La tesi segue dal Lemma di Peetre ponendo

E = H™" ' n HY(Q,RY)
o = Hy(Q,RY)
(2.69)
G = H'=™(Q,RY)
Cu = Pu,

osservando che:
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(1) 'immersione di H™+1(Q,RY) in H™ (2, RY) & compatta per il Teorema di Rellich.
(2) dalla teoria della della differenziabilita delle soluzioni dei sistemi ellittici segue la maggiorazione

ull rm+1@rny < c{llullgm@ryy + 1Flm1-m@ryy }

Dimostrazione del Lemma di Peetre.

(1) Proviamo che la condizione (II) implica la (I).

Poniamo Ey = ker C. Si ha che la palla unitaria in Ey ¢ compatta in ® dunque, per (2.68) & compatta
anche in F, quindi Ey & di dimensione finita.(3)

Scomponiamo E nella somma diretta F = FEy @ F;. La restrizione di C a F; € inettiva e quindi si pué
dimostrare che per ogni u € F; vale

[ulle < CliCullg- (2.70)

Infatti se per assurdo non fosse vera esisterebbe una successone C,, tendente ad infinito ed una successione
u,, in B tali che

unlle > CnllCun|lc- (2.71)
Ovvero, posto v, = ﬁ,
Un||E
1

Dato che la successione {v, }nen € limitata in F, in quanto ha norma uguale a uno, possiamo estrarre una
sottosuccessione (che indicheremo ancora con {vy }nen), che in ® converge a v. Per (2.68) e (2.72) {vy }nen €
di Cauchy in E; e quindi converge necessariamente a v. Ma per (2.72) deve essere Cv = 0, il che implicherebbe
v = 0, in quanto v € E7. Questo & in contraddizione con quanto si ottiene passando al limite nella (2.68),
ossia

1 < c{l[Cunlle + llvnlle}- (2.73)

Per dimostrare che Im C & chiuso in G, prendiamo una succesione {wy, }»en contenuta in I'm C che converge
a w in G. Allora esiste u,, in E tale che Cu,, = w,. Posto u, = v, + z,, con v, € Ey e z, € Fy, risulta
C(zn) = C(uy,) = wy,. Possiamo scrivere per (2.70)

||Zn||E < C”CZTL”G = CHwn||G- (2.74)

Da questa segue che {z, }nen € di Cauchy in E, di conseguenza converge ad un z in E. Per la continuita di
C si ha che Cz = w. Cio prova che C(E) ¢ chiuso.

(2) Proviamo che la condizione (I) implica la (II). Consideriamo la scomposizione dello spazio E vista in
precedenza, ossia E = Fy @ F.

La restrizione di C a F; € una applicazione chiusa e quindi per il Teorema del grafico chiuso possiamo
scrivere per ogni v € E;

[v]le < CillCv|la- (2.75)

Si dimostra poi che per ogni w € Ey vale(*)

13Uno spazio di Banach nel quale ogni sottoinsieme limitato sia relativamente sequenzialmente compatto & necessariamente
di dimensione finita. Per la dimostrazione si veda ad esempio [10], vol I, teo 18.6.
MPper assurdo. Se esistessero due successioni {Cp }nen € {wn }nentali che
n——+oo

Wn

lwnlle’

si avrebbe che, ponendo y, =

L > gl
Cn_ Yn||®

Quindi yn tende a zero in ®. Ma la successione {yn}nen, appartenendo allo spazio Eg di dimensione finita ammette una
successione convergente a y che ha norma 1 in E. Assurdo.

39



[wlle < Coflwle. (2.76)

Per ogni u € E si ottiene (2.68) da (2.75), (2.76), in quanto u = v + w, con v € E1, w € Ey e Cu = Cv.
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Capitolo 3

Regolarita negli spazi di Sobolev.

In questo capitolo studiamo la regolaritd delle soluzioni delle equazioni del secondo ordine in forma di

divergenza negli spazi di Sobolev.

3.1 I lemmi di Nirenberg

Per affrontare il problema della differenziabilita delle soluzioni dobbiamo utilizzare i seguenti lemmi di

Nirenberg. Premettiamo alcune notazioni.
Sia v una funzione definita su di un aperto © di R", poniamo

i pu(z) = u(x + he;L) — u(m))

essendo {e;};=1.... » la base canonica di R™.
Siano

Q= {xeQ: dist(z, 0Q) > h}, Qin={reQ: z+he' €}

Si verificano facilmente le seguenti proprieta degli operatori 7; j,.

o(r; 0
se v € HlP(Q) allora 7; v € Hl’p(Qi,h) ¢ (5733};1]) N Ti’hai":f

j:1a7n7

sev e LP we L”/(Q) e se suppv C Qp oppure suppw C €, allora

/vTi,hw de = — /(Ti7,hv)w dx;
Q Q

n(vw) = v(z + he') 7w + Tipvw.
Lemma 3.1.1 Sia v € WH9(B(0,0)), ¢ >1,t € (0,1) e |h| < (1 —t)o allora

ou
&ri

1 7i,n ull La(B(o,to)) < ‘
Li(B(0,0))

Dimostrazione.
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1 Lrd L/ 9
Ty nu(T) = E/o (ds u(x+shei)) ds = /0 <8xi u(gj‘+5hei)) ds.

1

/ |75 pu(z)]|? de < / [/

B(0,to) B(0,to) LJO
1

B /O /B(O,ta’)

posto y = x + she;

1 q 1
Ul o] o< ]
0 B(she;,to) 0 B(0,0)

Abbiamo utilizzato il fatto che, essendo s € (0,1), si ha
to+ s|h| <to+ |h| <tc+ (1 —t)o <o.

q
u(x + she;) ds} de =

axi

u(x + she;)

q
oz, dr| ds =

u(y) u(y)

q
dy] ds = HDZ’UH%Q(B(O,U))'

yi yi

Lemma 3.1.2 Siano u € L(B(0,0)), 1 < g < 400, M > 0, tali che per ogni |h| < (1 —t)o si abbia
||Ti,hu||L‘7(0,t0') < Ma 1= 17 M, (36)
allora uw € WH4(B(0,0))

||Diu||Lq(0,ﬂ) < M7 1= ]-7 RN (D (37)

Dimostrazione.
Fissiamo ¢, 0 < ¢ < n. Dato che u € LI(B(0,0)) & riflessivo, essendo 1 < ¢ < +00, sappiamo che esistono
{hn}nen successione infinitesima e v; € L1(B(0,0)) tali che

Ti,h U iy v;, debole in LY(B(0,0)).

In particolare, per ogni ¢ € C§°(B(0,t0)), risulta

lim T, u(z) o(z) de = / vi(z) p(z) da.
n—=>+o0 Jp(0,to) B(0,to)
Da cui, per ogni ¢ € C3°(B(0,t0)), otteniamo
lim w(x) T,—p,p(x)de = — / vi(x) p(z) du. (3.8)
n—=+0 Jp(0,0) B(0,to)

Infatti, per ogni ¢ € C5°(B(0,t0)), vale

/ 7y u() p(z) de = — / (@) 7o () da,
B(0,t0) B(0,0)
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perché

u(x + he;) — u(x) 1 e ol de P

nel primo integrale efffettuiamo il cambio di variabile y = = 4 he;, nel secondo y = x,

B(0,to)

-3 [ [ ety = [ ) o) dy

essendo supp ¢ C B(0,to), quindi supp p(y — he;) C B(he;,to) C B(0,0), risulta

V u(y) p(y — he;) dy — / u(y) ¢(y) dy
B(0,0)

B(0,to)

__ uly) $Y = he) —ely)
= /B o) (y) — dy

SRS

= —/ w(y) Ti,—ne(y) dy.
B(0,0)

Possiamo applicare il Teorema della convergenza dominata di Lebesgue in quanto, per q.o. = € B(0,0),
risulta

(@) 7i,—n, P ()] < clu(@)] [ Dip(@) o0, B0.0):

di conseguenza, tenuto conto del fatto che suppp C B(0,0), possiamo scrivere

L o) w(@) Ti,—n, (@) dv = /B(O’U) Jm (@) 7ip, (@) =

= / u(z) O¢(x) dx = / u(x) 9(x) dx.
B(0,0) Ox; B(0,t0) ox;

Da questa e da (3.8), per ogni ¢ € C§°(B(0,t0)), otteniamo

[ u@Diels) = [ ) de
B(0,to) B(0,to)

Cid assicura che u € W1P(B(0,t0)) e D;u = v; in senso debole in B(0,to), per ogni t € (0,1), e quindi anche
in B(0,0).
Dimostriamo la maggiorazione (3.7). Dall’ipotesi (3.6), per ogni ¢ € L? (B(0,t0)), si ha

[ @) o) da| < M 9]0,
B(0,to)

Per quanto visto in precedenza, passando al limite

< M ¥l (Bo,t0))-

/ D;u(z)y(z) dx
B(0,to)

Quindi la tesi.

3.2 Differenziabilita all’interno.

Siano Q aperto limitato di R", n > 2 e u € H'(Q) soluzione (nel senso delle distribuzioni) dell’equazione

— Y Djlay(x) Dyul)] = f(x), =€ Q. (3.9)

i,j=1
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Teorema 3.2.1 Supponiamo che la matrice {a;;}i j=1,... n sia uniformemente ellitica su §, a;; € C*(Q) ed
f € L2(Q). Allora per ogni coppia di aperti ' C Q" C Q si ha che u € H?(Y') e vale la maggiorazione

lulgzy < c{llflzn + llullmon} (3.10)

Presi ', " tali che ' C Q" C Q, posto 6 = dist (Y, 9Q"), Q, = {z: © € Q" A dist(z,00") > o},
consideriamo la funzione § € C*°(R™) cosi definita

1, suQf
O(z) = (3.11)
0, fuori di Q73,.
3

L’equazione (3.9) pud essere scritta, per ogni ¢ € HJ (), nella forma seguente

> /Q aij(z) Diu(z) D; p(x) dz = /Q f(@)o(z) d. (3.12)

ij=1

In questa equazione possiamo prendere come funzione test ¢ = 61, con ¢ € H'(Q):

121 /Q aij(z) Diu(z) [D;0(x)y(x) + 0(z) Dy (x)] do = /Q f(x)0(z)¥(x) dz, (3.13)
Jzzjl /Q a;j(z) Diu(z) 0(x) Djp(x) dx = /Q f(x)0(z) (x) da+
(3.14)
_ iJZ:I /Q aij(m) Dlu(x) Dje(.'lj) w(l') dx
Poniamo

Da (3.14) segue

Zn: /Q%‘(I) Did(z) Dyp(x) dx :/

ij=1 Q

F(z) ¢(x) dx +/Q Z a;j(z) D;0(z) Djy(z) u(z) dz. (3.15)

ij=1

Questa relazione vale in particolare per ogni ¢ € H(Q'}) prolungata a zero fuori di Q. Consideriamo per
2 2

questa funzione test il seguente rapporto incrementale

w(xla"' s Lp—1,Tp _haxr-‘rlv"' ,Z‘n) - ¢($)
—h ’

Tr,—hw(x) =

)
dove 0 < |h| < 7 Dato che 7, _p3) € HJ ("), possiamo prendere questa funzione in (3.15) come funzione

test ottenendo

Z /,/ a;j(x) Dit(x) Djlrr,—nt(z)] do Z/ F(z) 7 —ptp(z) do+

1"

4,j=1

(3.16)
+ //, Z a;j(x) Di0(x) Dj[1r _ptp(x)] u(z) de.

ij=1
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Valutiamo ciascuno dei termini che compaiono nell’equazione a partire dal primo membro che puo essere

trasformato come segue(*)

3 / Tronlay (x) Did(2)] Dy(x) da — / S ass ( + heg) 7en(DU(x)) Dyib(a) +
ig=1 " "g=1

+ 7r,n(ai(2)) Did (x) Djyp(x)] da.
Sostituendo in (3.16) e (3.17) ricaviamo

n

> / aij(x + hey) T p[DiU(x)] Djp(x) dox = — {F(z) 7 _nt(x) +
ij=1 "% Q

n

- Z aij(x) D;i0(x) D7 _n[t(z)] u(z) +

i,7=1

—Trnlaij(z)] Did(x) Djyp(x)} doe = I + I + I3.

(3.17)

(3.18)

Maggioriamo ciascuno dei termini al secondo membro di(3.18), tenendo conto della definizione della funzione

6.

|11| = F(x) TT7_hw(x) d.f S ||FHL‘2(Q//) ||7-’r‘,—thL2(Q”)

Qr

(per il Lemma 3.1.1)

< 2y 1] @ry <
S 2 ||f||L2(Q”) + Z Qi D’LuDje |¢|H1(Q”) S
,5=1 L2(Q")

< c(lagslloss s 8) (Ifl2ry + lulai@)) 191 -

Bl = |3 [ madas (@) @) D) Dy de| <

ij=1

<> / aij(x + he,) [1pu(z)] D;0(z 4 he,) Dyt da | +

ij=1
HY [ e @) Do) u(e) Dy | <
i=1 7"

< c(0)  max |agjlloc, [ITrpullLz@ry [l @) +

ij=1,en
+¢(0) {max; j=1,... nl[[Draijlloc,0 + laijlloo.0lHull2 (@) [¥]a @) <

< C((S) ”r:nlax . Hainoo,Q |U‘H1(QN) |’¢)|H1(Qu) -+

+ ¢(6) {max; j—1 ... n[[|Draijlloc,0 + llaijlloo,o]} lull L2 [¥] ).

L Utilizziamo l'identita 7, 1 [f(z) g(z)] = f(z + her) Trp 9(x) + [0 f(2)]g()
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[13] < | jmax | Draijlloo.0 Ul () 18| 1 (00

sJ=4s

Da (3.18), tenuto conto di (3.19), (3.20), (3.21), ricaviamo le seguenti diseguaglianze

Z /// a;j(x + hey )7 n [DiUd(2)] Djtp(x) dz| <

ij—=1
< c([laijlloo,,ms0) (N fll 22y + |ulmrry (] )+
+ (I Draijlloo,s 1, 6) [[ull 2 () 1Y a1 () +

+, max llaijlloo. (U1 @) [WlHT () <

< c(llaijlloo,s 1 Draijllsm, 6) [l fll 2y + Nullzr @] [$] @y

Sostituiamo in quest’ultima diseguaglianza ¢ = 7, ,U:

3 [ ais(o+ hen) Dilr (@) Dyl ald) | <

3,J=1

< c(llaijlloo.0, [ Draijlloo.,ms 0) Il fllL2(ry + 1wl a ()] |7enl| 1y

Tenendo conto della coercivita possiamo dedurre

VT ld (@) Fr1 oy < clllaijlloo,s 1Draijlloo,00 10 0) [l 2y + [lullmsm)] 17ewld |10

Ovvero

VT nld (@) oy < clllaijlloo,es |1 Draijlloc,o,m, 6) (|l L2y + llulla @)
Da questa utilizziamo il Lemma 3.1.2 ottenendo:

v|DU@) ey < clllaijlloo,ns | Draijlloo,0:m, 6) [ fllL2 @y + lullar@ml-

La tesi segue in quanto U = u su .

Sia ora u € H'(Q2) soluzione (nel senso delle distribuzioni) dell’equazione completa

a;(z) Diu(z) + a(x)u(z) = f(z), =€
1

— > Djlaij(x) Dju(x)] +

n
i,j=1 i=

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Teorema 3.2.2 Supponiamo che la matrice {a;;}i j=1,... n sia uniformemente ellitica su 2, a;; € C(Q)
mentre a; e a appartengono a L°° () ed f € L*(Q). Allora per ogni coppia di aperti Q' C Q" C Q si ha che

u € H?(Q') e vale la maggiorazione

lul 20y < clag, ai,a,v) {|[ fllzzry + [l }

Infatti, basta considerare I’equazione

n

_ Z Djla;j(z) Dju(z)] = — Z a;i(z) Diu(z) — a(z)u(z) + f(z), =€ Q.

ij=1 i=1
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Il secondo membro, per le ipotesi fatte appartiene a L?(), applicando il Teorema 3.2.1 otteniamo la tesi.

Aumentando le ipotesi di regolarita dei dati aumenta anche la regolarita della soluzione come si vede dal
seguente teorema.

Teorema 3.2.3 Supponiamo che la matrice {a;;}i j=1,.. n sia uniformemente ellitica su Q, a;; € C*T1(Q)
mentre a; e a appartengono a C*(Q) ed f € H*(Q). Allora per ogni coppia di aperti Q' C Q" C Q si ha che
se u ¢ soluzione in H}(Q) risulta uw € H**2(Y') e vale la maggiorazione

[ul iz < claig, aia,v) {I fll sy + lulla@n } (3.30)

Procediamo per induzione. Se k = 0 & verificato per il Teorema 3.2.2. Dimostriamo 'induttivita della
proposizione. Derivando a—volte, con |a| = k, primo e secondo membro dell’equazione (3.27), otteniamo la
seguente

n

— > Djlaij(x) D;D(x)] = > > (g)Dj[Dﬂaij(x) D*P Diu(x)] +
ij=1 i,j=1 B<a,B7#0 (3.31)
— Yimy D*ai(x) Diu(x)] — D*a(x)u(x)] + D*f(z), =€ Q.

La tesi segue dal Teorema 3.2.2 applicato alla funzione w = D®u, ed osservando che per le ipotesi fatte il
secondo membro dell’equazione (3.31) appartiene a L?((2).

3.3 Differenziabilita al bordo delle soluzioni

Consideriamo B;f = {z: z = (z1, - ,2,) ER*"A(||lz]| <7)V (x), > 0O}, T = {z: ||z]| <7, z, =0}, e sia
u appartenente a H'(B;") soluzione (in senso debole) del problema

- Z Djlaij(z) Diu(z)] = f(z), x € B},
. (3.32)

u(z) =0, z€T,.

Teorema 3.3.1 Supponiamo che la matrice {a;j}i j=1,.. n sia uniformemente ellitica su B;\, a;; € Cl(Biff)
ed f € L*(B}). Allora per ogni p € (0,7) si ha che w € H*(B[) e vale la maggiorazione

[l oy < om0 0i5) {1 gy + Il o b (3.33)

Indichiamo con W (B;}) la chiusura nella norma di W*'(B;") dello spazio delle funzioni CY(B;) che si
annullano in un intorno di I',. Scriviamo il problema (3.32) nella forma

ue W, (B),
0 (3.34)
> [ as) D) Dy ea) o = [ @) p(o) da o € W)

+
i,j=1 By
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Consideriamo ora la funzione smussante § € C3°(R™) definita in maniera analoga a quella vista nella dimo-
strazione del Teorema 3.2.1: 0 < 8 <1, 0 = 1su B,, 6 = 0 fuori di Bri, . Consideriamo funzioni test del

2
tipo ¢ = 0v, con ¢ appartenente a W, (B;) (quindi ¢ € Wi (B;})). Sostituiamo nell’equazione, procedendo
in maniera simile a quella vista all’interno ponendo

n

F(z) = f(x)6(z) = Y ai(w) Diu(x)D;b(), U(x) = 6(z) u(z),

4,j=1

igz:l /B:r a;j(xz) D:U(x) Djp(z) do = /B:r F(z) ¥(z) dx+

(3.35)
“, 2, el@) Dib(o) Dybla) ufa) do

Questa equazione vale in particolare per le funzioni ¢ appartenenti a W"}o (B;F) che sono nulle fuori di Bf;p.

=

. C o . . . . r+ S

Possiamo quindi considerare i rapporti incrementali 7, _p, ¢(z) per r =1,--- ,(n—1), ed |h| < ?p Poiché

¢ appartiene a Wi (BT, ) pud essere scelta come funzione test in (3.35). Procedendo nello stesso modo visto
2

nel paragrafo precedente per la regolarita all’interno otteniamo la diseguaglianza

n n—1

E:E:AﬁU%Dw@Wd$SC@thMM{WﬁB¢+Hwhm}- (3.36)
P

=1 r=1
Resta da maggiorare il termine D,,,u. Dall’equazione (3.35) ricaviamo

J.

r

ann () Dpd () Dy () do = / F(z)y(z) dx+

B

n

Z /Jr aij(x) Die(l‘)Dj 1/J(x)u(gj) dx +

ij=1 7 Br
(3.37)
n n—1 n—1
-y / aiy(x) DU () Dy () do — > / _ aij(@) DU(w) Dy u(x) di =
i=1 j=1"Br i=1 7 Br
— [ H@w@ o v e WHE)
B
Dove
n n n—1 n—1
H(z) = F(z) = Y Djlai(x)Dif(z) u(x)] + Djlai;(z) DU(z)] + Y Dnlas;(z) Di(z)).
ij=1 i=1 j=1 i=1
Per quanto dimostrato sopra risulta H € L?(B;").
Prendiamo (?) ¢(z) = 5(?)), dove & € Cg°(B;). Ovviamente, per le ipotesi fatte sui coefficienti
(2
v e Wy (BY).
Sostituendo in (3.37) ricaviamo la seguente equazione
_ &) £(%) Duntinn (2) -
/B; Dyu(x) Dyé(z) do = /B; [H(x) o @) + Dyu(x) T an@) dz, ¥§ € Cg°(B,). (3.38)

2Dall’ipotesi di uniforme ellitticita si ricava che ann > v > 0.
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Posto
H(z) — Dyu(x)Dyan, ()

A (T)

Gz) =

osserviamo che per quanto visto in precedenza G € L? (Bj). Quindi l'equazione (3.38) puo essere scritta
nella forma

/ Dyu(x) Dpé(x) de = / G(x)&(x) dx, VE € C3°(BY). (3.39)
B B
Da questa si deduce che esite D,,,u in B;‘, che appartiene a L2(B;)“) e D,pu = —G e quindi la tesi.

Teorema 3.3.2 Sia u € H) (B;) soluzione del Problema (3.32) con a;; € CHYUBF) e f € HY(BF). Se
u e H*Y(B}Y) allora w € H*"(BY), con 0 < p <, e si ha

gy < elaisn,r) {lull gess gy + 1 s - (3.40)

Dimostrazione.

Si procede per induzione, ma a differenza della dimostrazione del Teorema 3.31 si opera sull’ordine di D,,.
Vediamo in che modo. Per provare la tesi maggioriamo la norma L? delle singole derivate che compongono
la seminorma in H ’”2’2(3:). Queste possono essere scritte nella forma

D*D;u, 4,5 =1,---,n, |a|=Ek.

Dimostro che per ogni i,5 = 1,--- ,n, |a| =ke0 < p <7, vale

||DaDiju||L2(Bj) < C(aij:”vr){‘|u||Hk+1(Bjr)| + ||f||Hk(Bjr)}- (3.41)
Posto a = (a1, -+ ,apn_1, h), procediamo per induzione su h.
Sia h = 0 e |a| = k, derivando l'equazione rispetto ad «a, osserviamo che w = D®u risolve

_ Z Dj[aij(l‘) Diw(a:)] = G(I) —I—g(m)7 T € B:"7
we (3.42)

w(z) =0, zeTl,.

Dove

Ga)=-YY ¥ <Z>Dj[pﬁaij(x)paﬁpiu(x)}
B

i,j=1 <a
B#0, Bn=0

g(z) = Df(x) z € Q.

Si osservi che w = 0 su I',. perche le derivate a contengono solo derivazioni fatte rispetto alle prime n — 1
variabili. La maggiorazione (3.41) segue dal Teorema 3.3.1, tenendo conto che 'ordine massimo delle derivate
diuin Gek+1.

Supponiamo ora che la maggiorazione valga per «, = h, proviamo che vale per a,, = h + 1. Partiamo
dall’equazione scritta in forma debole

n
Z /B+ a;j(z) Dyu(z) Dj p(z) do = - f(x)p(z) dv, Yo e C°(B)). (3.43)
ij=1"Br .
Prendiamo come funzione test ¢ = D, con ¢ € C°(B;F), |a] = ke a = (a1, -+ ,an_1, h+1). Sostituendo

nell’equazione (3.43) e scaricando le derivate
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Z , D%laij(2) Diu(w)] D; () da —/ Def(x)y(x) de, Yo e CF(BF). (3.44)

3,j=1
Da cui

g et Drr ) Dbt = = 33 50 (5] [ Dt 07 Dt Dy

i,j=1 B<a
i-j<n? B#0 (3.45)

+ [ @) do = [ [0 + g@) () de, Yo €GB
B By

dove abbiamo posto

Z Z( ) [DPa;j(x) D* P Dyu(x)]

i,j=1 B<a
ij<n? B#0

g(x) = Df(z) z € Q.

Procediamo come nella dimostrazione del Teorema 3.3.1 prendendo

_ &)
vie) = a'nn(x)’
Sostituendo in (3.45):

dove £ € C5°(B,). Ovviamente, per le ipotesi fatte sui coefficienti 1 € Hk+1(B+)

[ DuDu(a) Due(a) e = /B (@) + (G(x) + g())ann(2)]€(x) dr, Ve € HTH(BY),  (3.46)

dove H(z) = %D“Dnu(x).

La tesi segue dal fatto che H(z) + G(z) + g(z) € L*(B,;). Infatti per le ipotesi fatte g(x) € L?(B;").
Mentre se consideriamo H(z) risulta:

IDn D w(@)| 2 gy = D @t P ) D)l o gy = (D02 Dippua() | 2 o)

questo termine viene maggiorato mediante (3.40).
Infine per quanto riguarda G(x) possiamo esplicitare la derivazione di ciascuno degli addendi:

Dj(DﬁaijDa_ﬁDi U,) = DﬁDjaij Do‘_ﬁDiu + DﬁaijDo‘_ﬁDiju.
Consideriamo il fattore D=8 D;;u, quando 3, = 0:

D=t et =t 4D Dyu@)] o gy = ([ D AL 0B DD, (),

Considerato che | — 8] < k perche 8 # 0, anche questo termine si maggiora utilizzando (3.40).
3.4 Differenziabilita globale della soluzione.

Teorema 3.4.1 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 02 di classe C?, f € L*(9),
la matrice {ai;}ij=1,.. n uniformemente ellittica su Q con a;; € C*(Q). Allora la soluzione debole u €
HY(Q), del problema di Dirichlet
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— > Djlaij(x) Dju(x)] = f(z), =€,
W (3.47)

u(z) = 0, x € 09,

appartiene a H?(Q) e vale la maggiorazione

lulmzi) < clai,n, Q) {Ifllz2) + lulla @)} (3.48)

Ricopriamo € con una famiglia di aperti ', Q”, Uy, -+ ,Umn, V1, -+, Vp scelti nel modo che segue:
(1) Q' cQ ccy
(2) Uy, V; sono intorni di centro 2; € 9Q, con I =1,--- ,m;
(3)VicUsconl=1,--,m;
(4) UL,V D 0
G)Qcur,vu.

Dal Teorema 3.2.1 sappiamo che u € H2(£)') e vale la maggiorazione

lulz2 @y < e{llfllc2@ry + lullaran}- (3.49)
Resta da stabilire la regolarita al bordo della soluzione. A questo scopo, fissato [ € {1,--- ,m}, su ogni
U, possiamo considerare il diffeomorfismo ®(z) = (®1(z), -, P, (2z)) che manda U; N in un aperto di R™
definito da
Si(z)=a;, i=1,--- ,n—1;
(3.50)
D, (x) = Yi(a’) — xy, essendo &’ = (x1, -, Tp-1),
dove 1 : R"™! — R & di classe C* ed il suo grafico coincide con 9 in U;. ® & tale che tale che
QU NY) C{yeR”: y, >0}, e®U,NIN) C{yeR”: y, =0}
Si vede facilmente che |det Jac®| =1 -
Sia @ tale che u(z) = (@ o ®)(z), z € U N Q.
L’equazione (3.47) pud essere scritta, per ogni ¢ € H}(2), nella forma seguente
n
> [ aii@) D) Dy (@) da = [ f(a) (o) i, (351)

ij=1

che vale anche per tutte le funzioni test ¢ € Hy>(QNU;).
Tenuto conto del fatto che M = Z du(®(z) 8<I>h(x)’
ox; — AYn ox;

otteniamo (®) per ogni ¢ € Hy? ()

da (3.51) con il cambio di variabile x = ®~1(y)

n n

D2 > ). @) Duiily) Brily) Dely) i) dy = [ Fly) ¢y) dy.

ij=1 h,k=1" ¥

02, (2~ (y))

L =0U;NAQ).
8$i

38i pone a;;(y) = aij (21 (), f(¥) = F( @ 1Y), 3(¥) = (@~ (y)), Pri(y) =
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Poniamo
Ane = Y a(y) Pnily) i (v) (3.52)
ig=1
e sostituiamo in (3.51) ottenendo per ogni @ € Hy(€)

n

 Ape(y) Dri(y) Dig(y) dy = [ fy) é(y) dy, (3.53)
hk=1"$ Su

Per poter applicare i risultati del paragrafo precedente dobbiamo verificare che la matrice dei coefficienti
{Ahk}nk=1,... n sia uniformemente ellittica su 2. Infatti, per ogni & € R", abbiamo

Z Ank(y) &n & = Z Zd V) @rily) Prj(y) &n &r =

h,k=1 h,k=1 ,j=1

= > ayy) (Z O1iy) fh) (Z ék]’(i’/)fla) >
Q=1 k=1

(3.54)

(per Pellitticita di {aij}ijzl,--- ,n)

n n 2
- (z&»mfh> > eollel’, >0

i=1 \h=1

Infatti la funzione

¥ (z 'y gh)

=1

ammette minimo sulla palla unitaria di R™. Questo minimo & necessariamente positivo per il fatto che P @
un isomorfismo.

Possiamo quindi considerare una semipalla B;" contenuta in Q, dove applicare i teoremi di regolarita
dimostrati nel paragrafo precedente. e quindi si ha che u€eH 2(BJF) per p € (0,r). Prendendo il ricoprimento
introdotto all’inizio con Uy = ®~1(B;F) e V; = ®~!(B}) otteniamo che u € H?*(V}).

Corollario 3.4.1 Nelle ipotesi del teorema precedente per la soluzione debole del Problema di Dirichlet 3.47
vale la maggiorazione

||u||H2(Q) S c(aij,ai,n,ﬂ) Hf”Lz(Q) (355)

Segue dalla diseguaglianza (3.48) e dalla maggiorazione del Teorema (2.6.3).

Teorema 3.4.2 Siano Q aperto limitato di R™ con bordo 02 di classe C?, f € L*(9),
la matrice {a;j}i j=1,.. n uniformemente ellittica su ) con a;; € CcY(Q), a;, i =0,1,--- ,n, appartenenti
a CY(Q). Allora la soluzione debole uw € H'(Q), del problema di Dirichlet

n

- Z Djlaij(z) ] + Z a;i(z ) + apu(z) = f(x), v €Q,
i,j=1 (3.56)

u(z) = 0, x €099,

appartiene a H?(Q) e vale la maggiorazione
[ullmz) < elaig, ain, Q) {Ifllz2) + lullwa@)}- (3.57)
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Basta osservare che I'equazione (3.47) puo essere scritta nella forma

n

— Y Djlay(x) Dju(z)] = = ) ai(x) Diu(z) — agu(x) + f(z), = €9,
= = (3.58)
u(z) = 0, x €9,

ed applicare il Teorema 3.4.1 osservando che il secondo membro dell’equazione (3.58) appartiene a L?(€2).
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Capitolo 4

Proprieta di alcune famiglie di spazi
funzionali

4.1 Gli spazi delle funzioni holderiane.

Prima di introdurre alcuni particolari spazi di funzioni richiamiamo definizioni e proprieta di alcuni ben noti
spazi funzionali.

Sia Q C R™ | aperto limitato.

C(Q) o C°(Q) & l'insieme di tutte le funzioni definite e continue su Q.

C*(Q), k € N & I'insieme di tutte le funzioni definite in Q le cui derivate sono continue fino all’'ordine & in

C°°(Q) ¢ I'insieme di tutte le funzioni definite in £ che hanno le derivate di qualunque ordine in 2. Ovvero

C(Q) = ML, CH(Q).

Se u: Q — R, definiamo supporto di u I'insieme suppu = {z € Q: u # 0}

CE(Q) & I'insieme di tutte le funzioni u € C*¥(Q) tali che: suppu C Q.

C*(Q), k € N, & I'insieme di tutte le funzioni u € C*(Q) tali che D®u € C°(Q), per ogni & € N con
o] < k.

Infine C>(Q) = N, Ck (D).

Osservazione 4.1.1 Il fatto che C*(Q) implica che esiste ed € unica una funzione uq continua su Q tale
che uq ) = D%u. Per cui possiamo prolungare D®u a ) mediante .

Definizione 4.1.1 Diremo che u ¢ y—hélderiana su Q, v € (0,1] se

o U@ =0 @)
eyeq T —y|7
Ay

Se v =1 diremo che u ¢é lipschitziana.

C%7(Q) & linsieme di tutte le funzioni definite su Q che verificano (4.1). Ovviamente se u € C%7(Q)
allora u € C°(Q) perche esiste c(u) > 0 tale che per ogni z, y € Q: |u(x) — u(y)| < c(u)|z — y|7. Inoltre u &
uniformemente continua, quindi ¢ prolungabile con continuitd a €.

Se w ¢ il suo prolungato allora risulta

sup 2B =W (4.2)
z,yeQ |l‘ - y|’Y
z#Y
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Possiamo quindi scrivere: C%7(Q) = C%7(Q). nel senso che u € C*7(Q) se e solo se u € C%7(Q).

Ck7(Q), con v € (0,1] e k € N & I'insieme delle funzioni u € C*(Q) tale che D%u € C%7(Q), per ogni «
tale che || = k. Analogamente

CF7(Q), con v € (0,1] e k € N & I'insieme delle funzioni u € C*(Q) tale che D% € C%7(Q), per ogni «
tale che |a| = k.

Osservazione 4.1.2 Si dimostrano facilmente le sequenti inclusioni: C%7(2) € C%%(Q) € C°(Q), se 0 <
p<y<L
Se Q2 non ¢é limitato la prima inclusione é falsa.

Esempi
(1) u(z) = ||=||?, risulta u € C%8(Q), ma u ¢ C*7(Q),

(2) Consideriamo

0 t=20
v(t) = 1 (4.3)
logt’ t#0

v € C%Q), mav ¢ C®(Q), per ogni v € (0,1]. Infatti se per assurdo fosse holderiana allora si avrebbe:

1
—— — 0| <kt?, Vt€[0,1] <= 1<kt |logt|, Vte][0,1].
|log t|

Osserviamo che ¢ falsa in generale anche I'inclusione C*(€2) € C%*(Q). Infatti presa u(z) = 1, Q = (0,1),
risulta C1(Q), ma u ¢ C%1(Q)

Anche l'inclusione C*(Q) € C%1(Q) risulta in generale falsa.

Esempio.

Larctan il #0
$2+y2 2 Yy
u(z,y) =4 Vv
0 y=0, ez <0,

dove Q = (—1,1) x (=1, 1)\ {(z,y) : 0<az <1, y=0} Siverifica che u & omogenea di grado 1, mentre
le sue derivate sono omogenee di grado 0, quindi limitate. La funzione u non & invece lipschitziana. Basta
infatti considerare i punti (z,y1) e (z,y2), con © > 0 e y; < 0 < y2. In questi punti non pud verificarsi
lu(z,y1) — u(x,y2)| < kly1 — 2|, perche limy, o4 u(z,y) = 25 e limy,_,o_ u(z,y) = —x3.

Precisando la natura di §2 e possibile verificare alcune delle inclusioni viste sopra.

Osservazione 4.1.3 Se Q) ¢ un aperto limitato convesso o anche stellato allora risulta C*7(Q) C C*~17(Q),
per ogni v € (0,1].

Basta verificare la proposizione nel caso k = 1. Infatti, fissati z,y € Q, per il teorema di Lagrange esiste
¢ € (z,y) tale che |u(z) —u(y)| = 252, Diw(€)(z; —yi) < csup g [Diu(€)|[|z — yll, questo implica che

1=1,--n

u € C%1(Q) e quindi anche u € C%7(Q2), per ogni 7 € (0, 1), vedi Osservazione fatta in precedenza.
Posto

[UHQ = sup M

zyen T —y|
TFy

)

risulta che [u], o ¢ una seminorma in C%7 (). Mentre

[ully.0 = lulloon + [uly.0
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¢ una norma in C'%7(0Q).

Inoltre

k

lullkqre = sup. [1D%ul[o,2 + [U]k,y,0 (4.4)
j=0 lel=i

¢ una norma in C*7(Q).

Teorema 4.1.1 C*7(Q) ¢ uno spazio di Banach con la norma (4.4).

Esercizio 4.1.1 Dimostrare che se u, v € C%7(Q) allora u-v € C*7 () e vale la maggiorazione
[u-v]y0 <l olv]y.o + [[v]co.aluly 0

Esercizio 4.1.2 Se u é definita su di un aperto connesso Q e [uly.q < 00, cony > 1 allora u é costante in
Q.

Esercizio 4.1.3 Sia Q aperto convesso e Q1 C Q. Dimostrare che se u € C*7Y(Q) e uw =0 in Q\ Q allora

[ulky.0 = [Ulkqy.00-
La tesi € falsa se Q2 non é convesso. Esempio:
Q=(-1,1)\{0} e =(-1,0), u=1su (0,1), u=0 su (-1, 0).

Esercizio 4.1.4 Siano Q; e Qs, aperti di R™ limitati. Sia ® : Q3 — Qo un omeomorfismo di classe C1(Qy).
Se u e C%7(Qy) allora uo ® € C%7(Qy).

Esercizio 4.1.5 L’immersione di C*7(Q) in C*(Q), v € (0,1] é continua e compatta.
La continuitd ¢ ovvia. La compattezza deriva dal teorema di Ascoli-Arzelda.
Esercizio 4.1.6 L’immersione di C*7(Q) in C*#(Q), con 0 < B <y <1, é continua e compatta.

Osservazione 4.1.4 Se () ¢ limitato, ¢ noto (teorema di Weierstrass) che C°(Q2) ¢ separabile. Se Q non é
limitato non ¢ detto che C°(Q) sia separabile. Analogamente C*(Q) ¢é separabile se Q0 ¢é limitato.
Invece C*7(2) non & separabile. Si dimostra anche (teorema di Ciesielski) che questo spazio ¢ isomorfo
al®.
Ricordiamo infine che se uno spazio di Banach é separabile allora la sfera é debolmente compatta per

SUCCESSTLONA.

4.2 Gl spazi di Morrey

Sia Q aperto limitato di R™ e sia § il suo diametro(*). Poniamo
Q(x, p) = Bz, p) N Q.

Diremo che Q & di tipo A se esiste una costante positiva A tale che per ogni € Q e per ogni p € (0,) si
ha(?)
[z, p)| = Ap™.

Un aperto di tipo A non ha cuspidi sulla frontiera, ad esempio Q = {(z,y) eR?>: 0 <2 < 1,0 <y < 2%}
non ¢ di tipo A, qualunque sia A > 0, (perche in (0,0) ¢’® una cuspide). Mentre un cubo di R™ & di tipo A.

Sappiamo che una conseguenza del teorema sull’assoluta continuitd dell’integrale ¢ quella che 'integrale
tende a zero quando la misura del dominio di integrazione tende a zero. Una classificazione dell’ordine di
infinitesimo consente di individuare in LP alcune interessanti famiglie di spazi funzionali. Vediamo la prima
di queste.

16 = diamQ = sup{||lz —y|| : =, y € Q}
2Poniamo: |Q(z, p)| =misura di Q(z, p)
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Definizione 4.2.1 (Spazi di Morrey) Definiamo LP*(Q) 1 < p < 400, A > 0, il sottoinsieme di LP(S2) delle
funzioni u per le quali risulta

1
Julpney = w0 = [ )l dy < +oo. (15
02%25 P JaG.p)

LP(Q) & uno spazio di Banach con la norma (4.9). E evidente che si tratta di una norma. Vediamo la
completezza dello spazio. Sia {tm, }men una successione di Cauchy in LP*(Q2) Osserviamo che

[ 1n5) = )y < Pl = v r

Quindi {um men una successione di Cauchy in LP(Q). Sia u € LP(2) tale che u,, tende a u in LP(Q).
Verifichiamo che

(i) u € LP(Q).
(ii) um, tende a u in LPA(Q).
Verifichiamo (i)

Per ogni z € Q e p € (0,9), e per ogni m € N, risulta

1

= umW)IP dy < [umll7,0 ) < C
p/\ /Q(x,p) Lo (@)

perche essendo la successione di Cauchy in LP*(Q) & limitata in questo spazio
y

(passando al limite)
1

— u(y)lP dy <C.
> /Q(I’p) (v)|

Verifichiamo (ii). Per ogni € > 0 esiste m,. tale che per ogni m, k > m., per ogni = € ), per ogni p € (0, d]

1

L / i (9) — u()? dy <.
p Q(z,p)

Passando al limite per k che tende a +oc:

1

- [t (y) —uy)? dy <e,
P /Q(w,m (

da cui la tesi.
Esaminiamo alcune proprietd degli spazi di Morrey.

(1) LPO(Q) & isomorfo a LP(Q);
(2) LP™(Q) & isomorfo a L (Q);
(3) se A > n allora LPA(Q2) = {0};

)\fng,uf

p q

(4) sel<p<g<+4oe " allora

LEH(Q) € LPA(Q).
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(1) & ovvia. La proprietd (3) segue banalmente dal fatto che nei punti di Lebesgue la funzione é nulla in
quanto in essi, dato che A\ > n risulta

: : A—n
u(z) = lim ”/Q(x,p)U(y) dy < plggler [l Eox ) = O-

La (4) si dimostra mediante la diseguaglianza di Holder:
Per ogni z € Qe p € (0, 0)

g a=p pen 1
[l dy < [ [ dy] e, )| 5" < Cp" T [ [l dy] <
Q(z,p) Q(z,p) P JQ(z,p)

P
q

Qs

Qs

pn 1
< Cpt TP [M/Q( ) dy
z,p

PN
S CoTTPI AN [pu /g(m Ju(y)|? dy] < CpMlull g -

E possibile dare degli esempi che dimostrino che le inclusioni sono proprie.

La dimostrazione di (2) richiede una nota proprietd dell’integrale di Lebesgue che richiamiamo brevemente.
Se u & una funzione misurabile su e o un numero reale non negativo, poniamo S(u,0) = {z : = € Q,|u(z)| >
c}. Dalla teoria della misura sappiamo che poiché w & misurabile anche S(u,o) & misurabile. Inoltre se
u € LP(Q), 1 < p < +oo allora la funzione 0 — 0P~ 1|S(u, 0)| ¢ sommabile sull'intervallo [0, +00) e vale

—+o0
/ lu(z)|P dx :p/ o?71|S(u,0)|do.
Q 0

Proviamo (2). L’inclusione L*°(Q) C LP"() & ovvia. Supponiamo, per assurdo L>(Q2) C LP"(Q).
Consideriamo la maggiorazione

1 1
w(z)P = lim — u(y)lP dy < sup — u(y)|? dy, 4.6
[ul=)| p=0+ 0" Jo(z,p) R dy < O<p25 P Ja(w,p) " dy (0

che & valida per tutti i punti appartenenti all’insieme di Lebesgue (£(u,2)) di v in . Siau € LP"(Q)\ L (),
allora ||ullcc,o = +00. Di conseguenza, per ogni t > 0, |S(u,t)| > 0, da cuil Vz € L(u,Q) N S(u,t) risulta
|u(z)|P > t. Ne segue, tenuto conto di (4.6), che per ogni ¢ > 0 esiste z € Q tale che

1

sup

lu(y)? dy >t
0<p<6 P" Ja(a,p)

OVVero ||u\|’2p,n(m = 400. In questo modo abbiamo provato che 'applicazione identita I : L*°(Q) — LP"(Q)

& surgettiva ed anche continua. Mediante il teorema dell’immagine aperta di Banach otteniamo che & un
isomorfismo.

4.3 Gli spazi di Campanato

Poniamo .
Uz p = 757 7 u(y) dy
*= 10 o, "V

dove x € Qe p € (0,4].

Definizione 4.3.1 (Spazi di Campanato) Indichiamo con LPN(Q) 1 < p < 400, X > 0, il sottoinsieme di
LP(Q) delle funzioni u per le quali risulta

1
Worry = 50 o [ fuly) = syl dy < b (4.7)
zeQ  P7 JQ(z,p)
0<p<o
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E evidente che £P2(Q) & un sotto spazio vettoriale di LP(€2). Osserviamo che [u]”.,. A() © una seminorma.
Infatti la proprieta di positivitd, la diseguaglianza triangolare e ’omogeneitd sono verificate. Mentre non vale
in generale che: [u]ip)x(ﬂ) = 0 implica u = 0 su . Perché se [u]ipvk(g) =0allora 5% [, [u(y) — ualP dy =0
da cui u(z) = uq q. 0. in Q.

Possiamo invece introdurre su £P*(Q) la seguente norma

ullpr = [uzrr) + lullLeo)- (4.8)
Con questa norma £P*(f)) & uno spazio di Banach. La dimostrazione & analoga a quella vista nel caso
degli spazi di Morrey.
Lo spazio £P*(£2) si pu6 caratterizzare anche in altri modi. Uno di questi ¢ il seguente

Proposizione 4.3.1 Una funzione u € LP*(Q) se e solo se u € LP(2) e

< +o0. (4.9)

1
Nl zony = sup | = inf/ u(y) = e’ dy
() 02%25 p>‘ ceR Q(z,p)

Dimostrazione.

E evidente che se u € £P*(Q) allora(?)
Hulllpx < [ulp.a < o0

Viceversa, sia u € LP(Q) e |||lul/|p,» < +oo. Allora per ogni = € e per ogni p € (0,6] valgono le seguenti
maggiorazioni

/ u(y) — g 7 dy <20 [ / fuly) — e dy + / gy — cf? dy] -
Q(z,p) Q(z,p) Q(z,p)

_ op—1 u — c|? T 1-p ” . 110
=9 sz,m' (y) — ¢ dy + [z, p)] /Q(w)[ (y) — d dy ]< (4.10)

< 2P / lu(y) — ¢? dy.
Q(z,p)

Da cui
[ulpx < 2[[|ulllpn < +oo.

Da queste osservazioni deduciamo che in u € £P*(£2) sono equivalenti le seguenti norme

-l + 0 don el 10 (s

Negli spazi di Campanato vale una proprieta di inclusione analoga a quella vista negli spazi di Morrey
che si dimostra nello stesso modo.

A—n -n
Proposizione 4.3.2 Siano 1 <p<qg <400, —— < L, allora
p

LTH(Q) C LPANQ).

Per gli spazi di Campanato si possono provare le seguenti proprieta.

38e non c’e pericolo di confusione indicheremo le seminorme negli spazi £P**(Q2) semplicemente con ||| - |[[p.x € []p,-
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Teorema 4.3.1 Sia Q2 C R™ aperto limitato di tipo A,
(i) se 0 <\ < n allora LPA(Q) ¢é isomorfo a LPA(Q);
A—n

(ii) sen < XA <n+p allora LPA(Q) ¢ isomorfo a C*%(Q) con o = . ;

(iii) se A > n+ p allora u é costante su ogni componente connessa di €.

La proprieta (ii) ¢ stata provata da Campanato in [2], ma si pué trovare la dimostrazione anche in [3].

Mentre (iii) segue banalmente da questa (vedi esercizio 4.1.2).

Dimostriamo (i) seguendo la dimostrazione esposta in [1] (cap. I), piti semplice della prima esposta in [2]

o in [3].

E evidente l'inclusione LPA () C £PA(Q); infatti se u € LPA(Q) allora per le maggiorazioni viste nella

dimostrazione della Proposizione (4.3.1)

[ulpx < 2f[Julllp,n < 2lullLra @)

Per dimostrare I'inclusione contraria utilizziamo il seguente Lemma algebrico che ci sara utile anche

nel seguito nelle dimostrazioni della regolarita delle soluzioni dei problemi ellittici.

Lemma 4.3.1 (Lemma algebrico)

Siano @ e O funzioni non negative definite su (0,d], ® non decrescente, e siano A, «, B costanti positive

con B < a.. Supponiamo che ¥Vt € (0,1) e Vo € (0,d)
o(to) < At%p(o) + 0 ®(0)

allora per ogni e € (0, — 3], per ogni t € (0,1), per ogni o € (0,d]

p(to) < At *p(0) + K (A)(to) (o)

dove e
1+8<
(«—B)

K@) =—"15_"_
© 1+ = ¢

Per la dimostrazione vedi [1].

Sia £PA(€2), allora

/ lu(y)|P dy < 2P~ {/ [u(y) = teo|” dy + IQ(MU)Ilumx,a)lp} <
Q(z,to) Q(z,0)

< or-t { / [u(y) — uz,0" dy + c(p,n)t" / IU(y)Ipdy}
Q(z,0) Q(z,0)

Da cui

[ Py e [ uwPy + @),
Q(z,to)

Q(z,0)

Applichiamo il lemma algebrico con ¢(o) = fQ(w o) lu(y)|Pdy, e =n— X, 0 =6, p = to ottenendo

/Q@,p) [u(w)l” dy < p* e(p;m) {W [ ey + [u}z,x} .
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Quindi u € LA ().

Notiamo che £P™(€2) & uno spazio limite che contiene strettamente L>°(£2). Ad esempio la funzione
u(t) = logt, 0 < t < 1, che ovviamente non ¢ limitata su (0, 1), appartiene allo spazio £P:1(0,1), per ogni
p > 1. Nel paragrafo successivo vedremo alcune propriete dello spazio limite £P"(2).

Dimostriamo la seguente generalizzazione della maggiorazione di tipo Poincaré.

Teorema 4.3.2 Sia Q C R", un aperto connesso e limitato con frontiera Q2 € C%'. Esiste una costante
positiva c¢(p,n, ) tale che per ogni uw € H¥P (), 1 < p < +o0, risulti

/Q lu(z) —ug|P dz < c(p,n, Q)|u\1{’p,9 (4.13)

Dimostrazione.

Non ¢ restrittivo dimostrare il teorema per funzioni a media nulla su Q.
Se la tesi fosse falsa esisterebbe una successione {um, }men C HVP(2) tale che

Um,Q = 0
tmllLr () =1
(4.14)
il p < —
T m

Poiche {t,, }men € limitata in HYP(Q) per il teorema di Rellich esiste una sottosuccessione convergente
in L?(Q) ad una funzione u. Da (4.14) segue

lull ey = 1. (4.15)

o —+
Poiche |um|1,p.0 25220, da

/ um (z) Dip(z) dx i / u(z) Dip(x) de, Vo e C3°(Q), i=1,---,n,
Q Q

si ottiene che D;u = 0 su Q. Essendo (2 connesso, da questo segue che u e costante in 2. Poiche u,, o =0
anche ug = 0, quindi v = 0 su 2. Assurdo perché contraddice (4.15).

1l seguente teorema permette di precisare la dipendenza dalla grandezza di 2 nel caso in cui Q = B(zo, r).

Teorema 4.3.3 Fissato xo € R", esiste una costante positiva c(p,n) tale che per ogni u € HP(B(xq,7)),
1 <p < 400, risulti

/B(mo " |u(x) — ugy r|P dz < c(p,n)r? \u|§’7p73($0,7,). (4.16)

Dimostrazione.

Possiamo supporre o = 0. Procediamo mediante un’omotetia considerando la funzione v(y) = u(ry), con
y € B(0,1). Ovviamente v € HP(B(0,1)). Applichiamo a v la maggiorazione (4.13)

[ o) = vsion P dy < om0y (017)
B(0,1)

Tenuto conto che
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1 1 1
won =g [ wwar= oo [ ey = o5 [ ) e = s

y4
/ D)l dy = / Dty = = [ |Dau(x)P de,
B(0,1) r

B(0,1) B(0,r)

possiamo scrivere

1
/ lv(y) — UB(0,1)|p dy = / lu(ry) — uB(O,T')|p dy = - lu(x) — uB(0,7')|p dx,
B(0,1) B(0,1) " JB(o,r)

da cui la tesi.

Il seguente teorema permette di stabilire un legame tra gli spazi di Morrey-Campanato e gli spazi di
Sobolev.

Teorema 4.3.4 Sia Q@ C R" aperto connesso e limitato, con 9Q € C®'. Se w € H'P(Q) e Dyu € LP* (),
0<A<n,i=1,---,n, allora u € LPP(Q) e vale

[Wlprsp < c(n,p, A)D | Dite]| por - (4.18)
=1

In particolare se A +p < n allora

lull ooy < e(np, AN | D I Diull ooy + lull ooy | - (4.19)
i=1
Sel+p>ney=1-— D=2 Gliora
[u]co ) < e(n,p, A) D | Diull Lo (q)- (4.20)
i=1

Dimostrazione.

Fissati g € 2 e 0 < o < 6, per il Teorema 4.3.3

/Q B e O B U R e Wi L e (4.21)
0,0 i=1

Le maggiorazioni (4.19) e (4.20) seguono rispettivamente da (i) e da (ii) del Teorema 4.3.1.

4.4 Gli spazi BMO.

Sia Q¢ un cubo n—dimensionale di R".

Definizione 4.4.1 Diremo che una funzione u € L*(Qq) appartiene allo spazio BMO(Qo) (Bounded Mean
Oscillation) se

[ulBpo = supé/@ lu(x) —ug|dr < +o0 (4.22)

dove l’estremo superiore ¢ fatto al variare dei cubi n—dimensionali Q C Qg con lati paralleli o quelli di Q.
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E evidente che BMO(Qq) coincide con £7(Qq). Infatti basta osservare che nella definizione degli spazi
di Campanato ¢ possibile sostituire le sfere B(z, p) con i cubi Q(z, p) = {y : sup,_; ., lyi — =i < p}. Quindi
considerare anziche Q(z,p) = B(x,p) N Q gli insiemi Q(z,p) = Q(x,p) N2, si ottiene lo stesso spazio di
Banach munito di una norma equivalente a quella vista.

Data u € L'(Qy), per ogni o > 0 e per ogni cubo n—dimensionale QQ C Qq, con spigoli paralleli a quelli
di Qp, poniamo

S(e,Q)={z: z€Q, |lu(z) —ug| > o}

Definizione 4.4.2 Diremo che la funzione appartiene a Ey(Qo) (spazio di John e Nirenberg) se esistono due
costanti positive H 3 tali che per ogni o > 0 e per ogni cubo n—dimensionale QQ C Qg

S(0, Q) < He™?7|Q). (4.23)

Si vede facilmente che se u € E(Qp) allora u € LP(Qg), per ogni p > 1. Infatti da (4.23)

“+o0
/ lu(z) — ugl? dz =p / o7 IS(0, Q)| do <
Q 0
(4.24)

“+o0 H —+o00 H 1
< |Q\Hp/ oP e P do = |Q|@p/ oP e % do = |Q|§/ |log t[P~* dt.
0 0 0
H
[upan = eP) 55

Piti complicata risulta la dimostrazione del viceversa; cioe se LP™(Qq), p > 1, allora u € £ (Qyp) e per
ogni cubo n—dimensionale @ C Qg vale

(0, Q)| < He™ Tn

Ql,
dove H e « sono costanti positive che dipendono solo da n. Per la dimostrazione si pué vedere in [3].
Vale quindi
Teorema 4.4.1 Condizione necessaria e sufficiente perché u € LP™(Qg), p > 1, & che u € Ey(Qo).
Infine una conseguenza interessante ¢ data dal seguente teorema
Teorema 4.4.2 Gli spazi di Banach LP™(Qq), p > 1, sono tra di loro equivalenti e per ogni coppia di valori
p, q, con 1 < p<gq, si ha la maggiorazione

«

1 1 uq,ng up,né Ulg,n,
ey e < [ <1

dove I'(g+ 1) = fol |log t|? dt &, come & noto, la funzione gamma di Eulero.

Osservazione 4.4.1 E possibile estendere ad aperti che non siano cubi la definizione degli spazi BMO e
le relative proprieta. Se 1 sia una funzione lipschitziana, allora se u € BMO si ha che ¢(u) € BMO. Di
consequenza se u € BMO allora |u| € BMO. Quindi se Q = ¥(Qq), con ¢ e =t lipschitziane, allora
BMO(Q) e LY™(Q) sono isomorfi.
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Capitolo 5

Regolarita all’interno negli spazi di
Morrey e di Campanato

5.1 Una maggiorazione di Caccioppoli

Dimostriamo la seguente maggiorazione di tipo di Caccioppoli.

Lemma 5.1.1 Siano {a;;(z)}; j=1.... »n una matrice uniformemente ellittica sulla palla B, cona;; € L>(B,),
peri,j=1,---,n, eu € H(B,) una soluzione debole dell’equazione

> Di(ay(x) Dju(x)) = ZDifi(ﬂﬁ)’ (5.1)

ij=1
con fi € L*(B,), i = 1,--+ ,n. Allora esiste una costante c(v) > 0 tale che per ogni p € (0,7) e per ogni
scelta di numeri reali s, s1, -+, Sn

T

;/Bp |Diu(z)|* dz < c(v) [(r_p)Q/B lu(z) — s|* dx + ;/BT |fi(z) — s dx} (5.2)

Dimostrazione.

Scriviamo 'equazione (5.1) nella forma integrale

Z / aij(@) D;lu(x) — 5] Dyl dm—z / fi@) - s Dipla) de, Vi € HY(B,).  (5.3)

Consideriamo una funzione smussante § € C5°(B,) tale che
c
0<0<1,0=1suB, |D;f| < ,i=1,---,n
r—

Scegliamo in (5.3) una funzione test del tipo ¢ = 02[u — s] ottenendo
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Da cui

3= [ Dy 06ute) 1) D)~ o)) b = 3 [ s (lule) = D,060) D) o+
1,5=1 i,5=1 (5.5)

+Z/ [fi(x) = s:] 0(2) Dif0(x)[u(z) — 5]} + [fi(x) — 5:]0(z)[u(z) — s]D:0(x) dz,

Passando ai moduli, maggiorando e preso € > 0:

2
— sNM2 dx Ca__ic w(z) — s]? dx
v [ @) - s < clog) o [ ) -t

i=1n

iy > ] e = s + >3 [ 1D@)ut) = s do+ (56)

gy @ = 153 [ () - e

r

Prendendo ¢ sufficientemente piccolo otteniamo la tesi.

5.2 Maggiorazioni fondamentali all’interno per I’equazione con coef-
ficienti costanti.

Lemma 5.2.1 Sia {a;;}; j=1,.. », matrice ellittica costante. Sia u € C*°(B,) soluzione di
n
Z aijDiju(x) =0, x€B,.
ij=1

Esiste una costante positiva c(v) tale che per ogni p € (0,7]

/B lu(z)|* dz < c(v,n) (g) /B lu(z)|* d. (5.7)

P r

Dimostrazione.

Nella maggiorazione di Caccioppoli (5.2) prendiamo s = s; = f; =0, ¢ = 1,--- , n, ottenendo per ogni

€ (0,7)

Z;/B \Dsu(@)? de < c(v) (r_lg)z/B lu(z) 2 da. (5.8)

Osserviamo che, poiche i coefficienti sono costanti, D™u risolve ’equazione, qualunque sia il multi indice
o, infatti D*u € C*°(B,) e

D~ Z aijDiju(zx Z aijDijDu(z) =0, € B,.
4,j=1 i,j=1

Quindi se k € N e k > 1, applichiamo k—volte la (5.8) con § < o1 <oy <---<op_1 <7
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> Z/ |DiDu( Ide_(Ulif Z/ |Du(z)[? dw <

al=k—1i=1 2 al<k—1
la lal< (5.9)

<< c(l/,r)/B lu(z)|* da.

r

D’altra parte, per il teorema di immersione di Sobolev(!) prendendo k > 5 risulta
[ulloo, By < cln,r)[ullmrzsy)-

Da questa mediante (5.9)

Jull .y < cln27) [ Ju(o)? da.
2

B,

Tenuto conto di queste maggiorazioni possiamo ottenere, per ogni p € (0, %], la seguente

/ lu(2)|* dz < c(n,v, T)p”/ lu(z)|? de. (5.10)

BP B’V‘

Si tratta ora di stabilire la dipendenza di ¢(n,v,r) da r. Per questo operiamo un’omotetia nel modo che

segue.
Se s > 0, allora la funzione v(z) = u(sx) appartiene a C>(Bx) ed & soluzione sulla palla B= dell’equazione
ZZ]‘:1 a;;Di;v(x) = 0. Se prendiamo s = r allora da (5.10) applicata a v segue per ogni pE (0, 5)

/Bf; (@) dz < e(v,n) (g) /B o(z)|? dz. (5.11)

Negli integrali effettuiamo il cambio di variabile: y = rz, ottenendo per ogni p € (0, 5], la maggiorazione

[y < et (£)" [t an (5.12)

P

Completiamo la dimostrazione osservando che se 5§ < p < r allora

/B lu(2)[? da g/B ju(a) P = ()" <;)n/B ()2 dr < 27 (g)"/B ()2 da. (5.13)

P r T T

Come abbiamo osservato sopra D%u risolve I’equazione e quindi verifica le ipotesi del lemma che abbiamo
dimostrato, di conseguenza vale il seguente

Corollario 5.2.1 Se u verifica le ipotesi del Lemma 5.2.1 allora per ogni p € (0,7] e per ogni a € N™ wvale

/BP ID%u(z)|? dz < c(v,n) (5) /B |D°u(z)|? da. (5.14)

1Se Q ha la proprieta del cono e k > % allora HRP(Q) C CO(Q) e

sup lu(z)| < CZ(S |U|j!pr,
Jj=0

dove c ¢ stabile per omotetia.
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Lemma 5.2.2 Sia {a;j}; j=1,.. n matrice ellittica costante. Sia u € C*°(B,) soluzione di

Z aijDiju(x) =0, x¢€ B,.

ij=1
FEsiste una costante positiva c(v) tale che per ogni p € (0,7] e per ogni s € R
2 P\ 2
/ [u(2) —up,  d < c(v.n) (2) / lu(z) — 5|2 dz. (5.15)
B, r "
Dimostrazione

Per ogni s € R, la funzione u — s verifica le ipotesi del Lemma 5.1.1, in particolare possiamo procedere
come nella maggiorazione (5.9) ottenendo

[|uw— S||Hk,2(B£) < (v, r,k)/ |u(z) — 5|2 dx, (5.16)
2 B,

applichiamo il teorema di immersione di Sobolev prendendo k > 4 + 1

Zsup|Diu|2 < ¢(n,7)||lu— S”Hk,Z(B%) < ¢(n,v, r)/ lu(x) — s|? da. (5.17)
i=1 5% B

Sia p € (0, 5]. Per ogni z € B, risulta

n
lu(z) — u(0)|* < ¢(n)p? Zsup |Djul?,
i=1 B3

da cui tenuto conto di (5.17)(?)

J

La dipendenza della costante c(n,v,r) da r viene precisata nello stesso modo della dimostrazione del
Lemma 5.2.1 come pure la maggiorazione per p € (3, r].

|u(z) — qu|2 dr < /

wx) —uw(0)|?dx < e(n,v,r)p"t? w(x) — s|? du.
[ @) —uO)de < elnr)p [ )~ s d

0 B,

Corollario 5.2.2 Nelle ipotesi del Lemma 5.2.2, per ogni p € (0,7], per ogni a« € N™ e per ogni s € R vale

/B |D*u(z) — {Du}p,|? dz < c(v,n) (g)"+2 /B \D%u(z) — 5| da. (5.18)

P

5.3 Maggiorazioni fondamentali all’interno per I’equazione con coef-
ficienti continui

Sia u € H?(B,) soluzione debole dell’equazione

Au= 3" Difasy () Dyula)] = 3 D (5.19)

ij=1

28i vede facilmente che

/ lu(z) — uq|?de = inf/ lu(z) — ¢|? d.
Q ceR Jo
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con f; € L*(B,), a;; € C°(B,) con la matrice {a;j}; j—1,... » uniformemente ellittica su B, con costante
v. Poniamo

Wwi(r) = sup sup |a;;(z) — aij(0)|2
ij=l.m 2B,

n

Agu = Z a;j(0)Diju(x)

ij=1

Lemma 5.3.1 Nelle ipotesi sui dati formulate sopra esiste una costante c(v) > 0 tale che per ogni p € (0,7]

Xn:/B |D;u(z))? dz < c(v) { [(g)n —&—w?(r)} z":/B |Diu(z)|? dz + Zn:/B | fi ()2 dsc}. (5.20)

Dimostrazione.

a (5.19) scritta in forma debole ricaviamo

Z / a;;(0)Dju(x) Dip(x) do = Z/ fi(z) +Z[aij(0) —a;j(z)|Dju(z) p Dip(x) de  (5.21)

Q=1 i=1 " Br j=1

in modo da applicare il cosiddetto artificio di Korn. Ovvero scomponiamo u nella somma u = v + w, dove v
e w risolvono rispettivamente i problemi

Agv =0 in B,
(5.22)
v(z) =u(x) in OB,

AowaD{fl )+ > lai;(0) — aij(x)] Dju(x)} in B,
j=1 (5.23)

w(z) =0 in 0B,

Osserviamo che le funzioni f;(x) + Z?:l[aij (0) — ai;j(z)]|Dju(z) appartengono a L?*(B,). 1 problemi
(5.22), (5.23) ammettono una ed una sola soluzione. In particolare, poiche v € H'2(B,) risolve (5.22), dove
i coefficienti sono costanti ed il secondo membro & nullo, quindi C*, per il Teorema 3.2.3 v € H*?(B,),
per ogni o € (0,r). Per il Teorema di immersione di Sobolev, v € C*°(B,). Possiamo quindi applicare il
Corollario 5.2.1, esiste quindi una costante c(v,n) > 0 tale che per ogni p € (0,0), con o € (5,7)

Z/ |D;v(x |2dx<c1/n Z/ D;v(z \dm<cun2” = Z/ |Div(z)|? do.  (5.24)

Questa maggiorazione vale per ogni p € (0,r) per Parbitrarieta di o.
Per quanto riguarda w vale la maggiorazione

;/B [ Diw(z)|” dr < C(V)Z/BT[Ifi(xﬂ + w?(r)|Diu(@)|?] d. (5.25)

=1

a (5.24), (5.25), segue per ogni p € (0,7]
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;/Bp |Diu(z)|" dz < 2 ;/B,, |Div(z))? dz + |Dyw(z)|? de <
%HZ/B IDivla)lde + C(”>Z/B [1£:(2)? + & (r)| Dyu(z) 2] da

Da cui, essendo v = u — w, otteniamo

Z/ |Dsu(z)?dz < c(v,n) Z/ |Diu(z)|? dz + c(v,n) Z/ | Dsw(x)|? d +
B,

V)E/jgjlfi(@ﬁ +w?(r)| Dyu(@)’] do < (5.26)

< ec(v,n) {(g)n [1+ w?(r)] +w2(r)} Zn:/ |Dsu(z)|? dz + + c(v,n) [<£>n + 1} Zn:/ |fi(z)|? dx
i=1"Y Br i—1YBr

Da cui la tesi.

Lemma 5.3.2 Nelle stesse ipotesi del Lemma precedente, esiste una costante c(v,n) > 0 tale che per ogni
€ (0,7] e per ogni g, -+, an, B, , B € R vale

> [ bt {Du}B|2dx<c<vn{ "”Z/ IDiu(e) - A do +
i=1 P

(5.27)

+w2(r)Z;/BT |Diu(x)? do + Z;/BT |fi(x) — ozi|2dx}.

Dimostrazione.

Procediamo come nella dimostrazione del Lemma precedente scomponendo u nella somma v = v + w,
dove v risolve (5.22) e w risolve (5.23). Applichiamo a v il Corollario 5.2.2

n n+2
Z/ |Div(z) — {Div}p,|” dz < c(v,n) (= Z/ Div(z) — Bi|*dz, Bi € R,¥p e (0,7]. (5.28)
i=1 " Bp

Per w vale la maggiorazione

Z/B \Dyw(@)? do < c(u)Z/B‘Hfi(x) il + w20 Dyu(@)?] dz, a; € R, (5.29)

i=1

Da queste otteniamo per ogni p € (0,7]

3 / |Dyua) — {Diuyp, Pdz < 25 / IDiv(z) — (D}, de + |Diw(a) — {Diw} s, dr <
i=1"Bo i=1"B»

< n) (f)nﬂé/& |D;v(z) — {Div}p,|* dz + Z/ |Dw(x)]?] de <
< et (2)"5 [ o)~ i de 4 61D [ 1) - il + P OIDEP) b
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Da cui, essendo v = u — w, otteniamo

zn:/B |Diu(z) — {Di}3p|2d1‘ <
< c(v,n { "+ZZ/ |Dju(z) — Bi|* dw + {(f)”“ +1} aﬁ(mi/ V|Diu($)‘2dcﬂ—|— (5.30)
+ Zj:/BT[fi(a?) — oy dx } _

Da cui la tesi.

5.4 Regolarita delle derivate prime all’interno

Sia 2 aperto limitato di R™. Su Q consideriamo 1’equazione

ij=1
dove {a;;(x)}i j=1,.. n © una matrice uniformemente ellittica su € con costante di ellitticita v > 0.
Se B(xg,r) = {x : ||z — 0|l < r}, poniamo w?(xg,7) = sup sup |ai;(z) — aij(zo)|?.
4,3=1n B(zg,r)

Teorema 5.4.1 Sia u € HY2(Q) una soluzione debole dell’equazione (5.51). Supponiamo che a;; € C°(Q),
fi € L2MQ), con 0 < X < n. Allora u € HY>*(Qq) () per ogni aperto Qo C Q e vale la maggiorazione

Z ||Diu||%2=)\(§20) c(A, v, Q) {Z 1D UHLZ(Q) + Z 1fillZa. A(€) } (5.32)
=1

Dimostrazione.

Posto dg = dist (Q9,CR), sia B(xg,r) la palla di centro 2y € Qq e raggio r < %D. Dal Lemma 5.3.1, per
ogni p € (0,r] vale

n

P 2 A ~ 1 2
|Diu(x)? do < c(v) Z) + WP (o, / |D;u(x)|* dz + r —/ |fi(x)|?dx p <
;/Bm,p) [(T) Z B(zo,) ;” B(ro,r)

(5.33)
1)
< C(V){Kr) + w? (wo, 7 Z/B( )|DU |2d3C + T/\ZHfZHL2 A(Q) dﬂ?}
xo,T
Ponendo

Z/ IDiu(z)Pde, B =Y |fill2enq d
B(ajg, =1

la maggiorazione (5.33) si scrive nella forma

w(p) < [c (g)n + wz(r)} o(r) +rB. (5.34)

Siamo nelle condizioni di applicare il seguente Lemma algebrico

3Indichiamo con H1’2‘)‘(Qo) il sottospazio di H2(Qg) delle funzioni che hanno le derivate prime in £2‘)‘(Qo).
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Lemma 5.4.1 (Lemma algebrico)

Siano ¢ e w funzioni non negative definite su (0,d] e ¢, B, «, B costanti positive con B < a. Supponiamo
che

A ) =0
e che valga, ¥p € (0,7],
o(p) < [c (g)a + w2(r)} o(r) +r°B. (5.35)

allora per ogni e € (0, — f3), esiste d. € (0,d] tale che per ogni p € (0,7] per ogni r € (0, d.]

olp) < Kalas Be,e) (2)" o) + 0" Kala, B2, ) B. (5.36)

Per la dimostrazione vedi [1].

- A ]
Applichiamo questo Lemma a (5.34) con ¢ = HT Esiste allora d. < 50 tale che per ogni p € (0,r],
con 1 € (0, d]

n—e
elp) < Ki(nAe,o) (B) o) + p Kaln 2, 0)B.

quindi

n n

n+>\
Zé{gmﬂﬁm<m 2/ |Duﬁw+mMmemwx
Zo,pP (zo,r)

i=1

da cui segue per ogni x¢ € Q e per ogni p € (0,d.) e r = d.

1
7/ D@ do < I () Z/ [Diu(@)|* do + KQZMHL”(Q) dz,
B(zo,p) B(zq,r)

=1

se invece p > d.

1
Z—)\/ |Dsu(z)? do < () Z/ |Diu(x)]? de < - Z | D; uHLz(Q
P” JB(xo,p) B(zo,r) dz

da culi la tesi.

Osservazione 5.4.1 Se nel Teorema precedente supponiamo che f; € L>™ (), ovvero che f; € L>°()), non
si ottiene che D;u € L>"(Qy), ma soltanto che Dyu € L*>"~¢(Qy), per ogni ¢ € (0,n].

Consideriamo ora il caso in cui f; € £27(Q) dimostrando il seguente risultato.

Teorema 5.4.2 Siau € H%(Q) una soluzione debole dell’equazione (5.31). Supponiamo che a;; € C%%(Q),
€ (0,1], f; € L2™(). Allora v € HY2™(Qq) per ogni aperto Qg C Q e vale la maggiorazione

n

n n
D IDiullZe.n 0y < elaij, v, Qo) {Z 1Dsul 720y + IIfillizn(Q)-} (5.37)
i=1 i=1

i=1
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Dimostrazione.
Siano 6y = dist (Q0,CN) e Qo € Q1 C Q. Possiamo prendere Q; in modo che risulti

dist (Q,CQ1) = dist (Q1,CQ) = do

Applicando il Teorema 5.4.1, con A = n — 2a, e tenuto conto del fatto che £27(Q) C £2"2%(Q), con
immersione continua, otteniamo la maggiorazione

Z ||Diu||2,c2mf2a(szl) < c(o, v, () {Z?:l ||DiUH%2(Q) + i Hfi||2£2,n72a(g)}
=1 (5.38)

< cfay v, ) {0 IDsul3a ) + i 1FillZamey } -

Utilizziamo il Lemma 5.3.2 dove prendiamo 3; = {Dsu} g(zo,r), @ = {fi}B(xo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 190 € Qo e 0 < p <7 <3 % i ottiene

n+2
Z/ |Dju(x {Diu}B(mO,pﬂ2 dz < ¢(v) Z/ | Dju(x {Diu}B(x07T)|2d:c +
B(xo,p) B(zo,r)
(5.39)

| fi(2) = {fi} Blaor)|? dm} .

+w2(1;0,r)2/ |Diu(x)* do + Z/
i—1 Y B(zo,r)

B(zo,7)

possiamo maggiorare il secondo addendo al secondo membro nel modo che

Posto M = sup ‘aij|é0,a(§)7
ij

segue

| /\

w?(zg, Z/B( )|Du 2)|? d 2an2azrn 2a/ |Diju(z)|? do <
Zo,Tr :L‘(),T‘

S Mr™ Z?:l ||Diu||2£2,n—2a(91)~

(5.40)

Da (5.38), (5.39) e (5.40) segue per ogni x¢ € Q e per ogni coppia di valori p, r che soddisfa la relazione
)
O<p<r< 50

P n+2 n
/ |D;u(x) — {Diu}B(mO)p)F dz < ¢(v) (7) Z/ |Dju(x) — ~{Diu}]3(zw,)|2 dzr +
B(zo,p) B

i=1 r i=1 Y B(wo,r)

+c(a, v, Qo)r {ZHD 20 +Z||fz||c2 " (9) }

Ponendo

Z/ |D ’LL DiuB(m07p)|2d:c, B = C a, UV, Ql {Z|D U”Lz () +Z ||f1||£2 n Q)}
ZO;

(5.41)

— 1
per ogni xyp € ) e per ogni coppia di valori p, r che soddisfa la relazione 0 < p < r < 50 scriviamo la

maggiorazione (5.41) come segue



Applichiamo il Lemma algebrico 4.3.1 con ¢ =1

e(p) < c(v) (g)n+1 o(r) + p"B.

Tenuto conto della posizione fatta, riscriviamo la maggiorazione per r = %0

1 n n
Z pjé |D1u( {D U}B(aco p)| der < K1 < ) Z/ |D U ) {Diu}B(mm%O)P dr +
= (z0,p) (z0,%2

+ K (a, v, M, Qo) {Z IDiwl 720y + Y ||fi||2c2mr(9)} <
i=1 i=1
< Cla, v, M, Q0) { Sy I1Ditldaqy + i il oy | -

Nell’ultima maggiorazione abbiamo tenuto conto che

[, IDaute) = Dby, s Pdo < c@) [ D) da.
B(107TO) 2 B(

S
To,%)

D’altra parte per ogni zo € Q e p > % si ha

1 A 2n
— |D;ju(z) — {D; U}Q(‘LO ,,)| de <c— |Dlu(:1c)|2 dr <c 7/ |D1u(x)|2 dx,
P Q(zo,p) 6 Q(zo,p) 50 Q

da cui la tesi.

Teorema 5.4.3 Sia u € H“%(Q) una soluzione debole dell’equazione (5.31). Supponiamo che a;; € C*%(Q),
€ (0,1], f; € L2"2(Q). Allora u ha le derivate prime localmente limitate in Q e per ogni aperto Qo <
e vale la maggiorazione

Z IDiul?, c(aij, v, ) {Z | DiullZs )+Z 1 fill 22t - } (5.42)

Dimostrazione.

Siano dg = dist (Qo,CN) e Qo C 2 € Q. Possiamo prendere Q; in modo che risulti

do

dist (Q,C) = dist ((1,€9) = -

Applicando il Teorema 5.4.1, con A = n — «, otteniamo la maggiorazione

S Il o) < clasn D) {Z IDsulagy + 3 |fi||iz,wm>} . (5.43)
1=1

i=1 i=1

Utilizziamo il Lemma 5.3.2 dove prendiamo 3; = {Diu} g(zy,r), @ = {fi}B(xo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 19 € Qpe 0 < p <7 < 520 si ottiene
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n

n+2 9
E / |Diu(x) — {Diu} B(zo,p) | dx < c(v g / |Diu(x) — {Diu} pzo,ry|” dx +
— B0 B(zo,r)

+w? (xo, 7 Z/ |D;u(x |2da: + Z/ | fi(x {fi}B(w07r)|2 dx} <
TOT’ mgr

(5.44)
n+2 9
<c Z/( )|Du —{Disu} B(zo,m | dx +
B(zo,r

+ Myt Z HDiuH%Zn—a(Ql) + e Z [ £l |£2v"+°‘(9)}

i=1 i=1
Applicando il Lemma algebrico 5.4.1

n

Z[Diu]izwa(no) < c(v, ayy, QO){Z HDiu”zL?(sz) + Z ||fi||252m+a(9)7}
i=1 i=1

i=1

quindi Dyu € C%%(Qp), i = 1,--- , n, dalla maggiorazione seguente segue la tesi(*)

sup [ Djul? < efer, Qo) {IDsull3z ) + 1 Ditil20.5 ., b < ol ) {IDiullFaqayy + 1Dl vy }
Qo

Teorema 5.4.4 Siau € H“%(Q) una soluzione debole dell’equazione (5.31). Supponiamo che a;; € C%%(Q),
€ (0,1], f; € L2"H22(Q). Allora uw € HY?P(Qy), con B =n+2a, se 0 < a < 1, mentre f =n+2 — ¢, per
ogni e >0 se a =1, per ogni Qo C Q e vale la maggiorazione

> IDsul| 22,8 0y < €(asjs v, Qo) {Z 1Dl 20+ fi|%2,n+2a(sz)-} (5.45)
i=1 =1 i=1

Se a =1 allora la costante ¢ della maggiorazione tende a +co per B a n + 2.
Dimostrazione.
Siano &y = dist (Q0,CN) e Qy C Q1 C Q. Possiamo prendere Q; in modo che risulti

dist (Qo,CQy) = dist (Q1,CN) = 570_

Utilizziamo il Lemma 5.3.2 dove prendiamo Bi = {Diu} B(o.r)> @ = {fi}B(xo,r)- Scrivendo la maggiora-
zione per ogni 29 € Qp e 0 < p < r < % si ottiene

9 n+2 9
Z/ |Diu(x) — {Ditt} B(zo,p)|~ dr < c(v) Z/ |Diu(x) — {Dit} B(zo,r)|” dx +
B(wo,p) B(=zo,r)

|fZ {fi}B(mo,r)F dm}

B(zo,7)

+w2(x07r)2/ |Dju(x | dx + Z/
i=1 Y B(zo,r)

1Se w e C%P(Q),0< B <1ep>1,allora per ogni z, y € Q

lw(@)|? < 2P{|lw(z) — w(y)|” + |w(y)|P} < 2P {|||w|||CO 5(9)\ Y|P + |w(y)|z>} < c(diam Q)PP {H|wH|co ot ‘w(y)\f»},

Integrando rispetto a y su 2
p
w(@)? < e {Ilwllo5 g + 0170 }
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Procediamo come nella dimostrazione del Teorema precedente ed utilizziamo 1’inclusione
£2,n+2a(ﬂ) C £2,n+a(Q).

e la maggiorazione (5.42) del Teorema 5.4.3, quindi per ogni p, r tali che 0 < p <7 < 2 %, possiamo scrivere

n

p n+2 n
3 / IDiu(z) — { Dt} oy p|? dz < c(v) (7) 3 / |Dyu(z) — {Ditr} g | do +
B(xo,p) i=1 Y B(zo,r)

r
i=1

+w2(xO7T)Z/B( )|D iU\T dI + Z/ |fz {fi}B(mo,r)|2 dx} <
i=1 ZTo,T 10,7‘

n+2
§ C { Z/ |D u {DiU}B(woﬂ.)‘zd{Z}ﬁ*
B(xo,r)
(5.46)

i=1 i=1

+c(n, QO)MTZar" Z HD uHOO G 4 pnt2a Z |||fi|||£2,n+2a(g)} <

| /\

n+2
§j / Diu() — {Dsu} pagmy|? da +
B(zg,r)

+c(n, Qo, M)r™t2e [Z 1Dl 20 + > |||fi|||£2v"+2ﬂ(ﬂ)1
=1 i=1

La tesi si ottiene mediante il Lemma algebrico 5.4.1.

Riassumiamo in breve quanto ottenuto in questo paragrafo (si veda anche il Teorema di immersione 4.3.4).
Sia u € H?(Q) soluzione dell’equazione (uniformemente ellittica su Q)

> Diaij(x)Dju(w)) = ZDifi(l‘)

ij=1
Per ogni ¢ C Q valgono le inclusioni con le relative maggiorazioni

(1) Se f; € L*2Q), i = 1,---,n, con 0 < XA < n, a;; € C°Q), allora u € H>*(Qp), in particolare

u € L22T2(Qy), se poi A € (n —2,7n) allora u € C%7(Qp), con y =1 — %;

(2) Se fi € L2"(Q), i =1,--,n, a;; € CO*(Q), con 0 < a < 1 allora u € H»*"(y), in particolare se
u € L2"F2(Qy), allora u € CO1(Qp);

(3) Se fi € L2MQ),i=1,---,n,conn <\ < n, a; € CO¥Q), a = 252 allora u € H?P(Qy), (dove
B=Asen<A<n+2eB=n+2—c¢, perognie>0se\=n+2). In particolare D;u € C*(Qy),
i=1,---,n,se =\ mentre D;u € C%'=¢(Qg),i=1,--- ,n,se A\=n+2.
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Capitolo 6

Regolarita con coefficienti L

6.1 Il metodo di Campanato

Considero una matrice {a;;(z)}; j=1,... » uniformemente ellittica su €, con a;; € L*>(2). Poniamo

[ME

n

M= sgp Z a?j ()| ajj = W (parte simmetrica), a;; = w, (parte antisimmetrica).
ij=1
Quindi a;; = aj'j + a;;. Ovviamente
1 1
n 2 n 2
sup dolafP@)| <M, sup | > [apP(@)| <M,
i,j=1 6,5=1

mentre per ogni & = (&1, ,&,) € R”

n

Y af@)ag = Y a@)ag > viEl2,
ij=1

ij=1

perche
n

> aj@)&ig; =0,

ij=1
in particolare M > v.
Valgono i seguenti Lemmi.
Lemma 6.1.1 Per ogni & € R"
2
n n
S MG =D af@)g | < (M —v)?g)P
i=1 =1
Dimostrazione.
Considero la forma bilineare simmetrica
n n
A&m) =MD ni& = > afi(x)m&, & neR™
i=1 ij=1
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Questa ¢ positiva in quanto
A(€,€) > MEIl — M€l =0,

Vale quindi la diseguaglianza di Schwartz

A& )] < VA OV A7) < (M = v)lE]lnllnln-

sup [A(&;n)| < (m = v)|[E]]n-

lInll=1

Quindi

Posto AT = {a;}ij=1, n

sup |A(&,n)| = sup [(MLia— AT)En)n| = |(MLia — AT)E]|.
[Inll=1 [Inll=1

Da cui la tesi.

Lemma 6.1.2 Per ogni > 0 e per ogni & € R™
2

SO |uMg = ag@)g | < M1+ p?)|E)”.
i=1 j=1
Dimostrazione.
2 2
S uM& =D aj ()| = m2MPIER YD an& | —2mM Y &g =
i=1 j=1 i=1 |j=1 i,j=1

= MPYENE + D0 1D ag | < ML+ p?)|glP

i=1 | j=1
Utilizzando questi due Lemmi dimostriamo il seguente risultato.

Lemma 6.1.3 Per ogni > 0 e per ogni £ € R"

> M+ g Zaw M1+ /1 +p2) = v [i€)*

=1

Dimostrazione.

M1+ p)&; Zam =

s.
I Ms
I

'M:

@,
Il
_

Z% 2)& + Mpug; — Z%

Jj=1

n n n

S ME =D afi(2)g FOD [ Mpgi =Y ag ()¢
i=1 j=1 i=1 j=1

IN
IN

IN

(M = w)[IE]l + (M1 + p2)I€]l
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Sia  aperto limitato di R™. Su € consideriamo 1’equazione

Au = Z D;(a;;(x)Dju(z)) = 0, (6.1)

ij=1
e dimostriamo per la soluzione di questa una maggiorazione fondamentale.
Teorema 6.1.1 Sia u € H"2(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.1.1). Supponiamo che a;; € L>(Q),

allora esiste un € = (v, M) > 0 per ogni B(xg,r) C Q e ogni p € (0,r) vale la maggiorazione

n

Z/ |\ Dyu(x)2dz < (v, M) Z/ | Dyu(z)|dz. (6.2)
B(I(va) IO)

i=1

Dimostrazione.
Pongo v = v + w dove w risolve

M1+ p)Aw = M(1+ p)Au(z) — Au(z) in B(z,r)

w(z) =0 in 0B(xzg, 7).
Mentre v risolve
M1+ p)Av(z) =0, x € B(xg,r)
Per la maggiorazione (5.14) vale

n

Z/ |Div(x)? do < e(M, p,n) Z/ |Dv(z)|? de. (6.4)
B(Iop) CE(),

i=1

Mentre per w valgono le maggiorazioni

1 n
|Dsw(z)|?de < ———— / M1+ p)Dyu(z ai;( dzx <
Z/B(avo, [M(l +,u)]2 ; B(zo,r) Z !

(per il Lemma 6.1.3) (6.5)
M1+ 14 p2) v i
S 2 2 Z |Dtu(3")‘ dx
M (1 +M) i—1 Y B(zo,r)
Posto
K- [M(1+ 1+ p?) —v)?
a M?(1+ p)?
2_ 2
notiamo che K < 1 per u > T Tenuto conto quindi della maggiorazioni scritte sopra abbiamo che
v

n

Dyu(z)|?d Eg M, u,n) (2)? n/ D; d / D; Qd}2g
{Z/BW)| u(@) x} (M pm) (2) {g RNLCl x} {Z o IDw@)P

(M 1, n) (f)Z{Z/B(W) Diu |2dx}+ et (£)" 1] {Z/B(W) e |2da:}2 < 6

{Z/B(W) |Diu(x Ide} +K{c(M,u,n) (f)+1} {Z/ Dt Ide}é.
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2

d
Esiste d > 0 tale che K3 = K [C(M,,um) () +1
r

o(p) = {Z/B(mw) |Diu($)|2dx} ;

=1

<1

Posto

D=

otteniamo la tesi utilizzando il seguente Lemma algebrico.

Lemma 6.1.4 Sia ¢ una funzione non negativa e non decrescente su (0,d] e siano a > 0, Ky € (0,1),
A > 1. Supponiamo che per ogni p, r € (0,d], con p < r, valga

elo) <[4+ K (B)" + K ()

Allora per ogni p, v € (0,d], con p < r, risulta

elo) <€ (2)" o)

dove
o log[(1 + K1)t + K]
_O<t<1 Kl logt—logA
1—¢
C= e

Su ) consideriamo ora l’equazione

Au = Z Dj(a;j(x)Dju(x)) = ZDifi(w)a (6.7)
=1

i,j=1
dimostrando il seguente teorema.

Teorema 6.1.2 Sia u € H?(Q2) una soluzione debole dell’equazione (6.7). Supponiamo che a;j € L>(R),
fi € L**(Q), con X\ € [0,n¢), dove ¢ ¢ determinato nel Lemma precedente. Allora per ogni B(zo,7) C ) e
ogni p € (0,7) vale la maggiorazione

Z/B( IDatz) ) Pde < (v, M) ( { /|Du |2da:+2|fz||L“(Q)} (6.8)
xo,pP

Dimostrazione.
Procediamo come nella dimostrazione dei Teoremi di regolarita all’interno considerando v = w + v, dove
w risolve

Aw = Zlel in B(xg,7)
i=1 (6.9)

w(z) =0 in 0B(xo,T),

mentre v risolve
Av(z) =0, x € B(zg,r)
Per v vale la maggiorazione del Teorema 6.1.1

n

Z/ |Div(z)|*de < (v, M) MZ/ |D;v(z)|?dz. (6.10)
B(zo,p) (zo,m)

=1
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Per w vale invece
2/ \Dyw(@)]? de < c(v) Z/ (), da.
B(zo,r) (zo,r)

Da queste, procedendo come nelle dimostrazioni dei Teoremi di regolarita all’interno dove si applica il Lemma
algebrico 4.3.1 otteniamo la tesi.

6.2 Il metodo del tappa buchi

In questo paragrafo otteniamo un risultato analogo a quello ottenuto nel precedente seguendo una tecnica
diversa: in letteratura questa prende il nome di hole-filling technique. Il vantaggio di questo metodo
¢ quello di trattare contemporaneamente la regolarita all’interno e quella al bordo. Esso si basa su una
maggiorazione di Caccioppoli, leggermente diversa da quella che abbiamo esposto nel capitolo precedente, a
culi si arriva con una piccola variazione nella dimostrazione che abbiamo visto. Piu precisamente posto

Qxo,7) = QN B(xo, 1), Q(zo, 7, p) = QN [B(zo,7) \ B(zo,p)]
vale

Lemma 6.2.1 Siano {a;j(x)}ij=1,.. n una matrice uniformemente ellittica su Q con a;; € L*(2), per
i,j=1,---,n, eu € HYQ) una soluzione debole in Q dell’equazione

Z Di(aij(z)Dju(z)) = ZDifi(x)a (6.11)

i,j=1
con fi € L*(Q), i = 1,--- ,n. Allora esiste una costante c(v) > 0 tale che per ogni p € (0,r) e per ogni
g € ) vale
1
|Dsu(z)? de < c(v) 7/ (z)|? dz + / |fi(x)]? da. (6.12)
Z/ (z0,p) (7“ - p)2 Q(a:o,r,p) Z (zo,r !

dove 0 < r < dist (xg,00).

Dimostrazione.

Procediamo nello stesso modo che abbiamo visto per ottenere la maggiorazione di Caccioppoli 5.1.1.
Scriviamo Pequazione (6.11) nella forma integrale

Z /a” )Dju(z) Dip(x) doe = ;/in(:c) Dip(x) dx, Vo € Hi (). (6.13)

i,j=1

In particolare vale quindi per ogni ¢ € Hg(2(zg,7)), per questo consideriamo una funzione smussante 6 €
C§°(B(xg, 1)) tale che

0<6<1,6=1su B(zg,p), \D9|<

,t=1,---,n

Scegliamo in (6.13) una funzione test del tipo ¢ = 6%u ottenendo

”ZI/Q(IM) aij(z)Dju(x) 0(z)Di{u(z)0(z)} + a;j(x)Dju(z)Di0(x) 0(x)u(z) dz =

(6.14)
_Z/mxo, () Di{0(x)u(x)} + fi(z)0(x)u(x)Dib(x) da,
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Da cui

ZA 453 (2) Dy {B(x)u(x)} Di{u(x)d W—Z/ i3 () [u()]2 D;8(x) D) dix +

ij=1"@o,r) ij=17(wo,7)

(6.15)
+Z / (@) Di{f(z)u(x)} + fi(x)0(z)u(z)D;0(x) dx

930,7”)

Dato che 6 = 1 su B(zo, p), risulta che D;0 = 0 su B(xo, p), quindi

n n

S [ el D@ Do) de = Y [ @] D0 Do)

i,j=1 4,J=1

/ fi(x)8(x)u(z)D;0(x) do = / fi(x)0(x)u(z)D;0(x) du.
Q(zo,r)

Q(zo0,7m,p)

Tenuto conto di questo passando ai moduli, maggiorando e preso € > 0:

VEZ/?mTW{e (Hldvédmﬂw_pylkmwféwwx+

i=1n

+%2/%Jﬁ Pz + Z/ () dr + (6.16)

Q(zo,r)

&
+447/ Pde o+ 2 /
(T - p)2 Q(zg,r,p)[ Z Q(zo,r)

Prendendo ¢ sufficientemente piccolo otteniamo la tesi.
Da questo possiamo dedurre il seguente Teorema valido per le soluzioni che sono nulle al bordo.

Teorema 6.2.1 Siano {a;;(x)}ij=1,...n una matrice uniformemente ellittica su Q con a;; € L>(Q), per
i,j=1,---,n, eu € HY(Q) una soluzione debole in Q dell’equazione

> Dilas(@)Dyu(e)) = 37 Difito), (6.17)

ij=1
con f; € L?(Q), i = 1,--- ,n. Allora esiste una costante c¢(v) > 0 tale che per ogni p € (0,7) e per ogni
zo €  vale
Z/ |D;u(z)? do < c(v e Z/ |D;u(z)? do + Z/ |f; (@) dz.|  (6.18)
i—1 Y Q(z0,p) Q(z0,m,p) Q(zo,7)
Dimostrazione.

Consideriamo la funzione

_ U(J?) - {U}Q(wo,r,p)7 se o € Q’
U(l') = { U(I), se zo € 0. (619)

Ovviamente U risolve I’equazione (6.11), quindi per essa vale la maggiorazione (6.12). Applicando poi le
diseguaglianze di Poincaré otteniamo la tesi.
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Teorema 6.2.2 Sia u € H3’2(Q) una soluzione debole dell’equazione (6.7). Supponiamo che a;; € L>(§),
fi € L>X(Q), con X € [0,n). Allora esiste a € (0,1) tale che se A < a allora u € HY2*(Q), se A\ > a allora
u € HY2H(Q) con p € (0,a).

Dimostrazione. ,
Fissato zg € 2, a > 1, r € (0,dq) prendiamo p = — ed applichiamo la maggiorazione del Teorema 6.2.1:
a

Z/ |Du \2d1<C’ 22/

dove C = ¢(v). Aggiungiamo ad entrambi i membri il termine

22/ |Du )? dx

in modo da riempire il buco della ciambella dell’integrale al secondo membro.

|Du )|? dz + CZ/ |fj o)) dz.  (6.20)

woﬂ", a

}Z/ |D;u(x |2d:c<C 22/ |Diu(z)|? da +
Q(a:()v) IO;

(6.21)
+CZ / |f;(2)? da.
Q(zo0,7)
Da cui
n
|Dju(z)|? do < / |Dju(z)|* dx +
; /sz(mo,;') (a—1)2+Ca? Z Q(o,r)
(6.22)
Cla—1) )2
P GQZ/ ()P da
Q(zo,7)
Iterando il procedimento
|Diu(z)|? de < / |Du )|? dx +
Z /Q(I[) 2 ( - 1 + CG’Q Z Q(I(}
C (a—1)2 / )2
+ |f5(@)]” d <
(a— GQZ Q(z0,L) i
(6.23)

Ca2 2 n X
< |/ E Diu(x)|” dz +
[(al)”CaQ} i_l/ﬂm,r) w

Cla—1) )2 Cla—1) )2
+(a—1 —&-CaQZ/w i)l do + Ca® o= -i-C’aQQZ/w @) de.

Posto

Cla—1)? Ca?

M=r"pree M= oprce

possiamo scrivere (6.23) nel modo che segue
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Q(zo0,7)

Z/ \Dyu(a |2dx<M2QZ/ Dyu()|? dx + My (1 + M) Z/ (@) da.
Q(zo, 2) Q(zo,r)

Proseguendo nello stesso modo

Z/ | Dyu(x |2da:<M§Z/ \Diu(a)[2 dz + Mi(1+ My + M2) Z/ 1 ()2 da
1‘0, 3 l‘()g 107’

1— M}L-‘rl
| Dsu(x |2dx—|—M1( Z |fi(x)]? da.
Q(zo,r)

n
>/ Diu(@)]? dv < sz
i=1 Y Q0. 7557)

Q(zo0,r)

Osserviamo che per ogni p € (0,r) esiste h € N tale che

<p=
gz SP=

quindi

Z/ |Diu(x)|? doe < Z/ |Dsu(z)]? doz <
(zo,p Q(zo, h+1

h+1 )2 (1—M3™) - My )2
< M, / D;u(x)|* de + My ~———=—= / fi(@)|? dx.
Z | Diu(a)| =i, Z -t

Q(zo,r)
aa(h+2)
Dato che — < possiamo scrivere
pa

Mh+1 B C’a2 h+1 ﬁ - Ca2 h+1 aaa(h+2) _ Ca2+a h+1 aﬁ

2 l(a—1)2+Ca? p* = |(a—1)2+ Ca? P e T (a—1)2+ Ca2 Popar
Prendiamo « tale che

Ca*te (a—1)2
__ — 1 ossi = log |14+ ——=5—1.
(a—1)2+Ca? ossia loga ©8 { + Ca? ]

Si vede facilmente che a < 1 per ogni a > 1. Inoltre

0>
iC

Tenuto conto di quanto visto sopra risulta per ogni p € (0,7)

D;u(x dx<p / Diu(z)|” dx + / fi(x)]? dox =
;/ﬂ(w)mn ZQW| )2 1_M2ZQW)|J )

Z/ D) dr + 1 AZA @) de <
Q(zo,r) r

Q(zo,r)

()X [ 1Pk s 2 AZHLHL“
Q(zo,1)

Da cui applicando il Lemma algebrico 4.3.1 otteniamo che

se A < a allora u € H2(Q)
se A > « allora u € HY2#(Q) con p € (0, ).
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6.3 Il teorema di De Giorgi.

In questo paragrafo diamo una interessante dimostrazione del teorema di De Giorgi, diversa da quella classica
(o classiche) e relativamente recente, dovuta a P. Tilli (vedi [16]).

Siano {a;;(x)}i j=1,.. » una matrice uniformemente ellittica su 2 con a;; € L>*(Q), per 4,5 =1,--- ,n, e
u € H(Q) una soluzione debole in  dell’equazione

n

> Di(aij(x)Dju(x)) = 0, (6.24)

i,j=1

Teorema 6.3.1 (De Giorgi) Se uw € HY*(Q) ¢ una soluzione debole dell’equazione (6.24) allora esiste
a € (0,1) tale che u € C2(Q).

loc

La dimostrazione di questo Teorema segue dal seguente Lemma, dove poniamo

w(r,ze) = sup wu(zx)— inf u(z).
z€B(z0,r) z€B(xo,r)

Lemma 6.3.1 Nelle ipotesi esposte sopra se esiste o € (0,1) tale che per ogni xo € 2 e per ogni

r € (0, dist(xq,dN)) vale

w (gxo) < ow(2r, zp), (6.25)

allora esiste o« € (0,1) tale che u € CO¥(9).

loc
Dimostrazione (del Lemma)

Dall’ipotesi (6.25) deduciamo le seguenti diseguaglianze
r
w (i,xo) < ow(2r,xg)

w (%xo) < ow (gl“o) < 0’w(2r, z0) (6.26)

r
w (W’%) < o"Mlw(2r,20), heN.

Per ogni p € (0,7) sia h € N tale che

r r
9oht1 <P S Smi
Quindi
W(p, .’I}Q) S w (22,%1»350) S O'hUJ(27“, .’I}Q)-

Osserviamo che essendo

1 log (2 2
22h r log 7
1
posto @ = — % (quindi @ € (0, 1)) risulta

o
L
O’h — ehloga < e[log2+log Pla _ 9o (8) )
r

Quindi per ogni p € (0,7)

p (03
w (p,z0) < 2¢ <7) w(2r, xo),
r
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r
Da queste considerazioni segue banalmente la tesi in quanto per ogni z,y € B(xq, 5)

ute) — )] < (e —sl0) < () 2uter o

Si tratta ora di dimostrare che le soluzioni di un’equazione ellittica verificano l'ipotesi (6.25), ovvero
proviamo che

Lemma 6.3.2 Nelle ipotesi del Teorema 6.5.1 esiste 8 > 0 tale che per ogni xy € 2 e per ogni
r € (0, dist(zg,00)) vale

r 2—40
_ <2 7
w (2,z0) < w(2r, xg), (6.27)

Per dimostrare questo Lemma abbiamo bisogno del seguente Lemma di oscillazione

Lemma 6.3.3 (Lemma di oscillazione) Sia u € L°(By) N HY2(By) soluzione dell’equazione 6.24 sulla palla
By di centro l'origine e raggio 4. Se(*)

1
{u<0}NBif = §|Bl| (6.28)

allora(?)
suput < C|{u >0} N By|*suput. (6.29)
Bl B4

Come si vede nelle ipotesi del Lemma e richiesta la locale limitatezza della soluzione, per questo enunciamo
il seguente Teorema per la cui dimostrazione rimandiamo al capitolo 8 di [3].

Teorema 6.3.2 Sia Sia u € H*(Q) soluzione dell’equazione 6.24 su 2. allora per ogni zg € Q e r €
(0, dist(xg,00N)) risulta

2

1
sup |u| <C 7/ lu(x)|? da
B(z0.%) B(20,7) JB(o,r)

Dimostrazione del Lemma 6.5.2.

Per semplicita poniamo B(%,xo) = By e B(2r,29) = By. Non ¢ restrittivo supporre che ||ul|,5, = 1,
basta infatti dividere ’equazione per ||u||s,5,. Supponiamo quindi che

supu =1, inf=—1.
BF By

Inoltre pur di prendere —u al posto di w risulta che (6.28) & verificata, come pure questa diseguaglianza
rimane soddisfatta se prendiamo al posto di w la funzione u — 1 4 € con € € (0,1). Applicando il Lemma di
Oscillazione alla funzione u — 1 + € otteniamo

supp, (u—1+¢)" <C{(u—1+¢)>0}NBy|*supg, (u—1+e)t <e|{(u—1+¢) >0} N By,

da cui
u—1+e<sup(u—1+¢e)t <eCl{(u—1+¢)>0}NBsy|*
B,
quindi
supu < 1—e +eCl{(u—1+4+¢) >0} NBz|*. =1—e+eC|A1_¢|°, (6.30)

B1

ndichiamo con || la misura di €.
2Poniamo ut = max {u;0}.
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dove
Ay ={x: u(x) >t} N By
Stimiamo la misura |A;_.| per € piccolo. Osserviamo che la funzione u risolve 'equazione (6.24) in forma
debole, dove prendiamo come funzione test
02
1—w’

sp =
essendo 0 € C§°(By) la consueta funzione smussante che vale 1 su By. Quindi

D;u
Z/aw DuDJ1 = Z/a” %u)ggu

1,7=1

(6.31)
—1—2/(1” Du 929—0
i,j=1
Da questa per D'ellitticita
n
VZ/ |D; u|27)2 < 4]24:1/34 a;;(z)D; ulD HUQH <
(6.32)

<zzsup|am|[/ 02 (D;u)? T2 da:r[/&wjeﬁdx}

1314

Abbiamo provato che(®)

([ Vul*
<
/4(1u) dx < C.

Posto
w = max{—log(l —u);0}

osserviamo che

2 2
</ w(z) dm) < Cl/ lw(z)2dz < Cg/ |[Vwl|*dz < C3 Md < Cy.
B By Bs By (1 —u)?

Nelle maggiorazioni sopra ¢ stato possibile applicare la diseguaglianza di Poincaré perche l'ipotesi (6.28)
garantisce che w = 0 su di un sottoinsieme di By con misura positiva. Infatti la misura dell’insieme dove
—log(1 — u) < 0 & positiva perche dire che [{1 — u > 1}| > 0 equivale a dire che |{u < 0}| > 0 che vale per
(6.28). Possiamo quindi scrivere

1
C3 2/ w(z) de > / —log(l —u) dz > |A;_.|log —
B; Aie €

Da questa e da (6.30) ricaviamo che per € sufficientemente piccolo esiste una costante 6 > 0 tale che

supu <1-—6.
By
Tenuto conto del fatto che abbiamo preso supg, = 1 einfp, = —1, ponendo w(1) = w(§, zo) w(4) = w(2r, x0),
risulta w(4) = 2 ricaviamo
2-46
w(l)=supu — infu <1-60—-(-1)<2-0=—w(4).
B: B, 2

La dimostrazione del Lemma di oscillazione utilizza un’altra formulazione della diseguaglianza di Cac-
cioppoli.

n
3Poniamo Z IDiU|2 = HVUHQ
i=1
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Lemma 6.3.4 Sia u € HY2(BR) soluzione debole di (6.24). Allora per ogni k € R
[ Iva-mtPdr e [ 9kt byt e (6.33)
B, B,

per quasi ogni r € (0, R).
Dimostrazione.

Si procede come nelle dimostrazioni della maggiorazioni di Caccioppoli viste in precedenza prendendo,
questa volta, la funzione test ¢ = (u— k)T, essendo § € C*°(B,.). Procedendo con le consuete maggiorazioni
otteniamo

u/ 0|V (u—k)T|?dr < O/ (u — k)t |Vu||Vo|dx.
Br Br

Nell’integrale al secondo membro prendiamo come funzione smussante
r— |z
0(z) = 6-(x) = min {1; ||} ,
€

e facendo tendere € a zero, otteniamo la tesi.

Dimostrazione del Lemma di Oscillazione.
Sia

a(p) = /B IV (u— ko) [ (u— ko), p e (0,1), (6.34)

2-p

dove k > 0 verra scelto nel seguito. Si vede facilmente che g & assolutamente continua. Essendo poi

a(p) = /B IVt (u— kp)dz, p e (0,1),

2—p

derivando si ottiene

—9'(p) = a(p) + kb(p), dove per q.o. p € (0,1)

(6.35)
o) = [ 9=k koo, bp) = [ [T ko) da.
8327/, B2—p
Poniamo per semplicita
M, =supu™ (6.36)
By
quindi
PO < [ IV k) Pl [ (ke <
Ba—p Ba—p
n-z n
<M [V ke) Pds [ (- k)t <
2—p Ba_,
(utilizziamo la maggiorazione di Caccioppoli) (6.37)

<M alp) [ (ko)) <
Bzfp
(per le maggiorazioni di Sobolev e di Pqincaré)

n—1

< CM; " a(p) VB IV (u— kp)*ll] da.
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Quindi

62(p) < CM alp) [b(p)] 1.

Vogliamo ottenere una potenza di —g’(p) al secondo membro. A tale scopo utilizziamo la diseguaglianza di
Young

p1 b)4 2n — 1 2n — 1
ab§<g) 7+(€),doves>0,p: n , 9= n
e/ p q n—1 n

L < S0 ey = T ) < (L 1 ) ) < (“’) b kb<p>> o

Scegliendo € = k-1 e tenuto conto di (6.35), per q. 0. p € (0,1)

n
kn—1 2n—1

—= < [*g/(p)] R (6.38)
CMn=1

9°(p)
Essendo ¢(0) indipendente da k, osserviamo che scegliendo

1
n

k= CoM; ™ [g(0)]* = CoM, ™ / (IVutlu*dz) ™ | (6.39)
B>

dove Cp & una costante da scegliere abbastanza grande in modo che g(1) = 0. Infatti, se per assurdo fosse
g(1) =0, essendo ¢’ < 0, allora g(p) > 0 per ogni p € (0, 1), possiamo allora scrivere (6.38) come segue

k2nn—1 d 1
—= = d*[g(P)P"‘l-
M42'n,—1 4
Integrando su (0, 1)
1 1 k?nn—l
0<[g(D)]7"T <[g(0)]T — —=—
M42n—1 C

Tenendo conto di (6.39) abbiamo l’assurdo per una scelta di Cy sufficientemente grande. Quindi g(1) =0 .
Come conseguenza, tenuto conto di (6.28) e di (6.34) otteniamo che (v — k)™ =0 in By, ovvero u < k in Bj.
Allora da (6.39) e (6.36) segue

1

1
n—2 n n—1 n
suput <k=M," C </ [Vut|lu® da:) <M~ C (/ [Vu™|| da:) <
B2 BQ

By
(6.40)

noz b
§M4TC\{u>0}ﬂB2|%n (/ VT2 dx) .

Ba

Da questa otteniamo la tesi mediante la consueta maggiorazione di Caccioppoli con p=2e r =4:

(/ Va2 dx) <o </ ()2 dx) " <oy
Bg B4

Osservazione.

Il Teorema 6.3.1 non ¢ valido per i sistemi in dimensione n > 3. Si veda a questo proposito il Controesempio
di De Giorgi in [1], cap. II, par. 8.
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Capitolo 7

Bibliografia

7.1 Commento bibliografico

I testi che trattano la problematica relativa alle equazioni ellittiche sono numerosi. Mi limito a segnalare
quelli che a mio giudizio sono i piu utili per un primo approccio all’argomento e poi per eventuali approfon-
dimenti degli argomenti che abbiamo trattato. Alcuni degli argomenti esposti li ho tratti dai libri di Giusti
[4] e di Michajlov [9]. Ovviamente non si pud omettere di citare il anche il testo della Ladyzhenskaya [7]. Per
le equazioni non variazionali un testo abbastanza completo ¢ il classico Gilbarg-Trudinger [5] (nell’edizione
pil recente del 1998). E interessante anche il testo di Maugeri-Plagachev-Softova [11]. Per un primo appro-
fondimento relativo alle equazioni e/o ai sistemi di ordine superiore si possono vedere i libri di Campanato
[1], di Miranda [10], vol II, Giaquinta-Martinazzi [3], o il classico Lions-Magenes [8]. Infine non si pud non
citare come testo di base, non solo per le equazioni ellittiche ma per tutte le equazioni alle derivate parziali
il monumentale libro di Salsa [13]

Per quanto riguarda gli spazi £P+*, il primo testo in cui sono chiamati spazi di Campanato & quello di A.
Kufner, O. John, S. Fuéik [6]. Si tratta di un interessante libro in cui vengono trattati i principali spazi che
si usano nella teoria delle equazioni ellittiche, oltre ai citati £P*, anche gli spazi di Sobolev, Morrey , Orlicz,
Nikol’ski e Slobodeskii.
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