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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Funzioni, successioni, limiti

In tutto quanto segue R indica l'insieme dei numeri reali, N I'insieme dei
numeri naturali, cioe gli interi da zero in avanti, e Z l'insieme dei numeri
interi relativi.

Ricordiamo che la scrittura f : A — B indica che f e una funzione
definita sull’insieme A a valori nell’insieme B (f va da/ manda A in B). Per
ogni a in A & definito univocamente un b in B: si scrive allora f(a) = b; si
dice che a & la variabile che si mette ad argomento di f e che b = f(a) & il
valore che f assume in a.

Per esempio si puo introdurre la funzione ¢ : R — R dicendo che ¢(z) = z?.
Notiamo che sarebbe stato lo stesso scrivere g(a) = a?, 'importante ¢ chiarire
quale sia la regola che fa passare dall’argomento al valore, in questo caso
Ielevazione al quadrato. Quindi nella definizione g(z) = % la lettera z ¢ una
“variabile muta”.
Da questa impostazione segue che la funzione si chiama f (g nell’esempio)
mentre la scrittura f(x) indica il valore che f assume in z (che deve essere
noto quando lo si scrive). Nella pratica tale regola ¢ spesso infranta e si scrive
f(x) per indicare la funzione ( & piu veloce dire “la funzione z*” rispetto a
“la funzione ¢ : R — R tale che q(x) = x? per ogni z”), bisogna perd essere
consapevoli che si tratta di un piccolo abuso e tenere presente che parlando di
una funzione si pensa al “complesso di tutti i suoi valori” (piu precisamente
alla regola che dato x “produce” f(z). Questo sara particolarmente vero nel
seguito del corso in cui le funzioni saranno viste come oggetti singoli, su cui
per esempio calcolare altre funzioni. Un modo utile di pensare a una funzione
e attraverso il suo grafico, cioe all’insieme {(a,b):a € A,b € B,b= f(a)}.
Si chiama successione una funzione che prende i suoi argomenti tra i nu-
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meri interi. Quindi una successione in B (o anche una successione di punti di
B)éuna f con f: N — B -o piuin generale f : {ng,no +1,...} — B. Tra-
dizionalmente nel caso delle successioni si scrive f,, al posto di f(n) e invece
di f siscrive (f,) (0 (fn)n>n, quando serve indicare anche il punto iniziale
in cui ¢ definita la successione). Per esempio (n?),> ¢ una successione, che

differisce dalla funzione ¢ di prima in quanto e definita solo per argomenti

1
interi. Un altro esempio ¢ | —— che ¢ definita da 3 in poi.

T2/ n>3
Di solito le successioni si indicano con le prime lettere dell’alfabeto ((a,),

(b), (¢n),...) e spesso si assume implicitamente che n ( o m) indichino delle
variabili intere.

In tutta 1’Analisi Matematica ¢ fondamentale la nozione di limite. Rin-
viamo ai testi del primo anno la definizione di limite per funzioni reali di
una variabile reale (che comprende anche quella per le successioni di numeri
reali) e tutte le relative proprieta. che diamo quindi per note (ricorderemo
invece, fra un momento, la definizione di limite in piu variabili).
Ricordiamo solo che se A & un sottoinsieme di R, zy € un punto di accumula-
zione per A (potendo anche essere xyg = £00) e f: A — R, il limite di f(x)
per x che tende a zy (quando esiste) si scrive zlirgl f(x).

—Z0

Analogamente (ma non ci sarebbe necessita di dirlo) nel caso di una succes-

sione (ap)n>n, si scrive lim @, (4+o00 € I'unico punto di accumulazione per
- n—-+o0o

{n € N:n >ng}). Per indicare che una funzione ammette un certo limite {
per x tendente a xy (cioe che lim f(x) = 1) scriveremo spesso
Tr—XT0

fz) =1 (f(z) — I, se g & chiaro dal contesto)

(dove [ puo essere finito o infinito). Nello stesso modo, nel caso delle succes-
sioni scriveremo

an — 1

(in questo caso n non puo tendere che a +00). Quindi le scritture:

1 —0 n
— — +0o0, — 1, n — +00,
T n+1
sono sinonimi di
o1 . n )
lim — = +o0, lim =1, lim n = +o0.
z—0 2 n—+oom + 1 n—+o00

Vediamo come si estende la nozione di limite al caso di piu variabili.
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1.1.1 Definizione. Dato N intero si indica con RY D’insieme delle N-uple
ordinate (x1,...,zy). Si chiama modulo del punto x = (z1,...,zx), il
numero |x| := /x?+---,23. Dati x = (z1,...,2n8) ey = (y1,---,YN)

chiameremo distanza tra x e y 'espressione

dist(x,y) = [x = y| = V(@1 = 92)? + -, (2 — yw)*

Useremo (in questo paragrafo) la convenzione di scrivere i punti di RY in
grassetto e in carattere normale le coordinate.

1.1.2 Proposizione. Vale la disuguaglianza triangolare:
x+yl<[x|+]y] Vx,yeRY.

1.1.3 Definizione. Se (a,) ¢ una successione di punti di RY e se 1 € RY
diremo che 1 ¢ il limite per n che tende all’infinito di (a,), e scriveremo

lim a, =1,
n—-+00

se
lim |a, —1] =0.
n—+o0o

Diremo anche, in questo caso, che tende a 1 e scriveremo spesso a,, — 1.

n n

FUSEE n—+1) — (0,1) ( per n — 400). Infatti

Per esempio a,, := (

la, — (0,1)] = \/(nQT:L 72 + (7(1;1)1)2 — 0.

1.1.4 Definizione. Dato un insieme A contenuto in RY e un punto x, di
RY diremo che xq ¢ di accumulazione per A se esiste una successione (x,,) di
punti di A che tende a x¢ (x, € A, X, — Xg).

Per esempio il punto (1,0) & di accumulazione per il cerchio aperto di
centro 0 e raggio 1: A:= {x € R*:|x| < 1}.

1.1.5 Definizione. Siano N ed M due interi maggiori o eguali a 1. Siano
A C RY x5 un punto di accumulazione per A e sia f : A — RM (f & una
funzione di N variabili reali a valori in RM). Dato 1 € RM diremo che 1 ¢ il
limite di f per x che tende a xq, e scriveremo

lim f(x) =1,

X—X0
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se per qualunque successione (x,) di punti di A, tale che x,, — X succcede
che
f(x,) — f(xo).

X—X0

Diremo, anche in questo caso, che f(x) tende a l e scriveremo spesso f(x) —
1 ( f(x) — 1 se xq ¢ chiaro dal contesto).

i’ x*”) S (0,1) se (ay) — (11) (si pud

22 + g2’ 22 4 g2
verificarlo con un po’ di pazienza).

Se f: A — RM possiamo chiaramente scrivere f(x) = (f1(x)
In questo modo risultano definite f; : A — R per j = 1,.
chiamano le component: di f.

Per esempio (

veeos fu(%)).
.., M, che si

1.1.6 Proposizione. Se f: A = RM 1€ R con 1= (Iy,...,ly), allora
f(X)—>l<:>fj(X)—>lj g=1,..., M.

1.1.7 Definizione (continuitd). Sia A C RY e sia f : A — R™. Dato un
punto xq in A si dice che f ¢ continua in x; se

f(x) = £(xo)

nel caso in cui xq sia punto di accumulazione per A. Nell’altro caso (xp non
e di accumulazione per A) la f si dice continua senza altre condizioni.
Si dice che f e continua su A se f & continua in ogni xy di A.

Si puo notare che con la definizione sopra una successione ¢ automatica-
mente continua in tutti i suoi punti (nessun intero ¢ di accumulazione per
N). Nella pratica pero i casi interessanti sono quelli in cui i punti di A sono
di accumulazione per A e quindi la continuita si esprime mediante il limite.

Non ripetiamo qui le proprieta dei limiti e della continuita in pitu variabili
(accenneremo a qualcosa nel prossimo paragrafo) per le quali rinviamo a un
testo opportuno.

Ricordiamo pero il Teorema di Weierstrass per funzioni piu variabili, con cui
faremo dei confronti nel seguito. Premettiamo due definizioni.

1.1.8 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RY.
e A si dice chiuso se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

e A si dice limitato se esiste una costante M per cui |x| < M per tutti i
punti x di A.
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1.1.9 Teorema (Weierstrass). Se A ¢é limitato e chiuso inRY ese f : A — R
e una funzione continua, allora f ammette massimo e minimo su A, cioé
esistono due punti X1 e Xg in A tali che

fx1) £ f(x) < f(x2)  Vx€EA
(x1 st dice allora punto di minimo e Xy punto di massimo).

Concludiamo questo paragrafo col richiamare una importante proprieta
di RN, (la completezza, come vedremo poi). Ricordiamo la definizione di
successione di Cauchy.

1.1.10 Definizione. Sia (a,) una successione in R". Si dice che (a,) verifica
la proprieta di Cauchy - o piu brevemente che (a,) di Cauchy - se per ogni
e > 0 esiste n in N tale che

la, —a,| <e¢ VYn,m > n

(gli elementi di (a,) “diventano arbitrariamente vicini tra loro al crescere
dell’indice”).

Non e difficile vedere che se (a,) ammette limite allora essa verifica la
proprieta di Cauchy. Anche il viceversa e vero, ma non e per nulla ovvio.

1.1.11 Teorema. Sia (a,) una successione in RY. Allora
(a,) ammette limite < (a,) é di Cauchy.

Il teorema sopra riflette il fatto che RY “non ha buchi”: una successione di
punti che si avvicinano tra loro non puo sparire nel nulla. Questo non sarebbe
vero se al posto di R ci fosse Q. E facile infatti prendere una successione di
numeri razionali che in R converge a v/2 - tale successione & di Cauchy in Q
ma non converge a nulla in Q.

1.2 Richiamo sulle serie numeriche

1.2.1 Definizione. Data una successione di numeri reali (a,),>n, chiame-
remo somma parziale n-esima l’espressione

n
Sn:: E ak:ano—i_"—i_an
k=ng

(che risulta definita per n > ng). La (nuova) successione (Sy,)n>n, si chiama
serie associata ad (ap)n>n, O il brevemente serie degli a,,.
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Si dice che la serie é convergente se (Sy,)n>n, ammette limite finito S, si dice
che la serie ¢ divergente se (Sy)n>n, tende a +o0o e si dice che la serie é
indeterminata se (Sy,)n>n, non ha limite. Nel primo caso chiamiamo il limite
S somma della serie e lo indichiamo con

[e.9]

E .
n=ng
o0
Molto spesso, con un leggero abuso, l’espressione Y a, viene usata per
n=ng
o0
indicare la serie oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la serie »_ a,
n=ng

¢ convergente/divergente/indeterminata.

o0
Diremo che la serie ¢ assolutamente convergente se la serie > |a,| €

k=ng
convergente.
Ricordiamo il comportamento di alcune serie importanti.
1.2.2 Proposizione. La serie geometrica di ragione A:
o0
DA
n=0
oS 1
e ¢ convergente per |A| <1 e in tal caso ha come somma Y = T
n=0 -

e ¢ divergente positivamente per A > 1;
e ¢ indeterminata per A < —1.

1.2.3 Proposizione. La serie armonica di esponente o

e ¢ convergente se av > 1;
e ¢ divergente positivamente se a < 1.

Ricordiamo i principali risultati sulle serie.

o0
1.2.4 Proposizione. Se ) a, converge, allora a, — 0.
n=ng
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o0

1.2.5 Proposizione. Se una serie Y a, ha tutti termini positivi (a, > 0)
n=ng
allora non puo essere indeterminata.

Il risultato sopra ci autorizza a considerare sempre la somma di una
serie a termini p081t1V1 a patto di ammettere che possa essere +oo. Potremo

quindi scrivere z a, < +oo per dire che la serie converge (visto che Z an
n=ng n=ng

ha senso). Questa scrittura non si puo usare se gli a,, cambiano segno.
E chiaro che per quanto sopra basterebbe a,, > 0 per n grande (da un
certo n in poi).

1.2.6 Proposizione (criterio del confronto per serie a termini positivi).
Siano (a,) e (b,) due successioni di numeri positivi.
Se a,, < b, per ogni n (per ogni n grande), allora

oo

Z b, converge = Z a, converge
n=no n=no

oo o0

Z a, diverge = Z b, diverge
n=ng n=ng

1.2.7 Proposizione (criterio del confronto asintotico). Siano (a,) e (b,)
due successioni di numeri positivi.
Supponiamo che

Allora, se | €]0, +00:

oo o0
E a, converge < E b,, converge,

n=ngo n=no
sel=20
oo oo
5 b, converge = 5 a, converge,
n=ng n=ng

mentre se | = +00

oo o0
E a, converge = E b, converge.

n=ng n=ng

I due criteri che seguono sono scritti in termine del limite superiore e del
limite inferiore di opportune esprssioni; in prima istanza si puo pensare che
esista il limite delle quantita indicate cioe che lim inf = lim sup.



10 CAPITOLO 1. PRELIMINARI

1.2.8 Proposizione (criterio della radice). Sia (a,) una successione di nu-
meri positivi. Allora

oo
limsup a, <1 = Z a, converge,
n—-4o0o n=ng
oo
limsup a, > 1 = Z a, diverge.
n—-4o0o n=ng

1.2.9 Proposizione (criterio del rapporto). Sia (a,) una successione di
numeri positivi. Allora

oo
. An1
lim sup —— < 1 = g a, converge,
n—+oo an n=no
a o
o +1 .
lim inf —— > 1 = E a, diverge.
n—-4o0o (07
n=ng

1.2.10 Proposizione (criterio della convergenza assoluta). Se una serie
converge assoltamente essa converge. In altri termini, data una successione

(ay) si ha

oo o0
g la,| converge = E a, converge.

n=ngo n=no

Notiamo che, essendo la successione dei valori assoluti una successione di
numeri positivi, possiamo anche scrivere:

oo o0
E la,| < +o00 = E a, converge.
n=ng n=ng

Il teorema seguente verra utilizzato in seguito.

1.2.11 Teorema (prodotto alla Cauchy di due serie). Siano > a, e Y. b,
n=1 n=1

due serie assolutamente convergenti. Poniamo per ogni n:
n
Cp 1= E akbn_k.
k=1

o0
Allora " ¢, € assolutamente convergente e
n=1

[e.9] [e.9]

Sa=(Xa) (20
n=1

n=1 n=1
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Dimostrazione. Poniamo innanzitutto:

n n n
/. ! "o, n o, e .
sl = E a;, t, = E la;|, s = E by, tn = E |bs, Spi= Y ¢
i=1 i=1 ; i=1 ‘

inoltre introduciamo

dy = agllbuil,  ta:= d;
k=1

i=1

Sappiamo che s/, — s’ e s/ — s” in C per opportuni s’ ed s” in C, mentre
t —t' et! —t" per due numeri reali positivi ¢’ e t”.
Facciamo la dimostrazione per passi.

1. Mostriamo che ) d, < 4+oco (notiamo che d,, € R e d,, > 0). Si ha:

D di= Y aillbgl <Y lallbs| =t < 't
i=1

Ne segue che ) d, < +oo.

2. Dato che

n

Z b

k=1

3

S |ak||bn—k| :dn
k=1

|Cn| =

per il criterio del confronto otteniamo che > |¢,| < +o0, cioe >, ¢,
¢ assolutamente convergente (dunque convergente). Quindi esiste un s
in C tale che s,, — s.

3. Mostriamo che s = s’s”. Si ha

|S;18;; — Sn| = Z (Zibj — Z Clibj = Z aib]’ S
ij<n i+j<n i,j<n,it+j>n
00
Z |ai[b;] < Z |ai||bj‘:t2n_tn§2dk_tn
1,7 <n,i+j>n n<i+j<2n k=1

Dato che t, — >, dj, si ha che |s],s!) — 5,| — 0 e dunque s = s's".
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1.3 Numeri complessi

Ricordiamo che i numeri complessi sono espressioni del tipo x+1y, con =,y €
R. I numeri complessi si possono sommare e moltiplicare tra loro tenendo
presente che (i) = —1. Si ha cioe:

(2" +ay) + (@" +iy") = (&' + ") +i(y + "),
(x/ + iy')(:r” + z'y”) =o'z + i(:z:’y" + x”y’) + (Z-)Qy/y// _

1.0 /.1 ",

=y a2y + 2"y).
L’insieme dei numeri complessi verra indicato con C. Se z = x + 1y si scrive
x = Re(z) (parte reale di z), y = Sm(z) (parte immaginaria di z),

(si noti che la parte immaginaria ¢ un numero reale); si definisce il coniugato
di z, indicato con z, ponendo z := x — 1y. In questo modo
zZ+Zz z—Z

Re(z) = 5 Sm(z) = %

Sempre se z = x + iy si definisce il modulo di z, indicato con |z|, ponendo
|z| := /22 + y%. Si vede facilmente che

Si verifica facilmente che:

=42 =2 | =Y.

Come ¢ ben noto si puo stabilire una corrispondenza tra i numeri comples-
si e il piano cartesiano (cio¢ tra C ed R?) identificando x + iy con (z,y).
Questa identificazione permette di visualizzare 1’operazione di somma tra
numeri complessi mediante ['usuale somma di punti (o meglio di vettori) fat-
ta con la regola del parallelogramma. Per capire come funziona il prodotto
introduciamo la forma polare di un numero complesso. Se z = = + iy al-

x Yy
lora (\/x2+y2’ \/a:2+y2

unico un angolo # in [0, 27| tale che

appartiene alla circonferenza unitaria e quindi esiste

0=
—_—, sin(f) = ————.
m2+y2 x2+y2

Diremo che tale 6 ¢ ’argomento principale di z - in generale diremo che
f in R ¢ un argomento di z se verifica la formula sopra e cioe se differisce

cos(f) =
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dall’argomento principale per un multiplo intero relativo di 27. Scriveremo
in ogni caso, con un po’ di ambiguita, § = Arg(z) (a rigore 6 € Arg(z)).
Allora se 2/, 2" € C, e se z = 2'2" si ha

Arg(z) = Arg(2") + Arg(2").

(cio significa che 6 € un argomento di z se e solo se § = 6’ + 0" per 0" argo-
mento di 2’ e #” argomento di z”).

In sostanza, mentre il modulo del prodotto ¢ la somma dei moduli, I'ar-
gomento del prodotto e la somma degli argomenti. Queste due proprieta
giustificano la definizione di esponenziale complesso.

1.3.1 Definizione. Se z = x + iy si definisce
e* 1= e"(cos(y) +isin(y))

Si vede facilmente che ’esponenziale complesso coincide con quello tradizio-
nale quando z € R (cioe se y = 0) e che

! " / "
ef T =% e? vy, 2" e C.
Con l'introduzione dell’esponenziale complesso si puo scrivere

z=pe? & p=|z|,0 = Arg(2).

Si pud anche notare che e = ¢~ e che

e 4 =i , ot _ =it

cos(f) = Re(e?) = — sin(f) = Sm(e?) =

(formule che useremo spesso nel seguito).

Osserviamo infine che la corrispondenza tra C ed R? permette di definire
le nozioni di limite e di continuita per funzioni definite su C o a valori in C.
Si verifica facilmente che vale il fatto seguente.

1.3.2 Proposizione. Se p, — p e 0, — 0 allora p,e’’ — pe®.

1.3.3 Esempio. Dato z in C definiamo la successione (z,) in C ponendo

Zy = (1—|—i> )
n

Dimostriamo che z, — €*. Scriviamo z = x + iy Allora

. n o n 9 2 2\ "
|zn|2:znZ:(1+x—Hy) <1+x Zy) :(1+—x+x ty) -
n n n n

2 2 2 2 2 2
() _ (e e (ne))
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(si e sfruttata la formula di Taylor In(1+4t) = t+o(t)). Quindi passando alla
radice

|2n| — €”.

Cerchiamo un argomento 6, per z,; osserviamo che ’argomento principale
y/n

1+az/n

z z
dil+—-—=1+—+ z’y e pari a arctan ( ) e quindi, passando alla
n no n

potenza n-esima, possiamo prendere

6, = narctan (1 ji/;/n> =n (1 Jyr/;/n to (1 nyL/;:l/n>> -
Y

1—|—x/n+

o(l) =y

(perché arctan(t) =t + o(t)). In definitiva:

Zn = |2n|€d — €% = ¢*.



Capitolo 2

Successioni e serie di funzioni

2.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RY e supponiamo che per ogni
intero n sia data una funzione f, : A — R, Diremo in questo caso che (f,)
¢ una successione di funzioni da A in RM. In quanto segue, per visualizzare
le definizioni, si consiglia di pensare inizialmente al caso N = M = 1.

2.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (f,,) converge puntualmente

in un punto zo di A se esiste il limite lim f,(z). Diciamo che (f,,) converge
n—oo

puntualmente su A se (f,) converge puntualmente in ogni o di A. E chiaro
che in quest’ultimo caso siamo autorizzati a considerare la funzione f: A —
RM definita da

fa) =l fu()

e potremo quindi dire che (f,,) converge puntualmente a f (in forma abbre-

. . punct
viata scriveremo f, — f puntualmente o anche f, — f).

2.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (f,,) e una funzione f :
A — RM diciamo che f,, converge uniformemente su A a f se si ha:

Ve >03dn:Yn>n Ve e A |f.(zx)— flz)] <e.

Se introduciamo la norma uniforme di una funzione f (sull’insieme A) me-
diante

[fllee = 1 flloo.n = sup | f ()|

allora la convergenza uniforme si puo esprimere dicendo che f,, converge
uniformente a f se e solo se

Jim ||~ fl. 0.

15
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Figura 2.1: convergenza uniforme

Per indicare che f,, converge uniformemente a f, useremo la notazione f,, — f

uniformemente (su A), o anche f, unif (su A).

Notiamo che I'espressione introdotta sopra, che abbiamo chiamato norma,
non ¢ necessariamente finita (puo essere +00). Essa ¢ finita se e solo se f
¢ limitata su A, per esempio se A ¢ chiuso e limitato in RY e f & continua.
Vedremo le motivazione del termine “norma” nei prossimi paragrafi.

E comunque vero in ogni caso che se f,, unif f lfn — f|| deve essere finito e
tendere a zero.

2.1.3 Osservazione. Un modo di visalizzare la convergenza uniforme é di dire
che, per ogni € > 0, il grafico delle f,, é definitivamente compreso tra il grafico
di f—eequellodi f+ e (vedi figura 2.1).

La seguente proprieta ¢ una semplice conseguenza delle definizioni.

2.1.4 Proposizione. Se f,, converge uniformemente a f su A, allora f,
connverge puntualmente su A.

La proposizione precedente dice che se f, converge uniformemente a qual-
cosa, questo qualcosa deve essere il limite puntuale delle f,,: il limite puntuale
individua il candidato limite uniforme.

La proposizione non e invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.
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Figura 2.2: f,(z) =1+ 2

2.1.5 Esempio. Consideriamo f,(z) = 1+ L. Si vede subito che, dato x
n

in R, f,(z) — 1 e dunque f,, converge puntualmente su R alla funzione f
che vale costantemente 1. Si vede abbastanza facilmente pero che f, non
converge uniformemente su R a f. Si vede infatti che non ¢’é nessun intero
n per cui il grafico di f, é tutto tra il grafico di f — e e quello di f + ¢ dato
che ogni retta di equazione y = 1 + % va all’infinito e quindi supera 1+ ¢
per x abbastanza grande (vedi figura 2.2). In particolare || f, — f||, = +o0
e dunque non é possibile che || f, — f]|., — 0.
In sostanza, anche se a x fissato f,,(x) — 1, la velocitd di convergenza dipende
da x (e peggiora tanto pit z é grande) e non é quindi uniforme rispetto a x.
Notiamo che se invece di prendere le f,, su tutto R consideriamo A; = [0, 1]

(o un qualunque interallo limitato), allora f, YU su A, Infatti

1
||fn - f”oo’[o’l} = 02&21 |1 +:13/n — 1| = Orggé(lx/n = E — 0

Dunque le f,, non convergono uniformemente a 1 su R ma convergono uni-
formemente a 1 su ogni intervallo [a, b].

2.1.6 Esempio. Consideriamo f,(z) := e " definite su A := [0, +o00] (vedi
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la figura 2.3).

n—+00 1 sex=0

lim f,(z) = {O sex >0

cio¢ f, converge puntualmente alla funzione f che vale zero su |0, +o0[ e
vale uno in zero. Pero f,, non converge uniformente a f in quanto, per ogni
n

[fn = flloe = suple™™ = f(z)] = sup[e”™| =1
>0 >0

che non tende a zero. Notiamo che le f,, sono tutte funzioni continue mentre il
loro limite puntuale f non & continua in 0 dato che lim f(z)=04# f(0)=1.
z—0

Quindi
lim lim f,(x)= li%1+ f(x)(=0)# lim lim f,(z)= lim 1(=1)

r—0+ n—+o0o n—+00 z—0+ n—eo
2.1.7 Esempio. Consideriamo f,(x) := ne ™" definite su A :=]0, +o0o[ (vedi
la figura 2.4). Anche in questo caso f,(xz) — 0 per ogni > 0 (anche se ¢’¢ un
n a moltiplicare I'esponeziale e™"* “vince”); notiamo che non abbiamo messo
lo zero in A (altrimenti f,,(0) — +00). Quindi le f, tendono puntualmente
a zero su A. Anche stavolta la convergenza non ¢ uniforme, si vede infatti
che, per ogni n
| fn = 0]|, =sup|ne ™| =n
>0
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Figura 2.4: f,(x) = ne ™

che addirittura tende all’infinito. Notiamo che
“+o0 “+o00 —+o0
fulz)de = / ne "dx = / e Vdy=1
0 0

e quindi U'integrale delle f,, non tende allintegrale della funzione limite (che
sarebbe zero).

Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A ¢ un intervallo
aperto, oppure che A non ¢ limitato. In realta, con un po’ di pazienza, si
puo costruire un esempio analogo su [0, 1]; prendiamo infatti g, : [0,1] — R
definita da

0

(vedi la figura 2.5). Come prima, per x fissato, g,(x) — 0. Infatti se x = 0
9n(0) = 0 — 0, mentre se x > 0 per n grande g,(x) = f,(z) — 0. D’altra

parte
1 1/n 1
/ gn(2) dx = / ne 'z dr + / ne " dx =
0 0 1/n

.I‘Q 1/n e~ N 1 6_1
ne'—| +|n =——e¢"4+e e £0
2 1, =N | 2n
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£f2

Figura 2.5: g,(x)

e quindi di nuovo l'integrale delle g,, non tende all’integrale del limite puntuale
(che sarebbe zero).

Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo
col limiti e con gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza
uniforme si comporta bene.

2.1.8 Teorema. Siano f, : A — RM, f: A — RM ¢ supponiamo che f,, — f
uniformente in A. Sia xo un punto di accumulazione per A e supponiamo
che per ogni n esista lim f,(z) che indichiamo con l,. Allora

Tr—T0

1. esistel = lim [,;

n—oo

2. si ha che lim f(x) =1

T—T0

In sostanza si puo dire che

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)

r—Ty N—00 n—oo r—xo

Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo che gli /[, hanno limite. Per
questo mostreremo che la successione (l,,) verifica la proprieta di Cauchy.
Fissiamo n e m; dato che, per ogni = di A

(@) = fn(@)| < 1w = Finllo
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facendo tendere x a xg si ottiene:
|ln - lm’ < an o meoo :

Siccome f, wni] f, cioe || fr, — fll., — 0, é chiaro che per ogni ¢ > 0 esiste
7 tale che, se n,m > 7, 8 ha | fo — flle < Ifu— flle + If — full <
Dalla disuguaglianza sopra segue allora che (I,,) é di Cauchy.
Dunque possiamo trovare un [ in R tale che ,, — 1.

Mostriamo ora che f(z) — [ per x — xy. Per questo prendiamo una
successione (xy) in A, con zy — x¢ e mostriamo che f(zy) — [ per k — oc.
Dato € > 0 possiamo trovare 7 tale che per tutti gli n > 7 si ha:

3

o= flla < .

g e |-l <

Fissiamo ora un ng > 7 (per esempio lo stesso n); dato che f,,(zr) — L,
possiamo trovare k tale che

Wl M

Prendiamo allora k > /2:; si ha:

|f(xk) - l| < |f($k) - fno(xk)| + |fno(xk) - lnol + |lno - l| <

£ = Fuall + Vo) = bl + g = 1] S S+ 54 5 ==

Essendo ¢ arbitrario abbiamo dimostrato che f(xy) — [, cioe la tesi. l

Come conseguenza ricaviamo subito il seguente risultato
2.1.9 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f, unif f su A e siaxg € A Se
tutte le f, sono continue in xy, allora f é continua in xy. Se ne ricava che
se le f, sono continue su A, anche la f é continua su A.
Dimostrazione. Basta notare che per ogni n lim f,(x) = f,(zo) e applicare
T—xQ

il teorema precedente con I, = f,,(xo). O
2.1.10 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f, iz f su A, supponiamo che

le f, e la f siano integrabili su A e che la misura (o volume) di A (che
indichiamo con |A|) sia finita. Allora

Jim [ @y = [ pw)ds
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f1

f2
f3

Figura 2.6: approssimazioni derivabili di |z|

Dimostrazione. Si ha:

/Afn(:c)dx—/Af(:c)d:c /A(fn(x)—f(l’))dx <
156 s@ar < [ g~ Sl de = 1410~ I 0

O

2.1.11 Esempio. Contrariamente all’integrazione 1'operazione di derivata

non va d’accordo con la convegenza uniforme. Per esempio se consideriamo
le funzioni f, : [-1,1] — R definite da:

|| se |z| > L
€Tr) =
fn( ) ng + 2_ se |$| < %

(vedi la figura 2.6) si vede che f,, ¢ derivabile e che

sexZ%
fi@)={n sele| <t

—1 seavg—l

3
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Non e difficile verificare che f, unif f, dove f(x) = |z| ed ¢ chiaro che f non
e derivabile in zero. Quindi e possibile che funzioni derivabili convergano ad
una non derivabile. Vale pero il seguente risultato.

2.1.12 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che f, : I — R
sia una successione di funzioni derivabili su I con derivata f!, continua su 1.
Supponiamo che ci siano due funzioni f,g: I — R per cui:

fn— f puntualmente I — g uniformemente

(ne seque che g é continua). Allora f é derivabile e f' = g.

Dimostrazione. Siano xg e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo
integrale:

h@%—h@@z/mﬂﬁmt

Se facciamo tendere n all’infinito f,(zo) — f(zo) e fu(z) — f(x), per la
convergenza puntuale di f,, a f. D’altra parte per la convergenza uniforme
delle f! a g e per il teorema (2.1.10) si ha che:

(gﬂmwﬁégmﬁ

e quindi I'eguaglianza sopra passa al limite:

f@%—ﬂm)—/wﬂﬂﬁ Ve in 1

zo

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f' = g. [
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2.2 Spazi vettoriali, convergenza e comple-
tezza

2.2.1 Definizione. Un insieme X si dice uno spazio vettoriale su R (rispetti-
vamente su C) se per ogni x; e 75 in X risulta definita in X la somma x; + 9
dei due vettori x, e xo, per ogni z in X e ogni ¢ in R (risp. in C) risulta
definito cx in X, detto prodotto del vettore x per lo scalare ¢, di modo che le
due operazioni cosi introdotte verificano le usuali proprieta:

2.2.2 Definizione. Dati zq,...,z, in X si chiamia combinazione lineare di
x1,..., %, un’espressione del tipo c;x1+- - -+cyz, dovei coefficienti cq, ..., cn
sono in R (risp. in C). Si dice che z1, ..., z, sono linearmente dipendenti se

esiste una combinazione lineare nulla fatta con dei coefficienti non identica-
mente nulli (cioe se 3(cy, ..., ¢,) # (0,...,0) tali che ¢z + - - - + eyx, = 0).
Si dice che xq,...,x, sono linearmente indipendenti se cido non e vero, cioe
se ogni combinazione lineare nulla deve avere tutti i coefficienti eguali a zero.
Si dice che xq,...,z, € una base per X se x1,...,2, sono linermente indi-
pendenti e generano X; con quest’ultima espressione intendiamo che ogni x
di X si puo scrivere come combinazione lineare di x1, ..., z,, in altri termini
T =121+ -+ cyxy per opportuni ¢, ..., cy.

2.2.3 Osservazione. E semplice verificare che se esiste un base per X fatta di
N vettori, allora

e se M > N presi comunque z1,...,x) in X, essi sono linearmente
dipendenti;

e per ogni z in X c¢’e un’unica combinazione lineare dei vettori della base
che genera .

2.2.4 Definizione. Diciamo che X ha dimensione N se esiste una base per
X fatta di N vettori. Diciamo che X ha dimensione infinita se cio non e vero

tali proprieta sono
la commutativa: per ogni x1 e x2 in X x1 + 22 = 22 + x71;
I’associativa: per ogni z1, 23 € 3 in X (21 + x2) + 3 = x1 + (x2 + x3);
P’esistenza dell’elemento neutro: esiste 0 tale che per ogni z in X x +0 = x;
I’esistenza dell’opposto: per ogni x in X esiste —x in X per cui x + (—x) = 0;
la distributiva: per ogni ¢ in R (risp. in C) e ogni z1, 2 in X ¢(z1 + z2) = cx1 + cxo;

la neutralita di 1: per ogni z in X lz =2
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per nessun N, cioe se non e possile trovare una base formata da un numero
finito di vettori di X.

[’esempio tipico di spazio vettoriale di dimensione N ¢ lo spazio RY,
che puo essere assunto come “prototipo”di tutti. Si vede facilmente che
RY & uno spazio vettoriale di dimensione N e che una sua base si ottiene

per esempio prendendo i versori éq,...,éy definiti da é; = (1,0,...,0),
éy := (0,1,...,0),..., exy := (0,0,...,1). In questo modo il vettore x =
(1,...,xN) si rappresenta univocamente come x = 1€ + - - - + TyEn.

Vediamo ora che si possono considerare spazi vettoriali i cui elementi sono
delle funzioni. Dato A sottoinsieme di RY poniamo

F(ARM) .= {f:A—>]RM},
B(ARM):={f: A—R": |f| & limitata su A},
COARY):={f: A—R: f & continua su A}

Nel caso in cui M = 1, scriviamo pilt semplicemente F(A), B(A) e C°(A).
Chiaramente B(A,RM) c F(A,RM); se poi A ¢ limitato e chiuso allora, per
il teorema di Weierstrass, C°(A, RM) C B(A,RM).

E evidente che si tratta di spazi vettoriali su R, dato che, se fi, fo : A — RM
¢ ben definita f; + fo ponendo (f1 + f2)(z) = fi(z) + fo(z) per ogni z
in A e analogamente se f : A — RM ¢ € R & ben definita ¢f ponendo
(cf)(z) := c¢f(x). Inoltre & chiaro che la combinazione lineare di funzioni
limitate (risp. continue) ¢ una funzione limitata (risp. continua). Notiamo
che in tutti questi spazi ’elemento zero e la funzione identicamente nulla,
cioe 0(z) = 0 per ogni = in A.

Analogamente si potrebbero definire degli analoghi spazi di funzioni a valori
in CM, che risultano evidentemente spazi vettoriali su C.

Gli spazi di funzione sopra introdotti hanno tutti dimensione infinita.

2.2.5 Esempio. Mostriamo un esempio che C°([0, 1]) ha dimensione infinita.
Per questo facciamo vedere che preso comunque n intero si possono trovare n
elementi di C°(]0, 1]) che sono linearmente indipendenti. A questo scopo divi-

diamo Uintervallo [0, 1] in n sottointervalli Iy, ..., I,, ponendo I := [%, %],
per k = 1,...,n e consideriamo delle funzioni continue fi,..., fi tali che

fr(x) = 0 se x & I, mentre fp(rx) = 1, dove x € il punto medio di I
(rp = % + %) Un esempio di funzioni del genere ¢ rappresentato nelle
figura 2.7.

Se ora cy, ..., c, sono dei coefficienti reali tali che ¢;f; + - cyfv = 0 allora
cifi(x) + -+ enfu(z) = 0 per ogni « in [0,1]. Scegliendo z = z; si trova
c1-14+c-04---+cn-0=0, da cui ¢; = 0. Analogamente prendendo x = x},
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| | | 1 1 1 1
Figura 2]/ fuhzibnj | hhearmenteimdlpendtﬁl in C°

si deduce ¢, = 0 per ogni k=1,..., N e dunque fi,..., fy sono linearmente
indipendenti.

2.2.6 Definizione. Sia dato uno spazio vettoriale X. Chiameremo norma
(o modulo) in X una applicazione da X in R con le proprieta seguenti: se
indichiamo con ||z|| la norma del vettore x, allora deve essere

L. ||z|| > 0 per ogni x e ||z|| = 0 se e solo se = 0;
2. ||ex|| = |c|||z|| per ogni vettore x e ogni scalare c;
3. |z +y| < |lz|| + ||y|| per ogni coppia di vettori x e y.

Se in X e definita una norma si dice che X e una spazio normato. A volte,
quando sia necessario distinguere tra norme in spazi diversi, indicheremo la
norma di un vettore = di X con ||z||x.

Notiamo che la seconda proprieta implica || — z|| = ||z||.

Per il resto del capitolo supponiamo che X sia uno spazio normato, dotato
di una norma ||-||. Possiamo allora considerare in X la nozione di limite Come
vedremo, una volta introdotta una norma, le definizioni sono le stesse che si
usano in RY. Per semplicita c i limiteremo ai limiti di successioni, ma si
potrebbe fare lo stesso per i limiti di funzioni.

2.2.7 Definizione. Data una successione (a,) di punti di X e dato [ in X
diremo che [ ¢ il limite di (a,) per n che tende all’infinito ( o anche che (a,)
tende ad [) se

lim ||a, —1]] =0
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Scriveremo in questo caso
lim a,, =

n—oo

o anche in modo piu conciso , a, — a (n — 400 viene sottinteso).

2.2.8 Proposizione. La definizione di limite introdotta sopra verifica le
usuali proprieta del limite di successioni di numeri reali. Valgono ad esempio
i fatti sequenti che non é difficile dedurre dalla definizione.

1. 1 limite, se esiste, € unico: a, — ly,a, — lo = 1 = Is.
2. Se (an) ha limite allora (a,) é limitata, cioe IM :||a,|| < M Vn.

3. Sea, —a,b,—binXesea,— a, f, — [ inR (risp. in C) allora
Qpay + Bpb, — aa + (b.

Le proprieta che non si possono trasferire al caso generale sono quelle che
dipendono dal > (la relazione d’ordine ¢ un concetto essenzialmente unidi-
mensionale). Per esempio i limiti infiniti si fanno solo per le successioni a
valori reali.

2.2.9 Esempio. In R" il modulo che abbiamo ricordato nel primo para-

grafo: |x|:= /2?4 -+ 2%, dove x = (z1,...,zy), verifica come si vede
facilmente le proprieta di una norma. Continueremo a usare la notazione con
una barra sola per la modulo (o norma) dei punti di RY (imitando il simbolo
del valore assoluto, che corrisponde alla norma quando N = 1) per riservare
le due barre a norme in spazi piu generali.

La norma appena introdotta non & pero 'unica possibile in RY. Potremmo
ad esempio considerare

[x[1 = || 4o+ |ow]
Vediamo che | - |; € una norma.

1. B evidente che |x|; > 0. Inoltre |x|; = 0 significa |z1] + - - - + |zx]| = 0
che ¢ possibile se e solo se |z1| = -+ = |zy| = 0, cioe se x = 0.

2. |ex|y = Jexs| + -+ |ean] = |e|(Joa] + - - + an]) = [ellx]r-

3. |x+yh = v+l + - Flay Fyn| S|+l -+ lay| F lyn| =
Ix|1 + |yl

Dunque anche | - [; ¢ una norma. Un’altra possibilita e:

|X|oo := max{|z1|,...,|zN]|}
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=

D2
D1

Figura 2.8: Le palle unitarie rispetto a norme diverse

(la notazione con oo sara chiara in seguito). Non ¢ difficile verificare che
anche | - |, € una norma.
Notiamo che le tre norme ora introdotte verificano la seguente relazione:

X0 < |x[ < [x[1 < Nx|o (2.1)

come ¢ facile verificare. Ne segue che le palle di centro 0 e raggio r nelle
rispettive norme:

Doo(r) = {x:|x|ec <7}, D(r):={x:[x| <7}, Dr):={x:|x|; <r}

verificano le seguenti inclusioni (vedi la figura 2.8):
Di(r) C D(r) C Dy(r) C D1(N7)

La relazione (2.1) implica che la nozione di limite introdotta a partire da
una qualunque delle tre norme considerate sopra ¢ la stessa. Cio vuol dire
che data una successione (a,,) di punti di RY e un punto a di R" si ha

la,—a] - 0&Ja, —al; = 0< |a, —al, — 0
Per esempio il fatto che |a,, — al; — 0 implichi |a,, — a|., — 0 & conseguenza
della diseguaglianza |a,, — al., < |a, — a|; e le altre implicazioni seguono in

modo analogo.

L’esempio sopra suggerisce la seguente definizione.
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2.2.10 Definizione. Due norme || - ||; e || - ||2 su uno stesso spazio vettoriale
X si dicono equivalenti se esitono due costanti 0 < M; < M, tali che

Mylzlly < lzfls < Moz, Vo eX (2.2)

E facile vedere (come fatto sopra) che due norme equivalenti producono la
stessa nozione di limite.

Si potrebbe dimostrare (con strumenti assai avanzati) il seguente risulta-
to.

2.2.11 Teorema. Se X ha dimensione finita tutte le norme sono tra loro
equivalenti. Quindi negli spazi vettoriali di dimensione finita c’e un’ unica
possibile nozione di limite (proveniente da una norma,).

Come fatto in RY possiamo introdurre la proprieta di Cauchy per suc-
cessioni in uno spazio vettoriale normato.

2.2.12 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato e sia ||-|| la norma.
Si dice che una successione (a,) di punti di X verifica la proprieta di Cauchy
(brevemente (a,) ¢ di Cauchy) se:

Ve>0 dneN taleche Vn,m>n |a, —an| <e.

E di nuovo assai facile vedere che se (a,) ammette limite allora e di
Cauchy. A differenza di R¥ il viceversa puo non essere vero se si considerano
spazi di dimensione infinita. Questo fatto motiva la seguente definizione.

2.2.13 Definizione. Uno spazio vettoriale normato X di dice completo se
ogni successione di Cauchy ammette limite.

Con la definizione precedente il teorema 1.1.11 si puo enuciare dicendo:
“Gli spazi RY sono completi”

Vediamo che in effetti tale proprieta puo non essere vera per uno spazio
normato arbitrario.

2.2.14 Esempio. Consideriamo X = C°([—1,1]) e per ogni f in X definiamo

1l = / ) de

1

Mostriamo che || - ||; € una norma.
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1. Evidentemente ||f]; > 0 per ogni f in X; se poi ||f|i = 0 si ha
fjl |f(t)|dt = 0 ed essendo [f| > 0 I'unico modo di rendere nullo
I'integrale ¢ di avere |f(t)| = 0 per ogni ¢ in [—1, 1], cioe di avere f = 0.

2. Se c e uno scalare si ha
1 1
lefll = / ef(t)] dt = | / FOlde = el
-1 -1
3. Date fegin X

1+l = / 1O +(0)] dt < / 1]+ / Jot0)ldt = 1+ Lol

Con tale norma abbiamo introdotto una nozione di convergenza tra le fun-
zioni continue: data una successione (f,,) di funzioni continue su [—1,1] e
una f continua su [—1,1], (f,) tendera a f (nel senso della norma || - ||;) se

/ 1falt) = £B]de— 0

(cioe se I'area tra il grafico di f, e quello di f tende a zero). Questa nozione
di limite e accettabile ma ha un grave difetto: Lo spazio X non &€ completo
rispetto a questa norma. Per vedere cio prendiamo la seguente successione:

-1 se —1<t< -4
falt):=qnt  se —2<t<1
1 se%ﬁtgl

(vedi la fugura 2.2.14).
Dico che (f,,) & di Cauchy, infatti presi due interi n > m si ha

1

1 = 2
| fo — fnll =/_1!fn(t)—fm(t)ydt§/11dt:—

m

e dunque per n,m grandi tale espressione puo essere resa arbitrariamente
piccola. Se mostriamo che (f,,) non ammette limite abbiamo trovato che X
non e completo. Per questo consideriamo prima la funzione g definita da

-1 sel1<t<0
g(t): =<0 set=0
1 se0<t<1
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fn

3\.'4

Figura 2.9:

e notiamo che

1 1 9
[Jnm—ﬂmw—/iuﬁ—ﬁeo

3=

ma g non € una funzione continua. A questo punto supponiamo per assurdo
che esista una f in X tale che f, — f. Ne seguirebbe:

b/v@—mmms/Wﬂw<MMﬁ+/Jn@—mmwﬁo

1 -1

da cui f_ll |f(t) — g(t)|dt = 0. Ma cio implicherebbe f(t) = g(t) e questo &
assurdo perché f deve essere continua mentre g non lo e.

La completezza dello spazio gioca un ruolo importante nei problemi di
convergenza di una serie. Analogamente a quanto fatto nel caso dei numeri
reali si possono infatti considerare le serie di elementi di uno spazio vettoriale
generico.

2.2.15 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato sia || - || la sua
norma.

Data una successione (ay,),>n, di punti di X chiamiamo somma parziale n-
esima ’espressione

n

Sn::Zak:an0+~~+an

k=ng



32 CAPITOLO 2. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

(che risulta definita per n > ng). La successione (S,)n>n, si chiama serie
associata ad (a,)n>n, 0 pilt brevemente serie degli a,.

Si dice che la serie é convergente se (S, )n>n, ammette limite S in X. In tal
caso diciamo che S ¢ la somma della serie e lo indichiamo con

[o¢]
E (.

n=ng
[e.e]
Molto spesso, con un leggero abuso, l'espressione Y a, viene usata per
n=ng
o0
indicare la serie oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la serie »_ a,
n=ng

¢/ non e convergente.
o0
Diremo che la serie & assolutamente convergente se la serie > ||a,|| €

k=ng
convergente.

Notiamo che nel caso delle serie a valori vettoriali non ha senso dire che
la serie e divergente.

2.2.16 Teorema (convergenza e convergenza assoluta). Se X ¢é completo
ogni serie assolutamente convergente e convergente.

Dimostrazione. Poniamo, per n intero:

3

n
o= Sa Toim 3l
k=1

m m m
1S, — Sl = Zak_zak = Z ag|| <
k=1 k=1 k=m+1
m m m
> llall =D llarll = > laxl = T — T
k=m+1 k=1 k=1

Se ne deduce facilmente che se (7},) ¢ di Cauchy (in R), allora (S,) ¢ di
Cauchy (in X). Infatti dato € > 0 sia 7 tale che

T, —Tw| <e Vn,m > n;

allora
1Sn — Sl < | T — T < & Vn,m > n.
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Possiamo allora concludere la dimostrazione osservando che

Z ||a,|| converge in R = (T,) ¢ di Cauchy in R =

n=1
(Sn) e di Cauchy in X = Z a, converge in X
n=1
dove l'ultima implicazione discende dalla completezza di X. l

Ricordiamo che in generale non ¢ detto che una serie convergente sia
assoluamente convergente (cioe che valga il viceversa del teorema precedente);
cio si puo vedere gia tra le serie di numeri reali considerando la serie ( a segni

alterni) io: (_Tt)n

che converge ma non converge assolutamente.
n=2
Il criterio della convergenza assoluta ¢ comunque assai utile (se funziona)

in quanto permette di ricondursi a studiare la convergenza di una serie di
numeri positivi.

2.3 Spazi di funzioni con la norma uniforme

Ricordiamo che abbiamo indicato con B(A) le funzioni limitate su A e con
C°(A) le funzioni continue su A (a valori reali) e che, se A ¢ compatto (cioe A &
chiuso e limitato in RY), allora C°(A) C B(A) (per il teorema di Weierstrass).
E anche chiaro che per f in B(A) la norma uniforme di f & finita.

2.3.1 Proposizione. La norma uniforme || - || = || - ||cc,4, introdotta in
2.1.2, ¢ una norma su B(A) (e quindi su C°(A)). Di consequenza dire che
una successione (f,) in B(A) converge a f in B(A) significa che f, sono
funzioni limitate che convergono uniformente a una funzione limitata f.
Inoltre, se A & compatto, C°(A) ¢é (un sottospazio) chiuso in B(A).

Dimostrazione. 1l fatto che || - || verifichi le proprieta della norma ¢ una
semplice conseguenza delle definizioni. I fatto che C°(A) sia chiuso significa
che se (f,,) € una successione di funzioni continue che converge uniformemente
a una f, allora f deve essere continua. Questo ¢ esattamente il contenuto
del teorema 2.1.9 U

L’aver introdotto la struttura di spazio normato sulle funzioni limita-
te/continue permette di inquadrare varie proprieta della convergenza unifor-
me e di fare altre considerazioni in base alla teoria svolta nel caso astratto,
come vedremo meglio nel prossimo paragrafo.
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La norma uniforme ¢ la “norma giusta”in B(A). Vale il seguente risultato
(importantissimo).

2.3.2 Teorema. Lo spazio B(A) dotato della norma uniforme é completo.
Se A & compatto, allora lo spazio C°(A) é completo.

Dimostrazione. Vediamo al dimostrazione per B(A) (per C°(A) si ragiona in
modo analogo). Sia (f,,) una successione di Cauchy in C°(A). Fissiamo un
qualunque z in A; dato che:

(@) = fan(@)] < [ for = flloa (2.3)

si vede subito che (f,,(x)) & una successione di Cauchy in R e dunque ammette
limite per la completezza di R. Possiamo indicare con f(z) il limite di (f,,(z)).
Abbiamo quindi trovato una funzione f a cui (f,) converge puntualmente:
cerchiamo di far vedere che f, unif

Sia € > 0 e sia 71 tale che per ogni n > 7 si abbia || f, — fim| < e. Allora

preso un qualunque z in A e n > i si ha:
fule) = (@) = lim_|fo(@) — ()
che a causa di (2.3) implica

[fu(z) = f(z)| < e

ed essendo z arbitrario
[fo— fllo < e

Abbiamo in questo modo verificato la definizione di f, il g O

2.3.8 Osservazione. Tutto quanto fatto fino ad ora si puo ripetere per funzioni
a valori in RM o anche in CM.

2.4 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le
serie. Per questo basterebbe applicare la definizione generale di serie a valori
in spazi vettoriali - ripetiamo pero tale definizione nel caso in cui gli elementi
da sommare siano delle funzioni.
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2.4.1 Definizione. Supponiamo che f, : A — R formino una successione

di funzioni. Per ogni intero n chiamiamo somma parziale n-esima relativa a
(fn) la funzione F,, : A — R definita da:

Chiamiamo serie di funzioni associata a (f,) la successione delle somme
parziali (F},). Diciamo che la serie delle f,, & uniformemente convergente su
A se esiste una funzione F': A — R a cui le F}, convergono uniformemente:

unzf
E, F'. In questo caso chiamiamo F' somma della serie e la indichiamo

con
Z fn (e quindi F(z Z fulz YV € A) )
n=1

Molto spesso si indica con > f, la serie (cioe la successione) oltre che la sua
n=1

o
somma. Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie >  f,”¢ (o
n=1
non ¢) uniformemente convergente.

Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente

(F, — unif ), allora essa - converge puntualmente (£}, pne g ), cioé per ogni x
di A la serie numerica Z fn(x) & convergente. Si puo dire in questo caso che

n=1
la serie converge puntualmente.

Se le f, sono funzioni limitate allora la convergenza uniforme della serie
o0

di funzioni Y f, non & altro che la conbvergenza della serie nello spazio
n=1
normato B(A). Dato che tale spazio & completo, utilizzando il teorema 2.2.16

si deduce il seguente risultato.

2.4.2 Teorema. Sia (f,) una successione di funzioni limitate su A. Se la

(o9}

serie numerica Y || fullo Z sup | fn(2)| € convergente, allora la serie delle
n=1 n=1z€A

fn converge uniformemente su A ad una funzione limitata.

2.4.3 Osservazione. La proprieta

Zsup|fn )| < 400

J:EA
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(cioe la convergenza assoluta rispetto alla norma uniforme) viene anche chia-

o

mata convergenza totale della serie di funzioni ) f,. Il teorema prece-
n=1

dente afferma quindi che una serie di funzioni limitate che sia totalmente

convergente e uniformemente convergente.

Se poi le f,, sono continue su un insieme compatto, anche la somma della
serie ¢ continua e valgono altre conseguenza del tipo di quelle gia viste nel
paragrago 2.1.

2.4.4 Corollario. Sia (f,) una successione di funzioni in C°(A), con A
oo oo
compatto e supponiamo che la serie numerica Y ||full, = D maj(]fn(x)]
n=1 %€

n=1
sia convergente. Allora

[e.e]
1. F =" f, é una funzione continua.
n=1

2. 51 ha

F(z)dx = ifn(x) dx:i fulz) dz
[irerse= [ (Sio) -3

3. Se A = 1 ¢ un intervallo, se le f, sono tutte derivabili con derivata
[e.e] [e.e]
continua e se anche la serie Y ||f1]l.. = > max |f!(z)| é convergente
n=1 %€

n=1
allora F € derivabile e si ha

F'(z) = if,’l(x) Va in I.

Dimostrazione. Per il teorema (2.4.2) la successione delle somme parzia-
i (F,,) converge uniformemente a F' e dunque il limite F' ¢ una funzione
continua (dal teorema (2.1.8)). Inoltre, per il teorema (2.1.10)

/AF(ZE) de =lim [ F,(r)dx = lim : (Z fk(:z;)> dr =

n—oo A n—oo

i3 [ =3 [ fwas

(I'ultima eguaglianza ¢ solo la definizione della convergenza della serie degli
integrali).
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\/ 1n

s T
Fi 2.10: —_—
igura 712::1 T nia?

oo
Infine 'ipotesi di convergenza della serie > || f; |, implica, sempre per il
n=1
teorema (2.4.2), che la serie delle f/ ¢ uniformemente convergente. Questo
n
significa che le sue somme parziali ) f; convergono uniformemente ad una

k=1

funzione continua G. Dato che ) f; = F! abbiamo che F}, “ G, Per il
k=1

teorema (2.1.12), cio implica che F' & derivabile e F' = G, cioe vale l'ultima

affermazione. O

2.4.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni f,, : R —
R, definite da

x
o) = s
Si vede facilmente che
) ] 1 —n2z?
Jm fale) = lim falw) =0, L@) = Gy

Quindi il grafico di ogni f,, € quello rappresentato in figura 2.10. In particolare

fn Taggiunge il suo massimo in « = £ ¢ il massimo di f, vale f,(1/n) =1/2n.
Dunque

nlloo,R = SU n\T)| = —.

I full = sup )] = 5

e quindi f, i (su tutto R). Consideriamo ora la serie

> I
n=1
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Studiamone la convergenza puntuale: fissato z in R vediamo se la serie
o0
x

1+ n2x?
n=1

e convergente. Questo e vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i
suoi termini nulli, mentre se z # 0

] 1
~ n2x? T n?|x|

x
14+ n2x?

o
e quindi la serie converge (dato che la serie ﬁ >~ 25 converge). Dunque ha
n=0

senso scrivere
T
F(z) = —
( ) Z 1+ n2y2
n=1
(x per x). Notiamo che F(0) = 0. Ci possiamo chiedere se I sia continua
o0
su tutto R. Cio sarebbe sicuramente vero se Y || fullcor < +00; sfortunata-

n=1

oo
. . 1 _ . .
mente tale serie diverge essendo eguale a 1% = +00 e quindi con questo
n—=
ragionamento non si perviene a nulla.

Se pero fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a, +00], si ha

[ frlloo.a = sup fa(z) = fula) sen > 1/a.

Allora
S fallsoa =D Mfallsoa+ D fala) =
n=1 n<l/a n>1/a
a 1 1
D Malleat D0 75 € D Malloat . Do 5 < +oo.
n<l/a n>1/a n<l/a n>1/a

Applicando il corollario 2.4.4 (in A) otteniamo che la serie converge unifor-
memente su A e la sua somma F risulta continua su A. Dato che il numero
a > 0 & arbitrario ne deduciamo che f & continua su |0, +oo[. Analogamente
si dimostra che F' ¢ continua su | — oo, 0[.

In maniera analoga possiamo dimostrare che F' e derivabile su A e quindi
e derivabile in ogni x # 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate

1 —n?x?

;f;” dove frll(l') = m
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Si ha
Tl 1 —n2x? 1+ n?2? 1 1
oo 5 o5 | S SuU s .
A= (1 + n22?)? ng nALd ndat " n2a2
> 1 1 . . <o
Dato che ) + —— < +oo la serie delle derivate ¢ uniformemente

i ndat T n2g2
convergente su A e quindi tale serie e la derivata di F.
Vediamo che invece F' non ¢ continua in zero. Infatti se 0 < z < 1 si ha 2

o [1/x] [1/z]
T T 1 -0t 1
;1+n2x2_;1+n2x2_;1+1 57 /7] 2

Questa disuguaglianza rende impossibile che F(x) — 0 = F(0) per x — 0%
e quindi F' non & continua in zero (almeno da destra - si puo anche ripetere
lo stesso ragionamento per z — 07).

La figura 2.10 rappresenta la somma parziale di ordine 10 delle f,.

2.5 Applicazioni lineari continue

2.5.1 Definizione. Siano X; e Xy due spazi vettoriali normati e indichiamo
le loro norme con || - ||; e || - ||2 rispettivamente. Siano A un sottoinsieme di
X e zp un punto di A e sia F' una funzione (o applicazione) da A in Xy, (in
breve f: A — Xy).

Diremo che F' ¢ continua in z( se per ogni successione (a,) di punti di A tale
che a, — x¢ (in Xj) succede che F(a,) — F(x¢) (in X;3). Diremo che F &
continua in A se F' ¢ continua in tutti i punti di A.

E facile vedere che valgono le seguenti proprieta (standard).

2.5.2 Proposizione. 1. Se F' ¢ continua in xq allora F é limitata in un
intorno di xg, cioé esistono un raggio r > 0 ed un numero M tali che

|F(x)]ls: <M  VeeA:||z—zf <r

2. Se F' e G sono continue in xg e se o, 3 € R (risp. € C), allora aF'+ (G
é continua in Tg.

3. Se Xq, Xy e X3 sono spazi normati, se A C Xy, v9g € A, B C X,
F: A — B, F ¢ continua in xo, G : B — X3, G ¢ continua in
Yo := F(x) allora la funzione composta G - F' é continua in x.

ricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero ¢, definita da [t] :=

max {n € N:n < t}; ne segue allora che [t] &€ un intero e che [t] <t < [t] +1
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Un particolare interesse rivestiranno per noi le applicazioni lineari conti-
nue.

2.5.3 Definizione. Siano X; e Xy due spazi vettoriali. Se L & una applica-
zione da X; in Xy si dice che L e lineare quando

L(CQQ?1+CQ$2> = ClL(l’1)+C2L(l’2> Vxl, To € Xl, Vcl, Co € R(rlsp in C)

Spesso per le applicazioni lineari si sopprimono le parentesi scrivendo Lz in
luogo di L(x).

2.5.4 Proposizione. Se L : X; — Xy ¢ lineare sono equivalenti i tre fatti
sequenti.

1. L é continua in ogni xo di Xy;
2. L e continua in 0;

3. esiste una costante M tale che
[L(@)]l2 < Mljzlly Vo e X (2.4)
dove || - ||y (risp. || - ||2) indica la norma in Xy (risp. in Xz).

Dimostrazione. B chiaro che (1) = (2). Mostriamo che (2) = (1). Sia o un
qualunque punto di X;. Per la linearita e la continuita in zero:

T, — To < (T, —x9) — 0= L(z, —x9) — 0 & L(x,) — L(zo)

(dato che L(0) =0 ) e quindi L ¢ continua in x.

Mostriamo che (2) = (3). Per le proprieta dei limiti ¢ chiaro che se L ¢
continua in zero allora essa e limitata in una palla centrata in zero, cioe
esistono M; ed r > 0 tali che

I L(y)ll2 < M Yy € X tale che |ly||; <.

Ma allora se x € X; e  # 0 posto y := Hx—Hr si ha |ly|| = r e dunque
x
L(y) < M. Per la linearita di L

xr a
L) = L), < 12y,

M
¢ quindi, ponendo M := = abbiamo ottenuto (2.4).

r
Se viceversa vale (2.4) ¢ evidente che L ¢ continua in zero, cioe vale (2). [
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2.5.5 Definizione. Se L & lineare e continua chiamiamo norma di L il
numero

|L|| := inf {M : vale la disuguaglianza (2.4)}

Quindi (come si puo vedere facilmente)
IL@)2 < Lzl Ve eX
e ||L]| e il piu piccolo M per cui vale tale disuguaglianza. Si puo anche vedere

che L2
X
1) = sup 22— g a,
w20 [Tl =

Vediamo che la norma sopra introdotta per le applicazioni lineari ha effetti-
vamente le proprieta introdotte in 2.2.6.

1. Chiaramentel||L|| > 0, se poi ||L|| = 0 si ha ||Lz|2 < 0||z||; per ogni z,
cioe Lx = 0 per ogni x e dunque L = 0.

2. Sia ¢ uno scalare. Allora ||(cL)(x)|2 = |c|||L(z)]l2 < ||| L]|||=]1 per

cui M = |c|||L]] verifica |[(cL)(x)|l2 < M||z||;. Dato che ||cL| & la
piu piccola costante con questa proprieta si ha |[cL|| < |¢|||L]. Se

¢ = 0 abbiamo finito; se ¢ # 0, per lo stesso motivo ||L|| = ||[c!cL|| <
lc7||cL|| e quindi, moltiplicando per |c|, troviamo |c|||L|| < |cL]|.
Mettendo insieme le due disuguaglianze si ha ||cL|| = |c|||L]|.

3. Siano L; e Ly due applicazioni lineari continue. Per ogni z si ha
(L1 + La)(@)||2 = [[L1(2) + La(2)[l2 < [|La(2)]|2 + || L2(2)|2 <
[ Lallallzll + ([ L2lloflzll = (L]l + I L2l 2]y

Quindi M = ||Ly|| + ||Lz|| verifica ||(Ly + Ls)(z)||s < M]||z|/;. Dato
che ||L; + Lo|| ¢ la piu piccola costante con questa proprieta si ha
L1 + Lol < [[L1]] 4[| La]|-

Abbiamo quindi verificato che lo spazio vettoriale
L(Xy,Xy):={L:X; — Xy:L & lineare e continua}

¢ uno spazio normato (quindi si puo introdurre una nozione di convergenza
di applicazioni lineari a una applicazione lineare).
Se poi X; = X, = X, e quindi prese due applicazioni lineari L, L, da X in X
ha senso considerare la composizione LiLs, si ha:

| L1 La|| < || La]||| L2]|-
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Infatti per ogni z si ha ||LiLoz| < [|La|[[|Lox|| < [[La|[]|Lofl[[z]].  Quindi
M = ||L1||| Lo|| verifica ||L1Loz|| < M||z||. Dato che ||LiLs|| & la piu piccola
costante con questa proprieta si ha ||LyLa|| < || L1 ||| L2]|-

2.5.6 Esempio. Consideriamo una applicazione lineare da R in R, In-
dichiamo con é; i versori di RY (j =1,..., N); allora il vettore Lé; avra M
componenti che indichiamo con a; j,...,au ;. In questo modo risulta defini-
ta una matrice M x N A di elementi a; j peri=1,... Mej=1,...,N.
Usando la linearita di L si vede facilmente che

N

L(ml,...,xN):(yl,...,yM)(:)yi:Zaivjxj peri=1,...,M
j=1

Questo significa che L si rappresenta mediante il prodotto matriciale della
matrice A per in vettore x (convenendo di rappresentare i vettori come co-
lonne, cioé come matrici N x 1 (in partenza e M x 1 in arrivo).

Poniamo A := max {|a;;|:i=1,...,M,j=1,..., N} Si vede allora che

M

L) < ILE)L=]A xh =Y

i=1

N

E :az‘,jxj

j=1

< MAlx|; < NMAx|

(abbiamo usato ripetutamente (2.1)). Ne segue che L & continua e che
|IL|| < NMA. Se identifichiamo le matrici M x N con i vettori di RV pos-
siamo notare che A corrisponde a |A |, precedentemente introdotta. Quindi
possiamo scrivere |A]] < NM|A|.. Quindi qualunque applicazione lineare
da RY in RM & continua.

Notiamo che vale anche |A|, < ||A| dato che per ognii =1,..., M e
ognij=1,...,N

|ai;| = [(Ae))i] < |A¢;] < [|Allle;] = [[A]l

e quindi la stessa disuguaglianza vale prendendo il massimo di tutti gli |a, ;|.

Ne segue che || - || e | - |0 sOono norme equivalenti. Dunque la convergenza
indotta sulle matrici N x N dalla norma delle corrispondenti applicazioni
lineari coincide con quelle che si ottengono vedendo le matrici come M N-
uple di numeri. In sostanza una successione di matrici A, tende ad una
matrice A (nel senso delle applicazioni lineari) se e solo se ogni componente
di A,, tende alla corrispondente componente di A.

Quanto fatto per RY vale per gli spazi di dimensione finita.

2.5.7 Teorema. Ogni applicazione lineare tra spazi normati di dimensione
finita € continua.
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Vedremo che, come per la completezza, anche quest’ultimo teorema non
vale piu negli spazi di dimensione infinita. Cominciamo pero col mostrare
qualche esempio di applicazione continua tra spazi di funzioni.

2.5.8 Esempio. Consideriamo lo spazio X = C%(A4) con la norma || f|| =
| fllco,a- Se xo € un punto prefissato in A si puo considerare

Fi(f) = f(zo) per ogni f in C°(A)

e quindi F; : C°(A) — R; si pud anche prendere F : C°(A) — R definita da
= / f(z)dz  per ogni f in C°(A)
A

(in questo caso lo spazio di arrivo ¢ lo spazio unidimensionale R = R!).
Entrambe queste due applicazioni sono lineari (come € ovvio verificare). Esse
sono anche continue. Per la continuita di F; basta osservare che

uni f

fn f = fn(%) - f<x0>

(la convergenza uniforme implica quella puntuale). Per quanto riguarda la
continuita di F5, questa e il contenuto del teorema 2.1.10.
Notiamo che se f € C°(A)

[FL () = [f(@o)| < [[flle = [1F1] =1

e analogamente
B(f) = | / F()de] < ANl = I Bll < 1]

Si potrebbe dimostrare che valgono le eguaglianze, cioe che:
Il =1, [[F] = |A]

2.5.9 Esempio. Riprendiamo lo spazio X = C%([0,1]), ma consideriamo in
X la norma || - ||; dell’esempio 2.2.14. Consideriamo di nuovo le applicazione
F, Fy - X — R dell’esempio precedente.

Si vede facilmente che F, € continuo, infatti per ogni funzione continua f

si ha:
[ rwa < [irena= s

Quindi, con quest’altra norma, si ha ||Fy|| < 1 ( e si potrebbe vedere che

[F2]] = 1).

|F5(f)] =
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Invece F} non e continuo. Consideriamo infatti le funzioni f,, definite

da
1—nt e <t <
n(l) = -
o) {O e

—_ 3=

E chiaro che fn sono continue, dunque f,, € X, e che

1 1/n 1
Il = [ A0l = [ 0= nyde= o~

n

e quindi le f,, — 0, dove 0 indica la funzione nulla. Pero Fi(f,) = f.(0) =1
mentre F1(0) = 0 e dunque non ¢ vero che Fi(f,) — Fi(0), cioe F} non ¢
continua.

2.5.10 Osservazione. 1 due esempi precedenti mostrano che ||-|| e ||-||; non
sono norme equivalenti su C°(A). Questo per la verita era gia chiaro dato
che C°(A) & completo rispetto a |||, mentre non lo & rispetto a [|-||,.

2.5.11 Esempio. Si puo considerare 'insieme X:
X :={f €C°(A): f & derivabile}
che ¢ un sottospazio vettoriale di X = C%(A), dato che f, g derivabili implica

af + (g derivabile. Allora 'applicazione D : X; — X definita da D(f) := f
(D é l'operazione di derivazione) & lineare dato che

D(af + Bg) = (af + Bg)" = af' + B9’ = aD(f) + 3D(g)

Perd D non ¢ continua, se si considera (sia in partenza che in arrivo) la di-

sin(nx
stanza introdotta sopra. Per vederlo prendiamo f,(z) = ( ) Si vede
n

1 unt .

facilmente che | f,||,, = — e quindi f, “0. Tnoltre fn € Xy per ogni n.
Perd f!(x) = cos(nz) e quindi ||D(f,)|| = || f.]] = 1. Questo implica che non
puo essere D(f,) unid D(0), altrimenti 1 = || D(f,)|| — [|ID(0)|| = 0, che é
assurdo.

Abbiamo trovato quindi un altro esempio di applicazione lineare non conti-
nua. Inoltre se si rilegge ’esempio 2.1.11 in termini astratti si vede che esso
dice che il sottospazio X; non & chiuso in X (altra proprieta che sarebbe vera
se fossimo in dimensione finita)
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2.6 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati precedenti per studiare serie del tipo

f(z) = Z an(z — 29)"

Per motivi che saranno chiari nei prossimi paragrafi risulta conveniente am-
bientare il problema nei numeri complessi, quindi, almeno all’inizio, i coeffi-
cienti a; saranno dei numeri complessi, zg € C e faremo variare la z in C. Ad
un certo punto pero (quando entreranno in gioco le derivate) ci metteremo
in R, supponendo a,, 2y, 2 € R; utilizzeremo allora, per “ragioni estetiche” x
e x al posto di 2 e z.

Nel resto del paragrafo z; sara un numero fissato. Per R > 0 consideriamo
il disco aperto di centro zy e raggio R:

B(R) = B,,(R) :={2z € C:|z — 2| < R}.
e il corrispondente disco chiuso
B(R) = B.,(R) :={2€ C:|z— 2| < R}.
Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:

2.6.1 Teorema. Siano (a,) una succesione in C e poniamo:

M := limsup {/|ay|

n—oo

(per esempio supponiamo che esista il limite di {/|a,| e chiamiamolo M ).
In generale M € [0, +00]|. Poniamo

+o00  se M =0,

- 1

R:= s M €]0, o0,
0 se M = +o0.

Allora:

1. per ogni R con 0 < R < R la serie > a,(z — )" converge uniforme-
_ n=0 _
mente su B(R); questo implica che per ogni z in B(R) la serie converge

puntualmente in z;

2. per ogni z fuori da B(R) la serie non converge in z.
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St noti che non si dice nulla (e la situazione é diversa caso per caso) di cosa
succeda sulla “buccia”S(R) := {z € C: |z — z| = R}.

Dimostrazione. Sia R < R e applichiamo il teorema 2.4.2 alla serie di funzioni

S an(z — )" sull’insieme A = B(R). Si ha:

n=0

lan(z = 20)"lco,p(my = SUP [an(z = 20)"| = |an| R".
z€B(R)

Se applichiamo alla serie numerica 3 [la,(z — 20)" || (g 1l criterio della

n=0
radice troviamo:
R
limsup §/[lan(z — 20)" . sy = limsup Ja,[R = MR =% <1

e dunque la serie converge (questo funziona se R # 0, 00, ma & chiaro che se
R = 0 il teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre
se R = oo, cioé se M = 0, tutti gli R > 0 vanno bene perche MR = 0).

o
Dalla convergenza di nz—(] lan(z = 20)" || o 5(r) S deduce la convergenza uni-
forme della serie di funzioni sul disco chiuso B(R).
In particolare, se z € B(R) (disco aperto) si pud prendere un raggio R con
|z — 20| < R < R; dato che la serie converge uniformemente su B(R) deve
convergere in z.
Infine se |z — z,| > R si ha:

limsup v/|a,(z — z0)™ —hmsup\/|an|z—z0|—M|z—zo|—‘ — 0 > 1

n—oo n—0o0o

oo
che, sempre per il criterio della radice, implica che la serie Y a,(z — zo)"
n=0
non converge. [
2.6.2 Definizione. Data la successione (a,) in C chiamiamo raggio di con-

vergenza della serie > a,(z — 2)" il numero R (in [0, 4o0]) ottenuto nel

n=0
teorema (2.6.1).
Risulta quindi definita la funzione f(z) = Y a,(z — 20)" per ogni z in B(R)
n=0

(se R=0 B(R)=0;se R=+0c R=C).

2.6.3 Proposizione. La funzione

o
g an(z — 20)"

n=0
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¢ (ben definita e) continua nel disco aperto B(R), dove R ¢ il raggio di
convergenza della serie.

Dimostrazione. La tesi ¢ una conseguenza del teorema 2.1.9, dato che le
n

k

somme parziali f,,(z) = > ax(2—2)" sono ovviamente continue e convergono

k=0 _
uniformemente a f su ogni disco chiuso B(R), se R > R. O

D’ora in poi consideriamo il caso a coefficienti reali. In realta tutto quanto
stiamo per dire vale allo stesso modo nel caso generale, ma per poter vedere
cio avremmo bisogno di sapere cosa ¢ la derivata in z di una funzione di
variabile complessa. Quando faremo tale definizione risultera chiaro che tutta
la teoria delle serie di potenze si ambienta natutalmente nei numeri complessi.
Quindi ora a, € R e 2y = 79 € R; naturalmente il raggio di convergenza R
e definito come prima, pero se vogliamo prendere la z = x reale dobbiamo
considerare x €]xg — R, v + R|.

2.6.4 Proposizione. La funzione f :Jxg — R,z + R[— R definita da
Z an(x — )"
n=0

e di classe C*°, cioe ha derivata k-esima continua per qualunque k intero.
Inoltre vale la formula

apn(n—1)---(n—k+1)(x — o))" " Vz in Jzg — R, zo + R|

Mg

n=~k
(2.5)

dove la serie (delle derivate) scritta destra ha lo stesso raggio di convergenza
R della serie di partenza.

Dimostrazione. Verifichiamo che la serie delle derivate k-esime ha lo stes-
so raggio di convergenza della serie di partenza. Per questo ricordiamo
che /n — 1 (e allora anche Yn—1 — 1,...,¢n—k — 1). Dunque se
limsup {/|a,| = M si ha

n—oo

limsup {/|apn(n —1)---(n —k+1)| =
limsup /|an|V/nV¥/n—1---3Vn—k+1= M.

n—oo

Quindi i raggi di convergenza sono gli stessi. A questo punto la tesi segue
per il corollario (2.4.4). O
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2.6.5 Osservazione. Se mettiamo x = x nella formula (2.5), otteniamo:

f(k) (o)

f(k)(xo) =ak! & a, = o

cioe f (in Jrg — R, o + R[) ¢ equale alla sua serie di Taylor.

2.6.6 Esempio. Consideriamo la serie f(z) := > 2z™. Allora il raggio di
convergenza ¢ 1 dato che {/1 — 1. Peraltro si sa che:

- 1— 2t 1
Lotk o

1
e quindi f(z) = —— per ogni z del disco aperto {|z| < 1} (in particolare
-z

1
fx) =

se —1 <z <1).
Consideriamo ora un’altra serie g(z) := > —. Anche questa serie ha raggio
n=1 N

11—z

d "

di convergenza 1 dato che {/1/n — 1. Notiamo che P 2" ! e dunque
rn

oo oo
= E :L'n_ 1 —_= E :L,’I’L —=
n=1 n=0

In altre parole g € una primitiva di f, cioe g(x) = In(1 —x)+ ¢ per ¢ costante.
Ma calcolando tutto in z = 0 si trova 0 = ¢g(0) = ¢ e quindi:

= "
Z—: (1—2) se —l<x<l
= n

(o.9]

Consideriamo ancora una terza serie: h(z) := > na". Anch’essa ha raggio
n=0

di convergenza 1 perché {/n — 1. Si ha

h(:v):inx”:xim:” 1:xidi %(Zm)—xf
n=0 n=1 n=1
e quindi
an":ﬁ se —l<xr<l
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2.6.7 Esempio. Consideriamo la serie Y (—1)"z?". Questa serie ha raggio
n=0

di convergenza 1. In questo caso in verita non esiste lim,, .o, {/|a,| perché si
ha:

(=1)* sen =2k
ay =
0 sen=2k+1

pero il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione

%/ |agk|. Si vede facilmente che

(o] (o] 1
n._2n __ 2\n __
7;(—1),2 _;(—z) =17 se |2 < 1.

Quindi la serie converge a 7 per le z in {|z] < 1}. Guardando la cosa

2
z
dal punto di vista di R la cosa e abbastanza strana, dato che non si capisce

come c’entri il numero 1 con la funzione T2 che € ben definita su tutto
x

R. Dal punto di vista complesso invece ¢ chiaro che il raggio di convergenza
non puo essere piu di 1 dato che i e —i, cha hanno modulo uno, sono delle

singolarita per .
& b 1+ 22

Abbiamo visto prima che data una serie di potenze Y a,(x — xy)" essa

n=0
definisce una funzione f sull’intervallo |xg — R,xzo + R[ ed f & somma della
sua serie di Taylor. Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di
(") (1
classe C*, definita per esempio su |zg — r, ¢ + [, € poniamo a,, := f—(‘[)).
n!

N oo

E spontaneo chiedersi se la serie > a,(z — x¢)™ (costruita a partire da f)
n=0

sia convergente in |xg — 7,z + 7| e soprattutto se converga a f. Il seguente

esempio mostra che, in generale, cio non e vero.

2.6.8 Esempio. Consideriamo la funzione f : R — R definita da

O

0 sex =20

~ . N . . _|pl—1
E chiaro che f & continua in zero, dato che e *I"" — 0 per z — 0.
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Per 2 > 0 si ha:

f/(fE) — _x726x*1
f(x) = (207 4 2 e
fO(x) = (=624 —da™> — 2270 — 27 6)e”

fO(x) = Po(a™t)e"™
per un opportuno polinomio P,. Dato che I'esponenziale “vince ”su ogni
polinomio si trova

lim % (z) =0

z—0t

qualunque sia k intero. Lo stesso si trova facendo il limite da sinistra per cui
f®)(0) = 0 per ogni k intero. Quindi

f0)=0 Vi

In altri termini f si annulla in zero piu rapidamente di qualunque potenza.
Tutto questo implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero
ha tutti i coefficienti nulli e dunque converge uniformemente ovunque alla
funzione zero. Dato che f(z) # 0 se z # 0 si ha che f(z) non é eguale alla
somma della sua serie di Taylor in nessuna x # 0.

Vedremo nel seguito che questo dipende dal fatto che stiamo ragionando in
R, se infatti guardassimo la funzione in C essa non sarebbe C! in un intorno
di zero.

Nel seguente enunciato si da un criterio (sufficiente ma non necessario)
per far funzionare le cose.

2.6.9 Proposizione. Supponiamo che f :lxg —r,xg + r[— R sia di classe
C> e supponiamo che esista una costante K tale che

|f™M ()| < K™ per tutte le x in |xg — 1, x0 + 7]
Allora o
n)(r .
f(ﬂf)zzfn—('o)(az—xo)” inzg —r,xo + 7
n=0 ’

Dimostrazione. Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

m ) (g, L (e, .
f(-T) = ka—(')($—xo) + f(?(gl)’!)(a:—xo)
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dove &, , ¢ un opportuno punto, che dipende da n e da z, che si trova sul
segmento tra xg e . Facendo tendere n all’infinito:

Fr (ns)
(n+1)!

Kn—&-l,rn—s—l

) s (n+1)! -

(x — xg

(il fattoriale va all’infinito piu velocemente dell’esponenziale) e dunque la
serie converge a f(z). ]

2.6.10 Esempio. La funzione f(x) := e” é somma della sua serie di Taylor:

per tutti gli z in R. Infatti, fissato R > 0

(k) — z| _ R
max x)|= max |e*|=e
z€[—R,R] £ @)l z€[—R,R] al
(che é una costante indipendente da n). Per (2.6.9) la tesi vale su [—R, R] e
per l'arbitrarieta di R la tesi é vera ovunque.
Nello stesso modo si puo verificate che

: _ - (_1)n 2n+1 _ S (_1>n 2n
sin(x) = > W(IJ : cos(x) = Z @n) x

n n=0

per tutti gli z in R.

Notiamo che, da quanto fatto in precedenza, si deduce che tutte tre le
serie scritte sopra hanno raggio di convergenza infinito e quindi definiscono
delle funzioni da C in C (mettendo z € C al posto di € R). In particolare

[e.e]

f(z) = Z %z”

n=0

¢ ben definita per ogni z in C. Facciamo vedere che f(z1 + 22) = f(21)f22).
Infatti applicando il teorema 1.2.11 (dimostrato per serie a termini reali, ma
valido anche per termini complessi con la stessa dimostrazione) si ha:

=1 =1 (N st
flz1)f(z2) = (Z_j aﬁ) = (Z m»’«’z) =2 <k05m> -

o) n 0 k. .n—k
> <Z (Z) ) =3 AR et z),

n=0
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Quindi, se z,y € R possiamo scrivere

fla+iy) = f(@)f(iy) =€ W _ e (Z (éy,i), T M) =

| |
— nl — b= (2k+1)!
o0 Ly 00 Lyt
e | 2_(=1) (2h)! +iy (1) s ¢ (cos(y) + isin(y)).
k=0 k=0
e dunque, con la definizione tradizionale di e* per z in C, troviamo
G 1 n z
DERY
n!
n=0

Si potrebbe in realta definire le le funzioni e?, sin(z) e cos(z) mediante le
serie scritte sopra, e dimostrare che la formula e**% := e”(cos(y) + i sin(y))
e una conseguenza di tali definizioni.

2.7 L’esponenziale di una matrice

Come abbiamo visto, se A € una matrice N x N, ¢ definita la norma di
A, vedendo A come applicazione lineare da RY in R¥ e quindi ¢ definita
una convergenza nello spazio delle matrici N x N: A, — A se e solo se
|A, — Al — 0. Abbiamo anche visto che tale convergenza si traduce nella
convergenza componente per componente, cioe

A, A& Clgb) — Qg

dove agl) indica la componente ij di A, e a;; indica la componente ij di A.
La stessa cosa si puo fare se A € una matrice N X N a componenti complesse
- vedendo A come applicazione lineare da CV a CV.

Data A matrice N x N a coefficienti a;; € C consideriamo la serie

o0 1 .
2

che converge perché & assolutamente convergente; infatti

ST An) < Y0 A = e,
n=0 n=0

Tale serie si chiama esponenziale della matrice A e si indica con e?. Quindi
n
k . . PN
% converge a e nelle matrici e cioé componente per componente.
k=0
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2.7.1 Proposizione. Se AB = BA (A e B commutano) allora

Prima della dimostrazione premettiamo un risultato analogo al teore-
ma (1.2.11), la cui dimostrazione si potrebbe ottenere imitando gli stessi
argomenti usati nella dimostrazione di (1.2.11)

2.7.2 Proposizione. Siano (A,) e (B,) due successioni di matrici tali che
A, B,, = B,, A, per ogni m,n e supponiamo che

D [lAu] < 400, Y 1Bl < 4o
n=0 n=0
Poniamo

C%:::j§:14h8n—h
k=0

Allora Y |Gyl < 400 e
n=0
o~ (3a) ().
n=0 n=0
Dimostrazione di (2.7.1). Applichiamo la proposizione sopra al caso A, =

A" B" .
—e B, = —- E chiaro che le ipotesi sono verificate e quindi:
n!

n!
A B A" [ B" ~ [~ AF Bk
() (£9) -2 he) -

n=0 n=0 n=0

~ 1 ~ (n kpn—k | _ ~ 1 n _ ,A+B
ZOE<Z(k)AB >_ZOE(A+B) e
n= k=0 n=

2.7.3 Proposizione. Se M ¢ una matrice invertibile, allora
MTAM — teA ),
Dimostrazione. Poniamo Ay := M~tAM. Allora
AV = (MPAMY(MYAM) - - (M~ "AM) = M~ "AA--- AM = M~ A" M.

e quindi
- Al 1 Ny
S (S )
=0

da cui segue facilmente la tesi. O
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Supponiamo che la matrice A sia diagonale, allora

N O o 0 AP0 - 0
0 A -+ 0 0 X - 0
= . . .| =A== T :
0 0 - Ay 0 0 - X\
da cui si ottiene facilmente
M0 0
0 et 0
et = .
0 0 e
Piu in generale supponiamo che A abbia NV autovalori reali distinti Ay, ..., Ay.
Allora si puo trovare una base di N autovalori ey, ..., ey (cioe Ae; = \;e;).
Se allora prendiamo la matrice M = (ey,...,e,) le cui colonne sono i vettori
ei,...,e,, cioe la matrice M tale che Mé&; = e; allora si vede facilmente che

M ¢ invertibile e che
M_IAMéZ‘ = M_IAGZ‘ = M_l)\iei = )\zéz

e quindi D := M 1AM & la matrice diagonale avente gli autovalori di A sulla
diagonale principale. Da questo fatto segue che A = M DM ! da cui

e>\1 o .- 0
A
A= oot oyt |0 Y=
0 0 oo eAN

Vediamo ora come si descrive in generale ’esponenziale di una matrice 2 x 2

2.7.4 Esempio. Sia A una matrice complessa 2 x 2. Dato che gli autovalori
di A sono le radici del polinomio caratteristico che ¢ di secondo grado si
possono presentare due casi.

1. A ha due autovalori distinti A\; e Ay in C e dunque ha due autovettori
e, ed e, linearmente indipendenti in C2. Allora, come abbiamo appena
visto, se M = (ey,es)

A1 0O
gl _ 1
D:=M AM_(O )\2)

da cui
A MDM1 e 0 1
et = — M | M
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2. A ha un solo autovalore reale A (che deve essere una radice doppia
del polinomio caratteristico). Sia e un autovalore di A e consideriamo
M = (e,w) dove w & un qualunque vettore linearmente indipendente
da e. Allora si vede che

a1 _ Ay
T:=M AM_<O \

per un opportuno 7 reale. Infatti 7¢; = M1AMé, = M ‘Ae =
M~'Xe = \é,, da cuisiricavat;; = A ety = 0, e quindi 7' & triangolare
superiore. Inoltre t99 = A dato che A & I'unico autovalore.

Allora )
n [ A" AnA"TT
r= ()

come si verifica facilmente ragionando induttivamente. Ne segue che

o0 n 00 n 00 n—1
3 ™ [ Xl Yty ) (€ e
n! 0 N0 A 0 &

n—0 n=0 n!
Quindi, ragionando come prima

A A
eA:MeTM—le(607{5)1\4—1

Supponiamo ora che A sia a coefficienti reali e cerchiamo una versione reale
dei risultati appena trovati. In questo casi si possono distinguere tre casi.

1. A ha due autovalori reali distinti. Ragionando come nel caso complesso
si trovano due autovalori e; ed e, linearmente indipendenti e reali.
Posto M = (ey, es) si trova

A1
A e 0 —
e:M(O W)Ml

2. A ha un solo autovalore \, che deve per forza essere reale. Anche questo
caso si tratta nello stesso modo del secondo caso di prima, con 'unica
differenza che X, 7, e e w sono tutti reali.

3. A non ha autovalori reali. Questo significa che il polinomio caratte-
ristico ha due radici complesse coniugate A = a+if e A = a — i3
(essendo un polinomio di secondo grado a coefficienti reali). E anche
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facile verificare che i corrispondenti autovalori e; ed e, formano una
coppia di vettori coniugati, cioe

e =X+ 1y, e =X—1y

dove x,y € R% Non ¢ difficile verificare che x e y sono linearmente
indipendenti dato che e; e e, lo sono. Per quanto visto nel punto (1)
del caso complesso si ha ede; = e'e;, etey, = e'ey. Definiamo ora la
matrice reale M = (x,y) che & invertibile, essendo le sue due colonne
linermente indipendenti. Si ha:

1 1 ;
M~letMey =M e = M~ (er +e3) = M7 (e"er + e'ey) =

M ey + ¢ Pey) = M6 cos(B)x — sin(8)y) =
e cos(9)es — sin()e):

M7 teAMe, =M tety = M_leA%(el —ey) = M_I%(e’\el — e;\ez) =
M_lz—j(eﬁiel — e Pley) = M~ te(sin(B)x + cos(B)y) =
e*(sin()é; + cos(3)és).

Quindi

_ o f cos(B) —sin(f)
M7 M = e ( sin(8)  cos(f) )
cioe

= () Yar

Consideriamo ora la funzione

o
tn A"
tA
t— e’ = Z o
n=0

Tale funzione ¢ una serie di potenze in t, anche se formalmente non ricade
nella teoria svolta, perché i coefficienti di ¢ non sono numeri ma matrici. In
effetti la funzione sopra associa ad ogni ¢ reale una matrice N x N. Non e
difficile verificare pero che le cose vanno come nel caso di serie numeriche (si
potrebbe per esempio ragionare componente per componente) e quindi si ha
che il raggio di convergenza ¢ infinito (come era gia chiaro dato che e &
definito come somma della sua serie per ogni t) e inoltre si puo derivare sotto
il segno di serie ottenendo

i o _ o0 itnAn B i L An B i n—1 gn—1 _ AetA

e N
dt = di n! «(n—1)! c~ (n—1)!
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(la derivata va intesa, per esempio, componente per componente). Quindi la
funzione M : R — M(N,N), M(t) := e dove M(N, N) denota lo spazio
delle matrici N x N verifica I’equazione

M'(t) = AM(t)
Da quanto detto si deduce il risultato seguente

2.7.5 Proposizione. Siano A una matrice N x N a coefficienti complessi,
B : I — CN una funzione continua, dove I ¢ un intervallo in R, siano ty in
I eYyin C*. Allora l'unica soluzione Y del problema di Cauchy:

Y'(t) = AY(t) + B()

¢ data da

Y(t) = el <Y0 + / t e TT0AB(7) d7> (2.6)

to

Dimostrazione. L’'unicita della soluzione e un fatto standard nella teoria dei
sistemi di equazioni differenziali lineari. L’unica cosa da vedere & che la Y
definita sopra risolve ’equazione. In effetti:

Y (ty) = ™ (Ya + /t ~=t)Ap(r )m) =Y,

to
dT) +

d t
Y'(t) = (—e(ttO)A> (Yb +/ ef(TftO)AB(T)
dt g
¢
elt=to)A Zj (Yo —I—/ e~ (TTAB(7) dT) —

to

t
Aelt=to)4 (Y0+/ e TTAB(T) dr ) +

to

17104 (= (=)AB(4)) = AY (t) + B(t)
]
Tutto quanto detto fin'ora fa capire come il calcolo dell’esponenziale

di una matrice rivesta importanza nella risoluzione di sistemi di eqauzioni
differenziali ordinarie. Vediamo un esempio (che non & per nulla esaustivo).
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2.7.6 Esempio. Consideriamo il seguente sistema di equazioni differenziali
del primo ordine:

r \/§
Vi = W - Y2+ - yz = 1
V2
vy = —m + oy + U = 0 (2.7)
V2 V2
/
pr— — — p— 2
L Ys B Y1+ 9 Yo

Y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0.

Per risolverlo siamo condotti a studiare I’esponenziale della matrice

A=

wl& L —
Ml& — L
& i

Notiamo che A e simmetrica; questo semplifica alcune cose in quanto, co-
me noto, A deve avere tre autovalori reali corrispondenti a tre autovettori
linearmente indipendenti, anzi tra loro ortogonali. Troviamo gli autovalori
cercando le radici del polinonio caratteristico:

1-A -1 ¥
P\ =det(A—Al)=det [ —1 1-x 2 |=
V2 V2
2 2
1 1 1 1 )
—(1=-MN1-MDA—=—=—= I1=A)—=1=-XN+A=(1-X)N\=A1-2)
2 2 2 2
Le radici di P sono A\ = —1, Ay = 1 e A3 = 2. Cerchiamo gli autovettori.
Per quanto riguarda A = A\; = —1 dobbiamo risolvere
2 -1 V2 z 20—y o+ Yz =0
-1 2 ¥ y | =09 —z + 2y + 22 =0
V2 2 V2 V2
2R ® oot gy otz 0
che equivale a x =y = ——5 % conviene considerare un autovalore di modulo

uno, imponendo 2% + y? + 22 = 1 da cui 222 = 1 e quindi

s
|
H_
|
leMIHMIH
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Con calcoli analoghi si trovano gli autovettori relativi a Ay e A3:

1 V2
% 2
€y = + b} s €3 = + —\/75
V2 0
2
Consideriamo allora M := (e;,es,e3); essendo le sue colonne dei vettori

ortonormali la sua inversa e pari alla sua trasposta quindi, indicando con
D la matrice diagonale di autovalori Ai, Ag, A3 si ha:

1 1 V2 -1 0 0 1 1 _V2
R R -1 A S
M= 5 53 = |:/p=( 0 10 )M = 5 5 %
_V2 V2 0 0 2 V2o V2
2 2 2 2
e M'AM = D < A= MDM~!. Quindi
et 0 0
ete — etMDM*1 — MetPM = M 0 e 0 M1
0 0 e
e facendo gli opportuni calcoli si trova
et el e et et e Vet | V2el
GtA — e%t i 647; i e%t eét N 64’ e%t ﬂi_t i 2¢t
N A et T AT
— Tt o 5 T3

La conoscenza di ' ci permette di risolvere I’equazione omeogenea per un
qualunque dato iniziale. Se per esempio vogliamo risolvere

y \/5
o= 0 - Yo + Tys =0
V2
yé = -y + Yo + Tyg = 0 (2'8)
V2 V2
/
fr _— —_— g 0
\ Ys 9 Y1+ B Y2

yl(o) = —2,y2(0) = 0,93(0) =1,

si ha:

_9 _ (2+4\/§)€—t _ (2—4\@) ot _ o2t
ya(t) | = e 0 = _ (2+4\/5)e—t _ (2*4\@) et 4 o2t

y3(t) 1 V241t V2-1 0t
2 2
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Se invece vogliamo risolvere il problema iniziale 2.7, dobbiamo applicare la
formula 2.6 con tg = 0

0 t
Yo=[0], Bo=]o0
0 2

Facendo i calcoli si ottiene

t— 2\/5 eT + t+2\/§ e T 4+ ;6_27—
e_TAB(T) — t— 2\/5 e + t+2\/§ T _ te—2T
ft 4 e’ + ft+4 e~ T

2

e integrando tra 0 e t erimoltiplicando per e* si trova la soluzione

yi(t) 1+Z\/§6—t+ 1+2f et + 2t — 5+8\é§+2t
ys(t) _ 1+Zﬁe—t + 1+if t 2t 3+8\g§72t
ys(t) _4+4\/§€—t + 4+4\/§€t_ Vat

MORALE: questi calcoli li fa meglio un computer - I'importante e pero avere
capito cosa si deve fare e come sia importante capire la natura di e*4



