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SOLUZIONI

PRIMA PARTE

1. Si calcolino (6p.)

=0

n—-+o0o n2 + 4 n—-+oo n—+oo n2 + 1

240 1\" 1 —4nsi
lim (n + > =1, lim V2-4"+7Tn =4, lim M

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine due per f(z) = /(1 +€°*)/2, in 2o = 0 (4p.):
Py(x )—1+ £U+75 2

3. Data la funzione f(z) = 2% + 5z si ha (2p.) (f71)'(1) = ==

In(2)+5
20)vV1+ 422 — 1
4. Si calcoli il seguente limite (8p.): lin% cos(22) 4+ ’ .
T— x

Vedi soluzione alla fine
SECONDA PARTE

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente (), con-
verge ma non converge assolutamente (| C]) oppure non converge (NCJ) (4p.).

St =

NE

n:() 77,:07/’164_7
1+ .
nz; nﬁﬁ KON Y oy BICX

2. Si caleoli il seguente integrale improprio(4p.):

/1: m dz = 5(1 — In(2))

3. Sia f(z,y) := 2* +y* + 25xy. Si trovi un (eventuale) punto di minimo per f (2p.):
(Tumin, Ymin) = (5/2,—5/2) oppure (—5/2,5/2)
4. Si consideri la seguente equazione differenziale

1
v = —y+x—2, x>0
2z

)
)
c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y & crescente su |0, +oo[ (3p.);

(e) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y ¢ decrescente su |0, 1] (3p.).

Vedi soluzioni alla fine.
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SOLUZIONI
PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)
2 1 n 1 B .
b (“L) 1 i T E T on =5, lim Lo
n—+o0o n2 —+ 5 n—-+o0o N— 400 n2 + 1

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine due per f(z) = /(1 +€%*)/2, in 2o = 0 (4p.):
Py(x )—1+ £U+12 2

3. Data la funzione f(z) = 2%+ 3z si ha (2p.) (f~1)(1) = ﬁ

2)13
20)vV1+ 422 — 1
4. Si calcoli il seguente limite (8p.): lin% cos(22) 4+ ’ .
T— x

Vedi soluzione alla fine
SECONDA PARTE

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente (), con-
verge ma non converge assolutamente (| C]) oppure non converge (NCJ) (4p.).

S L

NE

n:() n=0
> lzigf X[and Y (Ac][c][X
n=0 n=0

2. Si caleoli il seguente integrale improprio(4p.):

/1/:0 m dz = 3(1 — In(2))

3. Sia f(z,y) := 2* +y* + 16xy. Si trovi un (eventuale) punto di minimo per f (2p.):
(Tomin, Ymin) = (4/2,—4/2) oppure (—4/2,4/2)
4. Si consideri la seguente equazione differenziale

1
Y =—y+az—2, x>0
2z

)
)
c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y & crescente su |0, +oo[ (3p.);

(e) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y ¢ decrescente su |0, 1] (3p.).

Vedi soluzioni alla fine.
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SOLUZIONI
PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)
2 1 n 1 B .
i (“L) 1 i T e Tan =6, lim L0
n—+o0o n2 + 6 n—-+oo n—-+o0 n2 + 1

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine due per f(z) = /(1 +€3*)/2, in 2o = 0 (4p.):
Py(x )—1+ £U+27 2

3. Data la funzione f(z) = 2% + 4 si ha (2p.) (f71)'(1) = ==

m(2)+4
20)vV1+ 422 — 1
4. Si calcoli il seguente limite (8p.): lin% cos(22) 4+ ’ .
T— x

Vedi soluzione alla fine
SECONDA PARTE

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente (), con-
verge ma non converge assolutamente (| C]) oppure non converge (NCJ) (4p.).

S =

NE

nb 45
n:() n=0
1+ .
> n15f KON Y gy RO

2. Si caleoli il seguente integrale improprio(4p.):

/1/:0 m dz = 4(1 — In(2))

3. Sia f(z,y) := 2* +y* + 92y. Si trovi un (eventuale) punto di minimo per f (2p.):
(Tomin, Ymin) = (3/2,—3/2) oppure (—3/2,3/2)
4. Si consideri la seguente equazione differenziale

1
v = —y+x—2, x>0
2z

)
)
c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y & crescente su |0, +oo[ (3p.);

(e) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y ¢ decrescente su |0, 1] (3p.).

Vedi soluzioni alla fine.
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SOLUZIONI

PRIMA PARTE

1. Si calcolino (6p.)

n—-+oo n2 —+ 7 n—-+4o0o n—-+4o00 7Z2 -+ 1

2 n _ :
lim (" H) —1, lim ¥2 -7 +3n=7, lim L—Tnsin(n) _

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine due per f(z) = /(1 + €**)/2, in 2o = 0 (4p.):
Py(x )—1+ £U+48 2

3. Data la funzione f(z) = 2%+ 2z si ha (2p.) (f~1)(1) = ﬁ

2)+2
20)vV1+ 422 — 1
4. Si calcoli il seguente limite (8p.): lin% cos(22) 4+ ’ .
T— x

Vedi soluzione alla fine
SECONDA PARTE

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente (), con-
verge ma non converge assolutamente (| C]) oppure non converge (NCJ) (4p.).

P S
n

n=0 n=0 +3
PR AR 3 [6]]56] A0 [C)[ X
n=0

NE
3[\')

n—+3

3
Il
=)

2. Si caleoli il seguente integrale improprio(4p.):

/1/:0 m dz = 2(1 — In(2))

3. Sia f(z,y) := 2* +y* + 4xy. Si trovi un (eventuale) punto di minimo per f (2p.):
(Tomin, Ymin) = (2/2,—2/2) oppure (—2/2,2/2)
4. Si consideri la seguente equazione differenziale

1
v = —y+x—2, x>0
2z

)
)
c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y & crescente su |0, +oo[ (3p.);

(e) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y ¢ decrescente su |0, 1] (3p.).

Vedi soluzioni alla fine.



PRIMA PARTE
1.

(”2 +1 ) _ (i) (e ()) (0 mre(n)) 0 g
n2+ A
V2-Ar+ Bn = A\/2+ % = Ae%m(ﬁ%) — A’ = A

‘1—Ansin(n) <Lt |A|n 0
—

n?+1 n?+1

2. Sia f(x) = /(1 4 e4*)/2. Allora, rispetto a zo = 0:

A? 1 1
=14 Art a® tola®)s Ity =1+ gy— oy’ +o(y)

1 1 2 2

A 2 2 — A A 2 2) —
f(x)—\/§+§(1+Ax+7x +o(x)>_\/1+§a:+?x +o(2?) =

2\2 4 8\ 2

A A2 A? A 3A2
1 — ot P 2 =1 — el 2 —
+ ot g% T35 + o(x*) +get T + o(x*)

141 (éx N 0(:152)) 1 (éx + 0(:15))2 +o(O(z)?) =

e dunque Pp(x) =1+ %x + 33%2:172. Notiamo che questo implica che

A A?
fO=1 fo=% o=

e che si puo fare 'esercizio anche calcolando direttamente le derivate sopra.

3. Data la funzione f(z) =2"+ Az siha f(0) =1, f'(z) =In(2)2* + A, f/(0) =In(2) + A e

dunque
1 1

P00 = 55 =
cos(2x)V1 + 4z — 1

4

4. Si calcoli il seguente limite: lim

x—0 €x
1 1 2
cos(2zx) =1 — 5(23:)2 + 2—4(295)4 +o((22)") =1 —22° + §x4 + o(x*h);
1 1
V91+4z?2 =1+ 5(4372) - §(4a72)2 +o((42%)%) = 14 22% — 22* + o(2*);

2
cos(2z)V'1 + 4x? = (1 — 227 4 §x4 + 0(x4)) (1+22° — 22 4 o(z?)) =

2 16
1— 222 + §x4 +o(z*) + 22% — 42" + O(2°®) — 22" + O(2%) + o(z") = 1 — 3954 + o(z?)
e quindi
. cos(20)V/1+422 -1 —at +o(a?) 16
lim = lim = ——
z—0 xt 2—0 x? 3

SECONDA PARTE



L Y%, 3,?: v) La serie € a termini positivi. Applicando il criterio della radice:

/ » 2 2
5 — 5 <1
"+ A 3L1+A/3n 3

dunque la serie converge assolutamente (convergenza e convergenza assoluta coincidono
se 1 termini sono positivi).

n . N . . o . . . . . . .
S = La serie € a termini positivi. Applicando il criterio della radice:

n=0 nb+A
\/ —>2>1

dunque la serie non converge (diverge dato che i termini sono positivi).

VI
S Yoy La serie ¢ a termini positivi. Si ha
n=0 n+A

Vitn—yn 1 1 +O( 1 )
n+A  (n+A)WT+n+n) 2032 2n3/2

e dunque la serie converge assolutamente essendo il termine generale asintotico a 1/n®
con a =3/2 > 1.

P ETACTE La serie ¢ a termini positivi (il denominatore tende a +00). Si ha

n 1 1
n2+ A(=1)"  nl+ A(—1)"/n2

= (1 +0(1)

e dunque la serie non converge (diverge) dato che il termine generale ¢ asintotico a 1/n.

2. Utilizzando la sostituzione y = Az (z = y/A, dv = dy/A) si perviene a

/+oo 1 d /+oo 1 1 d A/—I—oo 1 d
—_ —dx = —  —dx = ——dx
1a 731+ Az) v (W/APA+y) A o Y1 +y)

(ovviamente questo passaggio non & necessario, ma avere A = 1 semplifica un po’ i numeri
che si trovano). L’integrando ¢ una funzione razionale che si puo ridurre in fratti semplici:

1 a b c aly? +y)+bly+1)+cy? (a+)y*+(a+by+b
R TR - 2 - 2
v(l+y) y v y+l vy +1) y*(y+1)
da cui si trova facilmente che a = —1, b = 1, ¢ = 1. Dunque

1 11 1 1 1
/2—dx:/(——+—2+—> dyzln(&)———l—cost.
y?(1+y) y oy oy+1 y y

e quindi

too 1 17 t+1 1
/ ————dz = lim lln (&> — —} = lim <ln (L) — - —1In(2) + 1) = 1-In(2)
1 y2(1 -+ y) t——+00 Y vl t——+o00 t t

(che va moltiplicato per A per avere il risultato richiesto).



3. Sia f(z,y) := 2" + y* + A%zy. Si ha

0 0
— =4 3 2 _ — 4 3 2
5] (& y) = 4a” + A%y, ayf(a:,y) '+ A
e anche (serve poi)
0” 0? 0
55 (@,y) =122, flzy) =A% —f(z,y) =12

0x? 0xdy dy

Troviamo i punti stazionari

43 + A% =0 4zt + A2 =0
{x+ Y :{IJF Y = 4ot =4yt =y =+

4+ A%z =0 4yt + A’y

Usando la condizione y = £z nel sistema di partenza si trova 423 & A%z = 0 che equivale
ax =0 (=y=0) oppure 42> + A% = 0. La seconda equazione non ha soluzione quando
si prende il segno + e quindi rimane 4z? = A? che equivale a z = £A4/2 (y = FA/2). In
definitiva i punti stazionari sono (0,0) e (£A/2,FA/2). Calcolando 'Hessiano in (0, 0)
si trova

2
H¢(0,0) = ( 122 f(l) ) = gli autovalori sono + A% = (0,0) & di sella

D ’altra parte il minimo esiste perché f — +oo quando (x,y) — oo e dunque si realizza
in uno dei due punti simmetrici (£A/2, FA/2) (basta indicarne uno nella risposta).

4. Abbiamo la seguente equazione differenziale

1
Yy = —y+ax—2, x>0
2x

Applicando la formula si trova

y(z) = Va (y(l) + /j %dt) =z (yo + [§t3/2 - 4t1/2K) =

10 2
Yo+ — | VT +-a? —dx
3 3
Se ne deduce facilmente che

lim y(x) =

lim 10 lim y(x) =400

+ _10
0 se Yo > —3
0~ se Yo g 3 z——+00

(non ¢ richiesto nelle domande di distinguere 0™ e 07, ma & utile per rispondere al suc-
1

cessivo punto e ). Per tracciare i grafici ¢ utile chiamare F(z,y) = 2—y +x — 2 e studiare
x

il segno di F(z,y), a seconda di (z,y) in R?. Si vede facilmente che F(z,y) = 0 se e
solo se y = 22(2 — z) =: g(x). Analogamente F(z,y) > 0 (< 0) se e solo se y > g(z)
(y < g(z)) - notiamo che stiamo nelle z > 0. Tracciamo il grafico di g (una parabola che
passa per (0,0) e (2,0) e che ha vertice in (1,2). A questo punto le curve y devono essere
crescenti quando y(z) > g(x), decrescenti se y(z) < g(z) e devono incrociare il grafico di
g con tangente orizzontale. Se ne ricavano i grafici indicati in figura. Notiamo il cambio
di comportamento in zero, quando yg = —10/3, che si deduce dai limiti.



Dai grafici si deduce che: d) y ¢ cresente (ovunque) se yo > 2; e) y ¢ decrescente su |0, 1]
se yo < —10/3.



