Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 13 settembre 2005 - A -

PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)

"+1
lim n~*sin(n) =0, lim {/7n%+ 472 = /4, lim len(?)

n—-4o0o n—-+o0o n—-+4o0o n

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine tre per f(x) = €, in o = 1 (3p.):

P3(z) =¢° (1 +5(x—1)+ %([E — 1)+ 1(255@ - 1) )

3. Se g(z) =2+ 5z e f(xr) = (¢ *(x))? allora si ha (3p.) f/(1) =0
e®1 -2z — 1+ 22

4. Si calcoli il seguente limite (8p.): hH(l) 3 =—
r— X
Per lo svolgimento si vedano le pagine seguenti.

SECONDA PARTE

Wl

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente ((AC]), con-

verge ma non converge assolutamente () oppure non converge () (4p.).

o0

27 22 [Ac[c] (x|
! 4 +3
— o

n=0 n:l

S

2. Si calcoli il seguente integrale improprio(4p.):

——dr = —=m
oo Z2Hz+1 V3

3. Sia f(x,y) := bay + e® ", Dando per noto che limy|(zy|—oo f(2,y) = +00, si trovi un
(eventuale) punto di minimo assoluto per f (2p.):

/In In(
(Tmins Ymin) = ( ( ) (0 il punto opposto)

4. Si consideri la seguente equazione differenziale

, 4 1
Yy =—-y——+1, x>0
x x

a) dato yo in R si scriva la soluzione y su |0, 400 con y(1) =y (1p.);

(
(b) si calcolino, al variare di yo, i limiti (se esistono) di y(x) a 07 e a +00 (2p.);

)

)
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
(d) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y e decrescente su |0, +oo[ (3p.);
)

(e) si trovino i valori di yp, se ce ne sono, per cui y(x) = 0 ha due soluzioni (3p.).

Per lo svolgimento vedere le pagine seguenti.



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 13 settembre 2005 - B -

PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)

"+1
lim n°sin(n) =0, lim 3/9n%+ 572 =+/5, lim len(Q)

n—-4o0o n—-+o0o n—-+4o0o n

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine tre per f(x) = €**, in o = 1 (3p.):

P3($) =’ (1 + 2(1‘ — 1) + g(x — 1)2 + g(x _ 1)3)

3. Se g(z) =2+ 3z e f(x) = (¢~ *(x))? allora si ha (3p.) f/(1) =0
e®1 -2z — 1+ 22

4. Si calcoli il seguente limite (8p.): hH(l) 3 =—
r— X
Per lo svolgimento si vedano le pagine seguenti.

SECONDA PARTE

Wl

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente ((AC]), con-

verge ma non converge assolutamente () oppure non converge () (4p.).

o0

y U 29 22 [Ac][c][xC]
n=0

= nl 5 +3

Z% PP

n=0 n=1

2. Si calcoli il seguente integrale improprio(4p.):

——dr = —=m
oo Z2Hz+1 V3

3. Sia f(x,y) := 6xy + e® ", Dando per noto che limy|(zy|—oo f(2,y) = +00, si trovi un
(eventuale) punto di minimo assoluto per f (2p.):

/In In(
(Tmins Ymin) = ( n(6 ) (0 il punto opposto)

4. Si consideri la seguente equazione differenziale

, 4 1
Yy =—-y——+1, x>0
x x

a) dato yo in R si scriva la soluzione y su |0, 400 con y(1) =y (1p.);

(
(b) si calcolino, al variare di yo, i limiti (se esistono) di y(x) a 07 e a +00 (2p.);

)

)
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
(d) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y e decrescente su |0, +oo[ (3p.);
)

(e) si trovino i valori di yp, se ce ne sono, per cui y(x) = 0 ha due soluzioni (3p.).

Per lo svolgimento vedere le pagine seguenti.



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 13 settembre 2005 - C -

PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)

"+1
lim n Ssin(n) =0, lim /512 + 672 = /6, lim len@)

n—-4o0o n—-+o0o n—-+4o0o n

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine tre per f(x) = €**, in o = 1 (3p.):

P3(z) = ¢ (1 +3(z—1)+ g(x — 1)+ 267(:1:— 1) )

3. Se g(z) =2+ 4z e f(x) = (¢~ *(x))? allora si ha (3p.) f/(1) =0
e®1 -2z — 1+ 22

4. Si calcoli il seguente limite (8p.): hH(l) 3 =—
r— X
Per lo svolgimento si vedano le pagine seguenti.

SECONDA PARTE

Wl

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente ((AC]), con-

verge ma non converge assolutamente () oppure non converge () (4p.).

o0

25 22 [Ac[c] (x|
! 6 +3
— o

n=0 n:l

S

2. Si calcoli il seguente integrale improprio(4p.):

——dr = —=m
oo Z2Hz+1 V3

3. Sia f(x,y) := Ty + e® ", Dando per noto che limy|(zy|—oo f(2,y) = +00, si trovi un
(eventuale) punto di minimo assoluto per f (2p.):

/In In(
(Tmins Ymin) = ( ( ) (0 il punto opposto)

4. Si consideri la seguente equazione differenziale

, 4 1
Yy =—-y——+1, x>0
x x

a) dato yo in R si scriva la soluzione y su |0, 400 con y(1) =y (1p.);

(
(b) si calcolino, al variare di yo, i limiti (se esistono) di y(x) a 07 e a +00 (2p.);

)

)
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
(d) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y e decrescente su |0, +oo[ (3p.);
)

(e) si trovino i valori di yp, se ce ne sono, per cui y(x) = 0 ha due soluzioni (3p.).

Per lo svolgimento vedere le pagine seguenti.



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 13 settembre 2005 - D -

PRIMA PARTE
1. Si calcolino (6p.)

"+1
lim n "sin(n) =0, lim {/3n%+7%/2 =+/7, lim len(iﬁ)

n—-4o0o n—-+o0o n—-+4o0o n

2. Si scriva il polinomio di Taylor di ordine tre per f(x) = €%, in o =1 (3p.):
16 64
P3(z) = et (1 +4(x—1)+ 7(:17 — 1)+ E(as — 1)3)

3. Se g(z) =2+ 2z e f(x) = (¢ *(x))? allora si ha (3p.) f/(1) =0
e®1 -2z — 1+ 22

4. Si calcoli il seguente limite (8p.): hH(l) 3 =—
r— X
Per lo svolgimento si vedano le pagine seguenti.

SECONDA PARTE

Wl

1. Per ognuna delle seguenti serie si indichi se la serie converge assolutamente ((AC]), con-

verge ma non converge assolutamente () oppure non converge () (4p.).

o0

23 22 [Ac[c] (x|
! 7 +3
— o

n=0 n=1

S

2. Si calcoli il seguente integrale improprio(4p.):

——dr = —=m
oo Z2Hz+1 V3

3. Sia f(x,y) := 8xy + e® ", Dando per noto che limy|(zy|—oo f(2,y) = +00, si trovi un
(eventuale) punto di minimo assoluto per f (2p.):

/In In(
(Tmins Ymin) = ( n(& ) (0 il punto opposto)

4. Si consideri la seguente equazione differenziale

, 4 1
Yy =—-y——+1, x>0
x x

a) dato yo in R si scriva la soluzione y su |0, 400 con y(1) =y (1p.);

(
(b) si calcolino, al variare di yo, i limiti (se esistono) di y(x) a 07 e a +00 (2p.);

)

)
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu significativi di yo (3p.);
(d) si trovino i valori di yo, se ce ne sono, per cui y e decrescente su |0, +oo[ (3p.);
)

(e) si trovino i valori di yp, se ce ne sono, per cui y(x) = 0 ha due soluzioni (3p.).

Per lo svolgimento vedere le pagine seguenti.



SVOLGIMENTO - PRIMA PARTE
1. e Il primo limite fa zero perché si tratta del prodotto tra un infinitesimo n =" (k dipende
dalla fila) e un termine limitato sin(n).

e Nel secondo caso si ha (A e B dipendono dalla fila):

n n An?
VAn?2 4+ B2 = \/ An2 + VB =B} ﬁg+1—>\/§-1:\/§

e Nel terzo caso (A > 1 dipende dalla fila):

(A" +1) _ In(A"(1+4™) _nln(A) +(+A™) o

n n n

2. Si ha, utilizzando lo sviluppo di e* in zero e le prprieta dell’esponenziale:
1 1
eA? = ATl = 4 (1 + Az — 1) + §A2(x —1)*+ 6/13(:15 — 1)+ o((z — 1)3))

da cui la risposta scritta prima.

3. Poniamo g(z) = 2% + Az (A dipende dalla fila). Si ha g(0) = 1 e quindi g~'(1) = 0.
Inoltre ¢'(z) = In(2)2% + A e quindi ¢'(0) = In(2) + A # 0, da cui g~' & derivabile in 1

Peraltro, per la formula di derivazione della funzione

—1y/ _ _ 1
=00 T @A

compostas /(1) = (g™ (1) = 2™ ({9 (1) = 25— = .
4. Si ha:
2 28 2 28
e“V1—2r — 14 2% = (1+x+?+§—|—0(1‘3))(1—x—3—7—1—0@3))—1—1—1‘2:

4 4
1—2%— gxg — 1422 +o(2?) = —§x3 + o(x?)

"1 —2x —1+2? _ —32° + o(a?) 4
x3 x3 3

SVOLGIMENTO - SECONDA PARTE

1. In quanto segue A e B indicano dei parametri dipendenti dalla fila.

1

An+1
Dato che a,, é decrescente e tende a zero la serie converge per Leibniz. La serie non

¢ assolutamente convergente dato che a,, ¢ asintotico a %

e La prima serie ¢ a segni alterni con termine generale (—1)"a,, dove a, =

e La seconda serie non converge in quanto il suo termine generale a,, non tende a zero.

. n 1
Infatti ]an] = A——|—1 — Z
n

n!
e La terza serie converge per il criterio del rapporto. Infatti se a, = —, allora
n

| n n n
Any1 (n+1)! n" _( n (1. 1 _>1<1
ap (n+ 1)n*1 n! n+1 n+1 e

Essendo a termini positivi la serie converge anche assolutamente.




e La quarta serie é (deﬁnitivamente) a termini negativi. Si puo applicare il criterio
della radice (cambiando il segno) e si ottiene

/An+3” L3P An + 1 3
—_— —) —
4n — Bn 1—4—"Bn 4

e dunque la serie converge e converge assolutamente.

2. Si ha:

+oo +o0 1 4 [ 1
/ Q—dx:/ —dez—/ =

oo TP+ o (z+3)"+3 3J <2a:+1> 1

oy AV (201 T AVBT (2] 0

im —— |ar im —— |ar =
c—+oo 3 2 88 \/3 0 c——003 2 '8 \/g c

75 mee () + 35 (e (35) +3) -7
— | = —ar — — | ar — — ) =—n
valz R/ T vs MR VB) T 2) T
3. Si ha f(z,y) = Azy + e+’ dove A > 2 dipende dalla fila. Notiamo che il minimo

assoluto esiste dato che la funzione tende all'infinito quando ||(z,y)|| — co. Calcoliamo
il gradiente di f:

Ay + 2we® Y’
Vf(x,y) = ( )

Ax + 2ye$2+y
Cerchiamo i punti stazionari:

Ay + 22" =0 - Ay? 4+ 20ye” TV =0 2

Az + 2yt =0 Ax? 4 2zye” TV =
Dunque deve essere x = y oppure x = —y. Nel primo caso

Az +22e* =0 2 =0 oppure A + e =0
e la seconda condizione non ha soluzioni. Nel secondo caso si ha ancora x = 0 oppure
In(A)
2

(notiamo che 'argomento della radice & positivo, dato che A > 1). Quindi i punti critici

sono 0.0, (\/111(214)7_\/111(214))’ (\/ln \/hl )

Calcoliamo le derivate seconde:

2
%(l} y) = (2+4a?)e” V",

A =02 =h(A) s r==+

an 24,2 82f 24,2
= A+daye” TV, — = (2+4y*)e" Y

A questo punto calcoliamo la matrice Hessiana in (0, 0):

H(0,0) = (?4 ?) = det (H(0,0)) =4 — A* <0

Questo implica che (0,0) ¢ un punto di sella e quindi il minimo non puo che trovarsi negli
altri due punti stazionari (che sono equivalenti dato che f(—x,—y) = f(x,y)).



e Troviamo la soluzione:

T 1 1
_ .4 _ 4 _
y@y_x(%+zjC7+¢);ﬁ)_m(%+zj<73+ﬁ>ﬁ>_
I T L NEPU A B B N
x — - — =x —t——— ) =cx"+-—-=
RN PTEETE R DT T gt T 3y 13

dove c:yo—i—%.

e Dunque

lim y(z) = 1 lim y(z) =

r—0t T—+00

1- +oo sec>0&yy> —15
—00 sec§0<:)y0§—1—12

e Per tracciare i grafici studiamo le zone del piano in cui la ¢’ & positiva/negativa/nulla.
4 1
Per questo poniamo F(x,y) := —y — — + 1, di modo che 'equazione si puo scrivere
x x
y' = F(z,y). Allora

1
ﬂ%wzoﬁyzz—% =: g(x)
e analogamente (nelle z > 0) F(z,y) > 0 & y > g(x), F(z,y) < 0 & y <
g(z). Disegnando il grafico di g si possono disegnare i grafici delle soluzioni tenendo
presente che y deve essere crescente nelle z in cui y(x) > g(z), decrescente nelle x in
cui y(x) < g(z) e deve attraversare il grafico do g con derivata nulla. Si ottengono i
grafici riportati in figura (la linea tratteggiata & il grafico di g).

1 L

0.8
0.6!
0. 4!

0.2]

0.2

-0. 4]

e Dal comportamento descritto al punto precedente si deduce che y ¢ decrescente se e

solo se ¢ < 0 e cioé se yg < —%.

e Sempre esaminando i grafici si vede che y attraversa due volte ’asse delle x se e solo
se —5 < yo < 0.



