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PRIMA PARTE (per tutti)

1. Si dica se la serie di funzioni

flz) = Z cos(nr)

— nt+1

converge puntualmente su R. In caso affernativo si dica se la sua somma f(z) definisce
una funzione derivabile ed eventualmente quanto fa f’(0).

o o cos(n’r)
Svilgimento. Indichiamo f,(z) := Al Allora
1 , n?sin(n’r) , 1
22£|fn<x)| <o fo(z) = a7 22£|fn(x)| < 5
Ne segue che sia la serie delle f,, che la serie delle f! convergono uniformemente su R e da
questo si ricava che f & derivabile e f'(x) = > f’(z) In particolare f/(0) = 0 (perch’e
f1(0) = 0 per ogni n). O

2. Si consideri la serie definita da Z

OO|3

. Si dica se converge e in caso affermativo se ne

trovi la somma.

Svolgimento. Usando ripetutamente la derivazione per serie si ottiene:
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3. Si calcoli 1’integrale /_OO mdx
Svolgimento.
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4. Si trovi la soluzione del problema differenziale:

y// + 2?// — te—\t|
y € L*(R)

Svolgimento. Se b(t) := te™ si ha

~ —4iw
S EE

Per vederlo si applica la definizione di trasformata:
b(w) = / tele ™t dt +/ te te ™ dt
—o0 0
e si calcola per parti gli integrali, oppure ci si ricorda che, posto by (t) = e, si ha by (w) =

da cui:
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b(w) = F(tby(t =1—0> = = .

(w) ( 1( ))((U) Zdw 1((")) Z(w2+1)2 (w2+1)2
Allora trasformando secondo Fourier entambi i lati dell’equazione:
—4iw 4i 4i

B ——— — 2 1 e J = .
e & @200 = T < W) = e —

Tale g presenta i due poli +% doppi e il polo semplice 2i. Calcoliamo i residui:
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SECONDA PARTE (solo per gli energetici)
1. Si trovino le soluzione del problema differenziale:

y'+ 4y +5y =0
yeds

Svolgimento. Applicando Fourier

1
—w? + 44w +5

~

(—w? + diw +5)j(w) = 1 & J(w) =

Il polinomio —w? + 4wi + 5 ha le due radici in 2i & 1, che sono quindi poli semplici per 7,
entrambi con parte immaginaria positiva. Dunque se ¢ < 0 y(¢) = 0 mentre se t > 0

itw itw
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Quindi
e ?tsin(t) set>0
t) = = H(t)e *sin(t
10 {0 = H(pe M sint)
m
2. Si trovino le soluzione del problema differenziale:
y" + 4y’ + 5y = H(t) cos(3t)
y(t) =0 per t < 0.
Svolgimento. Applicando la trasformata di Laplace si ottiene
24 4z 4 5)(2) = —— & §i(2) = :
La funzione da antitraformare ha quattro poli semplici +37 ¢ —2 4. Si ha
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Dato che i residui nei poli coniugati sono i coniugati dei residui (perche la funzione e
reale), allora, per t > 0

y(t)= > Res ((Z2 +4ziet5z)(z2 +9)’w> B

w=+3i/—24i
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— cos(3t) + 3sin(3t) + e % (cos(t) — Tsin(t))
40

mentre naturalmente y(t) =0 se t < 0. O

. Si trovi la soluzione del problema differenziale su R:

y'+ 4y +5y =0
y(0) =1,4'(0) = —1.

Svolgimento. Supponiamo che y sia soluzione e poniamo v(t) := H(t)y(t). Allora v' =
y(0)+ HyY =0+ Hy ev" =8+ 9y (0)+ Hy" =6 — § + Hy” di modo che v risolve

V4 50 =0 —0+40 =86 +30
v(t) =0pert <0

Usando Laplace
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da cui, per t > 0
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Quindi v(t) = H(t)e *(cos(t) + sin(t)). Per semplici motivi ne segue y(t) = e~ (cos(t) +
sin(t)). O

i)el=2Ht '
oRe <L> = e*Qt%e((l — Z’)elt) = 672t(COS(t) + sin(t));



