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Definiamo famiglie “annidate di insiemi”. Datik,m ∈ N+ con k < mn, si consideriF =
{E j,l : j ∈ N, l ∈ ≀1, k j≀}, formata da insiemi compatti diRn con interno non vuoto e si fissino le
costanti geometricheσn, γn > 0. Si assume che per ognij ∈ N valgano le seguenti proprietà.

1. Per ognil, l′ ∈ ≀1, k j≀ ed l , l′, abbiamo IntE j,l ∩ IntE j,l′ = ∅ (insiemi della j-esima
generazione)

2. Per ognij ∈ N, abbiamo≀1, k j+1≀ =
⋃k j

s=1Υs con♯Υs = k e
⋃

l∈Υs
E j+1,l ⊂ E j,s.

3. SeE j,l ⊃ E j+1,s for all s ∈ Υl ⊂ ≀1, k j+1≀ with ♯Υl = k abbiamoE j,l \
⋃

u∈Υl
E j+1,u =

E j,l \
⋃k j+1

u=1E j+1,u

4. AbbiamoE jl 1
⋃k j+1

l=1 E j+1,l

5. Abbiamo diamE jl = γn/m j andLn(E j,l) = σn/m jn

DefiniamoC =
⋂∞

j=0

⋃k j

l=1 E j,l essere l’insieme frattale associato adF . Si noti cheC , ∅, poich̀e

tutte le intersezioni finite dei
⋃k j

l=1 E j,l sonon non vuote e sono tutte contenute nel compattoE0,1.
Associata adF , definiamo la funzione

µ̃(E j,l) =
1
k j

per tutti i j ∈ N e j ∈ ≀1, k j≀ .

Ricordando cheC è il frattale associato adF , per ogniA ⊂ Rn definiamo

µ(A) = inf
{
∑

( j,l)∈I

µ̃(E jl) : A ∩C ⊂
⋃

( j,l)∈I

E j,l, I ⊂ N × N+
}

,

detta “distribuzione di massa” suC.
Dimostrare i seguenti enunciati.

1 SeF = {E j,l : j ∈ N, 1 ≤ l ≤ k j} è una famiglia annidata di insiemi, provare che se
( j, l), (i, s) ∈ N × N+ con j < i, allora abbiamo IntEi,s ∩ IntE j,l = ∅, oppureEi,s ⊂ E j,l.

2⋆ Provare cheµ una misura boreliana che soddisfaµ(E j,l) = µ(IntE j,l) = k− j per tutte le
coppie (j, l) eµ(C) = 1.

3 Provare cheµ è borel regolare.

4 Provare che seα = logk/ logn, alloraHα(C) < +∞.

5⋆ Seα = logk/ logm, provare che esiste una costante geometricaθ, tale cheµ(B(x, r)) ≤
θ rα per ognix ∈ C edr > 0 sufficientemente piccolo, solo dipendente daF . Concludere
pertanto cheHα(C) > 0.

6 Calcolare la dimensione di Hausdorff del “Tappeto di Sierpínski”, del “Triangolo di
Sierpínski” e della “Polvere di Cantor”. Gli ultimi due sono rappresentati dalle figure
seguenti.



Figure 1: Triangolo di Sierpiński

Figure 2: Polvere di Cantor


