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Definiamo famiglie “annidate di insiemi”. Dak,m € N* conk < m", si considerif =
{Eji : ] €N, | €1, kl}, formata da insiemi compatti @" con interno non vuoto e si fissino le
costanti geometriche,, y, > 0. Si assume che per ogne N valgano le seguenti propraet

1. Per ognil,I” € 1, kit ed| # I’, abbiamo InEj; N IntEj; = 0 (insiemi dellaj-esima
generazione)
2. Per ognij € N, abbiama1, ki*h = U‘il‘rs confiYs = ke Uer Ejr) € Ejs.

3. SeEj; D Ejusforall s € Ty c @ ki*h with 47 = k abbiamoEj; \ Uyer,Ejsu =
Eii\ UE:iEju,u
4. AbbiamoEj ¢ U, Ej.1,
5. Abbiamo diankj = y,/m and£L"(Ej)) = on/m"
DefiniamoC = ML, Ul‘il E;, essere 'insieme frattale associatofadSi noti cheC # 0, poiche

tutte le intersezioni finite injI‘il E; sonon non vuote e sono tutte contenute nel comiatio
Associata adF, definiamo la funzione

1 . . -
ia(Ej)) = i pertuttiij e Nejel kh.
Ricordando ch€ ¢ il frattale associato afi, per ogniA c R" definiamo
p(A) =inf{ > fi(Ej): AnCc | J By, 1 cNxN',
(j,h)el (j,D)el

detta “distribuzione di massa” €Lt
Dimostrare i seguenti enunciati.

1 SeF ={E; :jeN, 1< < kl}e unafamiglia annidata di insiemi, provare che se
(J,1),(,8) e NxN* conj < i, allora abbiamo Ir; s N INtE;; = 0, oppureE; s C E;j).

2* Provare che: una misura boreliana che soddigftE;;) = u(IntE;)) = k! per tutte le
coppie (,1) eu(C) = 1.

3 Provare che e borel regolare.

4 Provare che se = logk/ logn, alloraH*(C) < +co.

5* Sea = logk/logm, provare che esiste una costante geometricale cheu(B(x,r)) <
0r® per ognix € C edr > 0 suficientemente piccolo, solo dipendentefdaConcludere
pertanto che{*(C) > 0.

6 Calcolare la dimensione di Hausdodel “Tappeto di Sierpiski”, del “Triangolo di
Sierphski” e della “Polvere di Cantor”. Gli ultimi due sono rappeesati dalle figure
seguenti.



Figure 1: Triangolo di Sierpiski

Figure 2: Polvere di Cantor



