
POLINOMI SIMMETRICIQueste note unite ai primi due 
apitoli della II parte del libro di Lang, Algebra, dovrebbero 
oprire gli argomentisvolti nella prima parte del 
orso (�no alla settimana di pausa per gli esoneri). Pi�u pre
isamente le parti dellibro di Lang in questione sono: tutto il 
apito \algebrai
 extensions" tranne la parte sulle estensioni puramenteinseparabili, e i paragra� 1, 2, 4, 6 e 7 del 
apitolo \Galois theory" (prossimamente faremo per�o an
he il materiale
operto dalle sezioni 3, 5 e forse an
he 8, 10 e 12). Le dimostrazioni di Lang non sono sempre identi
he a quelle
he abbiamo dato a lezione ma l'impostazione generale �e abbastanza simile.L'obiettivo di questa parte del 
orso �e quella di mostrare 
ome sia e�ettivamente possibile 
al
olare il gruppo diGalois e le radi
i di un polinomio. Inve
e di esporre una teoria generale ho preferito sviluppare qual
he esempio 
hemi sembrava potesse illustrare abbastanza bene qual
uno dei metodi e dei temi tipi
i. In�ne i polinomi simmetri
isono un oggetto importante in matemati
a e 
he forse avrete o

asione di riin
ontrare an
ora.Rispetto alle lezioni fatte in 
lasse queste note dovrebbero1 
ontenere po
he di�erenze e qual
he ulteriore esempio.1. Al
uni ri
hiami e al
une notazioniIn questa sezione A �e un anello2.1.1. Propriet�a universale dell'anello dei polinomi. Se f = P anxn �e un polinomio a 
oeÆ
ienti in A nellavariabile x e a un elemento di A possiamo valutare il polinomio in A ovvero possiamo 
onsiderare l'elementof(a) :=P anan. Analogamente, se f �e un polinomio in n variabili e a1; : : : ; an 2 A possiamo de�nire f(a1; : : : ; an).�E fa
ile veri�
are 
he l'appli
azione da A[x1; : : : ; xn℄ in A 
he manda f in f(a1; : : : ; an) �e un mor�smo di anelli.Se ' : A �! B �e un mor�smo di anelli e f =Panxn �e un polinomio a 
oeÆ
ienti in A nella variabile x possiamo
onsiderare il polinomio '(f) := P'(an)xn. Analogamente possiamo pro
edere nel 
aso di un polinomio 
on nvariabili e osserviamo 
he l'appli
azione da A[x1; : : : ; xn℄ in B[x1; : : : ; xn℄ 
he manda f in '(f) �e un mor�smo dianelli.Combinando queste due 
ostruzioni possiamo dimostrare la \propriet�a universale dell'anello dei polinomi":Proposizione 1. Sia ' : A �! B un mor�smo di anelli e siano b1; : : : ; bn 2 B. Allora esiste ed �e uni
a unaappli
azione ~' : A[x1; : : : ; xn℄ �! B tale 
he ~'(a) = '(a) per ogni a 2 A e ~'(xi) = bi per i = 1; : : : ; n.Dimostrazione. De�niamo ~'(f) = '(f)(b1; : : : ; bn) e osserviamo 
he ha tutte le propriet�a ri
hieste. L'uni
it�a di ~'�e las
iata 
ome eser
izio.Molto spesso la mappa ~' della proposizione viene a sua volta indi
ata 
on '.1.2. Anello generato. Se C �e un anello e Bi � C sono dei sottoanelli di C la loro intersezione TBi �e an
ora unsottoanello di C.In parti
olare se X �e un sottoinsieme di un anello C possiamo 
onsiderare l'intersezione di tutti i sottoanelli diC 
he 
ontengono X . Per 
i�o 
he abbiamo appena osservato questa intersezione �e a sua volta un sottoanello di Ced �e quindi il minimo sottoanello di C 
ontenente X . Possiamo quindi dare le seguente de�nizione.De�nizione 1. Sia A � C una estensione di anelli e S un sottoinsieme di C allora indi
hiamo 
on A[S℄ il minimoanello 
ontente A e S. A[S℄ viene 
hiamato an
he l'anello generato da A unione S o da S su A.Se S = fs1; : : : ; sng inve
e di s
rivere A[fs1; : : : ; sng℄ si usa s
rivere A[s1; : : : ; sn℄.Attenzione. Osserviamo 
he A[s1; : : : ; sn℄ ha un signi�
ato diverso dal 
onsiderare l'anello dei polinomi A[x1; : : : ; xn℄nelle variabili x1; : : : ; xn infatti questo anello non �e 
ostruito 
ome sottoanello di un anello dato. Tuttavia lanotazione �e abbastanza 
oerente infatti il minimo sottoanello di A[x1; : : : ; xn℄ 
ontenente A e gli elementi xi 
omesar�a 
hiaro tra po
o �e l'anello dei polinomi stesso.Poi
h�e A[S℄ �e 
hiuso rispetto al prodotto in parti
olare 
onterr�a tutti gli elementi della forma as1 � � � sn 
on a 2 Ae s1; : : : ; sn 2 S e pi
h�e �e 
hiuso rispetto alla somma 
onterr�a an
he gli elementi della formamXj=1 aj sj;1 � � � sj;nj
on m;nj 2 N, aj 2 A e sj;` 2 S.3 Se indi
hiamo 
on B il sottoinsieme degli elementi di C 
he si possono s
riverein questa forma avremo quindi 
he A[S℄ 
ontiene B. Vi
eversa �e fa
ile veri�
are 
he B �e un sottoanello di C 
he
ontiene A e S e quindi 
ontiene A[S℄. Quindi A[S℄ = B.1Quando e se saranno 
ompletate2Per noi anello signi�
her�a sempre anello 
ommutativo unitario e mor�smo di anelli signi�
her�a, a meno 
he non sia espli
itamentemenzionato il 
ontrario, un mor�smo di anelli 
he manda 1 in 13per queste note N 
onterr�a an
he 0. Inoltre (non solo per queste note) un prodotto x1 � � �xn 
on n = 0 si pone essere uguale a 11



2 POLINOMI SIMMETRICIEser
izio 1. Siano A un sottoanello di C siano s1; : : : ; sn 2 C alloraA[s1; : : : ; sn℄ = �f(s1; : : : ; sn) : 
on f polinomio in n variabili a 
oeÆ
ienti in A	:Possibile svolgimento. Sia P = A[x1; : : : ; xn℄ l'anello dei polinomi nelle variabili x1; : : : ; xn a 
oeÆ
ienti in A ein�ne sia s = (s1; : : : ; sn). Sia ' l'appli
azione 
he manda f 2 P in f(s) 2 A[s1; : : : ; sn℄ �e un mor�smo e la suaimmagine 
oin
ide 
on l'insieme 
he indi
hiamo 
on B a destra dell'uguale. In parti
olare B �e un sottoanello di C
he 
ontiene A e gli elementi si e quindi �e uguale a A[s1; : : : ; sn℄.De�nizioni analoghe a quelle di questo paragrafo le abbiamo date nel 
aso di estensioni di 
ampi (vedi l'eser
izio67 e la de�nizione 
he lo pre
ede nei fogli degli eser
izi).2. Azioni di gruppi su anelliSia G un gruppo 
on unit�a eG e S un anello. Una azione (di anelli) di G su S �e una appli
azione � : G�S �! Stale 
he1) �(g; �(h; a)) = �(gh; a) per ogni g; h 2 G e per ogni a 2 S;2) �(eG; a) = a per ogni a 2 S;3) per ogni g 2 G l'appli
azione a 7! �(g; a) �e un mor�smo di anelli di S.Molto spesso inve
e di s
rivere �(g; a) si s
rive g � a oppure g(a) o an
he g a. Osserviamo an
he 
he se un gruppo Gagis
e su un anello A allora possiamo estendere questa azione in modo 
anoni
o all'anello dei polinomi A[t℄ ponendog � t = t per ogni g 2 G.2.1. Invarianti. Se un gruppo G agis
e su un anello S indi
hiamo 
on SG l'insieme degli elementi di S invariantiper l'azione di G, ovvero SG = fa 2 S : g � a = a per ogni g 2 Gg:Osserviamo 
he 1 �e sempre �ssato da G e inoltre 
he se a; b 2 SG allora an
he a + b e a b appartengono ad SG.Inoltre se S �e un 
ampo e a 6= 0 an
he l'inverso �e �ssato da G infatti 1 = g � 1 = g � (a a�1) = (g �a)(g �a�1) e quindi(g � a�1) = (g � a)�1. In parti
olare SG �e un sottoanello di S e se S �e un 
ampo �e un sotto
ampo.2.2. Tra

ia, norma e 
ostruzione di al
uni elementi invarianti nel 
aso di un gruppo �nito. Se G �e ungruppo �nito al
uni elementi invarianti sono fa
ili da 
ostruire. Per esempio, per ogni a 2 S, l'elemento Pg2G g � a
he si 
hiama la tra

ia di a e viene indi
ato 
on TrG(a) e l'elemento Qg2G g � a 
he si 
hiama norma e 
he vieneindi
ato 
on NG(a) sono invarianti.Possiamo generalizzare e uni�
are la 
ostruzione degli invarianti norma e tra

ia 
onsiderando l'azione di Gsull'anello S[t℄ de�nita nel paragrafo pre
edente. Osserviamo innanzitutto 
he un polinomio �e invariante per l'azionedi G se e solo se i suoi 
oeÆ
ienti sono invarianti, ovvero S[t℄G = SG[t℄. Se a 2 S allora la norma del polinomiot� a, Yg2G g � (t� a) = Yg2G(t� g � a)�e un polinomio invariante, detto polinomio 
aratteristi
o di a, 
he indi
heremo 
on 
G;a(t). Per quanto abbiamoosservato i 
oeÆ
ienti di questo polinomio sono elementi invarianti di S. In parti
olare si osservi 
he se 
ardG = nil 
oeÆ
iente del termine di grado n� 1 �e l'opposto della tra

ia di a e il termine noto �e (�1)n per la norma di a.2.3. Risolventi. �E spesso utile 
onsiderare una leggera variante della 
ostruzione pre
edente. Se a 2 S indi
hiamo
on G�a o 
on G(a) l'orbita di a ovvero l'insieme degli elementi g �a 
on g 2 G. Poi
h�eG agis
e su G�a permutandonegli elementi l'elemento TrridG(a) :=Pb2G�a b, 
he 
hiameremo tra

ia ridotta, e l'elemento NridG(a) := Qb2G�a b,
he 
hiameremo norma ridotta, sono invarianti.Come nel 
aso della tra

ia e della norma possiamo generalizzare queste 
ostruzioni 
onsiderando l'azione di Gsull'anello dei polinomi S[t℄. De�niamo quindi il risolvente rispetto a G di un elemento a, 
he indi
heremo 
onRG(a) 
ome la norma ridotta di t� a. Abbiamo quindiRG(a) = Yf2G�(t�a) f = Yb2G�a(t� b):Il seguente eser
izio 
hiaris
e la di�erenza tra risolvente e polinomio 
aratteristi
o.Eser
izio 2. Sia a 2 S e sia n la 
ardinalit�a dello stabilizzatore di a. Allora 
G;a = RG(a)n.Svolgimento. Sia H lo stabilizzatore di a e osserviamo 
he g �a = g0 �a se e solo se g0 2 gH . Quindi per ogni b 2 G �aesistono esattamente n elementi di G tali 
he g � a = b. Spezziamo ora la produttoria 
he de�nis
e il polinomio
aratteristi
o raggruppando insieme gli elementi di G 
he hanno la stessa immagine se appli
ati ad a. In questomodo otteniamo: 
G;a = Yg2G(t� g � a) = Yb2G�a Yg2G :g�a=b(t� g � a) = Yb2G�a(t� b)n = RG(a)n:



POLINOMI SIMMETRICI 3Nel 
aso in 
ui G sia un gruppo di Galois il risolvente non �e nient'altro 
he il polinomio minimo, abbiamo infattiil seguente lemma.Lemma 2. Se S = F �e un 
ampo, E � F �e una estensione �nita 4 di Galois, G = Gal(F;E) e a 2 S allora RG(a)�e il polinomio minimo di a su E.Dimostrazione. Infatti sappiamo 
he G agis
e transitivamente sulle radi
i del polinomio minimo, quindi G(a) =fradi
i del polinomio minimo di ag.2.4. Azione sul 
ampo dei quozienti di un dominio. Sia D un dominio e sia K il suo 
ampo dei quozienti.Sia G un gruppo 
he agis
e su D. L'azione di G su D si estende a tutto K ponendog � ab := g � ag � bper ogni a; b 2 S 
on b 6= 0. La de�nizione �e ben posta infatti g�1 � (g � b) = b 6= 0 quindi in parti
olare g � b 6= 0 ese ab = 
d ovvero se ad = b
 allora (g � a)(g � d) = (g � b)(g � 
) e quindi g�ag�b = g�
g�d . �E fa
ile veri�
are 
he questa azionedi G su K ha le propriet�a 1), 2), 3) elen
ae sopra.Eser
izio 3. Sia D un dominio e sia K il suo 
ampo dei quozienti. Sia G un gruppo �nito 
he agis
e su D eestendiamo questa azione a K 
ome des
ritto sopra. Dimostrare 
he KG �e il 
ampo dei quozienti di DG.Svolgimento. Osserviamo 
he se a; b 2 DG e b 6= 0 allora ab 2 KG. Quindi si
uramente il 
ampo dei quozienti diDG �e 
ontenuto in KG.Sia ora ' 2 KG e sia ' = ab 
on a; b 2 D e b 6= 0. Moltipli
ando sopra e sotto per 
 =Qg 6=eG g �b (
he si
uramente�e diverso da zero) otteniamo ab = a 
Qg2G g � b :In parti
olare l'elemento al denominatore �e invariante per G. Quindi ' = dN 
on d 2 D e N 2 DG. In parti
olared = 'N e, poi
h�e N e ' sono invarianti, ne ri
aviamo 
he an
he d �e invariante. Quindi abbiamo s
ritto ' 
omequoziente di due elementi di DG.3. L'azione di permutazione sui polinomi in n variabiliSia ora A un anello e S = A[x1; : : : ; xn℄ l'anello dei polinomi in n variabili a 
oeÆ
ienti in A. Su S �e de�nitauna azione naturale del gruppo di permutatione Sn data nel seguente modo:� � a = a per ogni a 2 A e �(xi) = x�(i) per i = 1; : : : ; n:Gli elementi di S invarianti per questa azione si di
ono polinomi simmetri
i. Introdu
iamo ora al
uni parti
olaripolinomi simmetri
i.3.1. Polinomi simmetri
i elementari. Per h = 1; : : : ; n de�niamo l'h-simo polinomio simmetri
o elementare eh
ome la tra

ia ridotta di x1x2 � � �xh, abbiamo quindieh(x) = X16i1<i2<���<ih6nxi1xi2 � � �xih :In parti
olare abbiamo e1 = x1 + � � �+ xn e en = x1 � � �xn.La seguente relazione sar�a per noi fondamentale e render�a i polinomi simmetri
i elementari uno dei prin
ipalioggetti del 
orso: (t� x1) � � � (t� xn) = tn � e1 tn�1 + e2 tn�2 � � �+ (�1)nen: (RF)3.2. Polinomi di Newton. Per h 2 N l'h-esimo polinomio di Newton nelle variabili �e de�nito 
ome la tra

iaridotta di xh, abbiamo quindi ph(x) = xh1 + � � �+ xhn:In parti
olare p0 = n e p1 = e1. I polinomi di Newton non saranno durante questo 
orso al 
entro della nostraattenzione ma 
ostituiranno pi�u 
he altro un modo per 
reare eser
izi e saltuariamente uno strumento ausiliario, inparti
olare i due eser
izi e le osservazioni 
he seguono si possono si
uramente saltare ad una prima lettura.A lezione abbiamo dimostrato la seguente relazione tra polinmi simmetri
i e polinomi di Newton.Eser
izio 4. Sia A = |un 
ampo di 
aratteristi
a 0. Dimostrare 
he1� e1 t+ e2 t2 � � � � entn = nYi=1(1� txi) = e�Ph>1 phh th4in realt�a in questo 
aso questa ipotesi non �e ne
essaria



4 POLINOMI SIMMETRICISvolgimento. La prima uguaglianza si ri
ava dalla relazione fondamentale (RF) sostituendo t 
on t�1 e moltipli
andoper tn. Per dimostrare la se
onda uguaglianza sviluppiamo il termine sulla destra:e�Ph>1 phh th = e�Ph>1(xh1h +���+xhnh )th = e�Ph>1 xh1h th����Ph>1 xhnh th = e�Ph>1 xh1 thh � � � e�Ph>1 xhn thhOra osserviamo 
he �Ph>1 yh thh th = log(1�ty) e quindi il prodotto sulla destra �e uguale a (1�tx1) � � � (1�txn).L'eser
izio in parti
olare mostra 
he i polinomi simmetri
i elementari si possono esprimere per mezzo dei polinomidi Newton. Una appli
azione di questo fatto �e il seguente eser
izio (l'eser
izio 52) 
he in 
lasse non abbiamo mai
orretto.Eser
izio 5. Sia A una matri
e n � n a 
oeÆ
ienti razionali (va bene qualsiasi 
ampo di 
aratteristi
a 0) esupponiamo 
he Tr(A) = Tr(A2) = � � � = Tr(An) = 0. Allora An = 0.Svolgimento. Sia f il polinomio 
aratteristi
o di A e siano �1; : : : ; �n le radi
i di f 
ontate 
on la loro moltepli
it�a e� = (�1; : : : ; �n). Osserviamo intanto 
he TrAi = pi(�). Infatti possiamo s
egliere una base in C n 
he triangolarizzala matri
e (per esempio la mettiamo in forma di Jordan) allora �e 
hiaro 
he gli autovalori di A sono gli elementisulla diagonale e 
he gli autovalori di Ai sono �i1; : : : ; �in da 
ui Tr(Ai) = pi(�). 5Quindi le nostre ipotesi impli
ano 
he p1(�) = � � � = pn(�) = 0. La relazione dimostrata nell'eser
izio pre
edente
i di
e allora 
he 1 � e1(�) t + � � � � en(�)tn = etn+1h(t) 
on h una serie nelle t. Ma sviluppando il termine sulladestra 
ompaiono potenze di t solo di grado maggiore di n quindi ei = 0 per i = 1; : : : ; n da 
ui f = tn e An = 0per
h�e il polinomio 
aratteristi
o annulla la matri
e.Volendo possiamo rendere pi�u espli
ita la relazione tra le ei e le pi 
he abbiamo trovato nell'eser
izio 4. Non�e 
he questa 
osa 
i interessi pi�u di tanto e la potete si
uramente saltare in una prima lettura ma pu�o essere unbuon eser
izio per imprati
hirsi 
on al
une notazioni tipo �! 
on � una su

essione di interi. Sviluppando infatti iltermine sulla destra otteniamo1Xk=0 (�Ph>1 phh th)kk! = 1Xk=0 (�1)kk! � X� : [�℄=k [�℄!�! p�tf�gex(�) � = 1Xh=0� X� : f�g=h (�1)[�℄p��! ex(�) �th:dove � = (�1; �2; : : : ) �e una su

esione di interi de�nitivamente nulla, [�℄ =P�i, f�g =P i �i, p� = p�11 p�22 � � � ,ex(�) = 1�12�2 � � � e �! = �1!�2! � � � . Per h = 1; : : : ; n abbiamo quindieh = (�1)h X� : f�g=h (�1)[�℄p��! ex(�) :3.3. Il dis
riminante. Il dis
riminante �e il seguente parti
olare polinomio�(x) =Yi>j(xi � xj)2:De�niamo an
he il polinomio Æ 
ome Æ(x) =Yi>j(xi � xj):Lemma 3. Per ogni � 2 Sn abbiamo � � Æ = "(�)Æ dove "(�) �e il segno della permutazione �. In parti
olare Æ �einvariante per il sottogruppo delle permutazioni pari An e � �e un polinomio simmetri
o.Dimostrazione. Basta dimostrare questa relazione per � uguale ad una trasposizione della forma (h; h+1). In questo
aso i fattori (xi�xj) per i; j =2 fh; h+1g, i fattori (xi�xh)(xi�xh+1) per i > h+1 e i fattori (xh�xj)(xh+1�xj)per j < h rimangono invariati. Rimane fuori da questa lista solo il fattore (xh+1 � xh) 
he 
ambia segno.5La forma di Jordan qui non �e strettamente ne
essaria. Diamo un 
enno di una dimostrazione alternativa 
he usa un ragionamento
he si pu�o utilizzare in molte situazioni. Per quello 
he abbiamo detto la relazione �e vera per matri
i diagonalizzabili. Consideriamole due funzioni ' : A 7! Tr(Ai) e  : A 7! pi(�) de�nite sullo spazio vettoriale delle matri
i. Poi
h�e le pi si possono esprimere permezzo delle ei (questo lo vedremo nella prossima sezione) queste sono entrambe funzioni polinomiali nelle A (se questo non vi �e troppo
hiaro 
osa signi�
hi per i nostri s
opi basta osservare 
he sono funzioni 
ontinue). Inoltre ' e  
oin
idono sull'insieme delle matri
idiagonalizzabili. Quindi basta veri�
are 
he questo �e un insieme denso nell'insieme delle matri
i. Sia A una matri
e non diagonalizzabilee B una matri
e 
on tutti autovalori distinti. Consideriamo il dis
riminante di f(t) = det(tI � tB � (1 � t)A) questa �e una funzionepolinomiale nella variabile t e non identi
amente nulla per
h�e per t = 1 �e il dis
riminante del polinomio 
aratteristi
o di B 
he ha tuttiautovalori distinti. Quindi tB + (1 � t)A ha tutti gli autovalori distinti per tutti i t tranne un numero �nito di valori quindi A pu�oessere approssimata a pia
ere 
on matri
i diagonalizzabili.



POLINOMI SIMMETRICI 53.4. Risolventi di polinomi sotto l'azione del gruppo di permutazione. Sia P 2 S un polinomio nellevariabili x1; : : : ; xn. Se appli
hiamo la de�nizione data nella sezione pre
edente nel 
aso di un sottogruppo G di Sne di a = P otteniamo un polinomio nella variabile t a 
oeÆ
ienti in SG 
he sar�a indi
ato 
on RG(P; x) (inve
e 
he
on RG(P ) 
ome nel 
aso generale) per evidenziare il ruolo della variabile x.Parti
olarmente interessante per noi sar�a il 
aso di G = Sn. In questo 
aso indi
hiamo il risolvente di P rispettoa Sn sempli
emente 
on R(P; x) e ri
ordiamo in questo 
aso la de�nizione:R(P; x)(t) = YQ2Sn(P )(t�Q(x)):Evidenziamo an
ora una volta 
he R(P; x) �e un polinomio nella variabile t a 
oeÆ
ienti nei polinomi simmetri
i.4. Il teorema fondamentale per i polinomi simmetri
iIn questa sezione manteniamo le notazioni della sezione pre
edente. Per tutta la sezione inoltre � = (�1; : : : ; �n),� = (�1; : : : ; �n), 
 = (
1; : : : ; 
n) saranno n-uple di numeri naturali.Possiamo dare un ordine totale (detto ordine lessi
ogra�
o) alle n-uple di naturali nel seguente modo: poniamo� > � se esiste i 2 f1; : : : ; ng tale 
he �j = �j per j < i e �i > �i.Possiamo utilizzare questo ordine per 
ostruire un ordine sui monomi (e su zero). Per 
omodit�a poniamox� = x�11 � � �x�nn . Allora di
iamo 
he a x� > bx� se � > � e a; b 6= 0. Poniamo inoltre per 
omodit�a a x� > 0 perogni a 6= 0.Osserviamo 
he ogni polinomio F 2 S si s
rive nella forma P� a� x� 
on gli a� 2 A e tutti nulli tranne in unnumero �nito. Se F 6= 0 poniamo allora L(F ) = a�x� se a� x� �e il monomio pi�u grande tra quelli 
he 
ompaiononella espressione di F . Poniamo inoltre L(0) = 0. Abbiamo 
os�� de�nito una funzione L : S �! S. Se L(F ) = a x�de�niamo inoltre M(F ) = a, N (F ) = � se a 6= 0 e N (0) = �1 e 
onsidero questo elemento un elemento minore ditutte le n-uple di numeri naturali.L non �e un mor�smo di anelli (infatti non 
onserva la somma) ma ha al
une propriet�a la 
ui veri�
a las
iamo allettore (
he saresti te 
he stai leggendo e 
he ti serve per 
apire 
osa �e questa funzione L e per
h�e poi queste 
osete le 
hiedo all'esame!):1) se M(F ) = 1 allora L(F G) = L(F )L(G) per ogni G 2 S;2) se L(F ) = L(G) 6= 0 allora L(F �G) < L(F );3) se L(F ) > L(G) allora L(F +G) = L(F );4) L(ei) = x1 � � �xi.Utilizzeremo queste propriet�a per dimostrare il teorema fondamentale dei polinomi simmetri
i. Introdu
iamoan
he la notazione e� = e�11 � � � e�nn .Ri
ordiamo 
he una A-base di S �e un sottoinsieme B di S tale 
he ogni elemento di S si pu�o s
rivere in modouni
o 
ome 
ombinazione lineare a 
oeÆ
ienti in A di un numero �nito di elementi di B. (La de�nzione �e la stessa
he avete dato per A un 
ampo ma nel 
aso di un anello qualsiasi non �e detto 
he esista sempre una A-base).Lemma 4. Se F 6= 0 �e un polinomio simmetri
o allora e L(F ) = a x� allora �1 > �2 � � � > �n.Dimostrazione. Sia F =P a�x�. Poi
h�e F �e simmetri
o abbiamo 
he a� = a�0 per ogni riordinamento �0 di �.Osserviamo inoltre 
he se prendiamo una n-upla di interi 
 e la riordiniamo in ordine de
res
ente ottenendo 
os��una n-upla 
0 avremo si
uramente 
0 > 
 (
ome mai? il lettore, lo stesso di prima, farebbe bene a veri�
arlo).Sia ora 
�x� = L(F ) e �0 �e un riordinamento de
res
ente di � allora, essendo F simmetri
o, 
�0 = 
� 6= 0 equindi 
�0x�0 > 
�x� e per massimalit�a di � otteniamo � = �0.Teorema 5. L'insieme dei polinomi e� 
on � n-upla di naturali �e una A-base dell'anello SSn dei polinomi simme-tri
i. In parti
olare SSn = A[e1; : : : ; en℄.Dimostrazione. Dalle propriet�a 1) e 4) ri
aviamo 
heL(e�) = x� 
on �1 = �1 + � � �+ �n; : : : ; �n�1 = �n�1 + �n; �n = �n:Indi
hiamo � 
on `(�). Osserviamo 
he �1 > �2 � � � > �n. Vi
eversa se � �e una n-upla di naturali 
on questapropriet�a e poniamo �i = �i � �i+1 per i < n e �n = �n abbiamo `(�) = �. In parti
olare ` �e una bigezione tral'insieme di tutte le n-uple di numeri naturali e l'insieme delle n-uple di numeri naturali de
res
enti.Gli e� sono linearmente indipendenti. Sia F = P 
�e� = 0. Osserviamo 
he per la propriet�a 3) L(F ) =maxfL(
�e�)g. Quindi, essendo F = 0, dobbiamo avere L(
�e�) = 0 per ogni � ovvero 
� = 0 per ogni �.Gli e� generano i polinomi simmetri
i. Pro
ediamo per induzione su N (F ). Se N (F ) = �1 allora F = 0 e non
'�e nulla da dimostrare. Sia ora F 6= 0 e sia L(F ) = ax� . Allora per il lemma abbiamo 
he �1 > : : : > �n e quindiper quanto osservato all'inizio di questa dimostrazione esiste � tale 
he L(e�) = x� . Quindi per la propiet�a 2) seponiamo H = F � ae� abbiamo L(H) < L(F ). Quindi N (H) < N (F ) e per ipotesi induttiva H si pu�o s
rivere
ome 
ombinazione lineare a 
oeÆ
ienti in A degli e�. In�ne F = H + a e�.Corollario 6. L'anello dei polinomi simmetri
i �e isomorfo ad un anello di polinomi in n variabili a 
oeÆ
ienti inA.



6 POLINOMI SIMMETRICIDimostrazione. Sia T = A[y1; � � � ; yn℄ l'anello dei polinomi nelle variabili yi e sia ' : T �! SSn de�nito dal '(a) = aper ogni a 2 A e da '(yi) = ei. Per il teorema ' �e un isomor�smo.Corollario 7. Sia A = | un 
ampo e sia K = |(x1; : : : ; xn) il 
ampo delle funzioni razionali in n variabili 
onla stessa azione di Sn 
he abbiamo de�nito su S. Allora KSn �e il 
ampo dei quozienti di SSn e quindi �e uguale a|(e1; : : : ; en).Dimostrazione. K �e il 
ampo dei quozienti di S e il 
orollario segue dal teorema pre
edente e dall'eser
izio 3.4.1. Polinomi semisimmetri
i. Nella rimanente parte di questa sezione assumiamo 
he A = | sia un 
ampo di
aratteristi
a diversa da due e risolviamo gli eser
izi 48 e 49. Di
iamo 
he un polinomio F 2 S �e semisimmetri
ose �e invariante per il gruppo delle trasformazioni pari. Ovviamente ogni polinomio simmetri
o �e semisimmetri
o eabbiamo gi�a osservato nel lemma 2 
he Æ �e un polinomio semisimmetri
o. Il lemma seguente �e un inverso di quelrisultato.Lemma 8. Sia F 2 S tale 
he �F = "(�)F per ogni � 2 Sn. Allora Æ divide F .Dimostrazione. Basta dimostrare 
he xi � xj divide F per i 6= j. Per sempli
it�a di s
rittura fa

iamo il 
asoi = 2 e j = 1. Sia T = |[x2 : : : ; xn℄ e 
onsideriamo F 
ome un polinomio ~F (x1) a 
oeÆ
ienti in T nella variabilex1. Per il 
riterio di RuÆni basta dimostrare 
he ~F (x2) = 0 ovvero 
he F (x2; x2; x3; : : : ; xn) = 0. Ma peripotesi F (x1; x2; x3; : : : ; xn) = �F (x2; x1; x3; : : : ; xn) quindi F (x2; x2; x3; : : : ; xn) = �F (x2; x2; x3; : : : ; xn) ovvero2F (x2; x2; x3; : : : ; xn) = 0. In�ne essendo la 
aratteristi
a diversa da 2 ri
aviamo ~F (x2) = 0.Proposizione 9. Ogni polinomio semisimmetri
o si s
rive in modo uni
o nella forma F +GÆ 
on F;G simmetri
i.In parti
olare SAn = |[e1; : : : ; en; Æ℄.Dimostrazione. Uni
it�a. Sia F + GÆ = 0. Se appli
hiamo � = (12) otteniamo F � GÆ = 0 da 
ui sommando edividendo per 2 otteniamo F = 0 e di 
onseguenzaG = 0. Se ora F+GÆ = F 0+G0Æ otteniamo (F�F 0)+(G�G0)Æ = 0da 
ui F = F 0 e G = G0.Esistenza. Sia H un polinomio semisimmetri
o, sia � = (12) e de�niamoF = H + �H2 e H 0 = H � �H2 :H = F + H 0 e osserviamo 
he l'invarianza di H per An impli
a quella di F e H 0. Infatti se � 2 An allora�(�H) = �(��1��)H = �H poi
h�e ��1�� 2 An. Inoltre �F = F e �H 0 = �H 0. Quindi poi
h�e ogni elementonon pari di Sn si pu�o s
rivere nella forma �� 
on � 2 An otteniamo 
he �F = F e 
he �H 0 = "(�)H 0 per ognipermutazione �. Quindi per il lemma H 0 = G0Æ e (�G) Æ = GÆ per ogni � da 
ui �G = G per ogni � poi
h�e S �e undominio.Eser
izio 6. La proposizione pre
edente rimane vera se al posto di un 
ampo | si mette Z?5. Appli
azione al 
al
olo del gruppo di Galois del polinomio generi
oNella dis
ussione della sezione pre
edente supponiamo 
he A = | sia un 
ampo. Poniamo inoltre K =|(x1; : : : ; xn) il 
ampo dei quozienti di S e L = KSn il sotto
ampo �ssato da Sn e in parti
olare Gal(K : L) = Sn.Osserviamo inoltre 
he il polinomio f = tn� e1tn�1+ � � � � en �e un polinomio a 
oeÆ
ienti in L e 
he K �e il 
ampodi spezzamento di f su L.Appli
hiamo questa dis
ussione al 
al
olo del gruppo di Galois del polinomio generi
o. Il polinomio generi
o digrado n su |non �e un polinomio a 
oeÆ
ienti in |ma �e il polinomio i 
ui 
oeÆ
ienti sono delle variabili:g = tn � y1tn�1 + � � � � yn
on yi delle variabili. In parti
olare se fossimo 
apa
i di risolvere il polinomio generi
o su | saremmo 
apa
i dirisolvere qualsiasi polinomio a 
oeÆ
ienti in |.Sia quindi T = |[y1; : : : ; yn℄, E = |(y1; : : : ; yn) il suo 
ampo dei quozienti e F il 
ampo di spezzamento di f suK. Vogliamo 
al
olare G = Gal(F ;E).Come abbiamo gi�a osservato nel 
orollario 6 il teorema fondamentale sui polinomi simmetri
i impli
a 
he ilmor�smo di anelli da T in SSn de�nito da '(a) = a per a 2 | e '(yi) = ei �e un isomor�smo e quindi indu
e unisomor�smo, 
he 
ontinueremo ad indi
are 
on ' tra il 
ampo dei quozienti E di T e il 
ampo dei quozienti di SSn .Ma per il 
orollario 7 il 
ampo dei quozienti di SSn �e uguale a L = KSn . In questo isomor�smo abbiamo inoltre
he '(g) = f , quindi tramite ', K �e un 
ampo di spezzamento di g su E. In parti
olare abbiamo dimostrato laseguente proposizione.Proposizione 10. Il gruppo di Galois del polinomio generi
o di grado n �e isomorfo a Sn.



POLINOMI SIMMETRICI 76. Cal
olo di al
uni polinomi simmetri
i e di al
uni risolventiSia A = | un 
ampo, f = tn � a1 tn�1 + � � � � an un polinomio a 
oeÆ
ienti in | e F 2 S un polinomio in nvariabili. Siano inoltre �1; : : : ; �n le radi
i di f 
ontate 
on le loro moltepli
it�a e � = (�1; : : : ; �n). Osserviamo 
hese F (x) �e un polinomio simmetri
o F (�) �e un elemento di | 
he possiamo 
al
olare. Infatti possiamo esprimereF (x) 
ome un polinomio ~F (e1(x); : : : ; en(x)) nelle funzioni simmetri
he elementari e abbiamo quindiF (�) = ~F (e1(�); : : : ; en(�)) = ~F (a1; : : : ; an):Spesso utilizzeremo la seguente 
onvenzione: se F �e un polinomio simmetri
o e f �e 
ome sopra de�niamo F (f)
ome F (�). In parti
olare de�niamo in questo modo il dis
riminante �(f) di un polinomio, e se P 2 S �e qualsiasi,il risolvente R(P; f) di f rispetto a f . Fa

iamo un esempio equivalente all'eser
izio 37.Eser
izio 7. Sia f = t3 � 2 t2 + t+ 4 e P = x21. Cal
olare il risolvente R(P; f).Svolgimento. Esprimiamo intanto il risolvente R(P; x) per mezzo delle funzioni simmetri
he elemementari. L'orbitadi x21 rispetto al gruppo delle permutazioni �e l'insieme fx21; x22; x23g. QuindiR(P; x) = (t� x21)(t� x22)(t� x23) = t3 � (x21 + x22 + x23)t2 + (x21x22 + x21x23 + x22x23)t� x21x22x23I 
oeÆ
ienti di R(P; x) sono polinomi simmetri
i nelle x e quindi si possono esprimere nelle funzioni simmetri
heelementari. Infatti abbiamo x21 + x22 + x23 = e21 � 2e2, x21x22 + x21x23 + x22x23 = e22 � 2 e1e3 e x21x22x23 = e23. QuindiR(P; f) = t3 � (22 � 2 � 1)t2 + (12 � 2 � 2 � (�4))t� (�4)2 = t3 � 2 t2 + 17 t� 16:In linea di prin
ipio la dimostrazione del teorema 5 
he abbiamo dato fornis
e un algoritmo per esprimere unpolinomio simmetri
o 
ome polinomio nelle funzioni simmetri
he elementari ei. Tuttavia questo algoritmo �e moltoineÆ
iente e spesso �e imprati
abile e �e molto pi�u utile soprattutto se si volgiono dare an
he delle appli
azioniteori
he pro
edere 
on qual
he tru

o.6.1. Dis
riminante. In questa sezione risolviamo gli eser
izi 41 e 134 in 
ui si 
hiede di 
al
olare al
uni dis
rimi-nanti. Il primo eser
izio �e solo un 
aso parti
olare del se
ondo. Mi sembra 
omunque utile illustrarlo apparte permettere in evidenza il metodo 
he vogliamo seguire.Eser
izio 8. Sia f = x3 + px+ q. Esprimere �(f) in funzione di p e q.Svolgimento. �(x) �e un polinomio omogeneo nelle x di grado 6. Inoltre sappiamo 
he possiamo esprimere � inun uni
o modo 
ome polinomio nelle ei. Poi
h�e il grado nelle x �e 6 avremo 
he � �e una 
ombinazione lineare die61, e41e2, e31e3, e21e22, e1e2e3, e32 e e23. Quando andiamo a 
al
olare �(f) nel nostro 
aso abbiamo e1 = 0, e2 = p ee3 = �q. Quindi �(f) = �p3 + �q2.Per 
al
olare � e � s
egliamo dei parti
olari polinomi.Se prendiamo f = x3 � x (ovvero p = �1 e q = 0) allora le radi
i sono 1; 0;�1 e quindi � = 4. In parti
olareotteniamo � = �4.Se prendiamo f = x3 � 1 (ovvero p = 0 e q = �1) allora le radi
i sono 1; !; !2 
on ! radi
i primitiva terza di 1.Quindi � = ((1� !)(1� !2))2(! � !2)2 = 9(�3) = �27. In parti
olare otteniamo � = �27.Quindi �(f) = �4 p3 � 27 q2.Eser
izio 9. Si 
al
oli il dis
riminante del polinomio xn + ax+ b.Svolgimento. Ragionando 
ome prima osserviamo 
he � si potr�a esprimere 
ome polinomio in a e b della forma� = �an + �bn�1.Se poniamo a = 0 e b = �1 otteniamo f = xn � 1 e le radi
i di f sono gli elementi �in 
on i = 0; : : : ; n� 1 e �nradi
e primitiva n-sima di 1. Quindi� = Yn�1>i>j>0(�in � �jn)2 = (�1)(n2) Yi;j2Z=n e i6=j(�in � �jn) = (�1)(n2) Yi2Z=n Yj2Z=nrfig�in(1� �j�in )Sia h il polinomio xn�1 + � � � + 1 = xn�1x�1 = Qi2Z=nrf0g(x � �in). Nell'ultima produttoria j � i varia tra tutti glielementi di Z=n diversi da zero quindi abbiamo� = (�1)(n2) Yi2Z=n�i(n�1)n h(1) = (�1)(n2)��n(n�1)2n nn:Ora ��n(n�1)2n = (�1)n�1 infatti sia ! una radi
e primitiva 2n-sima6 
on !2 = �n allora ��n(n�1)2n = !�n(n�1) =(�1)n�1. Quindi � = (�1)(n2)+n�1nn da 
ui � = (�1)(n2)nn.6questa dimostrazione di questo fatto mi �e stata suggerita da Valerio Capraro



8 POLINOMI SIMMETRICIPoniamo ora a = �1 e b = n� 1. Allora f = xg(x) 
on g = xn�1 � 1. Quindi le radi
i di f sono 0 e le radi
i dig 
he 
hiamiamo �i.Quindi �(f) =Yi (0� �i)2 �Yi>j(�i � �j)2 = g(0)2�(g) = �(g):Ma g �e un polinomio 
ome quello 
he abbiamo analizzato nel pre
edente 
aso 
on n � 1 al posto di n, quindi�(f) = �(g) = (�1)(n�12 )+n(n� 1)n�1 e � = (�1)(n�12 )(n� 1)n�1.Quindi � = (�1)(n�12 )(n� 1)n�1an + (�1)(n2)nnbn�1.6.2. Qual
he risolvente. In modo simile a quanto fatto per i dis
riminanti negli eser
izi pre
edenti �e possibile
al
olare al
uni risultanti limitando i 
onti ne
essari. Negli eser
izi seguenti sono elen
ati qual
uno di questirisolventi al
uni dei quali avremo o

asione di utilizzare a lezione (non �e neessario farseli tutti basta avere 
apito eessere in grado di farne uno).Eser
izio 10. Sia f = t3 + p t+ q e P = x1 + x2, allora R(P; f) = t3 + p t� q.Eser
izio 11. Sia f = t4 + p t+ q e P = (x1 + x3)(x2 + x4), allora R(P; f) = t3 � 4 q t+ p2.Un ulteriore modo per 
al
olare risolventi e dis
riminanti �e legato ai risultanti di 
ui trovate un 
enno tra gliappunti degli eser
izi dati in 
lasse 
he trovate in rete. Per il 
orso non avremo mai bisogno di ri
orrere a questialtri risultati, tranne per 
reare qual
he eser
izio.6.3. Risolventi per sottogruppi. Pu�o essere utile a volte 
al
olare un risolvente non rispetto a tutto il grupposimmetri
o ma solo rispetto ad un suo sottogruppo. Se P 2 S e G � Sn nel paragrafo 3.4 abbiamo de�nito RG(P; x).Pro
ediamo 
ome abbiamo fatto all'inizio di questa sezione e de�niamo RG(P; f) sostituendo in RG(P; f) alle xle radi
i di f . La notazione qui �e leggermente fuorviante, infatti mentre nel 
aso di G = Sn il risolvente RG(P; f)dipende solo da f nel 
aso generale dipende an
he dall'ordinamento (�1; : : : ; �n) 
he abbiamo dato alle radi
i: (perrendersi 
onto di questo basta pensare all'esempio G = fidg e F = x1). Inoltre per 
al
olare RG(P; f) non possiamopro
edere 
ome abbiamo fatto nel 
aso di Sn riesprimendo tutto per mezzo delle funzioni simmetri
he elementarie quindi sostituendo i 
oeÆ
ienti del polinomio f . Possiamo per�o di 
al
olar
i un sistema di generatori dell'anelliSG, esprimere RG(P; x) per mezzo di questo sistema di generatori e quindi valutare questi generatori.Nel 
aso di G = An, per esempio per quanto abbiamo dimostrato nel paragrafo 4.1, sappiamo 
he ogni polinomiosemisimmetri
o si esprime per mezzo delle funzioni simmetri
he elementari e di Æ.Eser
izio 12. Sia f = t3 + 2 t+ 1 e sia P = x1 � x2 allora RA3(P; f) = t3 + 4 t+p�59.Dimostrazione. Osserviamo 
he A3(P ) = fx1 � x2; x2 � x3; x3 � x1g quindiRA3(P; x) = (t� x1 + x2)(t� x2 + x3)(t� x3 + x1) = t3 � (x21 + x22 + x23)t+ Æ(x) = t3 � (e21(x) � 2 e2(x))t + Æ(x):Inoltre, grazie all'eser
izio 8 abbiamo �(f) = �4(2)3�27 = �59. Quindi Æ(f) = p�59 e RA3(P; f) = t3+4 t+9Nota bene: le radi
i quadrate di �59 sono due: r e �r, la radi
e 
he appare nella espressione del risolventenell'eser
izio sopra dipende dall'ordinamento 
he abbiamo dato alle radi
i di f . Per esempio per se 
on l'ordinamento(�1; �2; �3) otteniamo r 
on l'ordinamento (�2; �1; �3) otteniamo �r.7. Risolventi e 
al
olo del gruppo di GaloisSiano f , n, A = |, �, S e K 
ome nelle sezioni pre
edenti. Supponiamo inoltre 
he f sia separabile e irridu
ibilee sia F il 
ampo di spezzamento di F su |e Gal il gruppo di Galois di F su |. Il gruppo di Galois permuta le radi
ie quindi una volta �ssato l'ordinamento delle radi
i possiamo asso
iare ad ogni elemento � 2 Gal la permutazione,
he indi
heremo a sua volta 
on �, tale 
he �(�i) = ��(i). In questo modo identi�
hiamo Gal 
on un sottogruppodi Sn.In generale sappiamo 
he Gal non �e uguale a tutto il gruppo delle permutazioni. Possono infatti sussistererelazioni tra le radi
i 
he non sono 
onservate dal gruppo simmetri
o. Le prossime proposizioni spiegano questofatto. Il primo lemma 
onfronta l'azione di Gal sui polinomi indotta dal fatto 
he stiamo vedendo Gal 
ome unsottogruppo si Sn e l'azione di Gal su F 7 .7Potremmo 
onsiderare una terza azione naturale di Gal sugli oggetti in questione. Per evitare possibili 
onfusioni e per
h�e ritengopossa essere istruttivo rendiamo espli
ita an
he questa terza azione an
he se di fatto non ne avremo bisogno in seguito.Se B �e un insieme allora abbiamo una azione naturale di Sn su Bn. Se � 2 Sn e b = (b1 ; : : : ; bn) de�niamo� � (b1; : : : ; bn) := (b��1(1); : : : ; b��1(n)):La presenza di ��1 �e dovuta al fatto 
he se 
i si mette � non �e pi�u una azione (non veri�
a � � (� �b) = (��) �b); se questo vi sembra po
onaturale 
onsiderate il 
aso di B un 
ampo e osservate 
he l'azione 
os�� de�nita 
orrisponde all'azione 
he manda l'i-esimo vettore dellabase 
anoni
a nel �(i)-esimo. Il seguente lemma 
hiaris
e la relazione tra questa azione e quella sui polinomi. Sia ora B una estensionedi A = |.Lemma. Sia � 2 Sn, b = (b1; : : : ; bn) 2 Bn e P 2 S, allora (� P )(b) = P (��1 � b):Dimostrazione. Basta veri�
are la tesi per P = xi. (� xi)(b) = x�(i)(b) = b�(i) = xi(��1 � b).



POLINOMI SIMMETRICI 9Lemma 11. Sia P 2 S e � 2 Gal � Sn allora �(P (�)) = (� P )(�).Dimostrazione. Basta veri�
ar ela tesi per P = xi. In questo 
aso abbiamo �(xi(�)) = ��(i) = x�(i)(�).Proposizione 12. Sia P 2 S un polinomio invariante per Gal allora P (�) 2 |.Dimostrazione. Infatti dal lemma 11 abbiamo �(P (�)) = (� P )(�) = P (�). Quindi P (�) �e invariante per il gruppodi Galois ovvero �e un elemento di |.Questa proposizione non �e sempre invertibile 
io�e non �e detto 
he se P (�) 2 |allora P �e invariante per Gal. Peresempio se n = 2 e f = t2 � 2 e P = x21 � x22 allora P (�) = 0 ma P non �e invariante per Z=2. In al
uni 
asi per�ovale an
he l'inverso.Supponiamo 
he 
ar:| 6= 2, 
onsideriamo Æ = Qi>j(�i � �j) e osserviamo 
he essendo il polinomio separabileÆ 6= 0. Quindi poi
h�e �Æ = "(�) Æ abbiamo 
he Æ 2 | se e solo se Gal � An. In parti
olare abbiamo dimostrato laseguente proposizione.Proposizione 13. Sia 
ar:| 6= 2 e f separabile, allora �(f) �e un quadrato in | se e solo se Gal � An.Dimostrazione. Infatti � �e un quadrato in | se e solo Æ(f) = Qi>j(�i � �j) 2 | e la tesi segue dalla dis
ussione
he pre
ede la proposizione.In generale dato f e un sottogruppo G di Sn �e sempre possibile trovare un polinomio P 
he abbia le stessepropriet�a 
he ha il dis
riminante nel 
aso di G = An. Prima di far vedere al
une appli
azioni di questo mododi pro
edere vogliamo per�o sottolineare 
ome la 
onos
enza di tutti gli invarianti non determini solo il gruppo diGalois ma l'estensione stessa. Sia infatti I = fP 2 S : P (�) = 0g e 
onsideriamo l'appli
azione da S a F 
hemanda P in P (�). Per quanto osservato nella sezione 1 questa mappa �e surgettiva e il suo nu
leo �e evidentementeI . Quindi F ' S=I .7.1. Un esempio 
on i polinomi di quarto grado. In questa sezione vogliamo mostrare 
ome si possa stabilirese il gruppo di Galois sia un sottogruppo di un gruppo isomorfo a D4. Fissiamo quindi n = 4 nella dis
ussionepre
edente. Essendo f irridu
ibile Gal agir�a transitivamente sulle radi
i. I sottogruppi, a meno di 
oniugio, di S4
he agis
ono transitivamente su f1; 2; 3; 4g sono elen
ati nella seguente tabellasottogruppo des
rizione 
ardinalit�a numero di sottogruppi a lui 
oniugatiS4 24 1A4 permutazioni pari 12 1D4 isometrie di un quadrato 8 3V fid; (12)(34); (13)(24); (14)(23)g 4 1C4 gruppo generato da un 4 
i
lo 4 3Nella dis
ussione 
he segue �ssiamo D4 
ome il sottogruppo delle isometrie del quadrato le 
ui 
oppie di verti
iopposti sono f1; 3g e f2; 4g e C4 
ome il sottogruppo generato dal 4-
i
lo (1 2 3 4). Osserviamo 
he C4 e V sono duesottogruppi normali di D4.Sia P = (x1 + x3)(x2 + x4) e osserviamo 
he �e invariante per D4.Lemma 14. Sia 
ar:| 6= 2; 3 e supponiamo f separabile e irridu
ibile. Allora P (�) 2 | se e solo se Gal � D4.Dimostrazione. Se Gal = D4 allora per la proposizione 12 P (�) 2 |.Supponiamo ora 
he P (�) 2 | e dimostriamo 
he Gal � D4. Quindi se Gal 6� D4 allora Gal 
ontiene (1243)o (1324) (ho sempli
emente s
elto due elementi nei 
oniugati di C4 e osservato 
he un 
oniugato di D4 
ontienesi
uramente un 
oniugato di C4 e 
he V �e normale). Per �ssare le idee supponiamo 
he Gal 
ontenga � = (1324)(l'altro 
aso �e del tutto analogo). Allora poi
h�e P (�) 2 |abbiamo(�1 + �3)(�2 + �4) = P (�) = �(P (�)) = (� P )(�) = (�3 + �2)(�4 + �1)da 
ui sempli�
ando (�1 � �2)(�3 � �4) = 0 ovvero due radi
i 
oin
idono in 
ontraddizione 
on la separabilit�a delpolinomio. 8Proposizione 15. Sia 
ar:| 6= 2; 3 e supponiamo f separabile e irridu
ibile. Sia R = R(P; f) allora R ha unaradi
e in | se e solo se Gal �e 
ontenuto in un 
oniugato di D4.Dimostrazione. Le radi
i di R sono gli elementi (� P )(�). Supponiamo quindi 
he (� P )(�) 2 |. Se � = id allorail lemma pre
edente dimostra 
he Gal = D4. Nel 
aso generale bisogna solo tenere 
onto 
he bisogna riodinarele radi
i. Infatti (� P )(�) 2 | vuol dire 
he (��(1) + ��(3))(��(2) + ��(4)) e appli
ando il lemma pre
edente alleradi
iriodinate da � otteniamo 
he Gal = �D4��1.Nell'eser
izio 14 generalizzeremo questa proposizione.Nel 
aso in 
ui B = F e � 2 Gal allora abbiamo due azioni di Gal su Fn, una 
omponente per 
omponente 
he indi
hiamo 
on�(b), e l'altra, indotta dall'azione di permutazione di Sn, 
he indi
hiamo 
on � � b. In generale queste due azioni sono 
ompletamentediverse ma per b = � sono strettamente 
ollegate infatti �(�) = ��1 � �. Quindi se P 2 S e � 2 Gal abbiamo �(P (�)) = P (�(�)) =P (��1 � �) = (� P )(�).8Questa dimostrazione �e pi�u velo
e di quella 
he ho fatto in 
lasse. Quella fatta in 
lasse metteva per�o in evidenza 
he una volta
al
olato P (�) si potevano ri
avare le radi
i. Vedremo questo fatto nella prossima sezione.



10 POLINOMI SIMMETRICI7.2. Un risultato generale e un esempio 
on i polinomi di quinto grado. Iniziamo 
on un lemma sempli
ema 
he utilizzeremo spesso.Lemma 16. Sia P 2 S, sia H = Stab SnP e sia R = R(P; f). Supponiamo 
he R sia separabili e sia R = R1 � � �R`
on Ri 2 |[t℄ irridu
ibile e di grado di. Allora1) Gal ha esattamente ` orbite in Sn(P ) e queste hanno 
ardinalit�a d1; : : : ; d`;2) R ha una radi
e in | se e solo se Gal �e 
oniugato (in Sn) ad un sottogruppo di H.Dimostrazione. Consideriamo il mor�smo di anelli � : S[t℄ �! F [t℄ de�nito da �(t) = t e �(P ) = P (�) se P 2 S eosserviamo 
he �(R(P; x)) = R(P; f).Sia P = Sn P e sia P 0 = �(P). Se R ha tutte le radi
i distinte vuol dire 
he per ogni Q;Q0 2 P se Q(�) = Q0(�)allora Q = Q0. Quindi � ristretta a P �e una bigezione tra P e P 0. Inoltre abbiamo visto per il lemma 11 � preserval'azione di Gal ovvero �(� Q) = �(�(Q)). Quindi le orbite di Gal in P sono in 
orrispondenza 
on le orbite di Gal inP 0 e R =Q�2P0(t��): Siano ora P 01; : : : ;P 0m le orbite di Gal in P 0 e per i = 1; : : : ;m poniamo R0i =Q�2P0(t��).Quindi poi
h�e P �e l'unione disgiunta delle sue orbite abbiamo R = R01 � � �R0m. In�ne osserviamo 
he per il lemma 2i polinomi R0i sono irridu
ibili. Quindi poi
h�e E[t℄ �e un anello fattoriale ` = m e gli Ri (a meno di invertibili) sonouna permutazione degli R0i. In�ne osserviamo 
he il grado degli R0i �e uguale alla 
ardinalit�a dell'orbita P 0i .Supponiamo ora 
he R abbia una radi
e in E allora uno dei fattori Ri ha grado 1 quindi Gal ha un'orbita inSn(P ) 
ostituita da un solo elemento, sia Q = � P questo elemento. Allora per ogni ' 2 Gal abbiamo '(Q) = Qovvero ��1'� 2 StabSnP = H . Quindi Gal � �H��1.I seguenti due eser
izi mostrano 
ome si possa appli
are questa proposizione allo studio dei polinomi di quartogrado generalizzando la proposizione 15.Eser
izio 13. Sia f un polinomio irridu
ibile e separabile di quarto grado, allora R((x1+x3)(x2+x4); f) ha tuttele radi
i distinte.Eser
izio 14. Sia 
ar:| 6= 2; 3. Sia f un polinomio irridu
ibile di quarto grado, Gal il suo gruppo di Galois, � ilsuo dis
riminante e sia R = R((x1 + x3)(x2 + x4); f). Allora1) se � non �e un quadrato e R �e irridu
ibile allora Gal ' S4;2) se � non �e un quadrato e R �e ridu
ibile allora Gal ' D4 o Gal ' Z=4;3) se � �e un quadrato e R �e irridu
ibile allora Gal ' A4;4) se � �e un quadrato e R �e ridu
ibile allora Gal ' Z=2�Z=2/Per distinguere tra C4 e D4 si pu�o pro
edere in vari modi: 
al
olare il grado dell'estensione, 
al
olare la 
ardinalit�adel gruppo di Galois (vedi per esempio il prossimo paragrafo), oppure, quando ha radi
i distinte utilizzare il risolventeR(x1 � x2; f) o altri possibili risolventi.Nello stesso modo possiamo a�rontare lo studio dei polinomi di quinto grado. Nel seguito �ssiamo quindi n = 5 ef un polinomio irridu
ibile su un 
ampo di 
aratteristi
a diversa da 2; 3 e 5 (queste ipotesi possono essere indeboliteper al
une delle a�ermazioni 
he faremo). In parti
olare f �e separabile. Supponiamo inoltre 
he il 
ampo base |
ontenga una radi
i primitiva terza di 1 
he indi
hiamo 
on !, una radi
e primitiva quarta 
he indi
hiamo 
on i euna radi
e primitiva quinta 
he indi
hiamo 
on � (questo in realt�a 
i sar�a utile solo nella prossima sezione).I sottogruppi di S5 
he agis
ono transitivamente su f1; 2; 3; 4; 5g sono 
oniugati a uno dei sottogruppi listati nellaseguente tabella.sottogruppo des
rizione 
ardinalit�a numero di sottogruppi a lui 
oniugatiS5 120 1A5 permutazioni pari 60 1M5 gruppo generato da (1 2 3 4 5) e da (1 2 4 3) 20 6D5 isometrie del pentagono 10 6Z=5 gruppo generato da un 5 
i
lo 5 6Nel seguito indi
heremo 
on D5 le simmetrie del pentagono i 
ui verti
i sono numerati in su

essione 1, 2, 3, 4 e5 ovvero il sottogruppo di S5 generato da (1 2 3 4 5) e da (1 4)(2 3). Indi
heremo inoltre 
on Z=5 il gruppo generatoda (1 2 3 4 5).Con queste notazioni bbiamo inoltre le seguenti relazioni di in
lusione e normalit�a: Z=5 C D5 C M5 < S5 eD5 < A5 C S5. In parti
olare Z=5;D5;M5 sono gruppi risolubili mentre A5 e S5 non lo sono.Dedu
iamo da questa breve dis
ussione 
he f �e risolubile per radi
ali se e solo se il suo gruppo di Galois �e
ontenuto in un 
oniugato di M5. Vogliamo quindi presentare un risolvente 
he ries
a a dis
riminare questo fatto.S
egliamo intanto al
uni polinomi invarianti. Poniamo = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1;  0 = e2(x) �  ; � =  �  0; e ' = �24 :Cal
oliamone gli stabilizzatori:StabS5 = D5; StabS5 0 = D5; StabS5� = D5; StabS5 = M5;inoltre per ogni � 2 M5 abbiamo � � = "(�)�.


