Analisi Matematica I, Ingegneria (A.A. 2017/2018)
Esercizi svolti e da svolgere

1. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE LINEARI

1.1. Equazioni lineari.
Problema 1.1. Risolvere l’equazione

Axr = B,
in R. Qui A, B € R sono parametri.

Soluzione: I caso: Se A # 0, Pequazione ha unica soluzione x = B/A per ogni

B eR.
IT caso: A = 0, abbiamo ’equazione 0z = B.
Se B = 0 abbiamo O0x = 0 e ogni € R é soluzione.
Se B # 0 abbiamo 0x = B # 0 e ’equazione non ha soluzioni.

Problema 1.2. Risolvere le sequente equazioni in R, dove z,y, z,u sono incogniti
ea,b,n,k € R sono parametri.

a) (z—-3P%+1=(x—3)(2*+3x+9) - 9z(x - 3),
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m) bkxr—2k=5-—u,
n) 2n(nr —5) = 6n — 3z,
0) (a+2)x=d*>+8,

p) 4day—5b=>5+ Ty,
Risp. a) z € 0; b) x =26; c) ogniz € R; d) u=1,8;e) 2 =8/9; f) x = —32; g)
r=-10;h) 2 =12,;i) x = —0,8;j) x = —10.3% k) y € 0; 1) y = 2;
m) z=(2k+5)/(5k+1), sek#—1/5;
z €, se k=—1/5;
n) x = 16n/(2n? + 3);
0) r=a?—-2a+4, sea# —2;
rz €R, se a = —2;

y=(5b+5)/(4a—"7), sea#T7/4,beR;
p)y VER, sea="7/4,b=—1;
y €0, sea="7/4,b# —1.

1.2. Disuguaglianze lineari.

Problema 1.3. Risolvere le disuguaglianze

a) Az < B,

inR. Qui A, B € R sono parametri.

Soluzione a) Az < B : CasoI: A > 0, la soluzione é z < B/A.
Caso II: A < 0, la soluzione é x > B/A.

Caso III: A = 0, abbiamo 0z < B. Se B < 0, allora z € (). Se B > 0, alora ogni
x € R é soluzione.

Soluzione d) Az > B: Caso I: A > 0, la soluzione é z > B/A.
Caso II: A < 0, la soluzione é x < B/A.

Caso III: A = 0, abbiamo 0z > B. Se B > 0, allora z € (). Se B < 0, alora ogni
x € R é soluzione.

Problema 1.4. Risolvere le sequente disuguaglianze in R, dove x,y, z, u sono incog-
niti e a,b,c € R sono parametri

a) x4+ Br—1)922 +32+1) — (z —2)(x +2) > 4(72> + 1) — 2*(z + 1),

b) (4 —5)? — (4o + 3)(4x — 3) + 92 < 9(x — 9) + 35,
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0) V3r—2<2z—+/3,
p) (a—1)z>a*>+a—2,
q) (b=3)%>(b-3)(a+1),

r) (a—b)z>2a+b—3c

Risp. a) z € (1;00); b) z € [2;00); ¢) 2z € [23/8;+0); d) z € R; e) u € [2;00);
flz e R;g) x € B; h) z € (—o0; —15/19);1) © € (—o0;4);j) = € R; k) y € [0,1; +00);
) z € (—o0;4); m) x € 0; n) z € [9;+00); 0) x € [—1;+00);

r>a+2, sea>l1;
p) z<a+2, sea<l;
z e, sea=1;

) y> 4l seb#3,a€R;
4 y € R, se b=3,a € R;



2a+b—3 )
x> 205 g6 a > ba,b,c € R;

r) x<2a:7:3c, sea<b,ab,ceR;
z € (), sea=ba>cabceR;
r € R, sea=b,a<ca,bceR.

Problema 1.5. Trovare la somma di tutti numeri naturaeli in N, che sono soluzioni
della disuguaglianza

1 1N 1/, ..2 1NN/, = 1\ 1 )

N a-2) -2 (22152 - o) - c@-1)2
x(w—i—g) (:C 3) 3(90 9)>(w 3) (w +3+9) 3(:10 )
Risp. z € (—o0;7), lasomma é 1 +2+3+4+5+6=21.

Problema 1.6. Verificare che il piv’ grande numero in Z che é soluzione della
disuguaglianza

a) 5(x—0,4)% — 2z + 1)(3z — 0,1) > 0,04(14 — 252%)
non € soluzione della disuguaglianza
, (102 —1)2 350 — 2
) 9
4 < 4
Risp. a) x € (—00,1/20],2 =0, b) z € (—o0; —1/7).

b) (-3 -—5z)

Problema 1.7. Risolvere la disuguaglianza

x(z —5) 3z(z+1) 5a?
kSN ) S S Al
1 7T 1

e torvare il pit grande intero del tipo 2k,k € Z che € una soluzione di questa
disuguaglianza. Vedere se il numero

24 .43
22.22.(—4)2

a =

€ una soluzione della disuguaglianza.

Risp. = € (—o00,—8/11), il pit grande numero che é soluzione é —2. Il numero
a = —8/11 non €’ soluzione della disuguaglianza.

Problema 1.8. Risolvere la disuguaglianza

5(x2—1) (z+D(x—7) 6x(x—2)
T w0 5 =Y

e torvare il piu piccolo intero del tipo k,k € Z che non é soluzione di questa disug-
uaglianza. Vedere se il numero

p 323"
o 27.3mEL

€ una soluzione della disuguaglianza.

m €N,

Risp. = € (—o0;1/3), il pit piccolo intero che non é soluzione é 1. Il numero
b =1 non é soluzione.



2. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE DI SECONDO GRADO
2.1. Equazioni di secondo grado. Eduazione di I grado é ’equazione del tipo
ar’ +br+c=0,

dove a # 0,a,b, c € R sono parametri.
Problema 2.1. Risolvere le sequenti equazioni nell’incognitd x € R

a) ax’ +bx+c=0, a#0; b)ar’ +br=0, a#0; c)ar’+c=0, a#0.

Soluzione a) az? + bx + ¢ = 0: Sia

D =b* — dac

il discriminate dell’equazione. Le soluzioni sono

(1) z120= 4;;;/5 se D > 0;

(2) 2y =2=2=—L se D=0;

(3) x€BseD<O.

Soluzione b) az? + bz = 0: Rescriviamo Pequazione nella forma z(ax +b) = 0.
Ne segue che le soluzioni sono 1 =0 e x93 = —b/2a.

Soluzione c) az? + ¢ = 0: Rescriviamo 'equazione nella forma 2? = —c/a. Le
soluzioni sono

(1) z12 = £,/ se —c/a > 0;
(2) z€bse —c/a<O.

Problema 2.2. Risolvere le sequenti equazioni in R
a) (1-V6)z=2x2 b)) (z+4)2z=V6x, c) 3y*-2=13,
22 —-1,5 a2 1
=1, 5:1:2—23:—3:(),
g) 42 —17x—15=0, h) —22*—2—1, i) 2> =324+0,75=0,

d) y?+2=v2, e

1 1
) x2—4§x+4§:0, k) 2 —y+vV2=0, {)8x—5—3z%=0,

m) —322—V2z+V5=0, n) V3-Vbz—-22>=0, o) z°+V3z+1-V3=0,
p) 28+ (1+V29Qu—-v2=0, q) 32 —(V6+1)t+1=0, r) 4>4+4t+1=0,
s) 242V/2t4+2=0, t) W—%_o, w)z® — (6 +V3)z +6v3 =0,

v) 22+ (5-V10z -5V10=0, w) 2> —(2a+ 1)z +a®>+a—-6=0,

i) ay®— (> =1y—a=0,a#0, pp) (a—1)2?—6ax+9a—1=0.
Risp. a) 11 = 0eaxs = 1 —+6;b) 21 = 0exo = \/3/2—4;¢) y12 =
£/ (V3+2)/3;d) z €Pie) m1o =tV V2+1;f) a1 =lexy =—0,6;8) a1 =5
exy = =3/4;h) 21 = —leay = —0,5;1) 212 = 3+V6)/2;j) 21 = 3 e
2o = 1,5:k) 2 € 0; Oz = Lexy = 5/3;m) m10 = (—v2 £ V125 + 2)/6;
n) 212 = (V6 £ V8V3+5)/4;0) 112 = (V3£ VAV —1)/2p) w2 = (—(1+
V2) £ V10V2+3) /45 ) t € 05 1) tro = —1/2;'8) tp = —V2; t) g1 o = VRO,
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war=6exs =3, v)r;=V10ex; = -5 w)z; =a+3ery=a—2;il) 21 = a
exy=1/q;

z €, se a € (—o0;1/10);
pp)§ z12= (Baxt+v10a—1)/(a—1), sea€[1/10;1)U (1,+00);
x=4/3, se a = 1.

Problema 2.3. Come si possono decomporre i sequenti polinomi in R
a) ax® +br+c,a,b,c#0, blaxr® +bxr, a,b#0, clax®—c, a,c#0.
Soluzione a) az? + bx + ¢z Se D = b? — 4ac > 0 abbiamo

-b+vD

ar? +br+c=a(r —x1)(x —12), T10= 27\/_
a
Se D = 0 abbiamo
=b
az® +br +c=a(r —x1)* x1 = 5
Se D < 0 il polinomio ¢é irreducibile.
Soluzione b) az? + bx: Abbiamo ax? + bx = x(azx + b).

Soluzione c) az? — c:

(Vaz + /) (Vaz — /e), se a>0,c>0;
ar’ —c={ —(vV—az+v—c)(V—ax —v/—¢), sea<0,c<0;
irreducibile, se ac < 0.

Problema 2.4. Come si possono decomporre i sequenti polinomi in R
a) 52% —V3x; b)22®—-7; ¢) —322-1; d) 2® -5z +6;
e) —x*—x4+20; ,f) 20 +5x—3; g) -5y +14y+3; h) —22% —x+5;
i) dx —4x? —1; j)$x2+§x+4; k) 4—x—2% 0) —22+(3—V2)z+3V2;
m) 22 4+3V2x+5 n) —522+z—1; o) v —2y— 15y.

Risp. a)x(v/5x—3); b) (V22 +/7)(v2z —/7) c) irredducibile; d) (z —3)(x —2);
e) (4—x)(x+5);f) (2 —1)(z+3); 8) (3-y)(5y +1); h) =2(z+ (1-V41)/4)(z +
(1+VAD)/4); 1) —2(x = 1)%j) 2+ 2/3)% k) —(z+ (1= V17)/2)(@+ 1+ V17)/2);
0)(3 — z)(z 4+ +/2); m) non si puo decomporre; n) non si puo decomporre; o) y(y +

3)(y—5).
2.2. Disequazioni di secondo grado az? + bz + ¢ § 0, a#0,a,b,c € R..

Problema 2.5. Risolvere in R le sequente disequazioni
a) ar’+br+c>0, b) ar’*+br+c>0, ¢) ar’+br+c<0, d) azx®+br+c<0.

Soggerimento: Sia

D =b* — 4ac.
Per il caso a > 0 poniamo
—-b—+vD -b++vD
Ty =—F > T2=—F
2a 2a

quando D > 0.Abbiamo z; < x5 e la Fig. 1. Le soluzioni sono dati nella tabella 1.



FIGURE 1. Il caso a > 0.

I caso: a >0 D>0 D=0 D <0
az? +br+c>0 |z € (—oo;x1) U (z2;+00) | 2 € (—o0;21) U (z1;+00) |  €R
az? +bx+c¢>0 | x € (—oo; 1] U [xe; +00) reR RSBIN
ar?+br+c<0 x € (T1;12) z el =R
ax?+br+c<0 x € [x1;22) T = zel

TABLE 1. Il caso a > 0.

Per il caso a < 0 poniamo
~b+ VD —b—+D
=—0, To=——F5—
2a 2a
quando D > 0.Abbiamo z; < x5 e la Fig. 2. Le soluzioni sono dati nella tabella 2.

T

H=0 N
W Cuso >0 | \ E%
Y, ¥ Yy=vz
ald > | ‘ 7
\ L

FIGURE 2. Il caso a < 0.

II caso: a < 0 D>0 D=0 D <0
ar>+br+c>0 x € (z1;12) z e x e
ax?+br+c>0 x € [z1;22) T = zel
az? +bx+c<0 |z € (—o00;21) U (29;+00) | * € (—o0;21) U (21;+00) | z €R
ar? +br+c <0 | x € (—o0; 1] U [xg; +00) reR zeR

TABLE 2. Il caso a > 0.

Problema 2.6. Risolvere in R le sequente disequazioni
a) 2 >0; b)a®>0; c¢)a? <0; d)z?<0; e)2z?+2—12>0,
f) —5z? < -2




3. EQUAZIONI E DISUGUAGLIANZE:
Problema 3.1. Risolvere le equazioni

a) 152% + 2% — 22 =0,

b) 2% +22* + 42 +2+2=0,
¢) (1+22%)? =4|z|(1 — 2?),
d) [|3lx] = 1] = 5] =2,
Problema 3.2. Trovare p,q tale che le radici dell’equazione
24+ pr4+q=0
sono p e q.
Problema 3.3. Per l’equazione
> +pr+12=0
sappiamo che le due radici x1, o soddisfano x1 — xo = 1. Trovare p.
Problema 3.4. Trovare per quali valori del parametro m lequazione
ma? — 2ma+m? —1 =0,
ha due radici nel intervallo (—2,4).
Problema 3.5. Trovare per quali valori del parametro m [’equazione
—(1=m*)z—m=0,
ha due radici nel intervallo [—2,2].

Problema 3.6. Risolvere le disuguaglianze

1
W) fol < .
|z — 1]+ 2|z — 3| < 2,
b) 2? —|z| <0,
c) 2% =3z| +2 >0,
a) (14 <1-22
e) zlz| —4x+3 <0,

r—1
N v
r—1 z+1
9) T _3:—1<27
T 2 8
") x—l_x+1_x2—1<0'
Risp. a) =z € (1,(1 ++/5)/2], b) z € (-=1,0) U (0,1), ¢) = € (—o0,—2) U
(-1,1)U(2,00),d) z € (—o0, 1)U (=1,0), e) z € (—o0, -2 —V7)U(1,3), )z €
(—o0 —1/2) (1,00), g) xz € (—o0,—1)U(0,1/2)U(1,00), h) z € (—2,—1)U(1,3).



Problema 3.7. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza

2
-2
_3<w<2
2—x+1

e’ vera per ogni x?
Risp. a € (—1,2).
Problema 3.8. Per quale valore del parametro a la disuguaglianza
(a*> = 1)z? +2(a— 1)z +1>0
e’ vera per ogni x?
Risp. a > 1.

Problema 3.9. Risolvere le equazioni

a) Vr=+/-z,
a) vV14+z=2- 3z,

b) V14 222+ 24 =10,

Problema 3.10. Risolvere le equazioni

a) Vaz2 + 95 +5— /222 + 2 — 1 = /22 — 1,

b) 2 +5x+4— 522 +5x+28=0,

122 — 8
V922 + 16

d) \/90—2—}—\/2:10—5—1—\/x+2+3\/2x—5:7\/§,

Vitz—V1I—-z 15 ¥z
Vitz+yI—-z 8 15

f) (=32 +3zx—-22=+a2-32+7,
9)* ¥ +Vr+5=5,

o) V2r+4—-2v2—x=

€)

Risp. a) 2 = —1,5, b) z = 4,-9, c¢) z = 2/3,4V2/3,d) = =

x=0,+24/25.

Problema 3.11. Risolvere le disuguaglianze (compito Novembre 2006/2007)

2—Var+2>+2x+5,
(compito Gennaio 2005)
r+vVaei+zr—2>0.

e)
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4. ESERCIZI SU MASSIMI E MINIMI

Problema 4.1. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi

{zeR: |22 +1<|z-3| -1} {reR:|2? <

x—%'—l}.

Problema 4.2. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi

1
{zeR: |22~ 1| < |z +3] -2} {—+sin((2m+1)g) :n,m>1¢€N}.
n

Problema 4.3. Determinare il minimo, il massimo, l’estremo inferiore e l’estremo
superiore (se esistono) degli insiemi

1 1

R:4>1—2|1 1—2x)? e
{ze > 1 =allt+of+ 1 —2)7) {2n 2n — cos(m)

n,m>1¢ N} .
Problema 4.4. Trovare lintersezione A(\ B dove
4 : il
A={zxeR:z +|x—3|=sm(:t§)}
eB={zeR:|z| <2}

Problema 4.5. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A\ B dove

A={zeR: 1te

}

1
T ——+ 1‘ +ax <
x
and B = 7.
Problema 4.6. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A( B dove
A={zecR: 2>+ |z -1 <2}
and B = Q.

Problema 4.7. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di A B dove

A={zeR: |z -1+ |z +2| <2z -3}
and B = Q.

Problema 4.8. Trovare [’estremo superiore, [’estremo inferiore, il massimo e il
minimo di tutti x € R tale che esiste y € R tale che

lz+y|+y <2



11

5. FUNZIONI exp E log.

La funzione esponenziale f(z) = a® dove a > 0,a # 1 e definita per ogni = € R.
Proprieta’
a® >0, a*b” = (ab)*, a® =1,a""Y = a"a¥, a* 7Y = Z—;, a”® = i, (a®)¥ = a™
Definizione : log, b e’ definito per a > 0,a # 1, e b > 0.
log,b=c<a®=0.
Proprieta’:
log,, (b1.b2) = log, b1 + log, ba,a > 0,a # 1,b1,ba > 0,

log, (b%) = dlog, b,a > 0,a #1,b > 0,d € R.

log 4 b
b= BAY A 0,01, A% 1> 0.
log 4 a

Problema 5.1. Risolvere le sequente equazioni

log

a) 4% —2*t2 32 =0,
b) V3l/z 3l =97
) 4VFITTE =g 4 5 or I HVeRo2

d) 3.4Vl _ggverl —gvE-l

€) ( 2—\/§>z+(\/2+x/§>z=4.
f) 99" 4+97")—3(3"+377) =72,
g) 2|m+2| _ |2m+1 _ 1| — 2ac+1 + 1,

g) 37872 —g,
Risp. a) 3,d) 1,e) 2,-2,f) 1,-1,g) = -3 0z € [-1,00).

Problema 5.2. Risolvere le sequente equazioni
a) 1g(3z—8)+1g(2—z) =5,
b) g, (22% — 52 +6) = 2,
¢) 8B =9
d) 2(gyz+1g,2) =35,

e) lgy(z+1)* +1gy |z +1] =6.
Risp. a) non c’e soluzione, b) 2,3, ¢) 1/9, 3, d) v/2,4
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Problema 5.3. Risolvere le sequente equazioni (a € un parametro reale)

a) log,z+log,a=1,

b) — 2 +log, (5v/5) = (long \/5>2 ,

4
¢) avV® =z".
Problema 5.4. Trovare le soluzioni del sistema
zy =40 ;
(1) { Ilgy =4, .

Risp. 10,4.

Problema 5.5. Risolvere le sequente disuguaglianze

CL) 3z+1/2 4 3171/2 Z 4z+1/2 _ 22I717

T —z—1
1 1
b — — <3
X
) lgi4 <1g1/3 :E—+1> <0,

20 — 1
z+1

d) lg

<o

e) lgpelz—1] <1
Risp. a) z € (—00,3/2], ¢c) z € (—1/2,0),d) = € (0,1/2) U (1/2,2).



