Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazions.

Appello di Analisi Matematica I del 06/02/2017. Soluzioni.
Esercizio 1. Sia f : R — R la funzione f(x) := (x + %2)6’

(i) Dire quante soluzioni ha ’equazione
flx) =X

al variare del dato A € R.
(i) Provare che esiste un unico A* € R tale che f(x) = A* ha tre soluzioni z; < xo < x3

equidistanziate, cioe
{f(xl) = f(z2) = flzs) = X°

$3—ZL’2:ZL’2—JI1>O

(iii) Provare che 0 < A\* < 1.

Soluzione. (i). Dallo studio del segno della funzione f(z) = z (1+ %£)e™™ e della sua

derivata f'(z) = <1 - %) e ”, e dai limiti lim f(z) = 400 e lirf f(z) =0, si deduce,
T—r—00 T—r+00

posto per brevita f(v2) = (1+v2)e V2 :=pe f(—v2) = (1 — v2)eV2 = —1/u, che la f

si restringe a una funzione rispettivamente

decrescente e bigettiva | — oo, —v/2] =5 ] — 1/, +00[
crescente e bigettiva [—v/2, V2] [—1/u, y]

-~
= [u,0[.

decrescente e bigettiva [v/2, +-00[
Le inverse di f su ciascuno di questi intervalli definiscono quindi tre funzioni:
g1:]—1/p,+o0[ =] — 00, —V2], decrescente e bigettiva,
g2: [=1/p, ] = [—V2, V2], crescente e bigettiva,
g3 [, 0[ = [V2,+00], decrescente e bigettiva.

Da cio segue che l'equazione f(z) = A ammette esattamente:
1 soluzione, g1(A), se p < A
2 solwzioni, g1 (1) < g2 (1) = ga(s) = V2, se = A
3 soluzioni, g1(A) < g2(A) < g3(A),se 0 < A< p
2 soluzioni, g1 () < ga(A), se —1/p <A <0
1 soluzione, g1(—1/u) = go(—1/p) = =2, s¢ —1/p=A<0

nessuna soluzione se A < —1/p.

ii. Dalla discussione precedente si ha che per un A* € R 'esistenza di tre soluzioni equidis-
tanziate ¢ equivalente a \* €]0, u] e g3(A*) — ga(A*) = g2(A*) — g1(A*). Poiché la funzione
g3 — 292 + g1 sull’intervallo |0, u[ &€ somma di tre funzioni strettamente decrescenti, con-
tinue, e cambia segno, Concludiamo che vi e esattamente un A\* come richiesto; inoltre
0< XN <p=(1++v2)e" V2 ¢che & certamente minore di 1 perché e¥2 > 1 + /2.



2

Esercizio 2. Dire se ¢ convergente 'integrale improprio

Soluzione. Si tratta di eseguire le operazioni richieste dalla procedura di integrazione per
calcolare U'integrale su [0, 7], e poi di fare il limite di questo per 7 — +oc.

e in caso affermativo, calcolarlo.

Cambio di variabile per 'integrale indefinito: t := logx, dt = df.

/ dt B _/ dx
1+ e2t —10e3t (1023 — 22 — 1)

Fattorizzazione del polinomio a denominatore: il polinomio 10z® — 22 — 1 ha la radice

x =1/2 e quindi ¢ divisibile per (2z — 1). Si ottiene infatti
r(102% —2* — 1) = (22 — 1)(52* + 2z + 1) .

Decomposizione in frazioni reali semplici: si determinano le costanti a, b, ¢, d tali che

1 _a b cr +d

x(2zx —1)(ba? + 2x + 1) E+2x—1+5x2—|—2x+1
identificando i coefficienti dei polinomi in

1=a(2z — 1)(52* + 20 + 1) + b (52> + 2x + 1) + (cx + d)x(2x — 1) .

Ponendo x = 0 si trova a = —1; ponendo z = 1/2 si trova b = 8/13; dall’annullarsi dei
coefficienti di grado 3 e 1 si ottiene rispettivamente ¢ = 45/13 e d = 8/13.

Preparazione per l'integrazione con funzioni elementari: 1'ultima frazione si decompone
ulteriormente in somma di una derivata logaritmica P’'/P e del reciproco di un trinomio di
secondo grado:

451 + 8 ~ 90z+16  9(10z +2)—2
13(522 4+ 22 +1)  26(5a2 +2x+1) 26(522 +2x+1)
9 10z+2 2 1
2652242 +1 26522 +27+ 1
9 10z +2 15 1

1 1 8 9 10x+2 . 15 1
r(1023 — 22 —1) = 132z —1) 26522+2x+1 262(%x+%)2_|_1'

Integrazione indefinita delle frazioni elementari:

dx 4 9 1 5) 1
- —logz— — log(22—1)— — log(5a2 4+ 22 +1)+ — arct (- —>.
/x(10113—a:2—1) 0§17 og(2x—1) 5 og(bx”+2z+ )+26 arctan ( Jz+



Calcolo dell’integrale definito fra ) e 7 =logs :

/T dt B / dx B
o 1+e2 —10e3t ), x(1023 —22—1)

4 9 1 ) 1
= [loga: -3 log(2z — 1) — 26 log(52® + 2z + 1) + — arctan (—x + —ﬂ

S

26 2 2

1
Limite per 7 = logs — +00 :

/OT 1T thdt_ T0e% = log 3—%10g(23(1+0(1))—% log(532(1—|—0(1))+2—16 arctan (gs+%>+
+% log(8) — 2_16 arctan 3 =
—% log(2) — 2% log(5) + ;—2 + % log(8) — % arctan 3 + o(1) =
= glogQ— %10g5+ % — %arctan?mto(l)
cosicché
+oo
/o 1—|—62tdt— 10e3t %10g2—%10g5+;—2—%arctan3.

Esercizio 3. Determinare una costante a # 0 e n € N tali che

tan(sinz) — sin(tanz) = ax™ + o(z") per z — 0.

Soluzione. Entrambe le funzioni sin x e tan x sono dispari e hanno primo termine x nello
sviluppo. Ci aspettiamo che alcuni termini di grado piu basso nelle composizioni tan(sin x)
e sin(tan x) siano uguali per effetti di simmetria: per questo conviene fare il conto della
composizione una volta sola con sviluppi generici. Dati due sviluppi dispari

S =z + 532 + s52° + 5727 4 o(z")
T =2 + t3x® + t52° + t;2" + o(2"),
si trova
T(S(x)) =z + (t3+53)2° + (3s3t3+55+15)2° + (355t3 + 5ssts + 3ssts + s7+t7)x" +o(x").

Poiché i termini fino all’ordine 5 sono simmetrici essi si cancellano nella differenza; inoltre
scompaiono per simmetria anche i coefficienti s; e t7. Si ha quindi

T(S(z) — S(T(x) = (3s3t3 — 3tass + Hssts — Htzss + 3ssts — 3tsss)x’ + o(a”).

Dungque nel caso in questione?

1 1
S(x) :=sinz =z — 6:53 + m:cg’ + s7x” + o(z")
1 2
T(z) :=tanz = x + gx?’ + 1—5x5 +t72" + o(x")
1
tan(sin r) — sin(tanz) = —x" + o(z")), per x — 0.
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IRicordiamo che i primi termini dello sviluppo di tanz si determinano facilmente usando le relazioni
(tanz)’ =1+ (tanx)? oppure (cosz)(tanx) = sin z.



