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. Dire per quali @ e 8 € R converge l'integrale

1 sinx 1
/ sin(7z) (tg (z —2%) + / (ln(l + %) — ) dt + x4> ™| Inz|’da.
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Dimostrazione. Spezziamo folF(x) in foé F(x)+ [ F(z). Sia
2

flz) = tg(x—x3) _|_/Osmx <ln(1 +t2) - 1it2) dt + x*.

Sviluppiamo f(z) per x — 07
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altrimenti

/Osmr (£ +o(t?)) dt = %(sin z)? 4+ o(2?) = % + o(2?)
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sinz z—E-4o(ax?) 3 3 3
/ dt—/ 1—t2+0(t2):x—w——x—+0(x3):x—%+o(x3)
0 0

1+t 6 3
altrimenti
x3 28 ,
= arctg sinx = arctg (IE ~ % + 0(3:3)) =rT- g + o).

In conclusione, per x — 07, F(x) si sviluppa
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Dunque
a<b Vp,
a=5 [g<-—-1

sin 1 1
—/ dt > —1
o 142

/2 F(x)dz converge <= {
0

D’altra parte, poiché

si ha f(1) > 0. Quindi
1
f(1)>0 = / F(x)dr converge <=
3

1
/(1—x)(1—x)5dx<+oo = B> -2

/0 ' Fa)de

a<b f>-2 0 a=5-2<pf< -1

In conclusione

¢ finito se e solo se:

. Al variare di o € R calcolare il limite:

22

1
lim (sin Z) t“(2 4 cost) Intdt.

ztoo J
Dimostrazione. Osserviamo che per ogni ¢ risulta
1<2+cost<3
e visto che per t — +o00 si ha
tsin% — 1

esistera un numero M tale che per ogni t > M si abbia anche:

1

— < tsin
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~ | =
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Dunque se f(t) € la funzione integranda, possiamo osservare che per ogni
t > M siha

1
515“—1 Int < f(t) < 6t* 'Int.



Sea>0et>1siha inoltre

t”‘llnt Int
2 _2t

e integrando si ha (se x > 1)

4

—dt = — =
2t 4 4

/m Int {ln2tr2 ln2x2—ln2x_4ln2$—ln2x
3.9
:Zln r — 400 per x — +00.

Dunque per a > 0 il limite cercato ¢ +o0.

Se invece o < 0 sappiamo che (Int) -tz — 0 per t — oo e quindi se ¢ &
abbastanza grande si ha

o Unt <242 =421

+oo o
/ tz Lt
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¢ convergente se 5 — 1 < —1 cioe se a < 0. Di conseguenza, per a < 0,

Sappiamo pero che

2

lim t“ Intdt = 0.

T—r+00 z
Ricapitolando, se a > 0 il limite richiesto e +00, se a < 0 il limite e 0. [

. Si consideri la funzione F'(x) cosi definita, per x # 0:

32
arctgt
Flz) = / el

Calcolare il limite di F'(z) per x — 0 e verificare quindi che F' puo essere
estesa con continuita a tutto R. Dire se la funzione estesa ¢ di classe C! e
calcolarne, se esiste, la derivata in x = 0.

Soluzione. Integrando per parti e poi riducendo ai fratti semplici si ha
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/ 12 +/ (1+1¢2)-
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Per £ — 0 si ha

dunque

Dunque la funzione F' si puo estendere con continuita in x = 0 ponendo
F(0) =1n3.

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha, quando x # 0:

arctg (3z%) P (2?)
= —— x S ——

F/
(z) 974 i

2 (1)

e quindi

lim F'(z) = lim (322 + o(z?)) - 6z — (92 + o(2?)) - 2

z—0 z—0 Qx4 250 x4

Dunque, per il teorema di Lagrange:

F(h) — F(0
F'(0) = lim () ( )zlimF'(h)zo
h—0 h h—0
la funzione estesa & derivabile anche in z = 0 e la derivata ¢ continua in tale
punto. La derivata di F' e chiaramente continua anche in ogni altro punto

per (1) e quindi ¢ di classe C'. O

Soluzione alternativa. Non € necessario trovare una primitiva della funzione
integranda. Infatti essendo arctgx = x + o(x?) per x — 0, si avra:

32 32
. arctgt . 1
glclgé ., ” dt = algr(l) . (; + 0(1)) dt
. 22 22
= limy (135" + o(1)))
2
=limln — =1In3.
z—0 372
Dopodiché la dimostrazione procede come prima. O



