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INTRODUZIONE

L’algebra lineare, parte essenziale del bagaglio culturale di base richie-
sto in molti campi della matematica e piut in generale della scienza e della
tecnica, fornisce strumenti fondamentali per risolvere gran parte dei pro-
blemi scientifici e tecnici. Ad esempio la risoluzione di sistemi di equazioni
lineari, di problemi lineari di minimi quadrati e il calcolo di autovalori e
autovettori di matrici sono problemi tipici dell’algebra lineare che si incon-
trano nella risoluzione numerica di equazioni differenziali, in ottimizzazione,
nell’analisi di sistemi discreti, in statistica e in altri problemi di matematica
applicata.

Nelle applicazioni, quanto piu il fenomeno esaminato € complesso, o
il modello per descriverlo e raffinato e aderente al problema reale, mag-
giore € la quantita di dati necessari per descrivere il problema originale, e
quindi maggiore ¢ il numero di variabili nel conseguente problema algebrico.
L’introduzione e la vasta utilizzazione dei calcolatori nel campo scientifico,
ha consentito di trattare problemi di sempre maggiori dimensioni ed allo
stesso tempo ha portato ad individuare e sviluppare metodi di risoluzione
computazionalmente piu efficienti. Questo ha imposto un grande sviluppo
degli studi sull’analisi e la sintesi di metodi numerici per risolvere i pro-
blemi dell’algebra lineare, sviluppo che ha potenziato il settore di ricerca
noto come "numerical linear algebra”.

Grandi progressi sono stati fatti in questo settore dopo la meta degli
anni cinquanta ad opera di A.S Householder e di J.H. Wilkinson; i principali
risultati sono stati raccolti in modo sistematico in questi fondamentali trat-
tati: The Theory of Matrices in Numerical Analysis di A. S. Householder
(1964), The Algebraic Figenvalue Problem di J. H. Wilkinson (1965). Un
trattato piu recente sui metodi numerici per problemi di algebra lineare &
Matriz Computation di G. H. Golub e C. F. Van Loan (1983). Gli ultimi
sviluppi sono relativi principalmente a metodi che utilizzano proprieta speci-
fiche del problema algebrico (tipo struttura o sparsita) o che tengono conto
dei diversi sistemi di calcolo (calcolatori sequenziali, vettoriali, paralleli)
prodotti dalle nuove tecnologie.

In Metodi numerici per l’algebra lineare sono esposti i principali algo-
ritmi, con un’analisi delle proprieta teoriche e computazionali. Nei primi tre
capitoli sono presentati aspetti e risultati della teoria delle matrici fonda-
mentali per trattare in modo sintetico e sistematico i metodi di risoluzione
dei problemi dell’algebra lineare. Nei capitoli successivi sono presentati i
metodi numerici per risolvere sistemi di equazioni lineari, per calcolare au-
tovalori e autovettori e per risolvere il problema lineare dei minimi quadrati,
con l'analisi della stabilita numerica e del costo computazionale. Le valu-
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tazioni teoriche dell’errore generato dall’'uso di una aritmetica in virgola
mobile, come pure le stime teoriche della convergenza e del costo com-
putazionale vengono confrontate con i valori effettivamente ottenuti ese-
guendo il metodo su di un calcolatore. I risultati sono stati raccolti in
tabelle e grafici che, riportando tempi di esecuzione, errori generati, e, nel
caso dei metodi iterativi, anche il numero di iterazioni, mettono a con-
fronto i diversi metodi di risoluzione. Ogni capitolo &€ completato da esempi
che evidenziano gli aspetti algoritmici e numerici, e da numerosi esercizi
in alcuni dei quali sono riportati risultati teorici di carattere piu avanzato
che, anche se non centrali per un testo con finalita anche didattiche, sono di
grande importanza. Ogni capitolo contiene anche un inquadramento storico
e un’ampia bibliografia commentata degli argomenti trattati.

La sperimentazione numerica e stata effettuata presso l'istituto CNUCE
del C.N.R., su un calcolatore IBM 3081K della serie /370, che opera con una
rappresentazione interna dei numeri in base 16, utilizzando in generale la
precisione semplice (6 cifre esadecimali, corrispondenti a circa 7 cifre deci-
mali), e talvolta la precisione doppia (14 cifre esadecimali, corrispondenti a
circa 16 cifre decimali).

Il testo e rivolto principalmente agli studenti dei corsi di laurea in
matematica, scienze dell’informazione, fisica e ingegneria, ed ai ricercatori
che operano nel settore del calcolo scientifico.



Capitolo 1

ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE

1. Matrici

Siano C e R rispettivamente il campo dei numeri complessi e il campo
dei numeri reali. Sia inoltre i l'unitd immaginaria tale che i?> = —1. Con
C™*™ i indica l'insieme delle matrici ad elementi complessi con m righe
ed n colonne; in alcuni casi si fa esplicito riferimento al sottoinsieme R™*™
delle matrici ad elementi reali. Se A € C™*", si dice che A & una matrice
quadrata di ordine n.

Generalmente le matrici vengono indicate con lettera maiuscola, mentre
i loro elementi sono indicati con lettera minuscola seguita dai due indici
(indice di 7iga e indice di colonna): ad esempio a;; € elemento della matrice
A. Si usa scrivere

aix a2 - Ain

21 QA22 -+ Aa2p
A=

anl an2 et Ann

Gli elementi a;; tali che i = j vengono detti elementi diagonali o principali
di A e formano la diagonale principale di A.

Data una matrice A € C™*", si definisce matrice trasposta coniugata
di A la matrice B € C™*™ tale che

bij = @ji,

dove @;; ¢ il coniugato del numero complesso a;;, e si indica B = AH. Se
A € R™*" la trasposta coniugata di A coincide con la matrice trasposta
cosl definita

B = AT, bij = Clji.

N

Una matrice A € C™"*" ¢:

diagonale se a;; =0 per 1 # j;
scalare se ¢ diagonale e a;; = a € C;
triangolare superiore (inferiore) se a;; =0 per i>j (per i <j);

triangolare superiore (inferiore) in senso stretto se a;; =0 per ¢ > j
(per i <j);
tridiagonale  se a;; =0 per [i—j| > 1.
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Le seguenti operazioni fra matrici:

addizione di matrici (C™*™ x C™X™ — C™X7)
C=A+B, cij = a;; + byj,
moltiplicazione di un numero per una matrice (C x C™*™ — C™*") .
B=aA, bij = aayj,

inducono su C™*" la struttura di spazio vettoriale su C, in cui I’elemento
neutro € la matrice con tutti gli elementi nulli, che viene indicata con Oy, x5 0
semplicemente con O se dal contesto risulta chiaramente quali sono le dimen-
sioni. Valgono le proprieta di associativita e commutativita per ’addizione
e di distributivita della moltiplicazione rispetto all’addizione.

Si definisce prodotto righe per colonne di due matrici A € C™*" e
B € C"*P ]a matrice C = A B € C™*P i cui elementi sono

n

Cij = E @ikbr;

k=1

(si osservi che il numero di colonne di A ¢ uguale al numero di righe di B).

La moltiplicazione fra matrici gode della proprieta associativa, di quella
distributiva rispetto all’addizione, ma non di quella commutativa (si vedano
gli esercizi 1.1 e 1.2). Vale inoltre la proprieta

(AB)H =B AT,

La matrice scalare di ordine n avente gli elementi principali uguali a 1
¢ detta matrice identica e viene indicata con I,, o semplicemente con I se
dal contesto risulta chiaramente quale e 'ordine. Tale matrice verifica le
relazioni

I,A=A

AT — A } per ogni matrice A € C"™*".
=

Una matrice A € C™*" si dice:
normale se ATA=AAH,
hermitiana se AT = A;
unitaria se AHA=AA" =1,

Sia A € R™"; se A & hermitiana, allora risulta A7 = A e A & detta
simmetrica; se A & unitaria, allora risulta ATA = A AT =T e A ¢ detta
ortogonale.
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1.1 Esempio. La matrice

G = {cos¢ —sinqb}’ SER,

sing  coso

¢ unitaria. Infatti

.2 2
H __ ~H/~ __ |85 ¢ + cos ¢ 0 .
GG =G G_{ 0 sin® ¢ + cos? ¢ =1
Inoltre, poiché ¢ reale, G € anche ortogonale. .

Particolarmente importanti fra le matrici ortogonali sono le matrici
di permutazione, cioe matrici ottenute permutando le righe della matrice
identica I. Le matrici di permutazione in ogni riga e ogni colonna hanno
un solo elemento diverso da zero e uguale a 1.

Un sottoinsieme di C™*"™ si dice chiuso rispetto all’operazione di molti-
plicazione, se date due matrici A e B appartenenti al sottoinsieme, anche il
prodotto A B appartiene al sottoinsieme. I seguenti sottoinsiemi di C™*"
sono chiusi rispetto all’operazione di moltiplicazione:

— matrici triangolari superiori (inferiori),
— matrici triangolari superiori (inferiori) in senso stretto,

— matrici unitarie.

Data una matrice A € C™*", una matrice B € CF*" 0 < k < m,
0 < h < n, & detta sottomatrice di A se ¢ ottenuta da A eliminando m — k
righe e n — h colonne. Data una matrice A € C"*", una sottomatrice
quadrata B di ordine k < n di A & detta principale se gli elementi principali
di B sono anche elementi principali di A (cioe le righe e le colonne di A che
concorrono alla costruzione di B hanno medesimo indice). Una sottomatrice
B principale di ordine k di A ¢ detta principale di testa se ¢ formata dagli
elementi a;;, i, 7 =1,...,k.

1.2 Esempio. Si consideri la matrice A € R3*3:

A=

N SO
co Ot DN
© o w

La matrice
1 3
4 6

¢ sottomatrice di ordine 2 di A, la matrice

t
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¢ sottomatrice principale di ordine 2 di A, la matrice

e

¢ sottomatrice principale di testa di ordine 2 di A. .

2. Vettori

Se A € C™*}(A € C'*™), la matrice si riduce ad una sola colonna
(riga) e viene detta vettore colonna (riga) ad m elementi o componenti.

Comunemente con il termine vettore si intende un vettore colonna e
lo spazio vettoriale C™*! dei vettori ad m componenti viene indicato con
C™. Un vettore ¢ generalmente indicato con lettera minuscola in grassetto
e le singole componenti sono indicate con lettera minuscola seguita da un
indice: ad esempio x; € I'i-esima componente del vettore x. Si usa scrivere

X1

X9 T
x=| . oanche x =[xy, za, ..., Tm] .
Tm

Si indica con 0 il vettore di componenti nulle. Se x € C™, allora xf € C*™
¢ il vettore riga le cui componenti sono le coniugate di quelle di x.
Casi particolari del prodotto righe per colonne di matrici:

prodotto di una matrice per un vettore (C™*" x C™ — C™):
y = Ax, yi:Zaijxj, i=1,...,m;
j=1
prodotto interno fra vettori (C™ x C™ — C):
n
a=x"y, Oézzfiyi;
i=1

prodotto esterno fra vettori (C™ x C1*X™ — Cm*n);

A=xy", aij = x;Y;, i=1,....m, j=1,....,n.

1 X
Il vettore — x, a # 0, € C, viene talvolta indicato con —.
« o
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1.3 Esempio. Dati i vettori

x =[1, i, —i]" e y =i, 1, 17,
risulta
XHy = _17
i1 -
xyf=11 i 1 "
B S |

Il prodotto interno fra vettori definisce un prodotto scalare su C™ e gode
delle seguenti proprieta (si veda l’esercizio 1.26):

1. xfx ¢ reale e non negativo, ed & nullo se e solo se x = 0;
2. xfy = yx;
3. xH(ay) = axfy per a € C;

H

4. xH(y+z)=xy+xz per z € C".

La quantitd vVxHx ¢ la lunghezza euclidea del vettore x, per cui il vettore
X

vVxHx

la proiezione di y sulla semiretta su cui giace il vettore x. Poiché vale la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

xTy|* < (x"x) (y"y), (1)

ha lunghezza 1. In R™, se x ha lunghezza 1, il prodotto x7y da

(si veda l'esercizio 1.30) ¢ possibile definire I’angolo 6 formato da due vettori
x,y € R™:
H
f = arccos HX Y —
(xx) (y"y)

E facile verificare che in R? e in R3 questa definizione corrisponde al con-
cetto geometrico di angolo, come si pud vedere nel caso di R? nella figura
1.1.

A

1

e

cos 6

Fig.1.1 - Angolo fra due vettori.
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Se x”y =0, i due vettori x e y sono detti ortogonali.

1.4 Definizione. I vettori x1,...,%x, € C™,n < m, si dicono linearmente
indipendenti se dalla condizione

n
ZO&Z‘XZ':O, a; € C,
=1

segue che

n vettori, che non sono linearmente indipendenti, si dicono linearmente
dipendenti; in tal caso se ay # 0, si ha

n
Q; , ‘
Xy = Zﬁixi, dove fBi=——, i=1,...,n, i#k.
i=1 Xk
i£k
1.5 Definizione. Sia S un sottospazio di C™. k vettori x1,...,Xx € S

costituiscono una base di S se ogni vettore v € S puo essere espresso, in
modo unico, come combinazione lineare dei vettori della base

k
vV = E a; X;.
i=1

Si dice anche che S & generato dalla base x1,...,x. "

Una base di C™ particolarmente importante e la cosiddetta base cano-
nica, formata dai vettori

e=10,...,0,1,0,...,0%, i=1,...,n,

che sono le colonne della matrice identica di ordine n.

I &k vettori xq, ..., X di una base sono linearmente indipendenti; inoltre
tutte le basi di un sottospazio hanno lo stesso numero di elementi, e tale
numero, indicato con dim S, & detto dimensione del sottospazio. Lo spazio
C", come spazio vettoriale sul campo C, ha dimensione n, e ogni insieme
di n vettori linearmente indipendenti di C” costituisce una base di C".

Siano S e T due sottospazi di C". Allora la somma

S+T={s+t,seS, teTl}
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e l'intersezione S N'T" sono ancora sottospazi. Per le loro dimensioni vale la
seguente relazione

dim(S+7T)=dim S +dim7T —dim(SN7T), (2)
da cui segue che
max{dim S,dim T} < dim(S + 7T') < min{dim S + dim T, n}, (3)

max{0,dimS + dim7T — n} <dim(SN7T) < min{dim S,dim7T}.  (4)

Se SNT = {0}, il sottospazio X = S+ T ¢ detto somma diretta di S e T
e viene di solito indicato con S @ 7T'. In tal caso

dim X =dim S + dim T,
e gli elementi x di X possono essere espressi univocamente con la somma

x=s+t, seS5 tel.

1.6 Definizione. Sia S un sottospazio di C". Il sottospazio
St ={ueC" : uf’v =0 per ogni v e S}

e detto sottospazio ortogonale ad S. Valgono le seguenti relazioni

SnsS+t={o},

S@es+t=cCn,

dim S+ =n —dim S.
Quindi ogni vettore x € C™ puo essere espresso univocamente come somma
x=s+t scS tecsSt (5)

Il vettore s e detto proiezione ortogonale di x su S. .
1.7 Esempio. In R? sia S il sottospazio generato dal vettore

x; = [0, 0, 1]7.

S ¢ quindi costituito da tutti i vettori le cui due prime componenti sono
nulle, e la sua dimensione ¢ 1. Lo spazio S, costituito dai vettori la cui
terza componente € nulla, & quindi generato dai vettori

xo =[1,0,0" e x3=10,1,0"
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e la sua dimensione ¢ 2. La figura 1.2 fornisce per questo caso l'interpreta-
zione geometrica della relazione (5). .

S

Fig. 1.2 - Proiezione ortogonale di x su S.

1.8 Definizione. n vettori non nulli x4,...,x, € C™ si dicono ortogonali
se xH x; = 0 per ¢ # j; si dicono ortonormali se sono ortogonali ed inoltre
xHx; = 1, cio¢ se hanno lunghezza 1 o, come si dice, se sono normalizzati.
In questo caso si usa anche la notazione

H _
Xi Xj = 51']',

dove

0 sei#j,

¢ il delta di Kronecker. n

1 sev=y,
5”:{ J

Si osservi che n vettori ortogonali sono anche linearmente indipendenti.
1.9 Esempio. I vettori

x =1, 1, —i]¥

dell’esempio 1.3 sono linearmente indipendenti, ma non ortogonali: infatti
xy = —1+#0. I vettori

[—2i, =1 —1, 1 —i]T

&
Sl

T

H

sono ortonormali: infatti ufu =1, vv=1e u’v = 0. Il vettore

z=ix+y=[2i,0,i+1]7
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¢ combinazione lineare di x e y: quindi i vettori X, y, z sono linearmente
dipendenti. .

Fra le diverse basi di C™ sono particolarmente importanti le basi orto-
normali, cioe quelle in cui i vettori x1,...,X, sono ortonormali.

Se del sottospazio S di C™ e nota una base Xi,...,Xg, € possibile
costruire una base ortonormale yi,...,yx con il metodo di ortogonaliz-
zazione di Gram-Schmidt basato sul seguente teorema.

1.10 Teorema. Se xi,...,x; € C™, k < n, sono k vettori linearmente
indipendenti, i vettori y1,...,Yk, cosl costruiti

sono ortonormali.

Dim. I vettori y; sono normalizzati. Per dimostrare I'ortogonalita si pro-
cede per induzione su k. Per k = 2, poiché

t5'y1 = x5y1 — (x3y1) yi'y1 =0,

ne segue che yy; = 0. Per k > 2, supponendo che i vettori y1,...,yr_1
siano ortonormali, si dimostra che t; € ortogonale a yi,...,yx—1. Infatti,
poiché
ylyi=0 per j,i<k-—1,i#j

risulta:

k—1

tiyi =xflyi = Y _(xf'y;) yi'yi
j=1
=xi'y; — (x{'ys) yily: = 0. ]
1.11 Esempio. I vettori di C"
x;=[ 1,...,1 ,0,...,0]", i=1,...,n,

——
1 componenti

costituiscono una base non ortonormale di C™. Applicando il metodo di
Gram-Schmidt ai vettori x;, si ottengono i vettori e;, ¢ = 1,...,n, della
base canonica di C". I vettori di C”

X1 =€ +e, Xgo=€x+e3, ..., Xp_1=€,_1+€,, X,=€,+e;
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sono linearmente indipendenti. Applicando il metodo di Gram-Schmidt si
ottengono i vettori

1

=—1[1,1,0,..., 07,
Y1 \/5[ ]
1
=——11, -1, =2, 0, ..., 0]F,
1
=——11, -1, 1,3,0, ..., 0%,
L1, -1, e, (<1 (<1 (- 1)
n— = T = 7_7 7_ 7_ n_ M
MV S W
1
n=—1[1, =1, 1, ..., (=", (=1)"+t7T
Yo = o= [ L Lo (217 (2D
che costituiscono una base ortonormale di C™. n

3. Matrici definite positive

Se A € C™ " ¢ una matrice hermitiana, cioe A = A” e x € C", il
numero
_ JH
a=x"Ax

e reale. Infatti, poiché A & hermitiana, si ha:

a=xAx = (xTAx) = xTA7x =xH Ax = a.

1.12 Definizione. Sia A € C™*" una matrice hermitiana. Se per qualsiasi
x € C", x # 0, il numero reale o = x Ax mantiene lo stesso segno, si dice
che la matrice A e definita in segno, e in particolare:

se xHAx >0 A ¢ definita positiva,

sexfAx >0 A & semidefinita positiva,
se xHAx <0 A ¢ semidefinita negativa,
se xfAx <0 A e definita negativa. .

1.13 Esempio. La matrice hermitiana

=[53]

¢ definita positiva. Infatti per ogni x = [x1 , 22]7 # 0 risulta:

xT Ax = |21 —ix2\2—|—2\:p2—ix1|2 > 0. "



Capitolo 1. Elementi di algebra lineare 11

1.14 Teorema. Se una matrice A € C™*" ¢ definita positiva, anche tutte
le sue sottomatrici principali sono definite positive.

Dim. Sia B una sottomatrice principale di A ottenuta eliminando (n — i)
righe e le corrispondenti (n — i) colonne. Per ogni vettore x € C¥, x # 0,
si consideri il vettore y € C™ che ha nulli gli elementi con indici uguali a
quelli delle colonne soppresse e i rimanenti elementi uguali ai corrispondenti
elementi di x. Allora, poiché A ¢ definita positiva, si ha

xHBx =yH Ay > 0. .

Poiché le sottomatrici principali di ordine 1 sono formate da un solo
elemento principale, ne segue che in una matrice definita positiva tutti gli
elementi principali, oltre a essere reali perché la matrice & hermitiana, sono
positivi.

4. Determinante

1.15 Definizione. Sia A € C™"*"™. Si definisce determinante di A il numero

det A = Z sgn(m) a1,y Q2,105 - - - Ay,
7T€P

dove P& l'insieme degli n! vettori m = 7y, 7o, ..., 7] 7, ottenuti permutando
in tutti i modi possibili le componenti del vettore [1, 2,...,n]|T; il fattore
sgn(m) vale +1 o —1 a seconda che sia pari o dispari il numero degli scambi
necessari per portare il vettore [1, 2,...,n]T nel vettore 7. .

Il determinante di una matrice puo essere piu semplicemente espresso
utilizzando la regola di Laplace. Indicata con A;; la sottomatrice quadrata
di ordine n — 1 ottenuta dalla matrice A eliminando la i-esima riga e la
j-esima colonna, per un qualunque indice di riga ¢ si ha:

ai; sen =1,

A= - L
det Z(_l)H_Jaz'j det A;; sen > 1. (6)

j=1
Siano A, B € C™"*™ « € C; valgono le seguenti proprieta :
n
det A= ][] ai se A ¢ diagonale o triangolare;

=1
det I = 1;
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det AT = det A
det AH = det A;
det(AB) =det Adet B (regola di Binet);

det B = acdet A, se B ¢ ottenuta da A moltiplicando per a una
riga (o una colonna);

det(aA) = o™ det A;

det B= —det A, se B ¢ ottenuta da A scambiando fra loro due
righe (o colonne);

det B = det A, se B ¢ ottenuta da A aggiungendo ad una riga
(o colonna) un’altra riga (o colonna) moltipli-
cata per un numero;

det A =0, se due o piu righe (o colonne) di A sono linear-
mente dipendenti.

Poiché det A = det AT, la regola di Laplace per il calcolo del determinante
di A puo essere applicata sommando nella (6) rispetto all’indice di riga i.

5. Matrice inversa
1.16 Definizioni. Sia A € C™*™, si definiscono:

matrice inversa di A una matrice B € C™*" tale che
AB=BA=1,

matrice aggiunta di A la matrice adjA € C™*", il cui elemento (i, j)-esimo
¢ dato da o
(—1)Z+J det Ajia

dove Aj; ¢ la sottomatrice ottenuta da A cancellando la j-esima riga e la
i-esima colonna. ]

Una matrice A per cui non esiste la matrice inversa e detta singolare.
Poiché vale la relazione (si veda 'esercizio 1.48)

A adjA = (det A)I,

ne segue che A € non singolare se e solo se det A # 0, quindi se A ¢ non
singolare, la matrice inversa, che viene indicata con A~!, & unica ed &

_ 1 .
A7l = et A adjA.
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Valgono le seguenti proprieta:
(AH)=1 = (A=1H)H  (si indica anche con A~H);
A=t = AH gse A ¢ unitaria, cio¢ tale che ATA = AAH =T,
det A= = 1/ det 4;
(AB)"'=B"1A"L
I seguenti sottoinsiemi di C™*"™ sono chiusi rispetto all’operazione di inver-

sione, cioé se A € una matrice non singolare appartenente al sottoinsieme,
anche A~! appartiene al sottoinsieme:

— matrici hermitiane,

— matrici unitarie,

— matrici normali,

— matrici definite positive (negative),

— matrici triangolari superiori (inferiori),

— matrici diagonali.

6. Sistemi lineari

Sia A € C™*" e si considerino i seguenti sottospazi
S(A)={yeC™ : y=Ax, xe€ C"},
detto immagine di A e
N(A) ={xeC" : Ax =0},
detto nucleo di A. Si pud dimostrare che
S(A) = N(AM),

e quindi
dim S(A) + dim N(A") = m.

Il numero dim S(A) viene detto rango di A ed € uguale al numero delle
righe (e delle colonne, si veda l'esercizio 1.35) linearmente indipendenti di
A. Poiché il rango di A e il rango di A sono uguali, risulta

dim S(A) + dim N(A) = n. (7)
Pit in generale, se T & un sottospazio di C™, posto

Sr(A)={yeC™” : y=Ax, xe T},
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Np(A)={x €T : Ax=0} = N(A)NT,

si ha
dim S7(A) + dim Np(A) = dim 7.

1.17 Esempio. Sia

1 1 1 1
A=11 -1 1 -1
1 0 1 0

11 sottospazio S(A) & quello generato dai vettori
y1 = [17 17 1]T € y2= [17 _17 O]Ta

e quindi
rango di A = dim S(A) = 2.

Il nucleo di A & il sottospazio generato dai vettori
x1=[1,0,-1,07 e x,=1[0,1,0, -1]7,

e quindi
dim N(A) = 2.

Il sottospazio S(AT) & quello generato dai vettori
xs=1[1,1,1, 17 e x4=1[1, -1, 1, -1]7,

e infatti

rango di AT = dim S(AT) = dim S(A) = 2.

11 nucleo di AT ¢ il sottospazio generato dal vettore
Y3 = [17 17 _2]T

e infatti
dim N(AT) = 1.

1.18 Esempio. Se x,y € C",x, y # 0, la matrice (detta diade)
A=xyl
ha rango 1. Infatti le colonne di A sono i vettori

ylxa @2X7 "'7ynxa
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che sono a due a due linearmente dipendenti. .

Se m = n, A & non singolare se e solo se rango di A = n, e dalla (7)
segue che A € non singolare se e solo

dim N(A) =0,

cioe il nucleo di A e costituito dal solo vettore nullo.

Se rango di A = r = min{m,n}, allora la matrice A si dice di rango
massimo. In tal caso la matrice AfA € C" " ha rango r e se r = n, la
matrice A? A ¢ non singolare. Viceversa se A7 A & non singolare, allora
m > n e il rango di A & massimo.

1.19 Definizione. Siano A € C™*™ b € C™; si definisce sistema lineare
di m equazioni in n incognite il sistema

Ax = b, (8)

dove x € C” ¢ il vettore delle incognite, A ¢ la matrice del sistema e b &
il vettore dei termini noti. 1l sistema si dice consistente se ha almeno una
soluzione. n

1.20 Teorema. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

a) il sistema (8) é consistente,

b) b e S(A),
c¢) la matrice A e la matrice [A|b], ottenuta aggiungendo il vettore b alle
colonne di A, hanno lo stesso rango. "

Se il sistema (8) € consistente e x € una sua soluzione, allora ogni
soluzione di (8) puo essere espressa come X + y, dove y ¢ tale che Ay = 0,
cioe y € N(A). Percio la soluzione ¢ unica se e solo se dim N(A) = 0.

Vi sono vari casi possibili:

1. Se n =m, e la matrice A ¢ non singolare, allora S(A) = C" e N(A) =
{0}. Quindi il sistema ¢ consistente, la soluzione ¢ unica ed ¢ data da

x=A"'b,
e mediante la regola di Cramer puo essere cosi espressa

detAi 1
T = —— 1= R
" detA’ o

dove A; & la matrice ottenuta da A sostituendo alla i-esima colonna il vettore
b. Se b = 0 (sistema omogeneo), il sistema ha la sola soluzione nulla.
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Se invece la matrice A & singolare, il sistema pud non essere consistente.
Il sistema e comunque consistente se € omogeneo, perché aggiungendo il
vettore b nullo alla matrice A si ottiene una matrice con lo stesso rango.
2. Se m < n, cioé vi sono piu incognite che equazioni, il sistema, se ¢ con-
sistente, ha infinite soluzioni in quanto dim S(A) < m e quindi dim N(A) >
n—m > 0.

3. Se n < m, cioe vi sono pill equazioni che incognite, il sistema puo essere
consistente solo se vi sono almeno m — n equazioni che sono combinazioni
lineari delle altre.

7. Matrici a blocchi

Spesso e conveniente descrivere una matrice in termini di sue sottoma-
trici anziché in termini dei suoi elementi. Ad esempio la matrice

1 1

o

I
_ == O =
— = == O
OO = ==
O = O =
_ o O

puo essere cosl descritta in modo piti compatto

I, E
A= ,
_ET I3 |
dove E € R?*3 ¢ la matrice
1 1 1]
E=11 11

Si dice allora che la matrice A € partizionata a blocchi o anche che A € una
matrice 2 x 2 a blocchi. In generale una matrice p x ¢ a blocchi & una matrice
della forma

A11 A12 ce Alq
A21 A22 ce qu
A= | | . ]
Ay Ap ... Ay
dove A;; € C™*™ e m;, n; sono interi positivi, per ¢ = 1,...,p, j =

1,...,q, e quindi A € C"™*™ con

q

P
m = E m;, "N = E .
i=1

Jj=1
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Un caso frequente & quello in cui alcuni blocchi sono vettori riga o
colonna, come ad esempio per la matrice A € C**"

A=
u B

dove « € C, u, ve C" !, B e Cn=1x(n-1)
Alle matrici a blocchi si possono estendere molte delle definizioni date
nei precedenti paragrafi. Ad esempio la matrice

Ay O @)
A=A A» O |,
Aszp Aszpy Ass

e detta triangolare inferiore a blocchi. 1’operazione di moltiplicazione fra
due matrici A e B a blocchi puo essere descritta in termini di prodotti righe
per colonne di blocchi. Ad esempio, se

A A Bi1 Bio Cn Ci
Agr Agp By1  Baa Co1 Oy

sono matrici 2 x 2 a blocchi tali che C = AB, allora vale
Cij = ApBij + AjpBoj, 4,5 =1,2.

Tale proprieta vale nel caso generale di matrici a blocchi, purché il numero
dei blocchi e le loro dimensioni siano compatibili.

8. Matrici riducibili

1.21 Definizione. Una matrice A di ordine n > 2 si dice riducibile se esiste
una matrice di permutazione II e un intero k, 0 < k < n, tale che

All A12 } k righe
B=IAI" = (9)
O As | } n—krighe

in cui Ay € CF¥F ¢ Ayy € C(n=k)x(n=k) Qe 1a matrice A non @ riducibile,
si dice che A ¢ irriducibile. .

Se una matrice A ¢ riducibile, possono esistere pit matrici di permu-
tazione II che consentono di trasformare la matrice A in una matrice B
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della forma (9). Se la matrice A del sistema lineare (8) € riducibile, poiché
la matrice IT in (9) ¢ ortogonale, risulta

ITAIIT [Tx = IID,

e ponendo y = I[Ix e ¢ = IIb, si ha

By =c.
Partizionando i vettori
vi| } Kk componenti c1 | } Kk componenti
y —= C =
y2 | } n — kcomponenti ¢y | } n — kcomponenti

dove y1, ¢; € CF,ys, co € C" % il sistema (8) si puo scrivere nella forma
{ Annyr +Any2=¢c

Azay2 = ca.

La risoluzione del sistema (8) con matrice dei coefficienti di ordine n & cosi
ricondotta alla risoluzione di due sistemi, il primo con matrice dei coefficienti
di ordine n — k, il secondo con matrice dei coefficienti di ordine k.

Per determinare se una matrice A e riducibile, si puo utilizzare il grafo
orientato associato ad A, cioe un grafo che ha tanti nodi p;, quant’e 'ordine
di A, ed ha un arco orientato da p; (nodo di partenza) a p; (nodo di arrivo)
per ogni elemento a;; non nullo di A.

1.22 Esempio. Il grafo associato alla matrice

1 3 0
A=1(10 2 -1 (10)
-1 0 2
e riportato nella figura 1.3. .

Fig. 1.3 - Grafo orientato associato alla matrice (10).
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Due archi di un grafo orientato si dicono contigui se il nodo di arrivo del
primo ¢ il nodo di partenza del secondo. Una successione di archi orientati
contigui si dice cammino orientato. Un cammino orientato si dice chiuso
se il nodo di partenza del primo arco del cammino coincide con il nodo di
arrivo dell’ultimo arco.

1.23 Definizione. Un grafo orientato si dice fortemente connesso se per
ogni coppia di indici 4, 7, 1 < 4,7 < n, con i # j, esiste un cammino
orientato che parte dal nodo p; e arriva al nodo p;. "

1.24 Teorema. Una matrice A é riducibile se e solo se il suo grafo orientato
non é fortemente connesso.

Dim. Si noti che il grafo orientato della matrice A e quello della matrice
B = ITAIIT differiscono solamente per la diversa numerazione degli indici
dei nodi p;. Se la matrice A ¢ riducibile, considerando la matrice B della (9)
e un indice 7, con k < 7 < n, risulta che non vi puo essere alcun cammino
che partendo dal nodo p; arrivi ad un nodo p;, j < k. Viceversa, se il grafo
di A non ¢ fortemente connesso, esiste un nodo p; a partire dal quale non
¢ possibile raggiungere almeno un altro nodo del grafo. Si indica con P
I'insieme dei nodi che sono raggiungibili a partire da p; e con Q l'insieme
dei nodi che non sono raggiungibili a partire da p;. Gli insiemi P e Q
costituiscono una partizione dell’insieme dei nodi e @ & non vuoto. Inoltre
non esistono cammini orientati che partendo da un nodo di P raggiungano
nodi di Q. Si riordinano i nodi, in modo tale che Q@ = {p1,p2,...,pr},
con k > 1, ¢ P = {pg+t1,.-.,Pn}. La matrice B ottenuta permutando
conseguentemente righe e colonne di A ¢ tale che b;; =0sei>kej<k.m

Dal teorema 1.24 segue che se la matrice A e irriducibile, allora esiste
un cammino orientato chiuso che tocca tutti i nodi del grafo.

1.25 Esempio. Dato il sistema lineare Ax = b, dove

1 0 -1 0 1
2 3 -2 1 -2

A — _1 0 _2 0 9 b - _1 I (11)
1 -1 1 4 -2

per verificare se la matrice A e riducibile, se ne disegna il grafo orientato,
riportato in figura 1.4:
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. [ ]
CAPZ O
Fig. 1.4 - Grafo orientato associato alla matrice (11).
In questo grafo
al nodo p; arrivano cammini orientati provenienti dai nodi p1, ps, ps, p4;
al nodo py arrivano cammini orientati provenienti dai nodi ps, p4;
al nodo ps arrivano cammini orientati provenienti dai nodi p, p2, p3, P4;
al nodo p4 arrivano cammini orientati provenienti dai nodi ps, p4.
Ne segue che scambiando fra loro i nodi p; e pg, € mettendo cosi in testa

i due nodi a cui non si arriva provenendo dagli altri due, la matrice di
permutazione associata

0 0 01
01 00
T = 0O 01 0}’
1 0 0 O
¢ tale che risulta

4 -1 1 1 -2
- r |1 3 -2 2 -2
B=HAI" =14 o 5 4| °7 |
0 0 -1 1 1

Risolvendo allora i due sistemi

RN R 1 EIE

si ottiene la soluzione

da cui
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Esercizi proposti

1.1  Si costruiscano due matrici A e B € C2*2 tali che
AB #+ BA # A"B +£ ABY +£ AHBH £ BH AH
Si verifichi che

det AB = det BA = det Adet B,
det A" BY = det BYAY = det AB = det A det B.

1.2 Sidice che due matrici A e B € C**" commutano se AB = BA.
a) Si costruiscano due matrici A e B € C?*2 che commutano;

b) si dimostri che A e B commutano se A e B sono diagonali;
)

si dimostri che la relazione

¢}

(A+B) (A—B)=A*-B?

vale se e solo se A e B € C"*" commutano;

d) si dimostri che se A € C"*" le due matrici B = A* e C = A7, i, interi
positivi, commutano;

e) si verifichi che le sole matrici di C™*" che commutano con ogni matrice
di C™*™ sono le matrici scalari;

f) si verifichi che se A e B commutano, allora anche

A=! e B7!', se A e B sono non singolari
AR ¢ BH
Al e BJ, 1, jinteri positivi
A=Y e B, se A & non singolare
A e B~!, se B & non singolare
commutano.
1.3 Sia
p(z) = apz® + a2+ 4o, ao,o1,...,a, €C

un polinomio di grado k. Si definisce polinomio della matrice A la matrice
p(A) = aoAF + o ARV 4 agd.

a) Si dimostri che tutti i polinomi della matrice A commutano;
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b)

e)
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si dimostri che se p(z) = q(x)s(z), in cui p(x), q(z) ed s(x) sono poli-
nomi, allora

e in particolare, se

=1
allora
K
p(A) = [[(A - =),
i=1
e quindi le matrici scalari x;I, i = 1,2, ..., k, possono essere considerate

come zeri del polinomio p(A).

Per i polinomi di matrici non vale un teorema analogo al teorema fon-
damentale dell’algebra, per cui ogni polinomio di grado k ha in C esat-
tamente k zeri, se contati con la loro molteplicita. In C™*" infatti,
I'uguaglianza AB = 0 puo essere verificata anche da matrici A e B # 0.
Si verifichi, ad esempio, che in C?*2 il polinomio

p(A) =A% -1
ha come zeri, oltre ad A = I e A = —I, anche tutte le matrici della
forma
{a b}, incui a?+be=1.
c -a

Le matrici A € C™*™ tali che A2 = I sono dette matrici involutorie.

Si verifichi che la matrice unitaria G dell’esempio 1.1 non ¢ involutoria,
mentre la matrice

7 [cosqb sin ¢

sing -coso

| sen

¢ unitaria e involutoria.

Si verifichi che la matrice A € R™*" i cuil elementi sono

. — 1
(—1)3_1 <] > per i < j,

1 —1
@ij =g (=1)t per i =j,

0 per ¢ > j,
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¢ involutoria.
(Traccia: e) posto B = A%, peri > jeb;; =0, peri=jeb; =1eper

1<je

bij = i(—l)"”” (f:;) <2 - 1)

k=1
L G0 & e (G
R s v vy P DU A e ]

e ponendo h =k — 1 e r = j — i, la sommatoria risulta uguale a

S u(p) =0

h=0

1.4  Si costruiscano due matrici A e B € C?%2, A, B # 0 tali che AB +

BA = 0. Si verifichi che per A e B € C™*"
(A+B)? =A%+ B* seesolose AB+ BA=0.

1.5 Si verifichi che se
0 1
=[5 o)’

allora A¥ = 0 per k > 2, e si dica per quali matrici B € C?*? vale la

relazione
(B + aA)* = B* + kaB* 1 A.
1.6 Sia
i 0
A= [O i} ’

Si costruisca A*, k intero positivo. Esiste un k tale che A* = A?

1.7 Sia
1 oz] , a € C.

A= {0 1
Si costruisca A*, k intero (se k & negativo, si definisce A*¥ = [A=F]71).

Sia A € C27%27 |a matrice a blocchi

P Q

A= ,
(@) 1

1.8
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in cui P, Q € C"*"™ e P — I & non singolare. Si dimostri che per ogni intero
positivo k ¢
Pk Qu
Ar =
O I

dove

Qr=P"-1)(P-1""'Q.
Se P e non singolare, la relazione precedente vale anche per k intero nega-
tivo.

(Traccia: si proceda per induzione e si tenga conto che

Pl P24 4 P+I=(P -1 (P-D)1)

1.9  Una matrice A € C"*" tale che A = A? si dice idempotente.
a) Si descriva il sottoinsieme di C2*2 delle matrici idempotenti;
b) si dimostri che se A & idempotente, anche I — A & idempotente;
)

si dimostri che se A ¢ idempotente, allora A* = A per ogni intero k
positivo;

d) siano A e B € C™*". Si dimostri che se AB = A e BA = B, allora A
e B sono idempotenti;

@)

e) si dimostri che se A ¢ involutoria (cioe A% = I, si veda ’esercizio 1.3),
allora la matrice B = £(A + I) ¢ idempotente.

(Traccia: d) ABA = A% e anche ABA = A.)

1.10 Una matrice A € C™*" & detta nilpotente se esiste un intero positivo
k tale che A* = 0. Il minimo intero g tale che A9 = 0 ¢ detto grado di
nilpotenza di A.

a) Si descriva il sottoinsieme di C2*? delle matrici nilpotenti che hanno
grado di nilpotenza 2;

b) si dimostri che se A e B € C™*" sono nilpotenti e commutano, allora
le matrici AB e A + B sono nilpotenti.

c¢) si dimostri che una matrice triangolare inferiore (superiore) in senso
stretto e nilpotente e si determini il grado di nilpotenza.

1.11 Sia A =1+ B, dove B € C™*™ & una matrice triangolare in senso
stretto. Si dimostri che la matrice A € invertibile e che

A '=T-B+B*—...+(-1)"B*, dove k <n-—1.
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1.12 Si dimostri che una matrice normale e triangolare ¢ diagonale.

1.13 Si dica per quali valori dei parametri o e 8 la matrice

1 V3,
- —i
A=1]2 2
a p
¢ a) normale b) unitaria ¢) hermitiana d) definita positiva.

1.14 Sia A € C™*™ una matrice hermitiana. Si dimostri che

a) se p(x) € un polinomio in x a coefficienti reali, allora p(A) ¢ una matrice
hermitiana (si veda l’esercizio 1.3 per la definizione di polinomio di una
matrice);

b) se A & non singolare, allora A~! & hermitiana;
c) se B € C™ " allora BAB & hermitiana.

d) le matrici I +1iA e I —iA sono non singolari e le matrici
B=(I—-iA)(I+iAd)™" e C=(I-iAd)"YI+iA)
sono unitarie.

1.15 Siano A e B € C™*"™ due matrici hermitiane.

a) Si faccia vedere con un esempio che la matrice AB non ¢ sempre her-
mitiana.

b) Si dimostri che la matrice AB ¢ hermitiana se e solo se A e B commu-
tano.

1.16 Sia A € C™*". Si verifichi che le matrici AA7, AHA A+ AT i(A-
A™) sono hermitiane. Inoltre le matrici A¥A e AAY sono semidefinite
positive (sono definite positive se A non & singolare).

1.17 Si dimostri che l'insieme delle matrici definite positive di C"*"™ &
convesso, cioe che per ogni coppia A, B di matrici definite positive la matrice

aA+(1—a)B, 0<a<l,
¢ definita positiva.

1.18 Sia A € C™ ™ una matrice definita positiva. Si dimostri che
I’elemento di massimo modulo ¢ un elemento principale.
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(Traccia: per ogni coppia di indici i e j si sfrutti la condizione che la sot-
tomatrice di ordine 2 formata dalle corrispondenti righe e colonne ha deter-
minante positivo.)

1.19 Sia A € C™**". Si definisce traccia di A la somma dei termini prin-

cipali di A:
tr A = Z ;.
i=1

Si dimostri che

tr (A+ B)=tr A+tr B, Be C™",
tr (ad) =atr A, a € C,
tr (AB) = tr (BA), B € C™*",

n
tr (AAT) =tr (A"A) =) |a;]*.
ij=1
Sfruttando queste relazioni si dimostri che non esistono due matrici A e

B € C™*"™ tali che
AB — BA=1.

1.20 Si dimostri che I'insieme delle matrici simmetriche € uno spazio vet-
toriale su C di dimensione n(n + 1)/2, mentre I'insieme delle matrici her-
mitiane non costituisce uno spazio vettoriale su C.

1.21 Una matrice A € C™*" si dice antihermitiana se AH = —A (A €
R™ " si dice antisimmetrica se AT = —A). Si dimostri che

a) se A e antihermitiana (risp. antisimmetrica), allora
a;; =1i6;, 6, € R (risp. 0);

b) se B € C™*" ¢ hermitiana, allora la matrice A = iB & antihermitiana;

c) se B € C™*" & una qualunque matrice, allora A = B — B¥ ¢ antiher-
mitiana (se B € R™ ", allora A = B — BT & antisimmetrica);

d) una qualunque matrice B € C™*™ puo essere espressa come somma di
una matrice hermitiana e di una antihermitiana;

e) se A ¢ antihermitiana, allora A2 & hermitiana,;
f) A & antihermitiana se e solo se x Ax = if, § € R, per ogni x € C".

g) se A ¢ antihermitiana, allora le matrici I+ A e I — A sono non singolari
e le matrici

B=I-A) I+A)" e C=I-A)""I+A)
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sSono unitarie;

h) se A € R™ " ¢ antisimmetrica e n ¢ dispari, allora det A = 0 (si veda
lesercizio 1.46 per il caso n pari).
(Traccia: d) si scriva B = (B + B¥) 4+ (B — BH); f) per dimostrare
la necessita della condizione, si verifichi che x Ax = —(xH Ax), per la
sufficienza si considerino dei vettori x e y opportuni; g) per dimostrare la
non singolarita di I £+ A, si verifichi che non esistono vettori x ## 0 tali che

xH (I + A)x = 0, per dimostrare che le matrici B e C sono unitarie, si noti
che le due matrici I + A e I — A commutano; h) si ha

det A = det AT = det(—A) = (—1)"det A,
quindi se n & dispari ¢ det A = 0.)

1.22 Siano A e B € C™*" due matrici unitarie. Allora anche le matrici
AB e B~1AB sono unitarie.

1.23 Si dimostri che una matrice A € C™*™ ¢ unitaria se e solo se
x"T A" Ax = xHx, per ogni x € C".

(Traccia: per dimostrare la sufficienza della condizione, si noti che la matrice
I — A" A & hermitiana e si scelgano dei vettori x opportuni.)

1.24 Sia D € C™*™ una matrice diagonale unitaria. Si verifichi che gli
elementi principali di D sono della forma €', 6 € R.

1.25 Una matrice A € C"*" si dice a banda di ampiezza k, o anche
(2k + 1)-diagonale, se a;; = 0 per |i — j| > k ed esiste un elemento a;; # 0
per |i — j| = k. Si dimostri che

a) se A & a banda di ampiezza k, allora A% & a banda di ampiezza al piit
2k, ..., A" ¢ a banda di ampiezza al piu ik;

b) se Ae B € C™*™ sono due matrici a banda di ampiezza rispettivamente
k e h, allora A+ B e AB sono matrici a banda, e se ne determini
I’ampiezza.

c¢) Si mostri con un esempio che se A ¢ a banda e non singolare, A=% puo

non essere a banda.

(Matrici a banda di particolare interesse sono le matrici tridiagonali, che
hanno ampiezza di banda k = 1, si veda 'esercizio 1.50. Per il punto c) si
veda ad esempio 'esercizio 1.53.)
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1.26 Si dica sotto quali condizioni la seguente applicazione < ., . > di
C"xC"—C

<x,y>=x"Ay
definisce un prodotto scalare su C", cioe gode delle proprieta
1. <x,x>>0perognixe C” e <x,x>=0seesolosex=0,
2. <x,y>=<Yy,X >,
3. <x,ay >=a <X,y >, per a € C,
4. <x,y+z>=<xy >+ <Xx,Z2>, perzecC".
1.27 Si dimostri che per ogni prodotto scalare < ., . > su C” esiste una
matrice A € C™*" definita positiva tale che

<x,y > =x4y.

n n

(Traccia: si pongax = > x;e;ey = > y;e;. Per le proprieta del prodotto

=1 =1
scalare risulta

n
<X,y > = Z Ty <eje>.)

i,j=1
1.28 Se < ., . > & un prodotto scalare su C"™, si dimostri che se
< x,y; > = 0 per n vettori y1,y2,...,yn linearmente indipendenti di C",

allora x = 0.

1.29 Si dimostri che vale la seguente legge del parallelogramma:
<XFY,X+y>+<x—-y,x—-y>=2(<x,x>+<y,y>).

(Traccia: si applichino le proprieta 3. e 4. della definizione).

1.30 Si dimostri la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

| <x,y> P<<x,x><y,y>.

<y, x>

Traccia: per 0 si ponga o =
( pery # pong p—

e si sviluppi la disuguaglianza

<x—ay,x—ay >>0.)
1.31 Siano A € C™**" e x; € C". Si costruisca la successione di vettori

X7;+1:AXZ‘, 221,2,
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Se per un k ¢ x5 # 0 e xx41 = 0, allora i vettori x1,Xs,...,X; Sono
linearmente indipendenti.

1.32 Sia S il sottospazio di C? generato dai vettori [1,i,-i]7 e [i,-i,0]7.
Si determini il sottospazio T tale che

SeT=C3.

1.33 Si determini una base per il nucleo di

1 1 2 2
1 -1 -1 -2
A= 1 -3 -4 -6
2 0 1 O

1.34 Siano S e T sottospazi di C".
a) Si dimostri che (S+)+ = S.
b) Si esprimano (S +T)* e (SNT)* in funzione di S+ e T+.

1.35 Sia A € C™*™, Si dimostri che il numero delle righe linearmente
indipendenti di A ¢ uguale al numero delle colonne linearmente indipendenti.

(Traccia: siano r e ¢ il numero delle righe e delle colonne linearmente in-
dipendenti di A, e si consideri la matrice B formata dalle r righe linearmente
indipendenti di A. Si dimostri che il numero cp delle colonne linearmente
indipendenti di B ¢ tale che cg < r ed inoltre cg = ¢, per cui ¢ < r. Si
applichi poi lo stesso ragionamento ad AT.)

1.36 Si determini il rango delle seguenti matrici

8) I, b) {o]’ o) [, 0], q [g g].

1.37 Siano A e B € C™*™. Si dimostrino le seguenti relazioni:
a) rango di (A+ B) < rango di A + rango di B;
b) rango di A 4+ rango di B —n

< rango di AB < min { rango di A, rango di B};
c) se A ¢ idempotente, allora rango di A + rango di (I — A) = n;

d) le due proprieta seguenti sono equivalenti

1. per ogni x tale che ABx = 0 segue che Bx =0
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2. rango di AB = rango di B;
e) n >rangodi A > rangodi A2 > ...
f) se rango di A¥ = rango di A**!, allora
rango di A7 = rango di A*, per ogni j > k;
g) se A e antisimmetrica, il rango di A € un numero pari.

(Traccia: b) per la prima disuguaglianza, si noti che
dim N(AB) < dim N(A) + dim N (B)

e si sfrutti la (7), per la seconda, si noti che le colonne (risp. le righe) di AB
sono combinazioni lineari delle colonne di A (risp. delle righe di B); ¢) basta
dimostrare che rango di (I — A)= dim N(A) nell'ipotesi che (I — A)A = 0.
Se x € N(A), allora (I — A)x = x, quindi rango di (I — A) > dim N(A).
Se inoltre x € N(A)~L, allora Ax # 0, e poiché (I — A)Ax = 0, segue che
dim N(I — A) > rango di A, cioe rango di (I — A) < dim N(A); g) si veda
il punto h) dell’esercizio 1.21.)

1.38 Sia A € C™*™. Si verifichi che

N(AHA) = N(A),

S(ATA) = S(A®), dove S(A) ¢ I'immagine di A.
(Traccia: se Ax = 0, allora A7 Ax = 0 e quindi N(A) C N(AH A); viceversa
se AH Ax = 0 e per assurdo Ax # 0, il vettore y = Ax ¢ tale che y # 0,

y € S(A) ey € N(AH), ma cid non & possibile perché N(A#) = S(A)*. La
seconda relazione deriva dalla prima tenendo conto che N(A) = S(A7)+))

1.39 Sia A la matrice triangolare a blocchi

All A12 .o Aln
A22 e Agn

A - . . 9
Ann

con blocchi diagonali quadrati. Si dimostri che
n

rango di A > > rango di A4y,
i=1

inoltre vale il segno di uguaglianza se la matrice A & diagonale a blocchi.

1.40 Siano x,y,u,v € C”. Si determinino il nucleo e il rango della
matrice
A=xy" 4+ uvll
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Pil in generale, siano u;,v; € C™, ¢ = 1,2,...,r. Si dica qual ¢ il rango
della matrice

A= Zui vi. (13)
i=1

Viceversa si dimostri che se il rango di A e r, allora esistono r coppie di
vettori u;, v; € C™ per cui vale la relazione (13).

1.41 Sia A la matrice diagonale a blocchi

ATLTL

con blocchi diagonali quadrati. Si dimostri che
det A = det All det A22 ...det Anna

e che la stessa relazione vale anche per le matrici triangolari a blocchi.

1.42 Si dimostri che se tutte le somme per righe degli elementi di A sono
nulle, allora la matrice A ¢ singolare.

(Traccia: il sistema Ax = 0 ammette la soluzione x = [1,1,...,1]1")

1.43 Siano A;; € C™ " non singolare, Agy € C™*™ A5 € C"*™ ¢
Agp € C™*M ¢ gia

All A12
A= e Cntm)x(ntm)
A21 A22
a) Si verifichi che
I O] [An O I AjtAg

A=
AglAil I O A22 — A21A;11A12 0] I

La matrice S = Agy — A21A1_11A12 ¢ detta complemento di Schur di Ay
nella matrice A.

b) Si dimostri che vale la relazione

det A = det Ay; det(Agy — Ag1 A Aro)
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esem=mne A;; commuta con Ag; &

det A = det(AllAgg — A21A12).

c¢) Si dimostri che

rango di A =n se e solose S = 0.

d) Se A & non singolare, si verifichi che

1 Afll + A;11A125—1A21A;11 _A;11A12S—1
A =
—S_1A21A1_11 S—l

e) Si esamini il caso particolare di m = 1, cioe

A11 u

A= ,ue, veC" aeC.

VH (07

f) Si dimostri che se A & definita positiva, allora S & definita positiva.
(Traccia: f) sia xo € C™, x2 # 0 e x1 = —A1_11A12X2, posto x = {zl}, e
2
xH Ax = x£ Sx,.)
1.44 Siano u,v € C". Allora

det(I + uv?) =14 vfu

uvi
14+ vHu’

Di questa formula si puo dare la seguente generalizzazione

(I+uvf) =1

det(I,, + UVH) = det(I,, + VIU),
dove U,V € C™"*™ e
(L, + UV =1, — U, + VEU)"IVEH,

(Traccia: si verifichi prima che
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e che
I —u I 0 I+uvfl —u

v 1 —vi 1 o 1
e si applichi il teorema di Binet.)

1.45 Sia A € C™ " una matrice non singolare e siano u,v € C". Si

dimostri che

H

a) vIA=lu = —1, se e solo se la matrice A + uv’! & singolare,

b) se la matrice A +uv? & non singolare, allora v A=1u # —1 e vale la

seguente formula di Sherman-Morrison

A luv A1

Aguvi)yt=gto 2 0 2
(A+uv?) 1+vHA-1u

Di questa formula si puo dare la seguente generalizzazione di Woodbury:
se U, V € C"*™ e la matrice I +V A='U & non singolare, allora anche
A+ UVH & non singolare e risulta

(A+UuvE)yt=a"' Al +vHEA D) VAL

(Traccia: si applichi la relazione dell’esercizio 1.44 alla matrice A + uv =

A(I+ A~ tavH). )

1.46 Sia A € R™*™ antisimmetrica e sia n pari. Allora detA ¢ il quadrato
di un polinomio negli elementi della matrice (per la definizione di matrice
antisimmetrica si veda l'esercizio 1.21).

(Traccia: si dimostri per induzione con n pari, incrementando n di 2 in 2.
Per n = 2 la matrice A ¢ della forma

det {2 'b], bR,

e quindi detA = b%. Per n > 2, si supponga che la tesi valga per n — 2 e si
partizioni A nel modo seguente

A — A7)
A= ,
A21 A22

in cui A1; € Rm=2)x(n=2) ¢ A,, € R2*2 sono antisimmetriche. Se Agy &
non singolare, allora per ’esercizio 1.43 si ha

det A = det Agg det(A1; + AT AL Agy).
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Poiché le matrici Aoy e Aqq + Agl A2_21A21 sono antisimmetriche di ordine 2
ed n — 2, si puo applicare I'ipotesi induttiva. Se Ags € singolare, si individui
una sottomatrice principale di ordine 2 non singolare e si permutino righe e
colonne di A in modo che tale sottomatrice si trovi nell’angolo a destra in

basso. Se tutte le sottomatrici principali di ordine 2 sono singolari, allora
risulta A = O.)

1.47 Siano A e B matrici partizionate a blocchi A;; e Bji, i = 1,...,p,
j=1,...,q, k=1,...,r. Si dimostri che se le dimensioni dei blocchi sono
compatibili, allora la matrice AB risulta partizionata in p X r blocchi, in cui
il blocco (i, k)-esimo & dato da

q
(AB)ix = > _ Ai;Bjy.
j=1

1.48 Sia A € C**" Si dimostri che

a) valgono le seguenti proprieta

adj (A7) = (adj A)",
adj I =1,
adj (aA) = o™ tadj A, perac C,

adj (AB) =adj B adj A, e quindi
adj A~! = (adj A)~', se A & non singolare,
Aadj A= (adj A)A = (det A)I, e quindi

A € non singolare se e solo se det A # 0, inoltre

_ 1 .
ATt = det A adj 4,

det(adj A) = (det A)"~!
adj (adj A) = (det A)" "2 A;
b) se A & hermitiana, anche adjA ¢ hermitiana, se A & antihermitiana,

adjA ¢ hermitiana se n ¢ dispari e antihermitiana se n & pari;

c) seueveC”eac C, allora vale

A u| H .
det |:VH a] =adet A — v~ (adj A)u.

(Traccia: a) si applichino le proprieta dei determinanti; b) se Af = A,
allora (adj A)H = adj A, se A = —A, allora (adj A)¥ = (-1)""tadj A; c)
si calcoli il determinante con la regola di Laplace sull’ultima colonna.)
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1.49 Si calcoli il determinante delle matrici A € C™*"™, i cui elementi sono

a) a;; =0perj>n+1—i
_Ja+pB sei=y,
b) a”_{a sei#j, «a,p€C;
2 set=7,
c) a,-j:{l se |i—j] =1,
0 altrimenti,

(Traccia: a) det A = (—1)”("_1)/2a1na2,n_1 ...Gp1, b) siapplichi eserci-
zio 1.44, det A = " 1(na + ), c¢) si proceda per induzione su n, oppure
si veda 1’esercizio successivo, det A =n + 1.)

1.50 Una matrice tridiagonale A,, € C™*™

a1 72
B2 o
An == )
Tn
Bn an
incui gli o, i =1,...,n, B; e v, ¢ = 2,...,n, sono numeri complessi,

viene anche chiamata matrice di Jacobi.

a)

Si dimostri che vale la relazioni ricorrente
det A, = a, det A,,_1 — Bpyndet A, _o,

che consente di calcolare il determinante di A, a partire dalle due
relazioni iniziali

det Al = (7, det A2 = 19 — ﬂz’}/g.
Per il caso particolare oy = ... = a,, = Y2 = ... =y, = 1, B =
... = fBn = —1 (tali matrici si chiamano anche matrici di Fibonacci), si

dimostri che detA,, ¢ uguale all’n-esimo numero di Fibonacci.

Per il caso particolare a; = ... = a, = 2cosf, 0 e R, fo = ... =3, =
Yo = ... =1, = 1, si verifichi che
i 1)6
detAn:W—jL).
sin 6
Sea; e R, i =1,....ne By >0, ¢ = 2,...,n, si costruisca una

matrice D € C™*" diagonale tale che la matrice B = D 'AD sia
reale, simmetrica e tridiagonale.
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(Traccia: a) si sviluppi detA,, con la regola di Laplace applicata all’ultima
riga; b) si verifichi che in questo caso la relazione ricorrente del punto a) &
quella che definisce i numeri di Fibonacci; ¢) si verifichi che

det A, = 2cosfdet A,,_1 —det A, _o;

d) si imponga la condizione che

Bidi—1,i—1 i dii )
= = , peri=2,...,n,
di; di—1,i-1

e che tali valori siano reali.)

1.51 Si calcoli U'inversa della matrice A di elementi

1 se 1 =7,
Qij = —i—, set=74+1,
0 altrimenti,

(Traccia: si dimostri per induzione sull’ordine della matrice che gli elementi
di B~! = A sono dati da

2 osej<i,
bij = ?
0 altrimenti. )
1.52 Siano x1,%9,...,Z,, n numeri complessi. Si consideri la matrice A
i cui elementi sono
Ti—j4+1 S€ 7 Z j,
aij = {
0 altrimenti.

Si dimostri che la matrice B = A~! ha elementi del tipo
Yi—jr1 S€ i 2> 7,
bij =
0 altrimenti,

e si esaminino in particolare i casi
(1) z;=d,peri=1,2,...,n,

(2) z1=1, 29=—-a, 2z3=...=2, =0, € C.
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(Traccia: per mezzo della matrice

si puo scrivere
A=z + 23U+ a3U%+ ... + 2, U L.

Si verifichi che la matrice A=! ¢ della stessa forma della A, determinando
le n costanti y1,¥s, ..., y, tali che

AT =y T+ U + 93U + .+ g, U™

Per i casi particolari si ha:

1 1
2 1 -2 1
(1) A=|3 2 1 , At=1(1 -2 1 7
n n—1 2 1 1 -2 1
-1 1
« 1
-a 1 5
- o1 an1 a? o 1
1.53 Siano x1,%9,...,%,, n numeri complessi. Si consideri la matrice A

i cui elementi sono o
x; setl=>j,

Qij =
x; altrimenti.

Si dimostri che

n—1
a) detA =z, ‘1:[1 (i — xiy1),

per cui A e non singolare se z; # z;41, i=1,...,n—1e z, # 0;
b) la matrice A~! ¢ tridiagonale e se ne dia 1’espressione;

¢) si considerino in particolare i casi

(1) z;=d,peri=1,2,...,n,
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(2) z1=n—i+1,peri=12,...,n.
(Traccia: a) si verifichi che, posto

1
-1 1

S = )
-101

la matrice D = ST AS risulta diagonale con gli elementi principali

dii:(Ei—(BH_l,Z.:]_,...,TL—]_, ed,m:xn.

b)
- oy “ay -
-1 (1 +052 D)

A"l =SD 18T = -Qo Qo + (3 ,
-Op—1

L “Qp—1 OQp_—1 +05n_

) . 1 .

incuioy =——,peri=1,....n—1leaq, =—.

Ti — Ti41 T

c) per i casi particolari si ha:

(1 2 3 ... n] -1
2 2 3 n 1 -2
(1) A=|3 3 3 S, ATl= ‘ 1 ,
: 1 -2 1
1—n
n n n n 1
L J i n
[ n n—1 n—2 ... 17 1 -1 }
n—1 n—1 n-—2 1 1 9
2)A=|n—-2 n—2 n-2 |, A= : o1
: oo 102 -1
! 1 1 oo 1 i -1 2]
1.54 Siano x1,x9,...,%,, n numeri complessi. Si consideri la matrice A
i cul elementi sono
j—1
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detta matrice di Vandermonde di ordine n. Si dimostri che

det A = H (g — ),
i,k=1,n

i<k

e quindi det A # 0 se i numeri x; sono a due a due distinti.

(Traccia: si dimostri per induzione che, detto V,, il determinante della ma-
trice A di ordine n, vale la relazione

Vn = (1‘2 — Il)(.’Eg — 5(,‘1) s (l‘n — xl)Vn,l.

Per questo, conviene sottrarre dalla k-esima colonna di A la (k — 1)-esima
moltiplicata per x1, per k=n,n —1,...,2).

1.55 Sia A € R™*" e si supponga che gli elementi di A siano funzioni
a;; = a;;(x) derivabili di una variabile reale x. Si dimostri che

— (det A) = tr ((adj A)A"),
x
dove A’ & la matrice i cui elementi sono le derivate degli elementi di A.

(Traccia: si dimostri prima che

0 (det A) = (adj A);;, e che d (det A) = Z 0 day;

2,j=1

1.56 Sia IT € R™*™ la matrice di permutazione ottenuta scambiando fra
loro la i-esima e la j-esima riga della matrice identica.

a) Si dimostri che II ¢ ortogonale.

b) Per un vettore x € C™ e una matrice A € C™*" si descrivano il vettore
ITx e le matrici ITA e AIl.

1.57 Si verifichi che la matrice A i cui elementi sono
1 seli—jl=1,
Qi =

0 altrimenti,

¢ irriducibile.
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1.58 Una matrice A € C™*" della forma

(5] Q9 Qs Ce (7%
(67%) aq (05)] oo Op—1
A= |@ -1 @np &1 ... Qnp_2
[6%) a3 N 7 aq
dove aq, o, ...,a, € C, ¢ detta circolante. Si dimostri che se per un j # 1

e tale che j — 1 sia primo con n ¢ a; # 0, allora A e irriducibile.

1.59 Una matrice A € C™*" della forma

a1 Q9o (O3 ce (67%%
Y2 P2 0O - 0
A — 73 O . . .
: : Bn—l 0
R L Uy

si dice matrice ad albero. Si dimostri che
n n n
det A =y Hﬁi - Z@i%‘ H Bj.
i=2 i=2 =2
J#i

(Traccia: si dimostri prima la formula per §; # 0, i = 2,...,n, e si estenda
al caso generale per continuita. Si verifichi che A = T'(I + uvf), dove

(05] 0
Y2 B2 2

T = . X 5 u = T_lel, VvV = . 5
Tn Bn [e7%

e si applichi l'esercizio 1.44.)

1.60 Siano A € C"*" e B € C™*™, Si definisce prodotto di Kronecker
(o diretto o tensoriale) di A e B la matrice di ordine nm

a11B algB e alnB

CL21B CLQQB e agnB
A® B = . .

amB anaB ... apnB

Si dimostri che:
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a) la matrice I,, ® B ¢ diagonale a blocchi, con i blocchi principali uguali
a B;

b) per matrici A, B e C' di dimensioni opportune, valgono le seguenti pro-
prieta
A (B+C)=A®B+A®C,
(A+B)©C=A®C+B®C,
(@A) @ B=A® (aB)=a (A® B), a € C,
AR (B(C)=(A® B)® C,
(Ao B) = A" @ BH,
c) L, ® I, = Lnm;
d) se C € C"*™ e D € C™*™ allora

[A® B] [C ® D] = (AC) ® (BD)
e quindi

A®B=(A®Iy) (I, ® B) = (I, ® B) (A® In);

e) A® B ¢ non singolare se e solo se A e B sono non singolari, inoltre
(A B)'=A"1' B
f) esiste una matrice di permutazione II € R™*™™ tale che
II(A® B)II" = B® A,
g) det(I, ® B) = (det B)", e quindi
det(A® B) = det(B® A) = (det A)"(det B)™;

h) sono chiuse rispetto all’operazione prodotto di Kronecker le seguenti
classi di matrici

(1) matrici unitarie,
(2) matrici hermitiane,

(3) matrici definite positive.

Commento bibliografico

L’uso di tabelle per la rappresentazione di dati aventi caratteristiche
comuni ¢ antico, documentato fin dall’epoca egiziana e babilonese: tipico e



42 Capitolo 1. Elementi di algebra lineare

I'uso di rappresentare dati numerici in tabelle quadrate in modo che siano
rispettate certe regole, come nei quadrati magici. Anche nella matematica
cinese compaiono esempi di quadrati magici antichi piu di duemila anni. Si
deve pero arrivare al 1693 per trovare il primo esempio di uso delle matrici
in senso moderno: in una lettera di Leibniz a L’Hospital compare il sistema

10+ 11z + 12y = 0,
20 + 21z + 22y = 0,

in cui i dati 10, 11, 12, 20, 21 e 22 non sono coefficienti, ma hanno un valore
simbolico e stanno a indicare delle variabili, assumendo cosi il ruolo di indici,
e si suggerisce anche un metodo di risoluzione del sistema che e assai simile
al metodo di eliminazione. Questa lettera perd non venne pubblicata fino
al 1850.

Nei primi anni del 18° secolo alla rappresentazione dei dati in tabella
viene gradualmente associandosi anche I’idea di una grandezza, il determi-
nante, che in qualche modo la caratterizzi. Uno degli scopritori di questa
idea ¢ Cramer, che la presenta in un lavoro del 1750, attirando su di essa
I’attenzione dei matematici contemporanei. Nei circa 60 anni che seguono
altri matematici contribuiscono allo sviluppo della teoria dei determinanti:
da citare fra gli altri Vandermonde, che nel 1771 pubblica una memoria sul
metodo di eliminazione per i sistemi lineari e Laplace, che nel 1772 utilizza
il termine di risultante, per indicare il determinante.

Il termine determinante compare in una monografia che nel 1812 Cau-
chy presenta all’Accademia delle Scienze di Parigi sulla teoria dei deter-
minanti, nello stesso giorno in cui anche Binet presenta il suo importante
teorema sul determinante del prodotto di matrici. Grazie a Cauchy, i deter-
minanti divengono di uso comune nella ricerca matematica: Jacobi, in par-
ticolare, impiega i determinanti per risolvere problemi di geometria, come
quello del cambiamento di coordinate di una funzione quadratica (1827), per
risolvere sistemi non lineari, introducendo la notazione del determinante ja-
cobiano (1830), per risolvere equazioni differenziali e calcolare integrali (1827
e 1831).

Nella monumentale opera di Muir [11] ¢ esposta una trattazione storica
della teoria dei determinanti, con uno studio completo e critico dei 1859
lavori sull’argomento scritti fra il 1693 e il 1900. Muir ha anche fatto una
raccolta sistematica [12] di tutte le proprieta dei determinanti note fino al
1933.

Allo sviluppo della teoria dei determinanti non segue in parallelo quello
della teoria delle matrici. Occorre infatti arrivare alla meta del 19° secolo per
trovare uno studio autonomo sull’argomento: Hamilton nel 1853 e Cayley
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nel 1854 e nel 1857 sviluppano le proprieta fondamentali dell’algebra delle
matrici. Lo stesso termine di matrice (matriz) sembra sia stato utilizzato
per la prima volta da Sylvester nel 1850. La teoria viene poi sviluppata
negli anni successivi da Laguerre, Sylvester e Hermite. Fra il 1877 e il
1880 Frobenius raccoglie in modo sistematico tutti i risultati precedenti
e ne sviluppa molti nuovi: a lui si devono alcuni concetti fondamentali,
come quello di rango di una matrice. Agli inizi di questo secolo la parte
fondamentale della teoria delle matrici ¢ completata. Una cronologia assai
dettagliata delle definizioni e dei teoremi fino agli anni 30 si trova nel libro
di MacDuffee [10].

La nascita della nozione di combinazione lineare, di spazio vettoriale di
dimensione finita, e la relazione (in notazione moderna)

dimV +dim W = dim(V + W) 4+ dim(V N W)

si puo far risalire a Grassman nel 1862. Ma solo nel 1888 Peano, dispo-
nendo del linguaggio insiemistico, da una definizione di spazio vettoriale
che corrisponde a quella attuale.

Per uno studio della storia dell’algebra lineare € importante quanto ri-
portato nel libro di Dieudonné [3], in cui I’evolversi della teoria delle matrici
e dei determinanti & inquadrato nel piu generale sviluppo della matematica
moderna.

Nella bibliografia che segue sono indicati alcuni testi, in parte classici,
e in parte moderni, che trattano in modo specifico la teoria delle matrici.
L’algebra lineare, che costituisce un argomento fondamentale anche per i
corsi propedeutici di matematica, viene riportata anche nella maggior parte
dei libri di algebra e di calcolo.
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Capitolo 2

AUTOVALORI E AUTOVETTORI

1. Definizioni
Siano A € C"*" XA € C e x € C™,x # 0, tali che valga la relazione

Ax = \x. (1)

Allora A\ e detto autovalore di A ed x € detto autovettore corrispondente a

A. L’insieme degli autovalori di una matrice A costituisce lo spettro di A e

il modulo massimo p(A) degli autovalori di A & detto raggio spettrale di A.
Il sistema (1), che si puo scrivere anche nella forma

(A—X)x =0, (2)
ammette soluzioni non nulle se e solo se
det(A — AI) = 0. (3)
Sviluppando det(A — AI) risulta
det(A — M) = P(\) = ag\" + a1 A" P+ ..+ ay,

in cui A
ag = (—1)”7 a; = (_1)n_lo-i7 Z e 17 e,y

dove o; € la somma dei determinanti delle ("ZZ) sottomatrici principali di A
di ordine 4. In particolare risulta:

a; = (-1)" " tr A, a, = det A,
in cui si ¢ indicato con tr A la traccia di A, cioe la somma degli elementi
principali di A.

Dalle relazioni che legano i coefficienti e le radici di un’equazione alge-
brica risulta che:

zn:)\i:trA e ﬁ)\i:detA. (4)
i=1 i=1

Il polinomio P(A) & detto polinomio caratteristico di A e ’equazione
P(X\) =0 & detta equazione caratteristica di A.
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Per il teorema fondamentale dell’algebra l’equazione caratteristica ha
nel campo complesso n radici, tenendo conto della loro molteplicita. Quindi
una matrice di ordine n ha, tenendo conto della loro molteplicita, n auto-
valori nel campo complesso.

Poiché gli autovettori sono soluzioni non nulle del sistema lineare omo-
geneo (2), un autovettore corrispondente ad un autovalore A risulta deter-
minato a meno di una costante moltiplicativa a # 0, cioe se x ¢ autovettore
di A, anche ax ¢ autovettore di A, corrispondente allo stesso autovalore.

2.1 Esempio. Il polinomio caratteristico della matrice

St

si ricava dal determinante

1-A 3

det(A—)\I):det{ 5 1

—\2_9)\ _
)\}_)\ 2) = 8.

L’equazione caratteristica corrispondente

A —2)—-8=0
ha come radici Ay = —2 e Ao = 4, che sono gli autovalori della matrice A.
L’autovettore corrispondente a A\; = —2 si calcola risolvendo il sistema (2)

che in questo caso diventa
3 3 1|
EHNED
Dalla prima equazione si ottiene

T1+29=0, dacui =1 = -9,

da cui segue che qualunque vettore

amall

con a # 0, & autovettore della matrice A corrispondente all’autovalore A\; =
—2. L’autovettore corrispondente a Ay = 4 si determina risolvendo il sistema

73 ]
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Dalla prima equazione si ottiene
—x14+x9=0, dacui z =z,

da cui segue che qualunque vettore

el

con a # 0, ¢ autovettore della matrice A corrispondente all’autovalore
Ao= 4. .

2. Proprieta degli autovalori

— Gli autovalori di una matrice A diagonale o triangolare (superiore o infe-
riore) sono uguali agli elementi principali. Infatti la matrice A— I & ancora
diagonale o triangolare e quindi il suo determinante ¢ dato dal prodotto degli
elementi principali.

— Se A & un autovalore di una matrice A non singolare e X un autovet-
tore corrispondente, allora risulta A\ # 0 e 1/\ & autovalore di A=! con x
autovettore corrispondente. Infatti da

Ax = \x

si ha
x = M "'x

e quindi
1
A#£0 e A_1X:Xx.

— Se X & un autovalore di una matrice A, allora A & autovalore di A¥ e \ ¢
autovalore di AT, Infatti nel primo caso, poiché

det A" = det A,

si ha
0=det(A — \) =det(A — A = det(AH — XI),

da cui
det(A® —XI) = 0.

Si procede in modo analogo per il secondo caso.
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— Se A ¢ autovalore di una matrice unitaria A, cioe tale che AH A = AAH =
I, allora risulta |A\| = 1. Infatti dalla relazione Ax = Ax si ha

(4" = ()"

e quindi _
xT A" = \xH

da cui si ha 3
xH AH Ax = 2\ xPx.

Poiché A & unitaria, risulta
xHx = Mxx,
e quindi, essendo xx # 0, segue

A=\ =1.

2.2 Esempio. La matrice G dell’esempio 1.1:

G- [cosqﬁ -sin ¢

| sing cos¢

| oen

¢ unitaria e quindi ha autovalori di modulo 1. Infatti dall’equazione caratte-
ristica
A —2\cosp+1=0

risulta
A1 =cos¢+ising e Ay =cos¢—ising. "

Particolarmente interessanti sono i polinomi di matrici. Sia
k k—1
p(x) = apz” + aqx + .o+ ag,

dove ag,aq,...,ar € C, un polinomio di grado k nella variabile x e sia
A e C™"™ Un polinomio della matrice A ¢ una matrice della forma

p(A) = apA* + g AR+ apd

(si veda l'esercizio 1.3). Se A ¢ un autovalore di A e x ¢ un autovettore
corrispondente, allora p(\) ¢ autovalore di p(A) e x ¢ un autovettore cor-
rispondente. Risulta infatti che

Ax =AM Ax = A7 I x = M7 Ix = M 24x = ... = \ix,
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e quindi

p(A)x = apAFx + o AR I + o apx = ap N x + o NI L agx
= p(A)x.

2.3 Esempio. La matrice

—
—_ = O

ha gli autovalori
M=1-vV2, X=1 A=1++2,

e i corrispondenti autovettori sono

1 1 1
x1=[-vV2|, x=|0|, x3=|V2
1 -1 | 1
La matrice _
7 5 3
B=3A2—A+2I=1|5 10 5|,
3 5 7

ha gli autovalori
pi =322 -\ +2, i=1,2,3,

cioe
p =10 —=5vV2, po =4, pu3=10+5V2;
gli autovettori di B sono gli stessi di A. "

2.4 Esempio. La matrice

2 1 1
A=11 2 1
1 1 2
verifica la relazione
A% —5A + 4 =0. (5)

Quindi, se A ¢ autovalore di A, A2 — 5\ + 4 ¢ autovalore della matrice
nulla. Percid deve essere A2 — 5\ + 4 = 0, da cui segue che gli autovalori di
A sono A\ =1 e Ay = 4. Poiché uno di questi autovalori ha molteplicita 2,
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e la somma degli autovalori, che ¢ uguale alla traccia della matrice, € 6, A\;
risulta di molteplicita 2.

La relazione (5) puo essere utilizzata per calcolare la matrice inversa di
A. Si ha infatti

A(5I — A) =41
da cui
] BEERE
A—1=1(5I—A):— 103 1. .
-1 -1 03

Piu in generale e possibile dimostrare il seguente

2.5 Teorema (di Cayley-Hamilton). Sia A € C™*" e sia P(\) il suo
polinomio caratteristico. Allora

P(A) =0.

Dim. Per un A € C sia C = A — A\I. Sia B la matrice aggiunta di C, per
cui vale (si veda esercizio 1.48)

CB = (det C)I. (6)

Gli elementi di B sono determinanti di sottomatrici di ordine n — 1 della
matrice A— A, e quindi sono polinomi in A di grado al pitt n—1. La matrice
B puo essere cosi espressa

B=M"'By+\"2B,+...+ B,_1,
dove Bj, j =0,1,...,n — 1 sono matrici di ordine n. Dalla (6) si ha

(det CYT = (A= AX)(A\"'By + A" 2By + ...+ B,_1)
= —-\"By + )\nil(ABo — Bl) + )\n72(AB1 — B2> + ...+ AB, .

D’altra parte
det C =det(A — X)) = P(\) = apA\" + a1 A" "L + ...+ ay,
per cui uguagliando termine a termine si ha:

(Z()I = —Bo
CLlI = ABO — Bl
CLQI = ABl - BQ

anI = ABn,1 .
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Moltiplicando queste relazioni rispettivamente per A", A"~! ..., I e som-
mando, si ottiene

ag A" + a1 AV +as A2+t anl
= —AnBo —+ An_l(AB() — Bl) + An_2(ABl — Bg) + ...+ ABn—l =0. =

Dal teorema di Cayley-Hamilton segue quindi che una qualsiasi matrice
A annulla il suo polinomio caratteristico P()) e anche ogni altro polinomio
di cui P()) sia fattore.

Il polinomio monico (cioé con primo coefficiente uguale a 1) (\) di
grado minimo che ¢ annullato da A ¢ detto polinomio minimo di A ed & un
fattore di P(\) e di ogni altro polinomio p(\) che sia annullato da A. Si ha
infatti

pP(A) = p(AN)s(A) +7(X),
dove il grado di r(\) ¢ minore di quello di ¢(\). Poiché

0 =p(4) =¢(A)s(A) +r(A)

e (A) = 0, ne segue che r(A) = 0, ed essendo () il polinomio di grado
minimo annullato da A, ne segue che r(\) & identicamente nullo.

Poiché () e fattore di P()), gli zeri di (\) devono essere autovalori
di A. Viceversa ogni autovalore di A € uno zero di ¢(\). Infatti se p ¢
autovalore di A, 1(u) ¢ autovalore di 1(A), ed essendo 9(A) = 0, ne segue

che ¥(u) = 0.
Risulta percio che 9(A) ¢ della forma

PA) = (A =A)" (A= A2)" - (A= Ap)"7,

dove A1, A2, ..., A, sono gli autovalori distinti di A, e ny +na+...+n, <n.
Se la matrice A ha tutti gli autovalori distinti, allora e

2.6 Esempio. La matrice A dell’esempio 2.4 annulla il polinomio
P(A) = A% —B5A+ 4,

che ¢ il suo polinomio minimo. Infatti non esiste alcuna costante a tale che
A+ ol =0 e quindi nessun polinomio di grado 1 che sia annullato da A. =
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3. Proprieta degli autovettori

2.7 Teorema. Autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono li-
nearmente indipendenti.

Dim. Siano Ay,...,An, m < n, m autovalori di A € C"*™ a due a due
distinti, e siano xi,...,X,, i corrispondenti autovettori. Si procede per
induzione su m.

Per m = 1,x7 # 0, quindi x; € linearmente indipendente.

Per m > 1, si supponga per assurdo che esista una combinazione lineare dei
vettori x1,...,X,, tale che

i a; X; = 0, (7)
=1

in cui non tutti gli o; siano nulli e sia j tale che a; # 0. In tal caso esiste
almeno un altro indice k # j, per cui a; # 0; altrimenti, se cio non fosse,
seguirebbe che x; = 0. Moltiplicando entrambi i membri della (7) per A, si

ottiene
O:AzaixizzaiAXi:Zai/\ixia (8)
i=1 i=1 i=1

moltiplicando entrambi i membri della (7) per A, si ottiene

O:)\jiaixi:iai)\jxi. (9)
i=1 i=1

Sottraendo membro a membro la (9) dalla (8), si ha:

NE

0= Zaz()\z — )\j)Xi = Oéz()\Z — )\j)Xi-
i=1

—_

[
%

Ryl
<

Si ottiene cosl una combinazione lineare nulla degli m — 1 autovettori x; #
0, i=1,....m, 9 # j,incui \j = Aj #O0peri # jeglia peri#j
non sono tutti nulli, essendo ay, # 0, cio che e assurdo perché per l'ipotesi
induttiva gli m — 1 vettori sono linearmente indipendenti. "

Dal teorema 2.7 risulta che se una matrice A di ordine n ha n auto-
valori tutti distinti, allora A ha n autovettori linearmente indipendenti. Se
la matrice A non ha n autovalori distinti, A puo non avere n autovettori
linearmente indipendenti, come risulta nell’esempio seguente.
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4 1
=13
il cui polinomio caratteristico ¢ (A—3)2, ha 3 come autovalore di molteplicita
2. Poiché ad esso corrispondono solo autovettori della forma

a [11] a0,

la matrice A non puo avere due autovettori linearmente indipendenti. "

2.8 Esempio. La matrice

Le matrici con n autovalori distinti non sono le sole ad avere n autovet-
tori linearmente indipendenti. Ad esempio la matrice identica I, che ha 1
come autovalore di molteplicita n, ha i vettori e; € C", ¢ = 1,...,n, della
base canonica di C" come autovettori.

Nel caso in cui ad uno stesso autovalore corrispondano piu autovettori
linearmente indipendenti, essi generano un sottospazio lineare i cui vettori
non nulli sono tutti autovettori della matrice corrispondenti allo stesso au-
tovalore. Vale infatti il seguente

2.9 Teorema. Sia A € C"*" e siano x1,Xs...,Xy k autovettori linear-
mente indipendenti, corrispondenti ad uno stesso autovalore \ di A. Allora
un vettore y € C", y # 0, della forma

k
Y= a;%;
i=1

e autovettore di A.
Dim. Si ha infatti
k k k k
Ay:AZOéij:ZajAXj:ZajAXj:)\ZOéij:)\y. [ ]
j=1 j=1 j=1 j=1

2.10 Definizione. La molteplicita di un autovalore A come radice dell’equa-
zione caratteristica, € indicata con o(A), ed & detta molteplicita algebrica
di A. Il massimo numero di autovettori linearmente indipendenti corrispon-
denti a A & indicato con 7(\) ed & detto molteplicita geometrica di A. ]

La molteplicita geometrica 7(\) & uguale alla dimensione del sottospazio
vettoriale generato dagli autovettori corrispondenti a A, e quindi uguale alla
dimensione dello spazio

NA-X)={xeC" : (A—-X)x=0},
nucleo di A — M. E evidente che
1<oN)<n e 1<7()\)<n.
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2.11 Teorema. Vale la disuguaglianza

7(A) < a(N).

Dim. Sia g un autovalore di A con molteplicita algebrica o = o(u) e
geometrica 7 = 7(u). Per la (7) del capitolo 1 si ha

rango di (A —pul)=n— dim N(A—pl)=n—rT,

e quindi tutte le sottomatrici principali di ordine superiore a n — 7 della
matrice A — ul sono singolari. Poiché il coefficiente del termine di grado ¢
del polinomio caratteristico di una matrice € dato, a meno del segno, dalla
somma dei determinanti delle sue sottomatrici principali di ordine n — i, ne
segue che il polinomio caratteristico di A — pI risulta della forma

p(\) = det[(A — puI) — M| = ao\™ + a1 A" L+ ...+ ap A" 78,

dove k < n—r. Percio I'equazione p(A) = 0 ha la radice A = 0 di molteplicita
n—k > 7. Posto x = A+ p, si ha

det[(A — ul) — NI| = det(A — «1I)
=ao(z —p)" +ar(z— )"+ Fap(z—p)"F,

per cui la molteplicita di p come radice dell’equazione caratteristica e o > 7.
n

2.12 Esempio. La matrice A € R™"*", definita da
1 perj=4q,
aij:{l per j =1+ 1,
0 altrimenti,

cioe

ha 1 come autovalore di molteplicita algebrica n a cui corrispondono solo
autovettori del tipo x = aej,a # 0. In questo caso risulta quindi 7(1) =1
eo(l) =n. .

Nel caso della matrice identica I,,, che ha 1 come autovalore di moltepli-
cita algebrica n, risulta 7(1) = (1) = n.
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4. Trasformazioni per similitudine

Data una base uj,us,...,u, di C" e una matrice A € C™*", viene
individuata univocamente ’applicazione lineare £ : C" — C™, definita sugli
elementi della base da

n
Lu) =) aij w. (10)
i=1
L’applicazione £ risulta naturalmente estesa per linearita a tutti i vettori
x € C". Si considerino le matrici U e W le cui colonne sono rispettivamente
i vettori u; e £(u;). Allora la (10) puo essere rappresentata nella forma:
W =UA. (11)
Una stessa applicazione lineare £ puo essere rappresentata su due basi di-
verse ui, Us,...,U, € Vi,Vs,...,V, e quindi da due matrici A e B, in ge-
nerale diverse. Se V' e Z sono le matrici le cui colonne sono rispettivamente
formate dai vettori v; e £(v;), vale la relazione analoga alla (11):

7 =VB. (12)

Si vuole ora determinare la relazione che lega le due matrici A e B. Si
supponga che i vettori u; e v;, i = 1,...,n, siano legati dalla relazione

n
Vj:ZSij u;, j=1,2,...,n, (13)
i=1
che in notazione matriciale & rappresentata da

vV =US,

dove la matrice non singolare S & la matrice del cambiamento di base. So-
stituendo quest’ultima relazione nella (12) si ha

Z =USB. (14)

D’altra parte, per la linearita dell’applicazione £, dalla (13) si ha:
LOV) =L siw) =) sij L£(w)
i=1 i=1

e in notazione matriciale
7 =WS. (15)
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Sostituendo la (11) nella (15) si ha:
Z=UAS

da cui, per confronto con la (14), poiché U & non singolare, si ha:

AS =SB
e quindi
A=SBS™.
Se le due basi uj,us,...,u, € vi,Va,..., Vv, sono basi ortonormali, le ma-

trici U e V sono unitarie, e allora anche la matrice S € unitaria; infatti:
I=VHV = (USH(US) = S"U"USs = S78s.
In tal caso le due matrici A e B soddisfano la relazione

A= SBSH.

2.13 Definizione. Due matrici A, B € C™*" si dicono simili se esiste una
matrice non singolare S per cui

A=SBS™ !

La trasformazione che associa la matrice A alla matrice B viene detta
trasformazione per similitudine. Se la matrice S & unitaria, la trasfor-
magzione viene detta trasformazione per similitudine unitaria. "

Si noti che la trasformazione per similitudine & una relazione di equi-
valenza, in quanto gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva.

Data una matrice A, si consideri ’applicazione lineare £ 4 individuata
dalla A e dalla base canonica e;, i = 1,...,n di C"; allora per ogni vettore
x € C" risulta

La(x) = Ax.

Quindi dalla relazione (1), riformulata in termini di applicazioni lineari,
risulta che gli autovettori x di A sono i vettori che vengono trasformati
dall’applicazione £ 4 in vettori proporzionali a se stessi. Cioe ogni autovet-
tore individua una retta che € invariante per la trasformazione lineare [ 4.
Le proprieta degli autovalori e autovettori sono dunque proprieta intrin-
seche dell’applicazione lineare e non legate solamente alla matrice che la
rappresenta in una particolare base. Vale infatti il seguente teorema.
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2.14 Teorema. Due matrici simili hanno gli stessi autovalori con le stesse
molteplicita algebriche e geometriche.
Dim. Siano A e B matrici simili, cio¢ tali che A = SBS~!. Si ha:
det(A — M) = det(SBS™' —ASS™1) =det [S(B — A\I)S™]
= det Sdet(B — A\I)det(S™') = det(B — \I)

per cui le due matrici hanno lo stesso polinomio caratteristico e quindi hanno
gli stessi autovalori con le stesse molteplicita algebriche. Se x & autovettore
di A corrispondente all’autovalore A, risulta:

SBS 'x = \x

e quindi
BS 'x = \S7x.

Percio il vettore y = S~!'x & autovettore di B corrispondente a A. Inol-

tre, essendo S™! non singolare, se x;, i = 1,...,7()\), sono autovettori
linearmente indipendenti di A, anche y; = S7!'x;, i = 1,...,7()\) sono
linearmente indipendenti. Quindi A e B hanno gli stessi autovalori con le
stesse molteplicita geometriche. .

Da questo teorema risulta che se due matrici sono simili, hanno uguali
la traccia e il determinante.

2.15 Definizione. Una matrice A simile ad una matrice diagonale D si
dice diagonalizzabile. .

2.16 Teorema. Una matrice A di ordine n ¢ diagonalizzabile se e solo se
ha n autovettori linearmente indipendenti. Inoltre le colonne della matrice
S, per cui ST1AS é diagonale, sono gli autovettori di A.

Dim. Si suppone dapprima che A abbia n autovettori linearmente indipen-
denti xq,...,X,, corrispondenti agli autovalori A{,...,\,. Siano D la ma-
trice diagonale avente A; come i-esimo elemento principale, e .S la matrice
la cui i-esima colonna € uguale a x;. Dalla relazione

Ax; = %, 1=1,2,...,n,

si ha anche che

AS = SD. (16)

Essendo S non singolare, perché formata da colonne linearmente indipen-
denti, esiste S~!; quindi dalla (16) si ha

A=SDS™.
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Viceversa, sia A = SDS™!, D matrice diagonale con gli autovalori di A
come elementi principali. Allora risulta AS = SD. Indicando con s1,...,s,
le colonne di S, si ha:

A[81’82’ ’Sn]:[)\lsl‘AQSQI \)\nsn]

e quindi
ASi:)\iSi, i:1,2,...,n.

Percio le colonne di S sono n autovettori di A, che risultano linearmente
indipendenti, perché S € non singolare. .

2.17 Esempio. Le matrici Ae B = 342~ A+21] dell’esempio 2.3, che hanno
tre autovalori distinti, sono diagonalizzabili dalla stessa trasformazione per
similitudine, in quanto hanno gli stessi tre autovettori linearmente indipen-
denti. Posto

1 1 1
S = '\/5 0 \/i )
1 -1 1
si ha
1/4 -\/2/4 1/4
sTt=11/2 0 -1/2
1/4 2/4 1/4
€
1-v2 0 0
A=S 0 1 0 S,
0 0 1++v2
10—-5v2 0 0
B=S 0 4 0 st
0 0 10+45v2

Anche la matrice A dell’esempio 2.4, pur non avendo 3 autovalori distinti ha
3 autovettori linearmente indipendenti, ed & quindi diagonalizzabile. Posto

0 1 1
S=11 0 1],
1411
si ha
102 -
St=>-12 -1 -1

1 1 1
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1 0 0

A=S10 1 0|sS " .
0 0 4

5. Forme canoniche

Dai teoremi 2.7 e 2.16 segue che se una matrice ha tutti gli autovalori
distinti, allora ¢ diagonalizzabile, in quanto ha n autovettori linearmente
indipendenti. Se una matrice non ha tutti gli autovalori distinti, puo non
essere diagonalizzabile e questo accade se per almeno un autovalore di A la
molteplicita geometrica € minore della corrispondente molteplicita algebrica.
A tale proposito vale il seguente teorema (per la dimostrazione si veda [3]).

2.18 Teorema (Forma canonica o normale di Jordan). Sia A € C™*"
e siano A\;, i = 1,...,p, i suoi autovalori distinti, con molteplicita algebrica
o(\;) e molteplicita geometrica 7(A;). Allora A é simile ad una matrice
diagonale a blocchi

J1
Jo

Ip

in cui il blocco J;, relativo all’autovalore \;, ha ordine o(\;) ed é a sua volta
diagonale a blocchi

oM
o
J; = ! , 1=1,2, y Py
()
e ognuno dei 7()\;) blocchi é della forma
A1
c = )\ 1 e =12, r(),
Ai

dove gli interi I/Z-(j ) sono tali che

T(AZ)
V(J)

Jj=1
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La matrice J é detta forma canonica (o normale) di Jordan della matrice
A, ed é unica, a meno dell’ordinamento dei blocchi che la compongono. =

Se gli autovalori A; di A sono tutti distinti, i blocchi J; hanno tutti
ordine 1, e quindi la matrice & diagonalizzabile. Se invece gli autovalori non
sono tutti distinti, ma A ha n autovettori linearmente indipendenti, allora
i blocchi J; sono diagonali, e anche in questo caso la matrice e diagonaliz-
zabile.

2.19 Esempio. Le matrici

-4 7 4 -8 6 -37
-5 7 5 -8 6 -3
A — -4 4 6 -7 6 -3
' 1333 46 -3
2 2 2 4 6 -2
-1 1 1 -2 2 1.
e
-4 12 -10 8 -6 47
-5 12 -9 8 -6 4
|4 8 6 8 -6 4
|-3 6 -16 8 -5 4
2 4 -4 4 -2 4
L-1 2 -2 2 -2 4]
hanno entrambe 'autovalore A = 2 di molteplicita algebrica 6 e geometrica
3, e risulta
r2 1 0 T
0 2 1
A =syst—g|0 0 2 51
2 1
0 2
L 2]
e
91 -
0 2
2 1
_ayro—1 _ —1
Ay =5J"'S" =S8 0 9 S
2 1
L 0 2]

In entrambi i casi si ha
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6 5 4 3 2 17 1 -1 .
5 5 4 3 2 1 12 -1
|44 04 3 21 . 12 -1
=13 3332 1| 97 12 -1
2 2 2 2 2 1 102 -1
(11 1 1 1 1. i 12

Se la matrice A ha elementi reali, allora esiste una forma normale
reale di Jordan di A, analoga a quella definita nel teorema 2.18, in cui i

blocchi C’i(j ) velativi ad autovalori reali hanno la stessa forma che nel teorema
2.18, mentre i blocchi C’i(j ) relativi ad autovalori complessi risultano cosl
modificati: in corrispondenza ad ogni coppia A\; = a; +1ib; e A\; = a; — ib; di
autovalori complessi e coniugati di A le sottomatrici Ci(j ) sono bidiagonali
a blocchi della forma

o _
E;, I,
o) —
. I
L E; |
dove
a; -bi
B o
2.20 Esempio. La matrice
8 -16 13 -3
6 -12 10 -2
A= 4 -9 9 3
2 -5 5 -1
ha la forma normale di Jordan
1+i 1 0 0
B -1 0 141 0 0 1
A=SJS =5 0 0 13 1 ST,
0 0 0 1-—1i

dove

4—-31 2—i 4431 2+i
3—3i 2—1i 3431 2+i
2—2i 2—1 2421 2+i
1—1i 1—-1 1+i 1+i
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€
1—i 142 - 0
g1 1|0 1 2—i -1+2i
o1+ -1-2i i 0
0 1 241 -1-2i

La matrice A, avendo elementi reali, puo essere rappresentata anche nella
forma normale reale di Jordan

1 -1 1 0
_ -1 1 1 0 1 1
A=ZJrZ " =27 00 1 -1 Z7 7,
0O 0 1 1
dove
4 3 2 1 1 -1 0 0
13 3 21 4 |-1 2 -1 0
Z = 2 2 2 1)° z = 0o -1 2 -1
1 1 1 1 0O 0 -1 2

Dalla forma normale di Jordan si puo ricavare il polinomio minimo di
A. Infatti posto A = SJS™!, dove J ¢ la forma normale di Jordan di A, si
ha per ogni intero k

AP =8JS 18871 ... 8787 = g k5!
k volte

e quindi per ogni polinomio P(A) si ha
P(A) = SP(J)S™ 1.
In particolare per il polinomio minimo #(\) di A, risulta

U(A) = Sp(J)S7H,

e quindi il polinomio minimo di A e quello di J coincidono. Per la struttura
diagonale a blocchi di J si ha

¥(J1)
Jo
b) = Y(J2)

P (Jp)

Percio
PA) = (A= A)" (A= A2)"2 ... (A = Ap)"7,
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deve avere gli esponenti n;, ¢ = 1,2,...,p, tali che (A\— ;)™ sia il polinomio
minimo di J;, cioe gli n; devono essere gli interi piu piccoli per cui il poli-
nomio (A— \;)™ sia annullato contemporaneamente da tutte le sottomatrici
C’i(j), j=1,2,...,7(\;). Cio & vero se e solo se n; & la dimensione massima
delle sottomatrici Ci(j), per j =1,2,...,7(\;).

2.21 Esempio. Il polinomio minimo della matrice A; dell’esempio 2.19 &
dato da

(A = (A - 2)°,
e quello della matrice A, ¢ dato da
(A = (A —2)% .

Fra le trasformazioni per similitudine che associano alla matrice B la
matrice A = SBS~!, hanno particolare importanza quelle per cui S & uni-
taria, cioe SHS = §SH = I. 1l teorema che segue mostra come sia possibile,
mediante una trasformazione per similitudine unitaria, ricondurre una qual-
siasi matrice a una forma triangolare superiore.

2.22 Teorema (forma canonica o normale di Schur). Sia A € C™*"
e siano Ai,...,\, 1 suoi autovalori. Allora esiste una matrice unitaria U e
una matrice triangolare superiore T' i cui elementi principali sono i \;, tali
che

A=UTU".

Dim. Si procede per induzione. Per n = 1 la tesi vale con U = [1]. Per
n > 1, sia x; autovettore normalizzato corrispondente all’autovalore A\; e
sia S lo spazio generato da x1. Indicata con ys, ..., y, una base ortonormale
dello spazio S+, la matrice

Q=I[xi|yz2| ... |yn]
¢ unitaria e Q”x; = e;. Si considera la matrice
B=Q"AQ
la cui prima colonna &
Be; = Q" AQe; = Q" Ax; = Q" \ix1 = MQx1 = \jey
e quindi B puo essere partizionata nel modo seguente:

)\1 CH
B = ,
0 Ay



64 Capitolo 2. Autovalori e autovettori

dove ¢ € C" 1 e Ay € C(n=Dx(n=1)  Per Pipotesi induttiva esiste una
matrice unitaria U; € C(m=Dx(n=1) tale che

Ay = U AUE,
dove Ay € C(»=Dx(n=1) & triangolare superiore. Allora risulta
/\1 CH )\1 CH
A=QBQR" =Q Q" =Q QY.
0 Ay 0 Uy A UH
Indicando con Uy € C™*" la matrice unitaria
1 0]
U2 - )
0 Ui |
si ha: _
)\1 CHU1
A= QU, UEQ™.
0 Ay |

Poiché la matrice U = QU5 e ancora unitaria in quanto prodotto di matrici

unitarie, risulta

)\1 CH U1
A=U Ut
0 As
da cui la tesi, essendo As matrice triangolare superiore. .
2.23 Esempio. La matrice
5 -5 1 -1
115 -5 3 1
A=3511 1 a1 4
3 -1 1 1

ha l'autovalore A1 =i con il corrispondente autovettore normalizzato

Si considerano altri tre vettori xg, x5, %4 € C* linearmente indipendenti fra
di loro e da x;:

Xo = X3 =

O~ kO
el S e R )
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Si costruiscono poi, a partire dai vettori x;, ¢ = 1,...,4, con il metodo di
Gram-Schmidt, tre vettori ys,y3, ¥4

1 -1 1
_ 1 1 1 1 1 -1
Y2 = 2 il Y3 = 1 ) Y4 = 1 )
i 1 1
tali che la matrice
1 1 -1 1
111 1 1 -1
Q:[X1!Y2|Y3|Y4]=§ i o1 1
4401 11
¢ unitaria. Si ha poi
04 oo osa| [BC
B=Q7AQ = = ,
0O 0 0 1 0 A
00 -1 0 !

in cui T € C?*? ¢ triangolare superiore (pilt precisamente in questo caso T}
risulta diagonale). Si deve quindi riapplicare il procedimento alla matrice

=[50
che ha ancora ’autovalore i, con 'autovettore normalizzato
1 ]-
- i)
Con il metodo di Gram-Schmidt si determina il vettore

==

tale che la matrice

¢ unitaria e si ha

R
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La forma normale di Schur della matrice A risulta quindi
H
12 O Tl CQl IQ O
A=QBQR"=Q Q"
O O QfAQ O

i 0 (3+3i)/vV2 (3-1i)/Vv2

_p |0 B+D)/NV2 B-30/V2| a
0 0 i 0 ’
0 0 0 B

dove U ¢ la matrice unitaria

s o 11 (1+i)/vV2 (1-1)/V2

. 2 Sl 1 (-2 (L+D)/V2
B PP R E S S AV R (R A
L 400 1-1)/V2 (1+i)/V2

Come nel caso della forma canonica di Jordan, anche nel caso della
forma normale di Schur, se la matrice A ha elementi reali esiste la forma
normale reale di Schur.

2.24 Teorema. Se A € R"*", esiste una matrice ortogonale U € R"*™ e
una matrice T € R"*"™ triangolare superiore a blocchi, della forma

Riy Rz -+ Rinm
Ras -+ Rap
T == . . 9
Rmm
dove i blocchi Rj; per j = 1,2,...,m hanno ordine 1 o 2. Se \; e autovalore

reale di A, allora R;; ha ordine 1 e coincide con [\;], se Aj € complesso, allora
il blocco Rj; ha ordine 2 ed ha come autovalori \;j e A\j. La somma delle
dimensioni dei blocchi R;;, j =1,2,...,m é pari ad n.

Dim. La dimostrazione viene fatta per induzione, in modo analogo a quella
del teorema 2.22. Se I’autovalore A; ¢ reale, si ripete il ragionamento fatto
per il caso complesso. Se invece A\ = ui + ivq, p1, v1 € R, v1 # 0, si
considera il corrispondente autovettore x; +iy1, x1, y1 € R", in cui si puo
supporre che il vettore x; sia normalizzato. Poiché

A(xy +iy1) = Axy +iAy: = (ix1 — v1y1) + iy + vixa),
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risulta

1

Alxa|y1] =[xyl | f - (17)
vy

I due vettori x; e y; sono linearmente indipendenti: infatti, se cio non fosse,

esisterebbe una costante o # 0 per cui y; = ax;, e quindi

X1 + iy = x1 +iax; = (1 +ia) x;

e il vettore reale x; risulterebbe essere un autovettore reale di A corrispon-
dente all’autovalore complesso A, cio che ¢ assurdo perché A ha elementi
reali.

Si costruisce un vettore normalizzato z1, ortogonale al vettore x;, po-
nendo

1
2=t W V= ey = (X1 y1)-
Si ha percio
1
|7 = (31| y1 ] W, dovewz[o f] (18)

Si costruisce poi una matrice € R™*" ortogonale, le cui prime due colonne
siano xi € zy:
Q=I[x1|z1|ys| ... |ynl.

Proseguendo la dimostrazione in modo analogo a quanto fatto nel teorema
2.22, per le prime due colonne della matrice B = QT AQ si ha dalle (17) e
(18):

Blei|e] =QTAxi|z1] = QT A [x1 [y ]W

:QT[Xl‘y1] |:,u1 11

W: T W—l 1251 141
W = QT a W |

} w.
V1

Poiché @) e ortogonale, le prime due colonne di B possono essere scritte nel
modo seguente

y Ri1 | } 2 righe
Blei|ey] = W—l[“l 1]W:
O | } n—2righe,

in cui il blocco
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& reale e ha come autovalori A\; e \;. La dimostrazione prosegue sfruttando
I'ipotesi induttiva come nel teorema 2.22. "

2.25 Esempio. Si determina la forma normale reale di Schur della matrice

5 -5 1 -1

1|5 -5 3 1
A_E 1041 -1 -1
3 -1 1 1

dell’esempio 2.23. La matrice A ha I’autovalore \; = i con il corrispondente
autovettore

1

1 1 .1
N +1_

1

V2

) 1
X1—|—1y1:—

0

0
NG 1
-1

S
(e

-i

In questo caso i due vettori x; e y; sono ortonormali. Si considerano poi
gli altri due vettori ortonormali

—_
1
[
—_
=0 O

La matrice
U=[x1|y1]ys|yas]

risulta cosi ortogonale, ed & tale che

0 1 5 1
_ -1 0 -1 0 T
A=U 00 0 -1 U*.
0 0 1 o
Si & cosf determinata la forma normale reale di Schur di A. n

Un caso particolarmente importante ¢ quello in cui le matrici sono
hermitiane.

2.26 Teorema. Sia A una matrice hermitiana di ordine n, cioé A = A e
siano A1, ..., A, i suoi autovalori. Allora esiste una matrice unitaria U tale
che
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A1
Ao "
A=U . v+,
An
cioé la matrice A é diagonalizzabile. Inoltre i \;, i = 1,...,n sono reali e
le colonne di U costituiscono un insieme di autovettori ortonormali.

Dim. Per il teorema 2.22 si ha T = U AU, dove T & una matrice triango-
lare superiore e U ¢ unitaria. Poiché A = A¥ | si ha

T = (U A =U"ARU =UR AU =T,
cioe la matrice triangolare T risulta essere una matrice diagonale con gli ele-

menti pricipali reali e per il teorema 2.16 le colonne di U, che sono ortonor-
mali perché U & unitaria, risultano essere gli autovettori di A. .

Se la matrice A e reale e simmetrica, la matrice U risulta reale, e quindi
¢ ortogonale.

2.27 Esempio. La matrice

1 i 0
A=|-1 2 -i
0 i 1
ha autovalori Ay =0, Ay =1 e A3 = 3, con i corrispondenti autovettori
1 1 1
X1 =01 i ) Xg = Q2 0 ) X3 = (3 -2i ) i, G2, O3 7é 07
1 -1 1

che sono fra loro ortogonali e che risultano normalizzati ponendo o = 1/+/3,
g = 1/\/5 e ag = 1/\/6 Per cui, in questo caso, la matrice

U=[x1|x2]x3],

V2 V31

data da

U=— |iv2 0 -2i],
Vo lva 3 o1
¢ unitaria e si ha
0 0 O
A=U|0 1 o|U". .
0 0 3

Una classe piti ampia di matrici che comprende, come casi particolari, le
matrici hermitiane e le matrici unitarie, & quella delle matrici normali, cioe
tali che AHA = AAH. Questa classe di matrici ¢ particolarmente impor-
tante perché e quella che comprende tutte e sole le matrici diagonalizzabili
con trasformazioni per similitudine unitarie. Vale infatti il
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2.28 Teorema. Una matrice A € C"*" ¢ normale, cioe AHA = AAY | se
e solo se esiste una matrice unitaria U tale che

A1
A2
A - U . UH7
An

in cui \1,...,\, sono gli autovalori di A. La matrice U ha per colonne gli
autovettori della matrice A, che quindi sono a due a due ortonormali.

Dim. Si supponga dapprima che A sia normale. Per il teorema 2.22 esiste
una matrice U unitaria tale che

T =U"AU,
con T matrice triangolare superiore e si ha:

THT = UHAHUUH AU = U AT AU,
TTH = U AUUR AR = UH AATU.

Poiché A é normale, ne segue che
THT =T1TH, (19)
e quindi anche T € normale. Si dimostra per induzione su n che T' ¢ diago-

nale. Se n = 1 questo e ovvio. Se n > 1, poiché T ¢ triangolare superiore,
per I'elemento pi; della matrice P = THT = TTH | si ha

n n
pi=tutn =M e pn= Ztljzu = M2+ Z It1;]%,
=1 =2

da cui
t1;, =0, per j=2,...,n,

cioe la prima riga di T ha tutti gli elementi nulli eccetto quello principale.
Indicata con T),,_1 la sottomatrice ottenuta da 7' cancellando la prima riga
e la prima colonna, dalla (19) segue che

TH T, ,=T,.T" .

Per l'ipotesi induttiva T,,_; € diagonale, quindi anche T risulta diagonale.
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Viceversa, sia A diagonalizzabile con una trasformazione per similitu-
dine unitaria:
A=UDU",

con D diagonale. Si ha:
APA =UuDHUuHupUut = UD®DUH,

AA" = UupUHUD"UH =UDDHUH .,

Poiché D & diagonale, DH D e DDH sono diagonali, con elementi principali
uguali a \;\;; risulta allora D¥ D = DD¥ e quindi

AP A = AAT, .
Nel caso in cui la matrice A € normale e ha elementi reali, la sua forma
normale reale di Schur risulta
A=UTUT,

dove T' e U sono matrici reali, U e ortogonale e T" ¢ diagonale a blocchi di
ordine 1 o 2.

2.29 Esempio. La matrice A € R**4

4 -5 0 3
0 4 -3 -5
A= 5 -3 4 O
3 0 5 4

¢ normale, perché risulta ATA = AAT e quindi ¢ diagonalizzabile con
trasformazioni per similitudine unitarie. Posto

1 1 1 1
1]-1 44 i 1
U= 211 -4 i -1|°
1 -1 -1 1
risulta
12

_ 1+ 5i "
A=U 1 _ 5 Ut
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A puo essere rappresentata anche nella forma normale reale di Schur. Poiché

1+56 0 |1 _ . [1 -5] &
S R F

dove V' ¢ la matrice unitaria

1 (1 -
V__Q[l 1]’
si ha
12 0 0 0
_ 0 1 -5 0| 1
A=2 0 5 1 0 2
0 0 2
dove la matrice ortogonale Z & data da
1 v2 0 1
1 0% 0
IL{-1 0 -v2 1
smvlo b olsalt o NE
1 v2 0 1

Per il teorema di Schur ¢ possibile caratterizzare completamente gli au-
tovalori dei polinomi di matrici. E infatti immediato dimostrare il seguente
teorema.

2.30 Teorema. Sia A = UTU*la forma normale di Schur della matrice
A. Se p(z) é un polinomio in x, allora p(A) = Up(T)UH e gli autovalori di
p(A) sono tutti e soli i numeri p(\), dove A é autovalore di A. .

Siano p(x) e g(x) due polinomi nella variabile z, tali che ¢(\) # 0
per ogni autovalore A di A, e si consideri la funzione razionale f(z) =
p(z)/q(z). Per il teorema 2.30, la matrice ¢(A) risulta non singolare ed &
quindi possibile definire

Per la matrice f(A) vale un risultato analogo a quello del teorema 2.30:

f(A) =Uf()un. (20)
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6. Alcune proprieta delle matrici definite positive

2.31 Teorema. Sia A una matrice hermitiana di ordinen e siano A1, ..., A\,
i suoi autovalori. Allora A é definita positiva seesolose \; >0, i =1,...,n.

Dim. Si dimostra prima che se A & definita positiva, allora i suoi autovalori
sono positivi. Poiché A e hermitiana, i suoi autovalori sono tutti reali. Se
A & un autovalore e x # 0 & un autovettore corrispondente, da Ax = Ax,
premoltiplicando per x| si ottiene

xH Ax = \2xPx.

Poiché A ¢ definita positiva, il primo membro & positivo, ed essendo x7x >
0, risulta A > 0.

Viceversa, poiché A ¢ hermitiana, risulta A = UDU¥ | con U matrice
unitaria e D matrice diagonale avente come elementi principali gli autovalori
Ai, i=1,...n,di A. Se x € C",x # 0, si ha:

xH Ax = xHUDU"x = y" Dy, (21)

dove il vettore y = U x non puo essere uguale a 0, perché U ¢ non singolare.
Dalla (21) si ha:

A1 y
H _ _ A2 .1
xTAx = Uy, Up) :

>\n Yn
= MU Y1+ o+ MTnUn = My P 4+ Anlynl> >0

poiché gli autovalori A; sono tutti positivi e gli |y;| non sono tutti nulli. =

Poiché il prodotto degli autovalori di una matrice € uguale al determi-
nante, dal teorema 2.31 segue che il determinante di una matrice definita
positiva & positivo. Inoltre dal teorema 2.31 segue che 'inversa di una ma-
trice definita positiva & ancora definita positiva. Infatti I'inversa A~! di una
matrice hermitiana A ¢ hermitiana, e gli autovalori di A=! sono positivi in
quanto reciproci di quelli di A.

2.32 Esempio. La matrice hermitiana
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¢ definita positiva, infatti per ogni vettore x # 0 si ha
xH Ax = |z1 + iza|® + |22 — 2iz3| + |23)> > 0,
e il suo polinomio caratteristico ¢ dato da
P(\) = -2 +8\% — 12\ + 1. (22)

Esaminando il grafico di P(\) riportato nella figura 2.1 e calcolando i valori
che questo polinomio assume nei punti 0, 1, 2, 7:

P0)=1, P(1)=—4, P(2) =1, P(7) = —34,
risulta che il polinomio ha 3 zeri reali compresi negli intervalli
(07 1)a (17 2) (S (2, 7),

e quindi gli autovalori di A sono tutti positivi. .

\

A

10 =

Fig. 2.1 - Grafico del polinomio(22).

2.33 Teorema. Una matrice hermitiana A ¢ definita positiva se e solo se I
determinanti di tutte le sottomatrici principali di testa di A (e quindi anche
il determinante di A) sono positivi.

Dim. Se A ¢ definita positiva, allora la tesi segue direttamente dal teorema
1.14. Viceversa, si suppone che i determinanti di tutte le sottomatrici prin-
cipali di testa di A siano positivi e si procede per induzione sun. Pern =1
il risultato e banale. Per n > 1, siano A1, ..., \, gli autovalori di A. Poiché
per ipotesi il prodotto dei A; € positivo, si dimostra che non puo esistere
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un numero pari di autovalori negativi e quindi tutti i \; sono positivi. Si
supponga, per assurdo, che esistano m autovalori negativi, con m > 2, m
numero pari (si puo supporre, senza violare la generalita, che tali autovalori
siano i primi m). Sia U la matrice unitaria tale che A = UDU¥, in cui
D ¢ la matrice diagonale i cui elementi principali sono i );, ordinati come
indicato. Allora e possibile costruire due vettori x,y € C", tali che

X’y#oa an:O, Ym+1 :ym+2:...:yn:(), y:UHX
Infatti, partizionando la matrice U¥ e i vettori x,y nel modo seguente:

Vv v | }  mrighe

Ut =
w w | } n—m righe
x1 | } m —1 componenti yi| } ~m componenti
X = y =
0 | } 1 componente 0 | } n —m componenti
dalla condizione y = U x si ottiene
Vxi =y1
WXl =0.

Poiché nella matrice W il numero (n — 1) di colonne & maggiore del numero
di righe (n —m,m > 2), & sempre possibile determinare una combinazione
lineare nulla a coeflicienti non tutti nulli delle colonne di W. Esiste allora
un vettore x; # 0 formato da tali coefficienti, tale che Wx; = 0 e y; =
Vx; # 0, perché altrimenti le prime n — 1 colonne di U¥ risulterebbero
linearmente dipendenti. Ne segue la relazione

xTAx =x"UDU"x = y" Dy = Z)\i lyil* = Z)\z’ lyil* <0,
i=1 i=1

che e assurda perché

xH Ax = x{{An_lxl,

dove A,_; € C=Dx(n=1) § 15 sottomatrice principale di testa di ordine
n — 1, che & definita positiva per 'ipotesi induttiva. "
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7. Localizzazione degli autovalori

In questo paragrafo vengono dati tre teoremi che consentono di indivi-
duare zone del piano complesso in cui si trovano gli autovalori di una ma-
trice.

2.34 Definizione. Sia A € C™*™. I cerchi del piano complesso

n

Ki={z€C : |z—ay| < Z’aij’}, 1 =1,2,...,n,
j=1
J#i

n
di centro a;; e raggio r; = Y |a;;| sono detti cerchi di Gerschgorin. Vale il
=1

i
seguente

2.35 Teorema (primo teorema di Gerschgorin). Gli autovalori della
matrice A di ordine n sono tutti contenuti in

U %
i=1,...,n

Dim. Sia A un autovalore di A e x un autovettore corrispondente, ossia
Ax = Ax, x #0.

Allora si ha:

n
E aijxj:)\xi, izl,...,n,
j=1

da cui

n

()\—CL“).Z'Z:Z Qg5 Tj, 121,,71 (23)

Jj=1
J#i

Sia x,, la componente di x di massimo modulo, cioe quella per cui

lwp| = max |a;] #0, (24)

e, ponendo i = p nella (23), si ha:

n
(A = app)zp = Z Qpj Tj;

Jj=1
J#p
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da cui:
n

A= app| |2p] < Z |ap;l |21,
7j=1
J#p

e, per la (24),

n

A = app| 7] < Z |ap;] [@pl;
j=1
J#p

infine dividendo per |z,| > 0, si ottiene

n

A = apy| < Z |ap;!,

Jj=1
J#p

77

(25)

(26)

e quindi A € K,,. Siosservi che, poiché a priori non € noto il valore dell’indice

p, € possibile solo dire che A appartiene all’unione di tutti i cerchi K.

Poiché il teorema precedente puo essere applicato anche alla matrice
AT che ha gli stessi autovalori della matrice A, risulta che gli autovalori di

A appartengono anche all’unione dei cerchi

n
Hi={z€C: !Z—aiilézmﬁl}, 1=1,2,...,n,
J=1

i

e quindi gli autovalori di A appartengono all’insieme

(U =Ny m).

1=1,...,n i=1,...,n

2.36 Esempio. Si consideri la matrice

15 -2 2
A=1|1 10 -3
-2 1 0

alla quale sono associati i cerchi

Ki={2z€C : |z—15| <4},
Ky ={z€C : |z—10| <4},
Ks={z€C : |z| <3},

rappresentati nella figura 2.2.
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A

Kz K
N ,
3 6 |

0 10 15 19

_

Fig. 2.2 - Cerchi di Gerschgorin associati alla matrice A in (27).

Quindi gli autovalori stanno nelle aree grigie. Si considerino poi i cerchi

Hi={z€C : |z—15 <3},
Hy={z€C : |z—10| < 3},
Hs;={z€C : |z] <5},

associati alla matrice A7 e rappresentati nella figura 2.3.
A

Fig. 2.3 - Cerchi di Gerschgorin associati alla matrice AT in (27).

Quindi gli autovalori di A stanno nell’intersezione dei due insiemi di cerchi,
rappresentata nella figura 2.4. .
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Y

Fig. 2.4 - Intersezione dei cerchi di Gerschgorin delle figure 2.2 e 2.3.

2.37 Teorema (secondo teorema di Gerschgorin). Se 'unione M; di
k cerchi di Gerschgorin é disgiunta dall’'unione My dei rimanenti n—k, allora
k autovalori appartengono a My e n — k autovalori appartengono a Ms.

Dim. Si puo supporre, senza ledere la generalita, che i cerchi che costitui-
scono M; siano i primi k, cioé che

M, = U K, e My= U K;.
=1,k i=k+1,...,m

Siano D e R le matrici di elementi

a;j sei=j, 0 se i = j,
dzj = Tij =

0 se i # j, a;j sei# j,
per cui A = D + R. La matrice
A(t)=D+tR, te]l0,1],

i cui elementi sono funzioni continue di ¢, ha autovalori che sono funzioni
continue di ¢, in quanto zeri del polinomio caratteristico i cui coefficienti sono
funzioni continue degli elementi di A(t). Infatti gli zeri di un polinomio, sono
funzioni continue dei coefficienti (si veda [5]). Per ogni t € [0,1] i primi k
cerchi di Gerschgorin di A(t) sono contenuti in M; perché hanno gli stessi
centri dei cerchi K;, 1,...,k, e raggio crescente con ¢, e analogamente i
restanti n — k cerchi di Gerschgorin di A(t) sono contenuti in Ms. Poiché
I'unione dei primi k cerchi di Gerschgorin di A(t) & disgiunta dall’unione dei
restanti cerchi di Gerschgorin, facendo variare con continuita ¢t nell’intervallo
[0,1], gli autovalori di A(t) non possono passare da un insieme all’altro fra
loro disgiunti. Per ¢ = 0 in M; e M5 stanno rispettivamente k e n — k
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autovalori di A(t), perché A(0) = D e gli autovalori coincidono con i centri
dei cerchi di Gerschgorin (che sono gli elementi principali di A). Quindi per
ogni t € [0, 1], e in particolare per t = 1 per cui A(1) = A, in M; stanno k
autovalori e in M5 stanno n — k autovalori. n

Dei tre autovalori della matrice A dell’esempio 2.36, uno & contenuto
in K3, mentre gli altri due appartengono ad H; U Hs. I due autovalori con-
tenuti in H, U H, possono essere reali o complessi e hanno modulo compreso
fra 7 e 18. L’autovalore contenuto in K3 € reale; infatti, se avesse parte im-
maginaria non nulla, anche il suo coniugato dovrebbe essere un autovalore
di A, essendo zero di un polinomio a coefficienti reali.

Per le matrici irriducibili vi & poi un altro teorema che precisa ulterior-
mente la localizzazione degli autovalori.

2.38 Teorema (terzo teorema di Gerschgorin). Se la matrice A di
ordine n é irriducibile, ogni autovalore A\, che sta sulla frontiera dei cerchi
di Gerschgorin a cui appartiene, sta sulla frontiera di tutti i cerchi di Ger-
schgorin. In particolare questo vale per gli autovalori che appartengono alla
frontiera dell’'unione dei cerchi di Gerschgorin.

Dim. Sia x un autovettore corrispondente all’autovalore A, e sia x, la sua
componente di massimo modulo

lzp| = max |z;].
=1,....n
Procedendo come nella dimostrazione del teorema 2.35, si ha A € K,,. Poiché
per ipotesi A sta sulla frontiera di K,,, la (26) deve valere con il segno di

uguaglianza:
n
A= app| = Z |ap;]-
g
Ne segue che il segno di uguaglianza deve valere anche per la (25) e quindi
|zj| = |zp|, per tutti gli indici j per cui a,; # 0. Per I'ipotesi di irriducibilita,
esiste pero almeno un indice r, 7 # p, per cui a,, # 0, e poiché

|z,| = max |[x;],
Jj=1,...,n
si puo riapplicare per I'indice r il procedimento appena seguito per I'indice p.
Cosi procedendo si arriva alla conclusione che A sta sulla frontiera di K, ed
inoltre che |z;| = |z,|, per tutti gli indici j per cui a,; # 0. Il procedimento
si puo ripetere poi per un altro indice s,s # r, per cui a,s # 0, e cosi via
per tutti i rimanenti indici, in quanto per la irriducibilita di A, esiste un
cammino orientato che tocca tutti i nodi del grafo di A. "



Capitolo 2. Autovalori e autovettori 81

2.39 Esempio. La matrice

o . ..o 0 —ayg 7]
1 0 -+ 0 —-a
F— . .
0 —Qp—2
L 1 —an—1 |

¢ detta matrice di Frobenius. Calcolando il det(F — AI) con la regola di
Laplace applicata all’ultima colonna, risulta che

det(F — \I) = (—1)" (A" + ni a; A)
=0

Inoltre il polinomio minimo coincide, a meno del segno, con il polinomio
caratteristico. Infatti se per assurdo fosse

YA =N a4 agq, conk <n,

allora, moltiplicando la matrice ¢ (F") per il primo vettore della base canoni-
ca ey, risulterebbe

1/)(F)el = erl + Oé()Fkilel + ...+ ag_1€1

=epy1 tapep + ... tag_1€

e quindi ¢(F)e; sarebbe uguale al vettore le cui prime k£ + 1 componenti
sono nell’ordine

Ak—1,--.,Q0, 17

e cio ¢ assurdo perché (F') = 0.
I teorema di Gerschgorin, applicato alle matrici F' e FT permette di
dare al modulo degli zeri \; del polinomio

n—1
A" + Z a; A
i=0
le seguenti limitazioni
IAi| <max{ |ao|,1+ |ail,..., 1+ |an_1] }

n—1
Nl < max {1, Y |ai|}.
=0
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8. Predominanza diagonale

Un’altra classe importante di matrici & quella delle matrici a predomi-
nanza diagonale, che si presentano spesso nella risoluzione numerica di pro-
blemi differenziali.

2.40 Definizioni. Una matrice A € C™*" si dice a predominanza diagonale
se per ogni ¢ = 1,...,n risulta

n
jaii| =Y Jay]
Jj=1
J#i
ed esiste almeno un indice s per cui

n

|ass| > Z |as;]. (28)
j=1
J#s

Una matrice A € C"*" si dice a predominanza diagonale in senso stretto se
per ogni ¢ = 1,...,n risulta

|aii| > |al|
J
Jj=1
J#i

Le due definizioni di predominanza diagonale e di predominanza diagonale
in senso stretto si possono dare anche per colonne, considerando le somme
per colonne anziché per righe e in tal caso si specifica che la predominanza
diagonale (predominanza diagonale in senso stretto) é per colonne. "

2.41 Teorema. Se A € C™*"™ & una matrice a predominanza diagonale in
senso stretto, oppure a predominanza diagonale e irriducibile, allora A é non
singolare. Se inoltre A ha elementi principali tutti reali e positivi, allora gli
autovalori di A hanno parte reale positiva e se A é anche hermitiana, allora
A é definita positiva.

Dim. Se A ¢ a predominanza diagonale in senso stretto, dal teorema 2.35
risulta che i cerchi di Gerschgorin, avendo raggio minore della distanza del
centro dall’origine del piano complesso, non possono includere l'origine, e
quindi A non puo avere un autovalore nullo.

Se A e a predominanza diagonale ed e irriducibile, & possibile che
Porigine appartenga alla frontiera di un cerchio di Gerschgorin. Se pero
un autovalore di A fosse nullo, allora per il teorema 2.38 ’origine dovrebbe
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appartenere alla frontiera di tutti i cerchi di Gerschgorin, ma cio, per la
(28), non puo essere vero per 1’s-esimo cerchio.

Inoltre, se A ha predominanza diagonale in senso stretto o ha predomi-
nanza diagonale ed ¢ irriducibile, e se gli elementi principali di A sono
tutti positivi, nessun cerchio puo contenere numeri complessi a parte reale
negativa. Quindi se A & anche hermitiana, cioé con autovalori reali, questi
devono essere positivi, e per il teorema 2.31 risulta che la matrice ¢ definita
positiva. "

Poiché gli autovalori della matrice A sono uguali a quelli della matrice
AT | le tesi del teorema 2.41 valgono anche nel caso in cui la predominanza
diagonale (la predominanza diagonale in senso stretto) della matrice sia per
colonne.

Esercizi proposti

2.1  Si calcolino gli autovalori e gli autovettori delle matrici

DRy

110 10 0
¢ o1 1|, 4 |10
00 1 11 2

2.2 Si determinino il polinomio caratteristico e il polinomio minimo delle
seguenti matrici

2.0 0 1 2 2 11 2
Ay=10 1 0|, As=1|2 1 2|, A3=1]1 1 2
00 1 2 2 1 11 2

2.3 Si dica quante e quali sono le matrici di ordine 6, non simili fra di
loro, il cui polinomio caratteristico e dato da

P(A) = (3-N'1-N?
e per ogni matrice si scriva il polinomio minimo.

2.4 Si dica se la matrice

17 2 2
A=|1 10 3
1 2 0
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ha autovalori complessi.

(Traccia: si sfrutti il 2° teorema di Gerschgorin.)

2.5 Si dica se la matrice

30 1 0
0 11 1 -1
A= 1 1 10 2
0 -1 2 20

ha un autovalore maggiore o uguale a 20.
(Traccia: si verifichi che det(A —207) < 0.)

2.6  Si verifichi che il raggio spettrale della matrice

0 01 10
0 01 01
A=11 1 0 0 1
1 0 0 0 1
01 1 10

€ maggiore di 2.

2.7 Si determini la forma normale di Schur e la forma normale reale di
Schur delle seguenti matrici:

1 8 0 0 1
1 9 4 1 -8 0 01 0O
A:[23]’ B=1|7 4 4], C=1(0 0 0 2 0
4 -8 1 0 4 0 0 O
1 0 0 0O
2.8 E data la matrice
R T L
—% %i i 0
A=
0 —ii 541 %1
L —i 0 0 4i |

Si dica
a) se la matrice A ¢ singolare;
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b) se esiste un autovalore uguale a p(A);

c) se esiste un solo autovalore di modulo massimo.

(Traccia: a) e b) si disegnino i cerchi di Gerschgorin e si noti che la matrice
¢ irriducibile; c) si consideri la matrice B = S~1AS, con

1
1
S = 3 )
1
2.9 Sia o un numero reale tale che 0 < o« < 1 e sia
e a ]
a 1 2«
200 1
2 «
A= a 2
—-0.5 0.1 -0.2
0.1 -1 0
| o -02 0 2

Si verifichi che vi sono 3 autovalori di A nell’intervallo [1 — 3a, 1 + 3] se
o < 0.25.

(Traccia: come per il punto c¢) dell’esercizio 2.8, si consideri un’opportuna
matrice S.)

2.10 Sia A € R™*™ la matrice i cui elementi sono dati da

i peri=yj,
aij:{l per i < j,
0 peri>j.

Si determinino gli autovalori e gli autovettori di A e AT.

(Traccia: tenendo presente 'esercizio 1.52, si dimostri che A = XDX ! e
AT = X-TDXT, dove

11 ... 1 1
1 1 2
X: . P D: )
1 n

2.11 Sia F' € C™" una matrice di Frobenius (per la definizione e le
proprieta si veda l’esempio 2.39). Si dimostri che se F' ha autovalori \;,
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i=1,...,n, distinti, allora
a) Fx; = \ix;, dove x; = [[ (F—XI)e1 #0,
j=1
J#i
b) FTy: = \iyi, dove yi=[1, X\, A2 ... Ar T,
Si esamini in particolare la matrice
0 -1
F = , u e R*
]4 —l_lT

doveu=11,2,2, 17

(Traccia: a) basta verificare che (F' — A\;I)x; = 0, per questo si osservi che
(F — \1) HF M) = ¢(F),

dove 1 (\) ¢ il polinomio minimo di F; si verifichi inoltre che 1'ultima com-
ponente di x; & uguale a 1 per ¢ = 1,...,n; b) si consideri il prodotto
FTyi.)

2.12 Sia A e C™*".
a) Si dimostri che A e AT hanno gli stessi autovalori;
b) si dica se le matrici A e AT sono simili;

c) si costruisca una matrice A € C2*2 tale che gli autovettori di A e AT
non siano gli stessi;

d) si dimostri che se x & autovettore di A corrispondente all’autovalore \;
e y ¢ autovettore di AT corrispondente all’autovalore Aj # N, allora
yTx = 0 e quindi se x e y sono reali, allora sono anche ortogonali.

(Traccia: d) dalle relazioni Ax = \;x e ATy = )y segue che \;y’x =
ylAx = \yTx. )

2.13 Siano A, B € C™*". Si dimostri che le matrici AB e BA hanno gli
stessi autovalori. Se A e B sono singolari, ¢ possibile che AB e BA, pur
avendo gli stessi autovalori, non siano simili: si esamini il caso

g o)
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(Traccia: se una delle due matrici, ad esempio A, & non singolare, ¢ AB =
A(BA)A™!, e quindi le matrici AB e BA sono simili. In generale, se A # 0 &
autovalore di AB, cioe¢ ABx = Ax, x # 0, allora Bx # 0 e (BA)Bx = A\Bx.
Quindi A & autovalore di BA. Se AB ¢ singolare, anche BA lo &.)

2.14 Si dimostri, con un controesempio, che non tutte le matrici i cui
autovalori hanno modulo 1 sono unitarie.

2.15 Si dimostri che gli autovalori della matrice A € C™*" i cui elementi
sono dati da

a seit=1 j=nej=1—1 peri=2,...,n,

aij =
0 altrimenti,

dove aras - - - o, = 1, sono i numeri

2k 2k
/\k:cosi—i—isinl, k=1,2,...,n.
n n

(Traccia: si calcoli il polinomio caratteristico.)

1 «
a=[o 5

dove a € C ¢ non nullo. Si dimostri che A non puo essere diagonalizzata.

2.16 Sia A la matrice

2.17 Si dimostri che il polinomio minimo di una qualsiasi matrice di per-
mutazione di ordine n divide il polinomio A* — 1, per un opportuno & intero.
Si esamini in particolare il caso

|

I
coorOo
coo o~
o oo o
—_—o o oo
oo~ oo

(Traccia: sia IT la matrice di permutazione, si dimostri che esiste k tale che
IT* = I. Nel caso particolare & IT¢ = I e ¥(\) = (A 4+ 1)(A3 — 1) divide
N— 1)

2.18 Siano A e B € C™*"™ due matrici che commutano. Si dimostri che

a) A e B hanno almeno un autovettore in comune;
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b) se A e B sono diagonalizzabili, allora A e B hanno in comune n au-
tovettori linearmente indipendenti; si esamini, come controesempio il

caso
1 1 1 0
=loa) o=lo)

c) se A e B sono diagonalizzabili e B ha autovalori distinti, allora A
appartiene allo spazio vettoriale generato da I, B, ..., B"~!; si esamini
in particolare il caso

d) se A ha autovalori distinti e A = UTUH, U € C™*" unitaria e
T € C™ " triangolare superiore, allora la matrice U7 BU ¢ triango-
lare superiore.

(Traccia: a) sia Ax = A\x, x # 0; se Bx = 0, allora x ¢ autovettore anche
di B; altrimenti ¢ AB*x = B*¥Ax = AB*x per ogni intero k > 1 e quindi
tutti i vettori B¥x sono autovettori di A corrispondenti all’autovalore .
Si consideri il sottospazio S di C" generato dai vettori B¥x, k = 0,1,...
Poiché se z € S allora Bz € S, esiste una costante 4 € C e un vettore
y € S, y # 0, tale che By = uy. b) siano Ay, ..., A\, gli autovalori distinti

di A, di molteplicita geometrica 74,...,7,,. Allora
Dy,
Do
A=T . T,
Dmm

dove D;; = A\;I,, per l'ipotesi di diagonalizzabilita. Per ¢ = 1,...,m si
consideri il sottospazio S; di C™ generato dai 7; autovettori linearmente
indipendenti tgl), e ,t.(ri) corrispondenti a A; che sono colonne di T. Per
quanto visto al punto a) i vettori Bty) appartengono ad S; per j =1,...,7;,
cioe

) O i
Bt => a;,t.
r=1

Queste relazioni possono essere scritte nella forma B = TPT~!, dove P
¢ diagonale a blocchi, con i blocchi principali P; di ordine 7;. Poiché B e
diagonalizzabile, anche P lo ¢ e quindi per ogni blocco P; si ha che P; =
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ViZiV;_l, dove Z; ¢ diagonale. c) poiché A e B hanno una base comune di
autovettori basta dimostrare che esistono n costanti oy, as, ..., a, tali che

n

i—1 _
> aipi =),
i=1

dove pq,..., 1y sono gli autovalori di B, a due a due distinti (si veda per
questo D’esercizio 1.54). Nel caso particolare la matrice A commuta con B
se
Qi—1,5 + Qit1,5 = Qi j—1 + Qi 41,

(avendo posto a,s = 0ser < 0, s <0, r > noppure s > n). d) se Ax = Ax,
xHx =1, poiché per la commutativita Bx, se non nullo, & autovettore di A
corrispondente allo stesso autovalore A, che & distinto dagli altri autovalori,
ne segue che Bx ¢ proporzionale a x e quindi Bx = ux; se Bx = 0 allora
x ¢ autovettore di B corrispondente all’autovalore nullo. Si prosegua per
induzione, seguendo la linea della dimostrazione del teorema di Schur e
notando che una matrice unitaria () con la prima colonna uguale a x € tale

che
A cH

H H 2 d
e A; e By commutano.)

2.19 Sia A € C™*"™ normale. Si dimostri che:

a) se p(z) € un polinomio in x, allora p(A) ¢ una matrice normale (si veda
Pesercizio 1.3 per la definizione di polinomio di una matrice);

b) si puo scrivere A = B +iC, dove B e C sono matrici hermitiane che
commutano e gli autovalori A di A sono della forma A = « + i, dove
a e € R sono gli autovalori di B e di C' e A, B e C hanno gli stessi
autovettori;

c) A & normale se e solo se ogni autovettore di A ¢ anche autovettore di
A
(Traccia: a) si verifichi che A¥, per k intero positivo, & una matrice normale;
1 i

b) si ponga B = 5(14 + A%y e C =~ §(A — Af), e si utilizzi il risultato
b) dell’esercizio 2.18; c) sia A = UDU¥ la forma normale di Schur di A,
allora A” = UDHUH | viceversa si dimostri prima che A ha n autovettori
linearmente indipendenti sfruttando la forma normale di Jordan di A e si
verifichi poi che A¥ Ax = AA”x per ogni autovettore x.)

2.20 Sia A la matrice diagonale a blocchi
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All
A22

ATLTL
con blocchi diagonali quadrati.

a) Si dimostri che lo spettro degli autovalori di A ¢ dato dall’unione degli
spettri dei blocchi Ay1, Ags, ..., Ann;

b) si dimostri che la stessa proprieta vale se la matrice A ¢ triangolare a
blocchi;

c¢) si dica come sono fatti gli autovettori di A.

2.21 Sia A € C™*" hermitiana e sia x un vettore non nullo. Si dimostri
che se A ha k autovalori distinti, con k < n, allora il sottospazio S generato
dai k+ 1 vettori x, Ax, ..., A*~'x, A¥x ha dimensione minore o uguale a k.

(Traccia: siano Aq, ..., Ax gli autovalori distinti di A, di molteplicita alge-
brica mq, ..., my. Risulta A = UDU¥ | dove U ¢ unitaria e

)\1[177,1
)\ZImQ

)\kjmk

Si dimostri che esiste un vettore y € C*+1, y £ 0, tale che

D VRSP
1 X ... X
. . y=0.
D VAPV
Posto z = U'x e B=[z | Dz | ... | D*z] € C"*(*+1) il vettore y ¢ tale
che By = 0, per cui la matrice
x| Ax| ... | A*x]=UB

ha rango minore o uguale a k. )

2.22 Siano A € C™*" e B € C"*™ con m > n. Si dimostri che

a) 2n autovalori della matrice
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sono le radici quadrate degli autovalori di BA, gli altri m —n sono nulli;

b) n autovalori della matrice AB coincidono con quelli della matrice BA,
gli altri m — n sono nulli; quindi se m = n le due matrici AB e BA
hanno gli stessi autovalori (si confronti con 'esercizio 2.13).

(Traccia: a) si verifichi che

L, O —Ay, A A, A
\iB I, B -, O A"1BA -\,

da cui per il teorema di Binet risulta
-, A
P(\) = det = det(—\I,,) det(\"'BA — \IL,)
B A,
= (=A\)"A""det(BA — \*I,,) = (-1)"A\™ " det(BA — A\’I,,).
b) oltre alla relazione del caso a), considerando il prodotto
I, \'A -, A AN AB -\, O
0 I, B -\, B -\,
si ottiene la relazione
P(A\) = (-1)"\""™det(AB — \°1,,,).
Uguagliando le due relazioni e ponendo p = A? si ha

det(AB — plp,) = (—p)™ " det(BA — uly,). )

2.23 Siano x,y € C". Si determinino gli autovalori e gli autovettori della

matrice
A=xy.

(Traccia: si tenga conto che la matrice xy” ha rango 1 e che xy’x =
(yHx)x; quali sono i vettori z # 0 tali che xy”z = 0? Oppure si sfrutti il

punto b) dell’esercizio 2.22.)

2.24 Siano x,y,u,ve C"e

Hy yHy
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Si dica che relazione c’¢ fra gli autovalori di A e quelli di B.

(Traccia: si sfrutti il punto b) dell’esercizio 2.22, ponendo

A=[xlu, Bf=[y|v])

2.25 Siano x,y,u,v € C™. Si scrivano il polinomio caratteristico e il
polinomio minimo delle seguenti matrici

a) xy !, b) I+xy?, c) xy? +uvt, d) I +xy +uv?.

2.26 Siano A e B € C™"*™_ Si dimostri che

a) lo spettro degli autovalori della matrice

o-[4 2

¢ costituito dall’'unione degli spettri delle matrici

A+B e A-B,
e gli autovettori di C' sono i vettori

NI

in cui x e y sono gli autovettori di A+ B e A — B;

b) lo spettro degli autovalori della matrice

=[5 V]

¢ costituito dall’'unione degli spettri delle matrici
A+iB e A-iB,

e gli autovettori sono i vettori
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e si costruisca la matrice D = S~1CS; b) come per il punto a) considerando
la matrice

I I O
2.27 Siano A e B € R™™" ¢ si considerino le matrici

V=A+iB, W= {A _B}

B A
Si dimostri che:
a) V & normale se e solo se W & normale;
b) V & hermitiana se e solo se W & simmetrica,
c) V & definita positiva se e solo se W & definita positiva;
d) V & unitaria se e solo se W ¢ ortogonale;
)

se gli autovalori di V sono reali, allora anche gli autovalori di W sono
reali e coincidono con quelli di V.

e

(Traccia: e) si verifichi che gli autovalori di A + iB coincidono con quelli di
A — iB e si applichi l'esercizio 2.26.)

2.28 Sia B € C™*™ una matrice definita positiva. Si dimostri che
n
det B < [ ] bss,
71=1

in cui il segno di uguaglianza vale solo nel caso di matrici diagonali. Sfrut-
tando questa relazione si dimostri la seguente disuguaglianza di Hadamard
per una matrice A € C"*"

[det A> < ]

j=11

n n
2
|ai; |,
=1
e quindi la maggiorazione
|det A| < (M+/n)™,
incui M = max |ag;l|.
i,j=1,...,n
(Traccia: si proceda per induzione; per n > 1 si ha
0 VH}
)

det B = by detZ+det{
v Z
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in cui Z e la sottomatrice principale di B ottenuta cancellando la prima
riga e la prima colonna e v ¢ il vettore formato dalla prima colonna di B,
escluso il primo elemento. Poiché (si veda 'esercizio 1.43) &

0 vf

det [v 7

} = det Zdet(—v Z7v) <0

perché Z & definita positiva, ne segue che det B < by; det Z. Per la disu-
guaglianza di Hadamard, se det A # 0, si applichi la relazione precedente
alla matrice definita positiva B = AAH. )

2.29 Sia A€ C™*™ m > n, e B la matrice

I, A
B=
AH I,

Si dimostri che B ¢ definita positiva se e solo se p(AH A) < 1.

(Traccia: per lesercizio 2.22 gli autovalori di B diversi da 1 sono dati da
1+ /g, dove p & autovalore di A7 A.)

2.30 Sia A € C™*" & una matrice non singolare. Si dimostri che

a) esistono una matrice U unitaria e una matrice B definita positiva, tali
che
A = BU,;

b) A & normale, se e solo se le matrici U e B commutano.

(Traccia: a) sia B tale che B2 = AAH; b) AHA=UHB?U.)

2.31 Sia A € C™*" idempotente. Si dimostri che
a) A e diagonalizzabile;
b) i suoi autovalori sono uguali a 0 0 a 1 e il rango di A & uguale alla sua
traccia;

¢) ogni matrice diagonalizzabile, avente solo autovalori uguali a0 o a 1 &
idempotente;

d) la sola matrice idempotente non singolare ¢ la matrice identica;

e) si consideri in particolare il caso

2 1 1
A=1(6 3 3
-8 -4 -4
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(Per la definizione e le proprieta delle matrici idempotenti, si veda ’esercizio
1.9). (Traccia: a) e b) si consideri la forma normale di Jordan; d) I =

ATA=A"142 = A)

2.32 Sia A € C™*™. Si dimostri che
a) A e nilpotente se e solo se i suoi autovalori sono nulli;

b) A é nilpotente se e solo se

tr A¥ =0 per ogni k intero positivo;

c) se A & nilpotente e non nulla, A non & diagonalizzabile;

d) se A & nilpotente, allora esiste un intero k tale che per ogni a € C &
det(al — A) = oF;

e) se A é nilpotente e A e B € C"*" commutano, le due matrici A+ B e
B hanno gli stessi autovalori. Si consideri in particolare il caso

1 1 0 1 -2 3
A=|0 0 1|, B=|3 0 -8
11 4 5 5 8

(Per la definizione e le proprieta delle matrici nilpotenti, si veda ’esercizio
1.10). (Traccia: e) se A ¢ autovalore di A+ B, cio¢ (A+ B)x = Ax, x # 0,
sia k il minimo intero tale che A*x = 0; da A*~!(4 + B)x = MAF~Ix
segue per la commutativita che By = Ay, in cui y = A*1x; il viceversa &
analogo.)

2.33 Sia A € C™*" antihermitiana.
a) Si dimostri che i suoi autovalori o sono nulli o sono numeri immaginari
puri;
b) se A ¢ antisimmetrica, si dimostri che la forma normale reale di Schur
di Ae
A=UDU",

in cui U & ortogonale e D & la matrice diagonale a blocchi

Dy
Do

Dmm
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cosi formata: se n e pari, allora m = — e

|3

0 T

D;; = [—V‘i 0}, r, €R, peri=1,...,m,

< g . n+1
e se n e dispari, allora m = —— e

Dn:{o ri], r,€R, peri=1,...,m—1, Dy, = [0],
—T; 0
dove alcuni degli r; possono essere nulli.

(Traccia: b) si tenga conto del fatto che anche D & antisimmetrica.)

2.34 Siano A e B € C™*" due matrici hermitiane. Si dimostri che

a) se A ¢ autovalore di AB, anche Mo ¢

b) gli autovalori di AB — BA sono nulli o numeri immaginari puri.
(Traccia: a) si noti che (AB)¥ = BA e si sfrutti I'esercizio 2.22; b) la

matrice AB — BA ¢ antihermitiana e si sfrutti 'esercizio 2.33.)

2.35 Una matrice A € R™"*" si dice centrosimmetrica se

1
JAJ =A dove J =
1
a) Si scriva una matrice A € R?*2 centrosimmetrica;

b) si determini la dimensione dello spazio vettoriale generato dalle matrici
centrosimmetriche;

c) se A é centrosimmetrica, si dimostri che per ogni autovalore di A esiste
un autovettore x tale che x = Jx (detto centrosimmetrico) o tale che
x = —Jx (detto centroantisimmetrico);

d) se A ¢ centrosimmetrica ed n & un numero pari, si determini una matrice
Q € C™*"™ ortogonale, tale che

Q"= |4 ol

dove A; e Ay € C™/2%1/2§i esamini anche il caso di n dispari.
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(Traccia: ¢) se Ax = Ax, x # 0, allora JAJJx = AJx, quindi Ay = My,
con y = Jx. Inoltre almeno uno dei vettori x + Jx e x — Jx € non nullo
ed e x + Jx centrosimmetrico e x — Jx centroantisimmetrico; d) se n ¢ pari

vale
A By ByJ
| JBs JB1J |’

dove By, By, J € R"/2%7/2_ Sj applichi Pesercizio 2.26 essendo
1 O By By I O

O J By By (0] J

2.36 Una matrice A € R™*"™ si dice persimmetrica se € simmetrica rispet-
to alla diagonale secondaria, cioe se a;; = @p—jy1,n—i+1. Si dimostri che:

a) A e persimmetrica se e solo se JA ¢ simmetrica;

b) A é persimmetrica se e solo se AJ & simmetrica;

c) A & persimmetrica se e solo se JAJ = AT}

d) se A & simmetrica e persimmetrica, allora A & centrosimmetrica.

e) Si verifichi che sono persimmetriche le matrici di Toeplitz, cioé ma-
trici definite per mezzo di 2n — 1 scalari r_,,+1,...,70,...,7n—1, nel modo
seguente

Qi = Tj—i, i,jzl,...,n.

f) Si verifichi che la matrice

— an bn —
an—1 bn— 1

ay b1
b1 aq

_bnfl an—1
| —b,, apn

¢ persimmetrica e se ne calcoli gli autovalori. (Per la definizione di matrice
centrosimmetrica e per la matrice J si veda l'esercizio 2.35). (Risposta: f)
il polinomio caratteristico della matrice A, ¢ dato da

p2a(N) = [T l(ar =22 + 0] )

k=1
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2.37 Sia

2r . . 2w
W = cos — +18In —
n n

una radice n-esima dell’unita: si dimostri che
a) w & primitiva, cioé che vale w* = 1 se e solo se k & un multiplo intero

di n;
ne1 n sew’ =1, ciod se j =0 mod n,
b) 3wk =
k=0 0 sew’ #1, cioe se j # 0 mod n;
c) si dimostri che la matrice
1 1 e 1
] 1 w w1
0—=_—|1 w2 w2(n—1)
v ’
1wl L DD

il cui elemento (i, j)-esimo & dato da

1 o
- (i=1)(5-1) .
ww—Tw , peri,j=1,....n,
n
€ unitaria;
d) sia A € C™*"™ la matrice circolante

aq a9 a3 ce [67%

(6 7%% (05) [0%) oo Op—1
A= Qp—1 OQp 071 Qp—2

a9 a3 N 7% aq

dove aq,qs,...,a, € C, definita nell’esercizio 1.58; si dimostri che
A = QDY dove D ¢ la matrice diagonale il cui i-esimo elemento

principale ¢ autovalore di A

n
>\i :Zajw(i_l)(j_l), i:l,?,...,n.
j=1

Quindi la matrice A ¢ normale.
e) Si determinino in particolare gli autovalori delle matrici

-2 1 0 1
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a B ... B
b |
Lo B
8 ... B «
La trasformazione u — v = — 2w, con u,v € C", & detta trasformata

NG
discreta di Fourier. La trasformazione v — u = /n £2v & detta trasformata
inversa discreta di Fourier.

(Traccia: b) dalla relazione
QI4+z4+224+... 42" H(z-1)=2"-1

si ha che, ponendo z = w’, ¢ 2" = lese z # 1, nesegue 1+2+4...4+2""1 = 0;
c) 'elemento (i, j)-esimo di 22 & dato da

o (=D (k=1 ,(k=1)(G-1)

S|
NE

k=1
n—1 n—1 . .
1IN GkgkGn L Sk - fLose =i
n n 0 sej#i;
k=0 k=0
0 1
d) posto C' = - O it vale A = > o;C L. E quindi sufficiente
i=1
1 0
1
w
dimostrare che RHC 2 = w? , utilizzando il risultato
wn—l
del punto b); e) gli autovalori di A sono 0 e -4 di molteplicita 1 e -2 di
molteplicita 2; gli autovalori di B sono \; =a—fperi=1,2,...,n—1e

Ap=a+(n—-1)p.)

2.38 Siano Ay, As,..., A, € C"*" e A € CMmXnm

O O ... O —A, T
I O ... O —A,
A=1o . .
. .0 _A2
o ... O 1 —-A;
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Si dimostri che il polinomio caratteristico di A ¢ dato da
det(P())), dove P(\) = A"I+ ANLA 4+ 4+ A,
Inoltre se

X1
X2

Xm

¢ un autovettore di A corrispondente ad un autovalore A, allora

P(\)x,, = 0.

(Traccia: si costruisca una matrice B € C™*™™ bhidiagonale a blocchi,
con i blocchi diagonali uguali a I,,, tale che la matrice BA sia triangolare
superiore a blocchi.)

2.39 Sia A, € C™*" per n > 2, la matrice (particolare matrice ad albero,
si veda la definizione dell’esercizio 1.59)

aq Qg Op_1 Oy
Qs B .- 0 0

Ap = : . :
Qpoq 0 - B 0

Qo o --- 0 B

Si dimostri che il polinomio caratteristico di A,, soddisfa alla seguente re-
lazione ricorrente

Po(A) = (B = NPa1(N) —an(B=N)""% Pi(A) = a1 — A,

e si determinino gli autovalori di A,,.

1 1
(Risposta: A2 = 5(041 +6) + \/Z(al —B)2+ai+--+aZ, e) =
B, perk=3,...,n.)

2.40 Sia A la matrice tridiagonale (di Jacobi)

a1 Y2

An /82 Q2

Yn
Bn  an
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incuigliag, i=1,...,n, B ey, ©=2,...,n, sono numeri complessi. Si
dimostri che

a) il polinomio caratteristico di A puo essere ricavato mediante una re-
lazione ricorrente a tre termini;

b) se A & un autovalore di A, A & anche autovalore della matrice ottenuta
da A cambiando di segno tutti gli elementi non principali;

c) se gli oy, i =1,2,...,n sono reali e i prodotti B;y;, @ = 2,...,n sono
reali positivi, allora gli autovalori di A sono reali;

d) se a; = a, per i = 1,2,...,n, allora ogni autovalore A di A verifica la
relazione

|A—ars2¢_max 8] max |yl 5
i=1,...,n i=1,...,n

e) si determinino gli autovalori e gli autovettori della matrice tridiagonale
B i cui elementi sono
1 sei=j—1lei=j5+1,
by {

0 altrimenti;

f) si faccia vedere come il calcolo degli autovalori di una matrice tridia-
gonale A in cui o; = a, per i = 1,2,...,n, e B; = B, v; = 7 per
1 = 2,...,n, possa essere ricondotto al calcolo degli autovalori della
matrice B del punto e). Si esamini in particolare la matrice C' i cui

elementi sono o

-1 sei=35—1,

cij:{l set =741,
0 altrimenti;

g) si dica per quali valori del parametro /3 la matrice A i cui elementi sono

1 sei=yj,

%’Z{B se |1 —j| =1,
0 altrimenti,

& definita positiva.

(Traccia: a) si sviluppi det(A, — AI) con la regola di Laplace applicata
all’'ultima riga: si ottiene

p1(A) =a1 = A, p2(A) = (a1 = A)(az2 — A) — Bae,

pn<)\) = (an - )\)pn—l()\) - Bn’}/npn—Q(A);
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b) si consideri la matrice HAH !, dove H & la matrice diagonale il cui i-
esimo elemento principale ¢ (—1)%; c) si veda il punto d) dell’esercizio 1.50;
d) si applichi il primo teorema di Gerschgorin alla matrice B = DAD™! a
elementi complessi, tale che B = BT, in cui D ¢ diagonale; e) indicato con
A un autovalore di B e con x = [x1,Z2,...,2,]|T un autovettore corrispon-
dente, si ha che

Tj1—Mj+x41 =0, perj=12...,n,

con le condizioni xy = x,+1 = 0, che & un’equazione alle differenze con
condizioni al contorno. Si cercano soluzioni di tale equazione del tipo z; = t¢,
t # 0; sostituendo risulta t 71 — X+t = 0, ciod A = t+1/t, in cui t e 1/t sono
le soluzioni dell’equazione di secondo grado 3% — Ay + 1 = 0; la soluzione
dell’equazione alle differenze ¢ allora z; = cit? + cot™7, dove ¢; e ¢y sono
tali che 29 = ¢; +c3 = 0 € Ty = c1t" + ot~ (1) = 0. Ne segue che
c1 = —cy e, dovendo essere ¢ # 0, & t2(*1) = 1, da cui si ottengono per t i
k valori complessi

k k
tr = cos T + isin T , k=1,2,...,n.
+1 n+1
Ne segue che gli autovalori di B sono
1 km
A =1 — =2cos——, k=1,2,...
k k+tk COSn+17 ) 4y y 1,

e i corrispondenti autovettori x(*) hanno le componenti

f) si determini una matrice diagonale D tale che

D(A—al)D™! = \/ByB.

Per la matrice C, il j-esimo elemento principale di D & d;; = i/; g) gli

autovalori di A sono A\, = 1 — 28 cos 7r1, k=1,...,n, e quindi A &

)

1
definita positiva se e solo se |3] < = sec

2 n+1
2.41 Siano A€ C™*" e B € C™*™_ Sidimostri chese \;, 1 =1,2,....n
e i, j=1,2,...,m sono gli autovalori rispettivamente di A e B, allora

a) gli autovalori di A® B (si veda l'esercizio 1.60) sono dati da A;uj, i =
1,2,...,n, j=1,2,...,m, e quindi le matrici A ® B e B ® A hanno
gli stessi autovalori e tr A ® B=(tr A)(tr B);
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b) gli autovalori di ([, ® A) + (B ® I,,) sono dati da A\; + p;, @ =
1,2,...,n, 5=1,2,....m.
(Traccia: a) siano A = SJ157 ! e B =TJyT~! le forme normali di Jordan
di A e di B; si verifichi che
AB=(S®T) (J1 ® J2) (S@T)_l,

in cui J; ® Jy e triangolare superiore con elementi diagonali uguali a A;u;,
i=1,2,...,n, j =1,2,...,m; si proceda in modo analogo per il punto b).)

2.42 Siano A, Be C € C™*™,

a) Si determinino le condizioni necessarie e sufficienti affinché il sistema
lineare

AX+XB=C

abbia un’unica soluzione X € C"*",

b) Si esamini in particolare il caso in cui B = A e si risolva il sistema per
1 1 11
=l o elon)

(Traccia: a) il sistema pud essere scritto nella forma

X1 Cy
(I®A+B"®1I) X:Q = C:2 :
x.) Llen
in cui x; e ¢;, 1 = 1,2,...,n, sono le colonne delle matrici X e C. Gl

autovalori di 7 ® A + BT ® I sono date dalle somme degli autovalori di A
e di B (esercizio 2.41). Quindi il sistema ha un’unica soluzione se e solo se
non esistono autovalori di A tali che —\ sia autovalore di B; b) se B = A,
la condizione & che A non abbia coppie di autovalori A e —\.)

2.43 La serie
1 1 1
T+A+ A+ AP+ 4 —A" 4
2! 3! n!

converge per ogni matrice A € C"*". La somma della serie si indica con
e?. Si verifichi che

a) se A= SBS™!, allora e = SefS~1;
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b) se A1, Az,..., A\, sono gli autovalori di A, allora e, e*2,... e sono
gli autovalori di e?;
c) se Ae B € C"™" commutano, allora eA*B=e4 eF;

d) se U € C™ ™ ¢ una matrice unitaria, allora esiste una matrice A tale
che U =e™4;

e) per la matrice

o l—«

=[]

si determinino per ogni k i coefficienti p e ¢ tali che
AF = pI + ¢A,

e si calcoli e?.

Risposta: e) p=1—k, g =k, e =eA.
(

2.44 Sia A € C™"*" e posto

n
8; = Z la;j|, peri=1,2,...,n,
j=1
i
si definisca I'insieme
Cij = { z € C tali che ’Z — aii\ |Z — ajj| < 88 }

detto owvale di Cassini. Si dimostri che gli autovalori di A appartengono
all’unione di tutti gli ovali di Cassini di A:

n

U G
4,J=1

i>j

Si disegni I'unione degli ovali di Cassini della matrice

6 2 -1
1 2 1
301 12

e per confronto 'unione dei cerchi di Gerschgorin.
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(Traccia: si segua la dimostrazione del teorema 2.35. Siano p e ¢ gli in-
dici delle componenti di massimo modulo dell’autovettore x corrispondente
all’autovalore A, tali che |x,| > |z4], € si scriva la (23) peri =pei=q:

n

(A = app)zp = Z apjTi € (A—agq)Tq = Z AgjLy-
=1

Jj=1 Jj=

J#p J#q
Se x4 = 0, allora x; = 0 per ogni j # p e quindi A = ap,. Altrimenti si ha
passando ai moduli

n n
A= appl |zp] < Z |ap;| |25 < Z |ap;l |2ql,

Jj=1 Jj=1
J#p J#p

n n
A = agql |2q] < Z |ags| |z;] < Z |ags| [zp]. )
j=1 j=1

j;q j;q

\\”Z

Commento bibliografico

La nozione di autovalore appare per la prima volta nel 182 secolo, non
riguardo alle trasformazioni lineari, ma nella teoria delle equazioni differen-
ziali lineari omogenee a coeflicienti costanti. Nel 1762 Lagrange, affrontando
il problema del moto di un sistema a n parametri in prossimita di una po-
sizione di equilibrio, € condotto a risolvere un’equazione algebrica di grado
n, la cosiddetta equazione caratteristica. Nel 1774 un problema analogo gli
si presenta nello studio del movimento dei pianeti. La teoria degli autova-
lori in analisi si sviluppa successivamente ad opera soprattutto di Sturm e
Liouville. Per le trasformazioni lineari la teoria degli autovalori si sviluppa
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nell’ambito di quella dei determinanti, ad opera inizialmente di Cauchy, che
applica alle matrici il concetto di equazione caratteristica e che nel 1829 di-
mostra che gli autovalori di una matrice reale e simmetrica sono reali. Nel
1853 Hamilton enuncia il risultato noto come teorema di Cayley-Hamilton
per il caso particolare dei quaternioni e nel 1854 Brioschi dimostra che gli
autovalori di una matrice ortogonale hanno modulo 1.

Probabilmente nessun altro termine ha avuto maggiore difficolta ad
affermarsi quanto il termine autovalore, nonostante la sua vasta diffusione
nei piu svariati campi della matematica (equazioni della forma Ax = Ax
si presentano ad esempio nella determinazione degli assi principali di una
quadrica, nella teoria delle oscillazioni, nella teoria della correlazione e nei
problemi di filtraggio di segnali, nella risoluzione di equazioni differenziali
e integrali, nella teoria delle catene di Markov). Inizialmente nel 1851
Sylvester usa per autovalore e autovettore i termini latent root e latent point,
derivando questa definizione dal fatto che se x & un autovettore di A, allora
il vettore Ax ¢ sovrapposto al vettore x. Questi termini sopravvivono fin
verso il 1950, ma affiancati dall’inizio degli anni ’40 dai termini character-
istic root (o value o number) e characteristic vector. Anche questi termini,
a loro volta, lasciano gradualmente il campo ai termini eigenvalue e eigen-
vector, mutuati dai termini tedeschi Eigenwert e Eigenvektor (letteralmente
valore proprio e vettore proprio, e anche in francese si usano i termini valeur
propre e vecteur propre).

La terminologia italiana ha naturalmente seguito quella inglese, adot-
tando nel tempo i termini di radict o valori latenti, radici proprie o carat-
teristiche, e attualmente di autovalori.

Nella seconda meta dell’ottocento una parte notevole dell’attenzione
dei matematici si rivolge alla classificazione delle forme quadratiche in piu
variabili attraverso trasformazioni lineari che riconducono le forme a tipi
semplici, e quindi alla determinazione di varie forme canoniche o normali
delle matrici. Una forma normale molto simile a quella che Jordan pubblica
nel 1870 era gia stata trovata da Weierstrass nel 1868, e altre forme vengono
trovate da Jacobi, Frobenius, Hermite. La dimostrazione che ogni matrice
complessa puo essere ridotta, per mezzo di una trasformazione per similitu-
dine unitaria, nella forma di Jacobi viene data da Schur nel 1909, ed & per
questo che oggi la forma normale di Jacobi & pit1 nota come forma normale
di Schur. La dimostrazione della riduzione di una matrice nella sua forma
normale di Jordan ¢ assai pitt complicata (si veda ad esempio [3]) di quella
relativa alla riduzione in forma di Schur.

Anche la localizzazione degli autovalori ¢ un argomento che ha interes-
sato assai i matematici: ad esempio il primo teorema di Gerschgorin, e stato
preceduto da molti risultati simili. Nel 1881 Levy dimostra che una matrice
reale i cui termini principali sono negativi, quelli non principali sono positivi
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e le cui somme degli elementi sulle righe sono negative, ha determinante non
nullo, ed in particolare positivo se ’ordine € pari e negativo se 'ordine e di-
spari. Hadamard nel 1898 estende questo risultato al caso di una matrice ad
elementi complessi. Anche Minkowski nel 1900 da un’estensione del risul-
tato di Levy. Il teorema di Hadamard viene conosciuto nell’ambito della
scuola tedesca, ma la sua origine resta ignota, per cui nel 1931 Rohrbach
facendo una generalizzazione del teorema di Hadamard all’equazione carat-
teristica, lo attribuisce a Minkowski. Nello stesso anno Gerschgorin, sotto
ipotesi piu semplici e nel campo reale, dimostra un teorema analogo. La
prima dimostrazione completa del teorema di Gerschgorin ¢ del 1946, ed e
fatta da Brauer, un allievo di Schur, per cui in un primo tempo, nel 1948,
Olga Taussky attribuisce il teorema di Gerschgorin a Brauer e solo succes-
sivamente a Gerschgorin. Fra il 1946 e il 1948 Brauer pubblica una raccolta
sistematica di teoremi di limitazione degli autovalori, fra i quali quelli noti
come secondo e terzo teorema di Gerschgorin e anche una generalizzazione
del primo teorema di Gerschgorin in cui al posto dei cerchi vengono con-
siderati degli ovali di Cassini (si veda l’esercizio 2.44).

Il libro pitt completo e dettagliato sugli autovalori resta ancora quello
di Wilkinson [7]; si veda anche il libro di Householder [4]. Una esposizione
piu elementare € riportata nei testi di Atkinson [1], Isaacson, Keller [5] e
di Stoer, Bulirsch [6]. Nei testi di Faddeev, Faddeeva [2] e Halmos [3] &
riportata una esauriente trattazione della teoria degli operatori lineari, con
la dimostrazione della forma normale di Jordan. Tutti questi testi riportano
anche una estesa bibliografia.
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Capitolo 3

NORME

1. Norme vettoriali

In questo capitolo vengono introdotti i concetti di norma di un vet-
tore e di norma di una matrice insieme con alcune delle proprieta che le
caratterizzano. Il concetto di norma e una generalizzazione del concetto di
lunghezza di un vettore x € R™, data dall’espressione

o34 a2,
3.1 Definizione. Una funzione di C" in R
x = ||x|

che verifica le seguenti proprieta

a) [|x]| >0e ||x|| =0 se e solo se x =0,

b) [lax|| = | [[x|| per ogni a € C,

) |x+yll <[+ |yl per ogniy € C",

¢ detta norma vettoriale. .

La proprieta c) corrisponde alla ben nota disuguaglianza triangolare,
per la quale in un triangolo la somma delle lunghezze di due lati € maggiore
od uguale alla lunghezza del terzo lato.

Per indicare in generale una norma si utilizza la notazione ||. ||, speci-
ficando con un indice se ci si riferisce ad una norma particolare. Si intro-
ducono alcune delle norme vettoriali comunemente usate.

3.2 Definizione. Sia x € C"; si definiscono:

n
HXHl = Z |Jiz’ norma 1
i=1
n
[x|l2 = vVxfx = v 2o lzal? norma 2
i=1
[%]|oc = max |z;] norma oo
i=1,...,n

) )

La norma 2 e quella che corrisponde alla lunghezza euclidea del vettore x.m
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Si dimostra, come esempio, che la norma oo verifica le proprieta a), b)
e ¢) della definizione 3.1:

a) poiché |z;| > 0 per i = 1,...,n, ne segue che max |z;| > 0 e quindi
i=1,...,n
|X||cc > 0O; inoltre se max |x;| = 0, deve essere |z;| = 0 per i =
i=1,...,
1,...,n, e viceversa, quindi ||x||s = 0 se e solo se x = 0;

b) flax]oo = max Jazi| = max fa] [ri] = o max || = |af [x]o0;

IRRRS} IARES) Ly

&) I+ ¥lloo = max iyl < max (fail + [yl

) )

< max fr;| + max fyi] = [1%[loo + [[y]loo-
i=1,...,n i=1,...,n

Per le altre due norme la dimostrazione & analoga, in particolare la proprieta
c) per la || . ||2 viene dimostrata facendo uso della disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz ((1), cap.1).

Gli insiemi:
C; ={xeR?: x| <1},
Cy ={xeR?: x|z <1},
Co = {x € R?: x|l < 1},

rappresentano in R? i cerchi unitari rispetto alle norme 1, 2 e co (vedere
fig.3.1).

1

A A EmS
N BN AN

Fig. 3.1 - Cerchi unitari in R? rispetto alle norme 1, 2 e co.

Alcune proprieta importanti delle norme vettoriali sono date nei seguen-
ti teoremi.
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3.3 Teorema. La funzione x — ||x||, x € C™, é uniformemente continua.

Dim. Siano x,y € C". Per la proprieta c) delle norme si ha:

X[ =lx =y +yll <llx=yl+lyl

da cui
1] = Iyl < lIx =yl (1)
Inoltre
Iyl =lx+y—x[ <y —x[[+[xI = llx =yl + [[x]],
da cui
==l =lyl) < lx =yl (2)
Da (1) e (2) risulta
LIl =yl | < [lx =yl (3)

Posto

X—y= Z (zi — vi)ei,
i=1

dove e; ¢ l'i-esimo vettore della base canonica di C", dalla (3) e dalle pro-
prieta b) e ¢) si ha:

n n
Ll = Iyl <> i = wil lles]] < (max [z; —y| > el
i=1 i=1

n
Poiché il numero a = ) ||e;|| € diverso da zero e non dipende né da x né

i=1
da y, si ha che se
€ .
‘max |z; —yi| < —, risulta | ||x]| — |ly]| | < e "
i=1,...,n «

Altre importanti proprieta sono date dai seguenti teoremi.
3.4 Teorema (di equivalenza delle norme). Siano ||.||" e ||.||” due
norme vettoriali. Allora le due norme sono topologicamente equivalenti, nel
senso che esistono due costanti o« e B € R, 0 < o < f3, tali che per ogni
xeC"e
allx]l” < [l < Blx]"- (4)
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Dim. E sufficiente dimostrare la (4) nel caso in cui la norma ||.||"” sia la
norma oo. Nel caso generale la (4) vale per confronto. Se x = 0, la relazione
¢ banalmente verificata. Se x # 0, si considera 'insieme

‘//

S={yeC" : [yl =1}

che e chiuso e limitato perché & costituito dai vettori le cui componenti
hanno modulo minore o uguale a 1, e almeno una componente ha modulo

uguale a 1. Essendo || . || una funzione continua, essa assume su S massimo
e minimo:
a=minfy|" e B=max|y|, 0<a<p
yeSs yES

Poiché y # 0, risulta che a # 0, e quindi per ogniy € S ¢
O<ac<|yl' <8 (5)

Per ogni x € C",x # 0, si consideri il vettore

X

- xlle

Yy

siha ||y|llo =1equindiy e Se

vl = |

X H_ x|V

elloe [ [1lloc”

per la proprieta b) delle norme vettoriali. Sostituendo nella (5), si ha:

/
o< x| <8
1% 0o
da cui
aflxlleo < x| < Blixloo .

Costanti v e 8 che verificano la (4), relative alle norme definite in 3.2,
sono determinate nel seguente

3.5 Teorema. Per ogni x € C" si ha

oo < lIx[l2 < V7 1|
2 < [l < v 1|2
[1lloo < [lx[l1 < 7 fI]l oo
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Dim. Per le disuguaglianze del punto 1, ci si puo riferire direttamente alla
dimostrazione del teorema 3.4; sia

S={xeC" : ||xX]|lec =1}

Su S la ||.[|2 € minima per i vettori x che hanno una sola componente
diversa da 0, in modulo uguale a 1, ed &€ massima per i vettori x che hanno
tutte le componenti in modulo uguali a 1, cioe |z;| =1, i =1,...,n. Allora

a=miglxl =1, f=max|x] =

La prima disuguaglianza del punto 2 si ottiene notando che

n n n n 2
KB =Sl < S P 3 el o] = [z w] I
=1 =1 i,j=1 =1

7]

Per la seconda disuguaglianza del punto 2, si consideri il vettore y definito

da
iy
|_—J‘ se x; # 0,
0 se vj = 0.

Allora per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ((1), cap. 1), si ha:
x"y| < Vxlx /yfy,

ed essendo

n n
Xyl =D Zy| =D el =xlh e yPy<n,
j=1 j=1

risulta [|x[|1 < /7 [|x]|2.
Le disuguaglianze del punto 3 si ottengono combinando fra loro quelle
degli altri due punti. .

Si osservi che per una matrice unitaria A risulta
[Ax[]2 = ||x[l2  per ogni x € C", (6)

essendo

|Ax|lo = 1/ (Ax)H (Ax) = VxH AH Ax = VxHx = ||x|2.
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2. Norme matriciali
Il concetto di norma puo essere esteso al caso delle matrici.

3.6 Definizione. Una funzione di C™**"™ in R
A= ||A]

che verifica le seguenti proprieta

a) [[A] >0e|A|| =0 seesolose A=0,

b) |laA| = |a| [[A] per ogni a € C,

&) Il A+ BJl < | All + | B]l per ogni B € Cn,

d) [[AB[| < [|A] | B]| per ogni B € C"*™,

e detta norma matriciale. .

Anche per le norme matriciali si utilizza la stessa notazione usata per
le norme vettoriali. Poiché le proprieta a), b) e c) delle norme matriciali
coincidono con quelle delle norme vettoriali, ne segue che anche le norme
matriciali sono funzioni uniformemente continue e anche per esse vale un
teorema di equivalenza analogo al 3.4.

Si mostra ora come sia possibile associare ad una norma vettoriale una
corrisponedente norma matriciale. Si osservi che, poiché la norma vettoriale
¢ una funzione continua, 'insieme

{xeC": x| =1}

¢ chiuso; inoltre, poiché per il teorema 3.4 esiste a tale che [|x[|- < ox]|,

ossia max |x;| < a, l'insieme & anche limitato. Poiché una funzione con-
1=1,...,n

tinua assume su un sottoinsieme chiuso e limitato di C™ massimo e minimo,
si ha che esiste

max || Ax]||.
lIx[|=1

3.7 Teorema. Sia || . || una norma vettoriale. La funzione

A— max ||Ax||, AeC™" xeC"
=1

lIx1=

¢ una norma matriciale.

Dim. Si verificano le proprieta a), b), ¢), d), della definizione 3.6.
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a) ||Ax|| > 0 e quindi mmax | Ax|| > 0. Inoltre se A = O, allora ||Ax|| =0
x||=1
per ogni x; viceversa se Hm”aX |Ax|| = 0, allora ||Ax|| = 0 per ogni x
x||=1
tale che ||x|| =1 e quindi A = O.

b) max [[aAx| = max |af [|Ax| = |« max | Ax]|.
lIx[l=1 lIx[|=1 lIx||=1

) max [|(4 + B)x| = max [ 4x + B < max (4] + | Bx])

< max [ Ax|| + max | Bx]-
1

d) Se AB = O, allora ||AB|| = 0; quindi la disuguaglianza ¢ verificata.
Se AB # O, allora esiste un vettore y, con |ly|| = 1, tale che

[ ABy| = max | ABx] # 0.

Posto z = By, risulta z # 0 (infatti se fosse z = 0, sarebbe (AB)y =
e quindi AB = O), si ha

I(AB)y] = [ABy)| = 1Az = all 2l = 15
Poiché il vettore u = H e tale che ||ul| = 1, risulta
max [[ABx]| = [Au][[[By]| < max |Av]| max [|Bw]. .
3.8 Definizione. La norma definita da
14l = max [l Ax])
viene detta norma matriciale indotta dalla norma vettoriale || . ||. ]

3.9 Teorema. Dalle tre norme vettoriali definite in 3.2, si ottengono le
corrispondenti norme matriciali indotte

n
|Al[1 = max ) |agl norma 1
j:l,,nlzl
|All2 = P(AHA) norma 2
[A]loo = max Z la;j] norma oo

) j_l
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Dim. Norma 1 - Sia x € C", tale che [|x]; = 1. Allora

| Ax|); = Z Zamxj < ZZ |aijl|z;] = Z En Z a1

=1 |j=1 =1 j=1

n n
lmax g ]aij\]E |xj]: max E lai;,
j=1,....n % -

=1 =1

IN

e quindi

n
max [|Ax|; < max Z’aij"
lIx(l1=1 j=1,...,n 4

Si tratta ora di verificare che esiste un vettore x, ||x||; = 1, per cui
n
[Ax[ly = max > ail.
j=1,....,n P

Questo vettore esiste in quanto, se k € 'indice della colonna di A in cui la
somma dei moduli degli elementi ¢ massima, cioe

ol =y, 3

il vettore x = ey, ¢ tale che ||x[[; =1e
n
1Ax[l1 = [[Aexlli = [[(arks -y ani) T Th =D lal.

Norma 2 - Poiché la matrice A A ¢ hermitiana, per il teorema 2.26 risulta
A" A =UDU",

dove U ¢ unitaria e D diagonale con gli autovalori di A¥ A come elementi
principali. Se A = O, allora p(A” A) = 0, e inversamente, se p(A7A) = 0,
risulta D = O e quindi A = O. Se A # O, si ha

xBAH Ax >0 per x # 0.

Procedendo in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del teorema
2.31, risulta che gli autovalori di A¥ A sono non negativi e per almeno uno
di essi, corrispondente al raggio spettrale di A” A, si ha

A = p(ATA) > 0.
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Sia x tale che ||x|2 = 1 e y = U x; poiché U & unitaria, per la (6) risulta
Iyl = 1 ¢ quindi

max ||Ax||2— max VxHAH Ax = max \/y? Dy

l[x[l2=1 x[2=1 lyll2=1

= max
lyll2=1

= VA1 = /p(AF A).

Si tratta ora di verificare che esiste un vettore x, ||x||2 = 1, per cui

max
H fl2=1

[Ax]l2 = |/ p(ATA).

Questo vettore & x;, autovettore di A A relativo all’autovalore A; norma-
lizzato in modo che ||x1||2 = 1. Infatti risulta:

xP AT Ax) = Mxtx; = A\ = p(AF A).

Norma oo - Procedendo in modo analogo a quanto fatto per la norma 1,
risulta

n
max ||AX||OO < max Z |aij]-
1/l oo i=1,.m &

Si tratta ora di verificare che esiste un vettore x, ||x||oc = 1, per cui
n
1AX]loo = max Y Jayl.
i=1,...,n 4 1
j:

Se A = O basta scegliere x = e1, se A # O il vettore x & dato da

a .

M se ap; # 0
[L'] = a/k]

0 altrimenti,

dove k e l'indice della riga di A in cui la somma dei moduli degli elementi
€ massima. .

Se A & una matrice hermitiana, risulta

1Al = [[Allo

1All2 = 1/ p(AH A) = /p(A%) = /p*(A) = p(A),
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e se A e anche definita positiva risulta
[All2 = Amax;
dove Apax € il massimo degli autovalori di A.

Un’altra norma frequentemente usata, anche per la sua semplicita di
calcolo, & quella cosi definita

n

D layl? = y/tr(AT 4), (7)

ij=1

Al F =

che ¢ detta norma di Frobenius (o di Schur) di A.

La (7) verifica le proprieta a), b) e ¢) della definizione 3.6, in quanto
gli elementi di A si possono pensare disposti come elementi di un vettore
a € C™ con m = n? per cui |[A|r = |a]l2. Per quanto riguarda la
proprieta d), sia C' = AB, ossia

T =H
Cij = ai bj = ai bj,

dove al’ € C1*™ & la i-esima riga di A e b; € C" ¢ la j-esima colonna di
B. Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ((1), cap. 1) si ha

lcij|* < (af"a;) (b'b;) = (a’a;) (b]'by),

da cui

n n n
ICIF = > leis <Y affa; Y bl'b; = || A% B]%.
j=1

ij=1 i=1

Sia U € C™*™ una matrice unitaria. Poiché (UA)HUA = A" A, risulta
[Allz = [[UAll2 e [|Allr = [UA||F,

poiché AT A e (AU)H AU sono matrici simili, risulta
[Allz = [[AUll2 e [|Allr = [|AU]|F,

e poiché anche AH A e (UAUPT)YHUAUH = UA® AUH sono matrici simili,

risulta
[All2 = lUAU ||y e [|Allp = [UAUY||p.
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3. Alcune proprieta delle norme

— Siano A € C™*™ e x € C". Per la norma matriciale || . || indotta dalla
norma vettoriale || . || risulta

[ A < [LA]] {|]]

Infatti, se x = 0, la relazione e ovvia; se x # 0, si ha

[ Ax]|
[Ax]| = [|x] = [Ix[[ Ay,
[l
. X e s
dove il vettore y = = e tale che ||y|| =1 e quindi
x

Ay < mmax | Az|| = || All.

— Poiché ||[AB]| < ||A||||B]|, per ogni norma matriciale, risulta

I|A™] < JA|I™ per ogni intero m positivo.
— Poiché || I|| = ||II|| < ||| ||L]|, risulta ||| > 1 per ogni norma matriciale.
— Se || . || € una norma matriciale indotta, allora risulta ||I| = 1. Infatti

per definizione di norma indotta si ha:

|II]] = max [[Ix|| = max ||x]|| = 1.
lIx[I=1 [[[I=1

Per questo si osservi che la norma di Frobenius non puo essere una
norma indotta in quanto

I I||lF=+vn#1 pern>1.

— Se A € C™*™ ¢ non singolare, allora, poiché
1]l = A7 A < 1A 1Al

per ogni norma matriciale risulta:

1
A=Y > TAT
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3.10 Teorema. Per ogni norma || . || matriciale indotta vale
p(A) < [|A].

Dim. Siano A un autovalore e x il corrispondente autovettore normalizzato
rispetto alla norma || . ||:

Ax = Ax, IIx|| = 1.
Allora
Al = [|Ax]],
da cui segue che
A< max [|Av] = [lA].

Questa relazione vale per ogni autovalore A di A e quindi anche per quello
di modulo massimo. .

3.11 Teorema. La funzione
A —||STLAS| s,

dove S é una matrice non singolare, é una norma matriciale indotta.

Dim. La funzione
X = [|S7 ]| oo (8)

poiché S~ & una matrice non singolare, verifica le proprieta a), b) e c)
della definizione 3.1, e quindi & una norma vettoriale. La norma matriciale
indotta dalla (8) ¢ data da

All = max ST AX||se = max ||STrASY||oo,
A = xS Ao = max |57 Sy
avendo posto y = S7!x. .

3.12 Teorema. Sia A € C™*™; allora per ogni € > (0 esiste una norma
matriciale indotta || . || tale che

[All < p(A) + e
Dim. Sia J la forma canonica di Jordan di A (si veda il teorema 2.18):
A=TJT7

in cui J & una matrice diagonale a blocchi e ciascun blocco ¢ della forma
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Ao 1
Ci(j) _ ..
A1
Ai
dove A; € un autovalore di A. Data la matrice
1
€
E= ¢ :
n—1

risulta che la matrice
E-YJE = E"'T71ATE

€ ancora una matrice diagonale a blocchi e ciascun blocco e della forma
>\i €
’ )\Z €
Ai

Si ha:

|E"VJE| s = [|E-' T ATE| o = max |DY| o < p(A) +e,
(2%}

dove la disuguaglianza vale in senso stretto nel caso in cui i blocchi DEJ ) vela-
tivi agli autovalori di modulo massimo siano di ordine 1, ed € sia abbastanza
piccolo. Per il teorema 3.11, |[E~'T"*ATE||o & una norma matriciale in-
dotta di A. .

Si osservi che se gli autovalori corrispondenti a p(A) hanno molteplicita
algebrica uguale a quella geometrica, esiste una norma matriciale indotta
|| . || tale che

[All = p(A).
In particolare questo accade se la matrice A ¢ diagonalizzabile.

3.13 Teorema. Sia || . || una norma matriciale indotta e sia A € C™*", tale
che || A|| < 1. Allora la matrice I+ A é non singolare e vale la disuguaglianza

1

1T+ < 7
1—[|A]
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Dim. Essendo [|A|| < 1, per il teorema 3.10 risulta p(4) < 1. Quindi la
matrice I + A non puo avere autovalori nulli, ed ¢ non singolare. Dalla
relazione

(I+A) T+A) =1

segue che
I+A) '=I-AI+A)",
e poiché ||I|| = 1, per le proprieta c) e d) delle norme si ha:
I(7+A)7H < T+ [JA] [+ A)7H),
e quindi
= [AD I+~ <1,
da cui, essendo [|A|| < 1, segue la tesi. .

4. Principali relazioni fra le norme matriciali

Per le norme che sono state introdotte valgono le seguenti relazioni, che
possono essere dimostrate usando il teorema 3.5 e la definizione di norma
indotta:

1
7 [Alle < [[A]l2 < V1 || Al oo,

1
— [[A]lL < [|A||l2 < A
\/ﬁH I < [[All2 < v [|All,

max |a;j| < ||All2 < nmax |agl,
1, 2¥)

)

[All2 < VI[Al[1 [ Alloo

Ad esempio, 'ultima relazione si dimostra nel modo seguente: poiché gli
autovalori della matrice semidefinita positiva A A sono non negativi, 1’auto-
valore massimo Ayay di A7 A coincide con p(AH A), e dalla relazione

H
AP AX = Apax X,
passando alle norme, segue che

p(AT A) [|x]|oo = Amax [X]|oo = AT Ax|
< AT |oo [ Alloo 1xlloe = 1Al Al oo l1xloo.

da cui
A3 < 1Al [|A] -
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Inoltre si ha

P(ATA) = Anaxe <Y N = tr(A74) < Z (AT A) = np(AT A),

=1 =1

da cui si ricava la seguente relazione di equivalenza fra la norma 2 e la norma
di Frobenius:

[Allz < [Allp < v [|All2-

Esercizi proposti
3.1 Si determinino dei vettori di C™ tali che
1)l =[xl = (%o

@) Il = v lxllz = 7 (%l

3.2 Siano x e y € C" due vettori ortogonali. Si dimostri che vale la
seguente relazione

e £ y3 = 1113 + Iy ll3

(se x e y € R? la relazione esprime il teorema di Pitagora).

3.3 Sia || .|| una norma vettoriale e sia S la sfera unitaria rispetto a tale

norma, cioe
S={xeC" taliche|x| <1}

Si dimostri che S € un insieme convesso.

(Traccia: siano x e y € S; per ogni « € [0, 1] risulta

lox+ (1 —a)yll <alx|+(1-a) lyl <1)

34 Siap>leqg= Ll Si dimostri che
p —_—

a) per ogni o, § > 0 risulta

aﬁ<—+ﬁ
p

q

b) se x,y € C", posto
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valgono le seguenti disuguaglianze

n

Z lzil|yi| < fo(x)fq(y), (disuguaglianza di Hélder)
i=1

n

p Z || + |yi)P < fo(x) + fo(¥); (disuguaglianza di Minkowski)
i=1

c¢) la funzione

n
D lail”
i=1

¢ una norma vettoriale per p > 1. La norma cosi definita e chiamata

norma hdélderiana e viene indicata con il simbolo || . ||,. Perp=1e
p = 2 si ottengono le norme || . ||1 e | . |2
d) lim ﬁ/ Z |z;|P = ,Inax |z,
p—00 ) 7 5T
cio che giustifica la notazione della || . ||oo-

e) Si dica per quali valori di p vale la disuguaglianza

[yl < [lx[lp Iyl

(per p=2 la disuguaglianza & detta di Cauchy-Schwarz). La disugua-
glianza vale per la norma oco?

f) Si dica che cosa accade se p < 1. Si esamini ad esempio il caso p = 0.5.

(Traccia: a) dal disegno (per il caso particolare 8 > aP~! se B < P~ 1 il
disegno e analogo)

B %y

A2
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risulta che 'area del rettangolo di lati o e 5 € minore o uguale alla somma
delle aree tratteggiate, date dagli integrali

[e3%
/ P ldr = o’
0 p

(con tratteggio orizzontale) e

B 1 q
0 q

(con tratteggio obliquo). b) Indicate con

per il punto a) si ha

|zl |yl | |yl

R0 = 2l ]

Sommando per ¢ = 1,...,n, si ha

n

11
DLl fyil < (1—) + 5)fp(x)fq(Y),

=1

da cui si ottiene la disuguaglianza di Holder. Per l’altra disuguaglianza si
ha

(lzi] + [ya)? = || (lza] 4+ |y )P 1 + |yl (2] + |y )P = |zall 2] + |wil |2l

dove |z;| = (|z;] + |y:|)?~!. Sommando e applicando la disuguaglianza di
Holder, si ha

Z(!lﬂ + |yl )P = Z || 2| + Z |yil ]
< fp(x)fq(z) + fp(}’)fq(z) = [fp(x) + fp(}’)]fq<z)7
e poiché

1 1 1
q

mmbﬁwzhmwwwf4ﬂwwﬂ,

=1 =1
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la disuguaglianza di Minkowski segue dal fatto che

S (il + [yl [fy(2)] " = [Zum + \ymP] o [Zu:ci\ + rymp] '

i=1 i=1 i=1
c) le prime due proprieta della definizione 3.1 sono banalmente verificate,
la terza discende dalla disuguaglianza di Minkowski; d) si noti che

n
L Il Qe e, el 1

1=1,..

da cui si ha

xlloe < lIxllp < &/ l|%l o,
e si faccia tendere p — oco. e) Per p = 1 la disuguaglianza vale e si dimostra
per verifica diretta, per p > 1 dalla disuguaglianza di Holder si ha

Tyl <D lwil lyil < fp(3) fo(y)
=1

e fq(y) < fply) pergq>p,cioeperl < p<2. Quindila disuguaglianza
in e) vale per p < 2. Non vale per p > 2, né per la norma oo, come si puo
verificare per i vettori

x=y=[1,1,...,1]%,

per cui e XTy =ne Hpr = Hpr = {’/ﬁ f) Per p < 1 la disuguaglianza di
Minkowski non ¢ verificata e quindi non vale la proprieta c¢) della definizione
3.1. Per p = 0.5 l'insieme

) 2
{ x € R? tali che [Z\Mwl]] <1}
i=1

non e convesso, come si vede dalla figura
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3.5 Si dimostri che le seguenti funzioni da C” in R
(D)l = [z = 2] + (%],
2) Il =l = @2 + (%1,
3)  Ixll = max { [x[loc, pllx[ls }, p>0,

sono norme e si disegni per ciascuna di esse il cerchio unitario nel piano
cartesiano

S ={x e R?tali che x| <1}.

(Risposta: cerchi unitari per le norme (1) e (2)

A, .

p>1
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Ax
1 § 1
7<p<1
1 x)1

3.6 Sia A € C™*™ una matrice definita positiva. Si dimostri che
IIx||la = VxH Ax
¢ una norma (si vedano gli esercizi 1.26 e 1.27).
3.7  Si calcoli la norma oo delle matrici degli esercizi 1.49-1.54.
3.8  Si determinino delle matrici A € C™*™ tali che
1) 14l = = 14 = = 4]
2) (Al = Vo llAllL = v || Alls.
3.9  Si determinino due matrici A e B € C™*" tali che

p(A+ B) > p(A) + p(B).

127

Questo dimostra che se A non ¢ hermitiana p(A) non puo essere una norma

matriciale.

3.10 Sia A € R™*" la matrice

1

m, i,jzl,...,n.

aij =

Si verifichi che A ¢ non singolare e si determini una maggiorazione di

A7 oo

(Traccia: si applichi il teorema 3.13.)

3.11 Sia
2 -1 -1 1
—1 2 1 -1
A= -1 1 2 -1

1 -1 -1 2
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a) Si determinino || All1, ||A|l2 € ||A]loo;

b) si determinino dei vettori x tali che
[x[lr =1 e [[Ax[[y = [[All1,

[x]l2 =1 e [|Ax|2 = || All2,

[x[loo =1 € [|Ax[[cc = [|A]co-

: 111"
(Risposta: a) [[All1 = [|Alls = [[A]lcc = 55 b) x = €1, x = {57—5, ~2:2|
x=[1,-1,-1,1T))

3.12 Si determini una maggiorazione della norma 2 della matrice
-1 0 1+2i
A= 0 2 1—-1i
1—-2i 1+i 0
(Risposta: [|A]l2 = p(4) < [|Alloc = V5 +v2.)
3.13 Sia
a B 0
A=1|0 o B, «a B€R.
6 0 «
Si determinino « e 8 in modo che ||A|loc =1 € p(A) sia minimo.
(Traccia: per gli autovalori di A si veda l'esercizio 2.37; risulta o = —f3,
1 V3
o = 5, p(A) =2 )

3.14 Sia U una matrice unitaria. Si dimostri che
U =1, |Ul2=1, U] =1,
|AU|l2 = [[UA]]2 = [|All2, per ogni A€ C™*™.

Quest’ultima proprieta vale anche per le norme 1, oo e 7

3.15 Siano x,y € C". Si dimostri che

My =

Ixy x[l2llyll2-

(Traccia: (xy?)ixy? = (x"x)yyH e p(yy?) = yfy. Si faccia prima
'esercizio 2.23.)
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3.16 Sia A € R™™ "™ una matrice con elementi non negativi tali che

a;j =0, peri=1,...,n.
1

n

J

a) Si dimostri che A ha Pautovalore A = o e si determini un autovettore

corrispondente;
b) si dimostri che p(A4) = o.
(Traccia: a) x = [1, 1, ..., 1]T; b) si sfrutti la relazione p(A4) < || Al|oo.)

3.17 Sia A € C™*™ una matrice non singolare. Si dimostri che

1
A—l — .
e e
x||=1

b) per ogni autovalore A di A vale la relazione

1
- < -

(Traccia: a)

A1 Ax|\ 1
14-Y]| = max A~y — max Ix[ <min | XH> ;
y#0 |yl x£0 || Ax|| x£0 ||x||

b) segue da a), essendo [[A7!| > (||Ax||)_1, con x tale che ||x|]] = 1 e
Ax = Ax.)

3.18 Sia A € C*"*™ ¢ siano B e C le matrici

A0 0 A
B:{o A}’ C:{—iAH 0}

Si dimostri che || B|l2 = ||C]|2 = ||A]|2-

3.19 Sia A € C*"*" ¢ sia B la matrice

I A
B =
AR T
Si dimostri che B ¢ definita positiva se e solo se ||A]2 < 1.

(Traccia: si sfrutti I'esercizio 2.29.)
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3.20 Sia A€ C™meB=i(A+A")e C = (A - AH). Siano \; =

a;j +1ib;, per j = 1,...,n gli autovalori di A. Si dimostri il seguente teorema
di Schur:
n
>N <Al
i=1

n
> lail® < 1Bl
=1

> bl < llC)F
i=1

Il segno di uguaglianza vale nelle tre relazioni se e solo se la matrice A e
normale.

(Traccia: sia A = U(D + T)U* la forma normale di Schur di A, in cui D &
diagonale e T' triangolare superiore in senso stretto, con 7' = 0 se e solo se
la matrice A & normale. Per la prima disuguaglianza si ha

n n—1 n
JAIF = 1D+ T% =D AP+ >0 > Jagl™
=1 =1 j=i+1

Per la seconda disuguaglianza si ha

D+DH T 4+TH2 LND PNy
=X

2 n—1 n Qi + T 9
= Gij * Gji
2 + 2 ‘ 2 * Z Z 2 '
=1 =1 j=1i+1

1813 = |

Per la terza disuguaglianza si proceda in modo analogo.

3.21 Sia A € C™*" una matrice normale e A = B +iC, con B e C
hermitiane (si veda l’esercizio 2.19). Si dimostri che

1A = I1BII% + €%

3.22 Sia A € C™*". Si dimostri che per ogni € > 0 esiste una matrice
B € C™*™ diagonalizzabile tale che

A= Bz <e
Da questa relazione segue che 'insieme delle matrici diagonalizzabili € denso
in C™*™,

(Traccia: si usi la forma normale di Schur.)
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3.23 Si dimostri che per ogni € esiste una costante « tale che
1A% ]|2 < a(p(A) + )F

per ogni k intero positivo.

(Traccia: per il teorema 3.12 esiste una norma indotta || . || tale che ||A]| <
p(A) + e. Per 'equivalenza delle norme matriciali esiste una costante « tale
che || 4¥]l> < o[ 4*].)

3.24 Si dimostri che per ogni norma e per ogni A € C™*" risulta
[e?]| < ellAl
(per la definizione dell’esponenziale di matrice si veda ’esercizio 2.43).

3.25 Sia || . || una norma su C™. Si dimostri che le seguenti relazioni sono
equivalenti;

(1) || - || & assoluta, cioe ||v]| = || |v| ||, dove |v| & il vettore le cui
componenti sono i moduli delle componenti di v;

(2) || .|| & monotona, cioe ||v| > |lul| se |v;| > |u;| per i =1,...,n;
(3) per la norma matriciale indotta vale || D|| = max |di;| per ogni ma-
i=1,...,n
trice diagonale D.

Si dica quali fra le norme viste nel testo e le norme definite negli esercizi 3.4
e 3.5 sono norme assolute.

(Traccia: (1) = (2) si verifichi prima che ¢ sufficiente dimostrare che per
x,y € R,se x>y >0, allora

H [1'7 V2y -y Un]T || > || [yv V2, -+ vn]T H
Si osservi poi che, posto vi = [z, va, ..., v,]|T, vo = [y, v2, ..., va]T,
v3 = [~x, va, ..., vu]T, Vo giace sul segmento di estremi vy e vz, e quindi
la tesi segue dal fatto che ||vy|| = ||vs| e che l'insieme { u € C" : |jul| <
lvi|| } € convesso;  (2) = (3) per ogni x tale che ||x|| =1 si ha

I1Dx]| < [ldx|| = d|x|| = d,

dove d = max |d;;|, da cuisegue che ||D|| < d. Si verifichi poi che || De;|| =
Ln

i=1,..
|d;;| |le;ll e si applichi tale relazione con j tale che |d;;| = d; (3) = (1)
siano x = [z1, T2, ..., 2,]7 e D la matrice diagonale tale che

4 — 1 se x; =0,
) || /s se xp # 0.
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Si verifichi che |x| = Dx. Poiché | D|| = ||[D7!|| = 1, prendendo le norme in
entrambi i membri delle relazioni |x| = Dx e x = D~1|x|, si ottiene la tesi.
La norma dell’esercizio 3.4 e la norma (3) dell’esercizio 3.5 sono assolute,
mentre le norme (1) e (2) dell’esercizio 3.5 non lo sono.)

3.26 Una funzione v : C™*™ — R che verifica le proprieta a), b) e c)
della definizione 3.6, ma non necessariamente la proprieta d), cioe tale che

v(A) >0erv(A) =0seesolose A=0,

v(aA) = |a| v(A) per ogni a € C,

v(A+ B) <v(A) + v(B) per ogni B € C"*™,

¢ detta norma matriciale generalizzata.

a) Si verifichi che la funzione
v(A) = max |a]
ij=1,...,n
€ una norma generalizzata ma non una norma;

b) si dimostri che per ogni norma generalizzata v(A) esiste uno scalare o
tale che ov(A) & una norma;

c) si determini o per la norma generalizzata del punto a).
(Traccia: a) si consideri come controesempio il caso delle matrici A = B,
con a;; = 1, per i, = 1,...,n; b) il teorema di equivalenza delle norme
matriciali la cui dimostrazione, come nel caso delle norme vettoriali, non fa
uso della proprieta d) della definizione 3.6, vale anche per le norme gene-
ralizzate. Sia quindi || . || una qualunque norma e « e 3 tali che

allAll < v(A) < Bl A]

per ogni A € C"*", Risulta

8
v(AB) < B AB| < Bl AN BI < —5v(A)v(B).
Basta quindi porre 0 = —; ¢) 0 = n.)
!
3.27 Siano || . [|" e || . ||” due norme su C™. Si dica se le seguenti appli-

cazioni da C" in R sono norme:
(1) x—=alx|"+BIx", « >0
(2)  x = max { x|, Ix]" };
(3)  x — min { [Ix]/", [Ix[” }.
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(Risposta: (1) e (2) sono norme, (3) non lo ¢&.)

3.28 SiaAe C"™esiano || . ||" e . |"” due norme vettoriali. Si dimostri
che la funzione
A — max | Ax|”
lIx[l"=1
¢ una norma generalizzata. Si dica sotto quale ipotesi tale funzione ¢ una
norma e si esamini il caso che || . ||" e || . ||” siano due diverse fra le norme
1, 2 e .

(Traccia: poiché

[ABx]" [ABx|" [ Bx[" || Bx|"
|IAB|| = max ———— = max ,
x#0 x|’ <20 || Bx[" x| [|Bx]"

la funzione data ¢ una norma se ||x||" < ||x||” per ogni x € C"; & una

norma nei casi (1,2), (1,00) e (2,00); nel caso (co,1) si ottiene la norma
generalizzata introdotta al punto a) dell’esercizio 3.26.)

3.29 SiaAc C""esiano || .| e .| due norme vettoriali. Detta a(
la i-esima colonna di A, si consideri il vettore

lat)]|”
la®

lat

Si dica sotto quale ipotesi la funzione A — ||v||"” & una norma generalizzata

e per quali coppie fra le seguenti ¢ una norma:
(1,1),  (1,00), (00,1), (00,00), (2,2).

(Risposta: sotto Iipotesi che la || . || sia assoluta (si veda 'esercizio 3.25);

¢ una norma nei casi (1,1), (1,00), (00,1), (2,2). )

3.30 Siano A € C™™*™" una matrice m x m a blocchi A;; € C™*", per
i,7=1,...,m, in cui i blocchi A;; siano hermitiani.

a) Detti pg)7 per k = 1,...,n gli autovalori di A;;, si dimostri che gli
autovalori di A sono contenuti nell’unione dei cerchi

Kij={z€C taliche |z—u| <> |4yl }.
j=1

i
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b) Per la matrice tridiagonale ad m blocchi A € R?™*2™
I, T

T I

A=

, doveT:[lo 10],

T 1 1

T I
si dia una localizzazione degli autovalori di A con i cerchi del punto a) e si
confronti con la localizzazione che si ottiene con i cerchi di Gerschgorin.

(Traccia: a) Sia A un autovalore di A che non sia autovalore di alcun A4;; (se

cio non fosse la tesi sarebbe ovvia) e Ax = A\x, con x = [X1,X2,...,Xm|’,

x;, € C"peri=1,...,m. Si ha

(A” - )\I)Xl = — Z Ainj
j=1
J#i
da cui

m
xill2 < 1(Asi = AD 7 2 > 1 Asll%;]l2-
j=1
J#1
Si scelga come indice 7 quello per cui ||x;]2 = max ||x;|l2 € si tenga conto
J=L4....m

del fatto che

. -1
(A =AMz = | min Juf” = |

b) E ugl) =lperi=1,...,m, j=1,2,||T|2 = V202, per cui gli autovalori
appartengono al cerchio di centro 1 e raggio 2v/202. Con il teorema di
Gerschgorin gli autovalori di A vengono localizzati nel cerchio di centro 1 e
raggio 40.)

3.31 Si dimostri che la funzione

Aﬁpzn:zn:‘aij‘p7 p§17

i=1 j=1

definisce una norma matriciale generalizzata (detta norma hélderiana), che
¢ una norma per 1 < p < 2. E una norma indotta?

(Traccia: si usino le disuguaglianze di Holder e di Minkowski dimostrate
nell’esercizio 3.4; non ¢ una norma indotta.)
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3.32 Siano A € C*"*" ¢ B € C™*™_ Si dimostri che
|A® Bl = Al [|B],

per le norme 1, 2 e oo (per la definizione di prodotto diretto ® si veda
Pesercizio 1.60, per le proprieta degli autovalori l’esercizio 2.41.)

Commento bibliografico

Per quanto il concetto di norma sia estesamente usato in analisi fun-
zionale, e fin dal 1887 Peano abbia introdotto la definizione di norma di uno
spazio vettoriale a dimensione finita, I'uso delle norme in analisi numerica
¢ relativamente recente. Infatti, mentre il teorema 3.10 e stato formulato
da Frobenius, il teorema 3.12, che viene utilizzato nello studio della con-
vergenza dei metodi iterativi per la risoluzione dei sistemi lineari, e stato
formulato da Ostrowski nel 1960 [4].

La tecnica attuale di definire le norme vettoriali e matriciali indipen-
dentemente e in modo assiomatico, e poi collegare le due definizioni con le
proprieta di consistenza, ¢ stato suggerita da Faddeeva nel 1950 e ripreso
da Householder nel 1958 [2].

Le tre norme definite nel paragrafo 1 possono essere considerate come
caso particolare della norma p (si veda l'esercizio 3.4); la norma 2 viene
anche detta norma euclidea (su R) o norma unitaria (su C), la norma oo &
anche detta norma del massimo o di Chebyshev.

Una descrizione elementare delle proprieta pitt importanti delle norme
1 e 0o si trova in [1]. Per una trattazione generale della norme, in particolare
per i teoremi di equivalenza delle norme, si veda [3]. Un elenco di relazioni
di equivalenza fra norme matriciali ¢ riportata in [5].
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[1] V.N. Faddeeva, Computational Methods of Linear Algebra, Dover, New
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[2] A. S. Householder, ”The Approximate Solution of Matrix Problems”,
J. Assoc. Comp. Mach. 5, 1958, pp. 204-243.

[3] A. M. Ostrowski, ”Uber Normen von Matrizen”, Math. Z. Bd. 63,
1955, pp. 2-18.

[4] A. M. Ostrowski, Solution of Equations and Systems of Equations, Aca-
demic Press, 1960.
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Mech. and Appl. Math., 1, 1948, pp. 287-308.
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METODI DIRETTI PER LA RISOLUZIONE
DI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

1. Analisi dell’errore

Siano A € C"*" x, b € C™, e si supponga che il sistema lineare
Ax=Db (1)

sia consistente.

I metodi per la risoluzione numerica del sistema (1) possono essere di-
visi in due classi: metodi diretti e metodi iterativi. In un metodo diretto, se
non ci fossero errori di rappresentazione dei dati e di arrotondamento nei
calcoli, la soluzione del sistema verrebbe calcolata esattamente. Invece in
un metodo iterativo, anche nell’ipotesi che non ci siano errori di rappresen-
tazione dei dati e di arrotondamento nei calcoli, si deve comunque operare
un troncamento del procedimento, commettendo un errore (errore analitico
o di troncamento).

In ogni caso pero, qualunque metodo si usi, non si puo prescindere dagli
errori di rappresentazione dei dati e di arrotondamento nei calcoli. Lo studio
dell’errore che viene fatto si basa su un’ipotesi generalmente verificata: che
i termini contenenti espressioni quadratiche degli errori siano trascurabili
rispetto ai termini contenenti espressioni lineari negli errori. Una maggio-
razione dell’errore da cui e affetta la soluzione effettivamente calcolata puo
essere rappresentata, a meno di termini di ordine superiore, da due termini
distinti, uno dovuto agli errori di rappresentazione dei dati, che non dipen-
dono dal particolare metodo usato e che e detto errore inerente, e I'altro
dovuto agli errori di arrotondamento nei calcoli, che dipende dal metodo
usato, ma non dagli errori sui dati A e b, e che viene detto errore algorit-
mico.

L’errore inerente misura la sensibilita della soluzione agli errori sui dati:
un sistema lineare, per cui a ”piccoli” errori nei dati corrispondono ” grandi”
errori nella soluzione, ¢ un problema difficile da risolvere e viene detto mal
condizionato o mal posto; un sistema lineare per cui a piccoli errori sui dati
corrispondono piccoli errori sulla soluzione & detto ben condizionato o ben
posto. Lo studio dell’errore inerente puo essere fatto perturbando i dati ed
esaminando gli effetti indotti da queste perturbazioni sulla soluzione.
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4.1 Teorema. Siano dA € C"*™ ¢ éb € C" rispettivamente la matrice
e il vettore delle perturbazioni sui dati del sistema (1) dove b # 0 e sia
|| . || una qualunque norma matriciale indotta. Se A é non singolare e se
|A=L]] ||6A| < 1, allora anche la matrice A + §A & non singolare. Indicata
con x + 6x la soluzione del sistema perturbato

(A+6A) (x + 6x) = b + 6b, (2)
risulta 6% 16A11/1A] + lob]l /b
X +
Ioxll - ca
W = MY Ty Al Al
in cui u(A) = ||A||||A7Y|| & il numero di condizionamento della matrice A.

Dim. Poiché A+J6A = A(I+A715A) e, per ipotesi, |A715A| < ||A7L]]||0A4]|
< 1, dal teorema 3.13 si ha che la matrice I + A7'§ A, e quindi la matrice
A+ §A, e non singolare e risulta

1< 11 |
L—[lA=t][ oAl

(I + A~16A)

Sottraendo membro a membro la (1) dalla (2) si ottiene
(A4 0A)ox = —§Ax + 0b,
moltiplicando entrambi i membri per A~! si ha
(I+A16A)6x = A~ (—0Ax + b),

da cui

5x = (I + A164) A~ (—5Ax + ob),

LA oA Il + [[ob11)

< .
1ol < == aeal )

Poiché per ipotesi ¢ b # 0 e A & non singolare, risulta ||x|| > 0, per cui
dividendo entrambi i membri della (3) per ||x| e tenendo conto che per la

(1) (Bl < JAJ {Ix[l, si ha:

lox[| _ A= (oAl + [lobIHIAll/IbID — u(A) 1SAN/ AN+ [16bIl/[bl]
B3 L—[[A=H][[loA] 1= p(A) [0 Al /[|All

Indicando con €4 = ||0A]|/||All e e» = ||6b]||/||b]| le perturbazioni rela-
tive della matrice A e del vettore b e con €, = ||0x||/||x| la perturbazione
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relativa indotta sul vettore x, il teorema precedente puo essere cosi riformu-
lato: la perturbazione relativa €, della soluzione, indotta dalle perturbazioni
relative dei dati €4 e €, € maggiorata dall’espressione

" “

Si osservi che il numero di condizionamento € sempre maggiore o uguale a
1; infatti:
p(A) = A |A7H = |[AATY = 1.

Dalla (4) risulta che se pu(A) assume valori picceoli, allora piccole pertur-
bazioni sui dati inducono piccole perturbazioni sulla soluzione e quindi il
problema e ben posto: in questo caso la matrice del sistema si dice ben
condizionata; se 1(A) assume valori grandi, allora piccole variazioni sui dati
possono indurre grandi perturbazioni nella soluzione e quindi il problema
puo essere mal posto: in questo caso la matrice del sistema si dice mal con-
dizionata. Se ad esempio p(A) = 1000, lerrore €, puod essere 1000 volte
quello presente nei dati.

Un esempio classico di matrice mal condizionata e la matrice di Hilbert.

4.2 Esempio. La matrice A™ di ordine n, definita da

0 1
o

= ,j=1,...,n,
i iy -1 Y

¢ detta matrice di Hilbert. Per n = 5 si ha

T S
2 3 4 5
11 1 1 1
2 3 4 5 6
A - (L L1l
|3 4 5 6 7
11 1 1 1
4 5 6 T 8
11 1 1 1
L5 6 7 8 9-
25  —300 1050  —1400 630
—300 4800 —18900 26880 —12600
[A®]71 = | 1050 —18900 79380 —117600 56700

—1400 26880 —117600 179200 —88200
630 —12600 56700  —88200 44100
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)

Per ogni valore di n la matrice B(™ = [A(™)]~! ha elementi bgl interi, tali

che \bg?)\ ¢, per ogni i e j, una funzione crescente di n, n > max{i,j}. Nella
tabella che segue vengono riportati i valori del numero di condizionamento
pi2(A) = [|All2| A7 |2, in norma 2, e fioo(A) = [|Allso]| A" || o, in norma oo,
della matrice di Hilbert per valori di n da 2 a 10.

no | p(A®) ] e (AM)
2 1.505 27

3 5.241 102 7.480 102
4 1.551 10% 2.837 104
5 4.766 10° 9.436 10°
6 1.495 107 2.907 107
7 | 4.754 108 9.852 10%
8 1.526 100 3.387 1010
9 4.932 1011 1.099 10'2
10 1.603 1013 3.535 1013

Asintoticamente il numero di condizionamento in norma 2 di A" risulta
essere una funzione crescente di n dell’ordine di e3> [13]. .

Si osservi che la (4), essendo una maggiorazione, puo fornire una stima
eccessiva dell’errore della soluzione indotto dall’errore nei dati, tenuto anche
conto che tale maggiorazione vale per qualunque vettore b.

4.3 Esempio. Data la matrice

1 1
A= [0.99 1} ’
si ha
1 1 -1
—1 _
A =G0 {-0.99 1 ]
e quindi

oo (A) = [[Allso [|A™|o = 400.

Perturbando A nel modo seguente

A+6A=A+0.002 [1 1] :[

1.002 1.002
-1 -1 ’

0.988 0.998

ed essendo
A oo =200 e [|§A]0 = 0.004,
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risulta
A" oo [6A]l0c = 0.8 < 1.

Il sistema lineare Ax = b, con b = [2,1.99]7, ha come soluzione il vettore
x = [1,1]T. 1l sistema con matrice perturbata (A 4+ §A4) (x + dx) = b
ha come soluzione il vettore x + dx = [0.2016...,1.794...]T, per cui ¢, =
10%|| 00 /[|X]|co = 0.3992. .. Si osservi che per la (4) risulta

€A+ €

€z < p(A) 1= i(A)ex =4

E opportuno rilevare che, pur rimanendo inalterata la maggiorazione dell’er-
rore, per il vettore dei termini noti b = [0, —0.01]7, sia il sistema Ax = b,
che il sistema (A + §A)x = b hanno la stessa soluzione x = [1,—1]T, e
quindi risulta €, = 0. .

Se A & una matrice hermitiana, utilizzando la norma 2, si ha che

pa(4) = [| A2 A7 [l = 22,
Omin

in cui Omax € Omin SONO rispettivamente il modulo massimo e il modulo mi-
nimo degli autovalori di A. Cioe una matrice A ¢ tanto meglio condizionata
quanto piu vicini sono fra loro i suoi autovalori. La matrice A & mal con-
dizionata se un autovalore & in modulo molto piccolo rispetto agli altri. Si
osservi che nel caso in cui la matrice A, oltre ad essere hermitiana, ¢ anche
definita positiva, risulta in norma 2

)\max
pa4) = 22 )

in cui Apax € Amin SONO rispettivamente il massimo e il minimo degli auto-
valori di A.

Per analizzare I’errore algoritmico verra usata la tecnica cosiddetta di
analisi all’indietro (backward analysis), in cui la soluzione effettivamente
calcolata y viene considerata come soluzione esatta di un problema pertur-
bato del tipo

(A+AA)y =b+ Ab.

A differenza dell’analisi fatta prima per ’errore inerente, adesso la matrice
A e il vettore b sono formati da numeri di macchina e AA e Ab non sono
perturbazioni introdotte sui dati iniziali, ma sono legate agli errori commessi
durante i calcoli e quindi alla precisione con cui vengono eseguite le opera-
zioni.

Nell’analisi della propagazione degli errori di arrotondamento generati
da un metodo di risoluzione si deve determinare da quali fattori, oltre alla
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precisione con cui vengono eseguite le operazioni, dipendono AA e Ab.
Un metodo risulta piu stabile di un altro se & meno sensibile agli errori
indotti dai calcoli. Si tenga pero presente che lo studio della stabilita di
un metodo puo perdere di significativita quando il problema e fortemente
mal condizionato, poiché in questo caso ’errore inerente prevale sull’errore
algoritmico.

L’efficienza di un metodo dipende, oltre che dalla sua stabilita nume-
rica, anche dal suo costo computazionale, cioe dal numero di operazioni arit-
metiche richieste. In pratica come misura di questo costo si considera solo
il numero delle operazioni moltiplicative (moltiplicazioni e divisioni) richie-
ste, in quanto il numero delle operazioni additive (addizioni e sottrazioni) &
generalmente dello stesso ordine del numero delle operazioni moltiplicative.
Il costo computazionale di un metodo e quindi legato al tempo richiesto da
un calcolatore per I'esecuzione del relativo algoritmo. Una valutazione piu
accurata dovrebbe prendere in considerazione, oltre alle operazioni addi-
tive, anche le operazioni necessarie alla gestione dei dati del problema nella
memoria del calcolatore (calcolo degli indici, permutazioni, ecc.).

Il costo computazionale € dato come funzione della dimensione n della
matrice A. Di tale funzione si riportano solo i termini di ordine piu elevato
in n, usando il simbolo ~, che si legge appunto uguale a meno di termini di
ordine inferiore. Ad esempio:

(2n 4+ 1)? ~ 4n?.

Per il calcolo del costo computazionale sono utili le seguenti formule

=1

)

zn: s nn+1)2n+1) nd
i° = ~—
6 3

che possono essere facilmente dimostrate per induzione.

2. Sistemi lineari con matrice triangolare

La risoluzione del sistema (1) & particolarmente semplice se la matrice
A e triangolare. Se, ad esempio, A e triangolare superiore, risulta

n
;i i + Z aijxj:bi, 1=1,...,n—1,
Jj=i+1

ATy = by,.



142 Capitolo 4. Metodi diretti

Se A & non singolare, cioe a;; # 0, per i = 1,...,n, si ha:
Ty = b
n ann

R | ©)
T = 2 bi_jzalaijxj], i=n—1,...,1,

quindi la risoluzione procede calcolando nell’ordine z,,,x,_1,...,z1: all’i-
esimo passo, per calcolare x;, vengono utilizzate le componenti di indice
maggiore di 7, gia calcolate. Si tratta cioe di una sostituzione all’indietro.

Se A e singolare, allora esiste almeno un indice k per cui ag; = 0, cioe
la k-esima equazione del sistema risulta

Z AT = bk (7)

j=k+1

Percio se il sistema & consistente, la k-esima equazione e verificata per qual-
siasi valore di z. La soluzione si calcola usando la (6) per ogni indice k per
cui agr # 0; se axr = 0, si controlla la consistenza del sistema, verificando
che le z;, con i > k, gia calcolate soddisfino la (7). Se cosi ¢, si assegna ad z,
un valore arbitrario e si prosegue la sostituzione all’indietro. Si osservi che,
poiché si usa un’aritmetica finita, anche se il sistema & consistente, ¢ possi-
bile che la (7) sia verificata solo a meno di una quantita che dipende dalla
precisione di macchina u e dalla grandezza degli elementi che intervengono
nella (7).

Se la matrice del sistema fosse triangolare inferiore, la risoluzione avver-
rebbe in modo analogo, con il semplice scambio dell’ordine in cui svolgere i
calcoli: dalla prima componente di x verso I'ultima (sostituzione in avanti).

Lo stesso procedimento puo essere utilizzato per calcolare la matrice
inversa di una matrice A € C™*™ non singolare e triangolare. Infatti la
matrice X, inversa di A, ¢ tale che

AX =1,
e quindi la k-esima colonna di X e un vettore xj, che verifica la relazione
Axp =e,, k=1,2,...,n, (8)
dove e ¢ la k-esima colonna di I. Poiché la matrice A ¢ triangolare, anche
la matrice X risulta triangolare: in particolare, se A ¢ triangolare superiore

(inferiore), il vettore xj ha le ultime n — k componenti (le prime k& — 1
componenti) nulle.
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11 costo computazionale della risoluzione con il procedimento (6) di un
sistema con matrice triangolare superiore ¢ determinato tenendo conto del
fatto che la componente x; viene calcolata con m — i moltiplicazioni e 1
divisione, per cui risulta

n

Z(n—i—l—l):;izrg.

i=1

L’inversa di una matrice triangolare si ottiene risolvendo gli n sistemi (8)
in cui si determinano solo le prime k componenti di x; se A & triangolare
superiore (solo le ultime n—k componenti di x; se A & triangolare inferiore).
Quindi la risoluzione del k-esimo sistema lineare (8) richiede k?/2 (rispetti-
vamente (n — k -+ 1)2/2) operazioni moltiplicative, e il costo computazionale
del calcolo della matrice inversa e dato da

3. Fattorizzazioni

Molti dei metodi numerici diretti utilizzano per la risoluzione di (1)
una fattorizzazione della matrice A nel prodotto di due matrici B e C

A= BC,
dove le matrici B e C sono facilmente invertibili. Il sistema (1) risulta allora
BCx=b

e la soluzione di (1) viene calcolata risolvendo successivamente i due sistemi
lineari
By = b,

Cx=y. ©)

Fattorizzazioni diverse della matrice A sono associate a metodi di risoluzione
del sistema (1) diversi. Tre fattorizzazioni classiche sono le seguenti.

1. La fattorizzazione LU: L & una matrice triangolare inferiore con ele-
menti principali uguali ad 1 ed U e una matrice triangolare superiore.
Tale fattorizzazione e associata al metodo di Gauss.

2. La fattorizzazione LL™: L & una matrice triangolare inferiore con ele-
menti principali positivi. Tale fattorizzazione ¢ associata al metodo di
Cholesky.
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3. La fattorizzazione QR: () € una matrice unitaria ed R € una matrice
triangolare superiore. Tale fattorizzazione ¢ associata al metodo di
Householder.

Se la matrice A ¢ reale, le matrici delle tre fattorizzazioni, quando esistono,
sono reali.

Il costo computazionale della fattorizzazione & dato, come si vedra, da
un numero di operazioni dell’ordine di n3, mentre il costo computazionale
della risoluzione dei sistemi (9) & dato da un numero di operazioni dell’ordine
di n?.

La fattorizzazione QR esiste per ogni matrice A, mentre non sempre &
possibile ottenere le fattorizzazioni LU e LLY. Valgono infatti i seguenti
teoremi.

4.4 Teorema. Sia A una matrice di ordine n e siano Ay, le sue sottomatrici
principali di testa di ordine k. Se Ay é non singolare per k =1,...,n—1,
allora esiste ed & unica la fattorizzazione LU di A.

Dim. Si procede per induzione.
Sen =1, A; = [a11] e quindi si ha L = [1] e U = [a11], univocamente.
Se n =k > 1, la matrice A puo essere partizionata nel modo seguente
Ak d
Ak = )

cH @

in cui A1 = Ly_1Ugx_1, con L1 matrice triangolare inferiore con ele-
menti principali uguali ad 1 e Ux_; matrice triangolare superiore. Posto

Ly 0 Uk—1 v
Lk == ’ U’C = )
ufl 1 o 15}

occorre determinare u, v e 8 in modo che Ay = LUy. Poiché risulta

Ly 1Ui—1 Li_1v

LU, = )
ufU,_q uflv 4+ 3
si ha che la relazione Ay, = LU} ¢ verificata se e solo se
Li_1v =d,
U,f_lu =c,

v+ p=a.

I vettori u e v risultano determinati univocamente dalle prime due relazioni,

poiché det Lp_1 = 1 e det Ux,_1 = det Ap_1 # 0 in quanto Ax_1 € non

singolare. Dalla terza relazione si ricava univocamente 8 = o — uf’v. .
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4.5 Teorema. Sia A una matrice di ordine n. Allora esiste una matrice di
permutazione II per cui si pud ottenere la fattorizzazione LU di IT A, cioé

ITA = LU.

Dim. Si procede per induzione su n.
Sen=1,L=[1]eU = [a11] e quindi 1T = [1].
Se n =k > 1, possono presentarsi questi due casi:
a) tutti gli elementi della prima colonna di A sono nulli, e quindi la matrice
A ¢ della forma
0 c
A = )
0  Ax

dove Aj_; € C(r=1x(n=1)  Per lipotesi induttiva esiste una matrice ITj,_q
per cui si puo scrivere la fattorizzazione LU della matrice Il _1 Ax_1, cioe

Iy 1 Ag—1 = Lg—1Uk—1,
per cui si ha

1 of 1 o 0 cH
A=
0 Hk—l 0 Lk—l 0 Uk—l

che rappresenta la fattorizzazione LU di 1T A, dove

1 o
Il =

0 1,4

b) non tutti gli elementi della prima colonna sono nulli, allora se a;; # 0
si pone II' = I, altrimenti, se a;; = 0 e se 7 ¢ un indice tale che a;; # 0,
allora si sceglie come [T’ la matrice di permutazione ottenuta scambiando
la prima con la i-esima riga di I.

La matrice IT' A ¢ della forma

(67 CH

II'A = ,
d A1
dove Aj_, € C=Dx(n=1) ¢ o, £ 0. La matrice IT'A si puo allora scrivere
come prodotto
1 o o cH
II'A =
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dove )
Bk,1 = Ak,1 - — dCH.
(6%

Per l'ipotesi induttiva esiste una matrice di permutazione Il;_; tale che
esiste la fattorizzazione LU della matrice Il,_1B,_1, cioe II_1Br_1 =
Li_1Uj_1. Si ha allora

1 077 11 0H a ol
H/A == 1
-~ d I 0 oF  Lg4 0 Up_1
1 o’ o cH
ad II; Ly 0 Uk—1
1 OH 1 OH a CH
pu— T 1 9
o I, Eﬂk—ld Ly 0 Uk—1
da cui
H/A - 1 9
0 I, aﬂk—ld Ly 0 Uk—1
che rappresenta la fattorizzazione LU della matrice IT A, dove
1 04
II = .
0 II}, 4

Si osservi che, data una matrice A, vi possono essere diverse matrici di
permutazione IT tali che le matrici IT A soddisfano alle ipotesi del teorema
4.4.

4.6 Esempio. La matrice

1 2 -1
A=1-1 -1 2
1 1 2

soddisfa alle ipotesi del teorema 4.4. La sua fattorizzazione LU ¢&

1 0 0 1 2 -1
A=1-1 1 0 0 1 1
1 -1 1 0 0 4
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La matrice
1 2 -1
A=1-1 -2 0
1 1 2

non soddisfa alle ipotesi del teorema 4.4, poiché la sottomatrice principale
di testa di ordine 2 ¢ singolare. Ponendo

1 0 0
nm=10 0 1/,
0 1 0
risulta
1 00 1 2 -1
HA=1{1 1 0 0 -1 3],
-1 01 0 0 -1
e ponendo
0 0 1
=101 0},
1 0 0
risulta
1 0 0 1 1 2
IHA=1|-1 1 0 0 -1 2
1 -1 1 0 0 -1
La matrice singolare
1 2 -1
A=1-1 -2 1],
1 1 2

non soddisfa alle ipotesi del teorema 4.4, poiché la sottomatrice principale
di testa di ordine 2 e singolare. Ponendo

1 00
=10 0 1],
01 0
risulta
1 0 0 1 2 -1
HA=|11 1 0 0 -1 3
-1 0 1 0O 0 O
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4.7 Teorema. Sia A una matrice hermitiana di ordine n. Se A ¢é definita
positiva, allora esiste ed ¢ unica la fattorizzazione LLY di A.

Dim. Per il teorema 2.33 tutte le sottomatrici principali di testa di A sono
non singolari. Quindi per il teorema 4.4 risulta in modo univoco che

A= MU, (10)

in cui M e una matrice triangolare inferiore con elementi principali uguali
ad 1 e U e una matrice triangolare superiore. Se D ¢ la matrice diagonale i
cui elementi principali sono quelli di U, risulta

A= MDR,

in cui R, matrice triangolare superiore con elementi principali uguali ad 1,
¢ tale che DR = U. Poiché A ¢ hermitiana, si ha:

A= A" = REDH M,

e per 'unicita della decomposizione (10) segue
R =M ¢ DYMH =U = DR,
da cui R = M e D = D, Risulta allora univocamente
A=MDMH,

in cui D & una matrice diagonale reale. Se x = My si ha

x"Dx =y"*MDM" y,
e poiché M & non singolare, se x #0sihay #0 e

xIDx =y Ay >0,

essendo A definita positiva. Ne segue che anche D ¢ definita positiva e
quindi i suoi elementi principali sono reali e positivi. Esiste allora un’unica
matrice diagonale F' ad elementi principali reali e positivi, tale che F? = D,
e posto L = MF si ha

A=MF’M" =LL". .
A differenza della fattorizzazione LU e LLY | la fattorizzazione QR di

una matrice A non € unica. Infatti per ogni matrice S diagonale e unitaria
(e quindi con elementi principali di modulo 1), detta matrice di fase,
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S = . ;10 =1,
Or,

risulta

QR =QSSER=Q'R,

in cui Q' = QS ¢ unitaria e ' = SYR ¢ triangolare superiore. Pero se
A e non singolare esiste un’unica matrice di fase S tale che gli elementi
principali di R’ siano reali e positivi, e si puo dimostrare che se QR e Q'R’
sono due fattorizzazioni di A, esiste una matrice di fase S tale che Q' = QS
e R' = ST R (si veda 'esercizio 4.37).

La determinazione delle matrici della fattorizzazione di A viene ge-
neralmente effettuata nei due modi seguenti:

a) applicando alla matrice A una successione di matrici elementari (meto-
do di Gauss, metodo di Householder);

b) con ”tecniche compatte” (metodo di Cholesky, metodo di Crout per la
fattorizzazione LU).

4. Matrici elementari

In questo paragrafo si introduce la classe delle matrici elementari e se
ne analizzano le principali proprieta.

4.8 Definizione. Siano 0 € C e u, v € C", u, v # 0. Si definisce matrice
elementare una matrice di ordine n della forma

E(o,u,v) =1 —ouv’. .

La classe delle matrici elementari non singolari e chiusa rispetto all’ope-
razione di inversione. Vale infatti il seguente teorema.

4.9 Teorema. Ogni matrice elementare E(o,u,v) per cui ovilu # 1 &
invertibile e la sua inversa ¢ ancora una matrice elementare della forma
E(r,u,v), 7€ C.

Dim. Se 0 =0, la tesi ¢ ovvia. Se ¢ # 0, si dimostra che esiste 7 tale che
E(1,u,v) ¢ la matrice inversa di E(c,u,Vv), ossia

(I —ouv?) (I —7ruvf)=1

Sviluppando si ha
(0 +7—orviu) uv? =0,
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da cui si ottiene che il parametro 7 deve verificare la relazione

11
viu=—4 -, (11)
g T

e quindi la matrice E(o,u,v) & invertibile se viu # ~. .
o

Assegnati comunque due vettori non nulli, esiste sempre una matrice
elementare non singolare che trasforma il primo vettore nel secondo. Vale
infatti il seguente

4.10 Teorema. Siano x,y € C™,x # 0,y # 0. Esistono matrici elemen-
tari non singolari E(o,u,v) tali che

E(o,u,v)x =Y.

Dim. La condizione
(I-ouvl)x =y

¢ verificata se v & un vettore tale che vix # 0, e il vettore u e il numero o
sono tali che

(x—-y)
ou=-——=.
vHx
Se inoltre vfy #£ 0, poiché
H
vy
1-— avHu = m,
la matrice E(o,u,v) & non singolare. .

Due classi importanti di matrici elementari sono le matrici di Gauss e
le matrici di Householder.

a) Matrici elementari di Gauss

Sia x € C", con z1 # 0. Si vuole determinare una matrice
M = E(o,u,e;) = I — cuell

per cui
Mx = x1eq,

cioe tale che trasformi il vettore x in un vettore con tutte le componenti
nulle, eccetto la prima che resta invariata. Per il teorema 4.10 si ha che cio
¢ possibile in quanto

e{{ x=1x1 #0
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La matrice M & percio

1
-mo1 1
M = . ,
-Mn1 1
. . X . <12 H . N
in cui m;; = — per ¢ = 2,...,n. Poiché ce;’u = 0, la matrice M e
X1
invertibile e la sua inversa &
1
maq 1
M1 = . (12)
mnp1 1

b) Matrici elementari di Householder

Una matrice elementare hermitiana
P=1-pvvi,
con B € ReveC" v#D0,e detta matrice di Householder se € unitaria,

cioe se PHP = PPH = J. Imponendo la condizione che P sia unitaria, si
ottiene dalla (11) che se 8 # 0 allora

5_2

“TVE (13)

Le matrici di Householder vengono anche chiamate matrici di riflessione.
Infatti se S ¢ il sottospazio generato dal vettore w = v/||v||2, ed x ¢ un
vettore di C™, decomposto x come

x=9w+y, doveyeC,yeSt,

cioe wHy =0, si ha

Px=(I-2ww)x = (I —2ww)(yw +y)
=yw+y—2ywwilw —2wwlly = —yw + y.

Il caso x € R? ¢ illustrato nella figura 4.1.
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SJ_

'

Fig. 4.1 - Riflessione di un vettore x.

Per ogni vettore x € C", con x # 0, si puo determinare una matrice
elementare di Householder P tale che

Px = aeq, (14)

dove a € un’opportuna costante.
Poiché P & unitaria, dalla (14) risulta

1x[le = [IPxll2 = |af, (15)

H

e poiché P & hermitiana, risulta xf Px € R, ossia x”ae; € R, cioe il

prodotto di « per T; e reale. Quindi, posto

x1

— sexy #0,
p={ |z
1 se x1 =0,
per la (15) &
a = =£||x||2 6. (16)

Inoltre si ha:
(I —pvvi)x = ae,

da cui
(Bvix)v =x — ae;.

Questa relazione e verificata scegliendo v = x — ey, e, per la (13)

2
Ix — aeq3

8=
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La prima componente del vettore v e

v =31 —a=—[—|z] £ [|x]]2] 6, (17)
per cui nella (16) conviene scegliere il segno negativo per evitare il rischio
che nella (17) si produca un errore di cancellazione connesso con I’'operazione
di sottrazione di due numeri positivi. Si pone quindi

a=—|x|20,

e si ha:

VI3 = llx — aei]f5 = (x — ae1) ™ (x — aer) = 2(|x[}3 — az1)
= 2[lxl2 (Ixll2 +710) = 2[Ixl2 (Ixl[2 + |21]),

1
2 (Ix]l2 + |21 ])
e
v =21 —a=z1+ |x[l2 0 =0 (|z1] + [x]|2)-
Quindi
O(|z1] + [1x][2)
T2
VvV =
Tp

Se il vettore x e reale, anche il vettore v e reale:

sgn(z1) (Jo1] + [[x]|2)
)

Tn

e quindi la matrice P risulta una matrice reale, simmetrica e ortogonale.

4.11 Esempio. Si consideri il vettore x = [4,7,4]7. La matrice elementare
di Gauss che trasforma il vettore x nel vettore xie; ¢ data da:

1 0 O
7
M=11 10
4

-1 0 1
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esi ha Mx = [4,0,0]7. La matrice elementare di Householder che trasforma
x nel vettore ae; €

P=1-p3vvl,
1 T o
dove 8 = T ev= [13,7,4]". Quindi
1 169 91 52 1 -52 -91 -52
P=1- 17 91 49 28| = 117 -91 68 -28
52 28 16 -52 -28 101
e si ha Px =[9,0,0]T. .

5. Fattorizzazione mediante matrici elementari

Sfruttando le proprieta delle matrici elementari di trasformare un qua-
lunque vettore non nullo in un vettore con al piu una componente diversa
da zero, & possibile trasformare in forma triangolare superiore una matrice,
moltiplicandola successivamente per opportune matrici elementari.

Sia A una matrice di ordine n; posto A® = A, A pud essere cosi

partizionata
A(l) = [al |B]a

in cui a; e il vettore formato dagli elementi della prima colonna di A. Sia
E®W una matrice elementare di ordine n non singolare che trasforma il
vettore a; nel vettore

b1 = E(l)al

che ha nulle tutte le componenti di indice maggiore di 1. Moltiplicando E)
per A si ottiene una matrice A della forma

A®) — EW AW 1, | EW B,

cioe una matrice la cui prima colonna ha nulli tutti gli elementi con indice di
riga maggiore di 1. Si pud allora rappresentare la matrice A nella forma

o cH 11 1 riga

A2 —
0 B® | } n — 1righe

dove o € C e B® ¢ Cln=Dx(n—1),

Applicando in modo analogo n — 1 volte il procedimento descritto, si
ottiene una successione di matrici A, k = 2,... n, tali che la matrice
A®) ha nulli gli elementi delle prime k — 1 colonne che si trovano al di sotto
della diagonale principale.



Capitolo 4. Metodi diretti 155

Al k-esimo passo si opera nel modo seguente: la matrice A% & della
forma:
Cc®) D®T }  k—1righe
AR = (18)
O B® | Y n — Kk + 1righe,

in cui B e C(n—k+1)x(n=k+1) o O(k) & triangolare superiore. Applicando
il procedimento sopra descritto alla matrice B*), si determina una ma-
trice elementare non singolare F(%) ¢ C(n—k+1)x(n=k+1) "ta]e che la matrice
F&) B() gia della forma:

15} d? } 1 riga

F*k) gk) —
0 B+ |} i — krighe,

dove g € C e BFtD ¢ ¢(n=k)x(n=k) 13 matrice
(-1 0
E® = (19)
O F k)

¢ ancora una matrice elementare: infatti se

F® =7 _—guv?, con u,ve C("_k+1),

si ha
ER =1 otz
con
0|} k—1 componenti 0|} k—1 componenti
t= zZ =
u | } n—k+ 1componenti, v | } n—k+ 1componenti.

Moltiplicando E®) per A®) si ottiene

) Dk
A1) _ k) g0 3 aH
@)
0 B(kJrl)

[Ck+1) pE+DT 1 krighe

O B&+D | Y n — krighe,
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in cui C*+1) ¢ ancora triangolare superiore. All'(n — 1)-esimo passo si
ottiene una matrice A della forma:

c g | } n—1lrighe
A —
o vl } 1 riga,

incuig € C" ! evye C. Quindi A™ & triangolare superiore. Le matrici
A=AM A® A risultano cosi legate dalla relazione

AR — R AR =1 n—1. (20)
Dalla (20), poiche E*) & non singolare, si ha:

AW — (R0 AGR+D  pqy

A=AD = [EV)7 AR = =[BT [ECTY]TIAM = BACY,
(21)
dove E = [E(l)]—l . [E(n—l)]—y

Si & cosi ottenuta una fattorizzazione di A nel prodotto di una matrice
E per una matrice A triangolare superiore, dove la forma della matrice
E dipende dalle particolari matrici elementari E*) usate.

Il procedimento descritto puo essere applicato anche se la matrice A non
& quadrata. Se A € C"™*" m > n, le matrici elementari E®), k=1,..., n,
sono di ordine m, e dopo n passi risulta

A=EAHD,

in cui £ = [EM]~1. . [EM]~1 ¢ Cm*m ¢ AT ¢ C™*" puo essere cosi
rappresentata
T|} nrighe
Aln+1) —

O | } m — nrighe,

dove T' € C™*™ & una matrice triangolare superiore.

La fattorizzazione di A nel prodotto EA(™) puod essere ottenuta solo se
tutte le E*) sono non singolari. Questo & sempre vero se le E*) sono matrici
elementari di Householder, mentre nel caso delle matrici elementari di Gauss
le E®) possono non esistere, per cui non sempre ¢ possibile completare la
fattorizzazione.



Capitolo 4. Metodi diretti 157

6. Il metodo di Gauss per la fattorizzazione LU

Il procedimento descritto nel paragrafo precedente, quando si utilizzano
le matrici elementari di Gauss ¢ detto metodo (di eliminazione) di Gauss.
Gli elementi delle matrici A®®) vengono indicati con la notazione consueta
a&’?, r,s=1,...,n.

Al primo passo, posto AN = A, se aﬁ) = 0, si considera il vettore

m(l) = [07 mai, ..., mnl]T7
dove m, = ag,ll) / agll), r = 2,...,n. La prima matrice elementare ¢ data
da
1
-mo1 1
EW =E(1,mW, e) =MD = )
-Mn1 1
Al k-esimo passo, se a,(clz) # 0, indicato con m®®) &k =1,..., n, il vettore
m(k) = [ 0,...,0 ,mk_,_l’k,...,mnk]T,
N——
k componenti
dove m,, = aff,? / a,(ﬁc), r=k-+1,...,n, la k-esima matrice elementare per
la (19) ¢ data da
1 ;
B — E(1 m*) ey) = ME) — !
’ ’ “Mit1,k
L “Mpk 1]
Risulta, come nella (12), che
-1 ;
[M(k)]_l = I + m(k)eT = 1
k M1,k
L Mnk 1 .

Percid la matrice E = [MM]~1 .. [M®= D]~ prodotto di matrici trian-
golari inferiori con elementi principali uguali ad 1 € ancora una matrice
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triangolare inferiore con elementi principali uguali ad 1. Per I'unicita della
fattorizzazione LU, dalla (21) si ha allora che

L=FE e¢ U=AM.

Poiché m(r)eZm(s)ef = 0 per r < s, ne segue che la matrice L ha la forma:

1
ma1
1
L =
Mg+1,k
L™Mnp1 - Mmnk o M n—1 1_

4.12 Teorema. Se la matrice A soddista alle ipotesi del teorema 4.4 (quindi
esiste la fattorizzazione LU di A), allora il metodo di Gauss é applicabile.

Dim. Si dimostra che agz) #0. Perk=1¢ agll) = a1 # 0 per ipotesi. Per
k > 1, la sottomatrice principale di testa di ordine k della matrice A% &
triangolare superiore e per la (18) il suo determinante e dato da a,(j{) det C(F),
Poiché questa sottomatrice € uguale al prodotto delle corrispondenti sot-
tomatrici principali di testa delle matrici M*=1 .. M® A il determi-
nante della sottomatrice principale di testa di ordine k£ di A e il corrispon-
dente di A% coincidono (infatti il determinante di una matrice elementare
di Gauss, come di ogni sua sottomatrice principale, € uguale a 1). Ne segue

che a,(;z) # 0. .

4.13 Esempio. Sia A la matrice tridiagonale di ordine n:

a1
by az ¢

A=
. Cn—1
L bn—l apn
Posto
a1 = a1
Bi = bi/a;

peri=1,...,n—1
Q41 = Q41 _Bici } ’ ’ ’

sea; ZO0peri=1,...,n—1, si ha:
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aq

C1
Qg

C2

159

- Bn—l I
n
Il numero delle operazioni moltiplicative richieste al k-esimo passo del
metodo di Gauss e dato dal numero di operazioni moltiplicative occorrenti
per costruire la matrice M*) e per moltiplicare le due matrici M%) ¢ A%
la costruzione di M) richiede il calcolo degli n — k elementi m,j, mentre
per moltiplicare le due matrici occorrono (n — k)? operazioni. Quindi, a
meno di termini di ordine inferiore, al k-esimo passo occorrono (n — k)2
operazioni e allora, per gli n — 1 passi richiesti dalla fattorizzazione, il costo
computazionale del metodo di Gauss ¢ dato da

n—1 n—1
I R P
k=1 k=1 3

La fattorizzazione LU di una matrice tridiagonale, come nell’esempio
4.13, richiede 2n — 2 operazioni moltiplicative.

7. Il metodo di Gauss per la risoluzione del sistema
lineare

Si utilizza il metodo di Gauss per la risoluzione del sistema lineare
Ax = b, se A soddisfa alle ipotesi del teorema 4.4. La soluzione del sistema

Ly=Db

viene calcolata durante i passi del procedimento della fattorizzazione LU,
in quanto il vettore y viene costruito moltiplicando successivamente per le
matrici M®) il vettore b cosi come si fa con la matrice A. Per questo si
considera la matrice

[AV] W] =[A]Db]

e si costruisce la successione
[AD [ bW AP pP ], . (AW b = (U |y]
tale che

[AGFD | pED ] = p®[AR)  p®B ] =1, ..
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Data la struttura della matrice M®*), la moltiplicazione per M) cor-
risponde a operare sulla matrice [A®) | b(®)] delle combinazioni lineari
di righe: esattamente la i-esima riga, ¢ > k, viene sostituita dalla dif-
ferenza della stessa riga con la k-esima riga moltiplicata per il fattore m; =

k k
az(k) /al(fk) :

(k+1) _
g

a al(f) —mikag;), i=k,...,n,
i=k+1,...,n. (22)

pk+1) _ p(k) mikb;(ﬂk)
Il sistema lineare che si ottiene al k-esimo passo
AWy = p®) (23)

¢ equivalente a quello iniziale Ax = b, e per la forma della matrice A®) 1a
componente z;, j < k, del vettore delle incognite x ¢ presente solo nelle
prime j equazioni e non nelle successive. Il metodo di Gauss consiste quindi
nell’eliminare passo per passo le incognite x1,Zo,...,2,_1 dalle equazioni
successive rispettivamente alla prima, seconda, ..., (n — 1)-esima. Per
questo il metodo di Gauss ¢ detto anche metodo di eliminazione.

4.14 Esempio. E dato il sistema Ax = b, dove

2 4 -1 -1 12
4 9 0 5 -32
A=14 5 5 5| P73
8 8 -23 20 -13

La risoluzione con il metodo di Gauss procede nel modo seguente: si pone

-2 4 -1 -1 12
4 -9 0 5 -32
-4 5 -5 5 3
-8 8 -23 20 -13

[AV[ BV ]=[A]b] =

Al primo passo I’elemento agll) = —2 e diverso da zero e i fattori per le

combinazioni lineari sono meo; = agll) / agll) = =2, mg; = aéll) / aﬁ) = 2,
myy = aill) / aﬁ? = 4. Quindi alla seconda riga viene sommata la prima riga
moltiplicata per 2, alla terza riga viene sommata la prima riga moltiplicata
per —2, alla quarta riga viene sommata la prima riga moltiplicata per —4 e

si ottiene
-2 4 -1 -1 12

o -1 -2 3 -8
0o -3 -3 7 -21
0 -8 -19 24 -61

[A® | b®)] =
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2 S . . .
Al secondo passo ’elemento agz) = —1 ¢ ancora diverso da zero e i fattori

per le combinazioni lineari sono mgy = ag)/ag) =3, mag = afé) / ag) = 8.
Quindi alla terza riga viene sommata la seconda riga moltiplicata per —3
e alla quarta riga viene sommata la seconda riga moltiplicata per —8 e si
ottiene

2 4 -1 -1 12

0 -1 -2 3 -8

0 0 3 -2 3

0 0 -3 0 3

[A®) | b®)] =

3 . . .
Al terzo passo I’elemento agg) = 3 ¢ ancora diverso da zero e vi € una sola

combinazione lineare da fare, con my3 = ag) / a:(,,? = —1. Quindi alla quarta

riga viene sommata la terza riga e si ottiene

-2 4 -1 -1 12

@i n@_ 10 -1 -2 3 8
0 0 0 -2 6

Risolvendo il sistema lineare Ux = y con il procedimento di sostituzione
T

all’indietro si ottiene la soluzione x = [-2,1, -1, —3]". .

L’elemento a,(ﬁc) della matrice A%, detto pivot al k-esimopasso, per
I'ipotesi fatta che la sottomatrice principale di testa di ordine &k sia non
singolare, e diverso da zero. Il metodo di Gauss pero € applicabile anche nel
caso in cui la matrice non singolare A non verifica le ipotesi del teorema 4.4,
se si utilizza la variante del pivot. Infatti, se al k-esimo passo risulta agz) =0,
per l'ipotesi della non singolarita di A esiste almeno una riga di indice j > k,
con ’elemento a(z) # 0; basta allora scambiare la k-esima riga della matrice
[A | b] con la j-esima, in modo da portare nella posizione del pivot un
elemento non nullo. Si osservi che 'operazione di scambio di due righe della
matrice [A | b] puo essere anche descritta mediante la moltiplicazione per
una matrice di permutazione II, trasformando il sistema lineare nel sistema
equivalente ITAx = ITb. La fattorizzazione della matrice A che corrisponde
alla variante del pivot e del tipo IIA = LU, la cui esistenza ¢ stata provata
nel teorema 4.5.

Se la matrice A e singolare e il sistema e consistente, allora il metodo
di Gauss con la variante del pivot ¢ ancora applicabile. Infatti se al k-esimo
passo risulta a,ggk) = 0 e tutti gli elementi della k-esima colonna di A®*), al
di sotto di quello principale sono nulli, si assume

[AKFTD | pk+D) ) — [AR) | pR) ],
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ossia il k-esimo passo non comporta alcuna operazione, e si continua con
la colonna successiva. La matrice A, ottenuta al termine del procedi-
mento, ha ’elemento a](;,? nullo, ma per I'ipotesi di consistenza del sistema
si puo procedere ugualmente al calcolo della soluzione mediante sostituzione
all’indietro.

Anche nel caso che A € C"™*™ m > n, cioe quando la matrice A non ¢
quadrata, se il sistema & consistente il metodo di Gauss con la variante del
pivot € ancora applicabile. In questo caso dopo n passi si ottiene il sistema

equivalente
Aty — pntl)

dove

i) T |} nrighe i) c| }  mcomponenti
AT = b\t =

O | } m — nrighe, 0 | } m — ncomponenti,

e T e triangolare superiore. La soluzione x viene calcolata risolvendo il
sistema Tx = c.

Il costo computazionale del metodo di Gauss per la risoluzione di un
sistema lineare ¢ uguale, a meno di termini di ordine inferiore, al costo
della fattorizzazione LU di A, cioé n®/3 operazioni. Infatti aggiunta della
colonna b alla matrice A e la successiva risoluzione del sistema triangolare,
comportano un numero di operazioni dell’ordine di n?. Naturalmente il
costo computazionale puo essere molto pitl basso se la matrice del sistema ha
qualche struttura particolare: ad esempio, nel caso di un sistema con matrice
tridiagonale, al costo della fattorizzazione che, come si € visto, richiede
2n — 2 operazioni moltiplicative, vanno aggiunte altre n operazioni per le
combinazioni lineari sugli elementi di b e 2n operazioni per la risoluzione
del sistema Ux = y. In totale il costo computazionale e di 5n operazioni.

Il metodo di Gauss puo essere utilizzato per la risoluzione contempo-
ranea di piu sistemi lineari con la stessa matrice dei coefficienti A e diverse
colonne di termini noti. Sia infatti B € C™*" la matrice formata da r
colonne di termini noti. Allora la matrice X € C™*", soluzione del sistema

AX = B,
si ottiene costruendo la successione
(AW BW] = [A|B], [A®|B®], ..., [A™]|B™],

tale che
[A(k-H) | B(k+1)] _ M(k)[A(k) | B(k)]a
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e risolvendo al termine i sistemi
AMx = B,

dove A(™ & una matrice triangolare superiore, con formule analoghe a quelle
usate nel caso di una sola colonna di termini noti. Complessivamente il costo
computazionale & dato da:

a) al k-esimo passo, per il calcolo di [ AR+ | BE+1) | occorrono (n—k)(n—
k + ) operazioni moltiplicative (ad A®*) sono state infatti affiancate r
colonne, mentre il numero di righe & rimasto invariato); per gli n — 1
passi richiesti il costo computazionale, a meno di termini di ordine
inferiore, & dato da

n—1 n—1 n—1 3 2
_ 2 L
l;l(n—k)(n—k—l-r)—;k —l—rl;k:_3+r2,

b) per la risoluzione degli r sistemi lineari la cui matrice ¢ triangolare
superiore, il costo computazionale & dato da rn?/2.

Complessivamente quindi il costo computazionale &

3

% + rn?. (24)

Un caso particolarmente importante ¢ quello relativo al calcolo dell’in-
versa di una matrice A non singolare, in cui la matrice B & la matrice
identica di ordine n

AX =1.

Il costo computazionale del calcolo dell’inversa di una matrice di ordine n
con il metodo di Gauss ¢ perd inferiore a 4n3/3 come risulterebbe dalla
(24) per n = r. Infatti in questo caso si ha BM™ = [~1 cioe BM &
triangolare inferiore: ne segue che al k-esimo passo per la costruzione di
[ AR+ | B+ occorrono (n — k)n operazioni moltiplicative. Quindi per
gli n — 1 passi richiesti il costo computazionale e

]
L

3

n

— k)~ —.
=)= G

e
Il

Infine la risoluzione dei sistemi UX = L~! ha lo stesso costo computaziona-
le. In totale il costo computazionale dell’inversione di una matrice di ordine
n con il metodo di Gauss ¢ di n3.
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8. Analisi dell’errore del metodo di Gauss

La maggior parte dei calcolatori opera secondo un modello di rappre-
sentazione dei dati e di calcolo che viene definito sistema in virgola mobile
(in inglese floating point system), e che ¢ caratterizzato da quattro parametri
(numeri interi):

£>2 la base della rappresentazione,

t>1 il numero di cifre della rappresentazione,

—m, M il minimo e il massimo esponente rappresentabili.

Un numero x # 0 € cosi rappresentato in questo sistema
x == pP (didy...d),

dove + indica il segno,
P e I'esponente, tale che —m < p < M,

dids ...d; sono le cifre della mantissa, tali che
0§d1§6_17 con d17é0,

ed e detto numero di macchina.
Alla rappresentazione x = + P (dids . ..d;) corrisponde il valore

+ 47> di
=1

Dato un numero reale z, con 3~™ < |z| < M il numero T rappresentato
troncando o arrotondando alla t-esima le cifre di x, € tale che

F=a(1+e), (25)

in cui € ¢ l’errore (relativo) di arrotondamento. Si puo dimostrare che,
indicata con

B1=t  se le cifre di « sono state troncate,

% B~ se le cifre di « sono state arrotondate,

la precisione di macchina, risulta

e quindi
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Se |x| < B7™ o |z| > M, x non & rappresentabile come numero in virgola
mobile e in questo caso il sistema segnala un errore, detto di underflow (nel
primo caso) o di overflow (nel secondo caso).

Dalla (25) risulta anche

~ x
T = ,
1+n
dove per la (26) ¢
_ ¢ l€]
Inl = < < u.
I14+¢ = 1— |

In un sistema in virgola mobile sono implementate le operazioni di
macchina. Se op ¢ un’operazione aritmetica e x e y sono due numeri di
macchina tali che la rappresentazione di x op y non dia luogo ad errori di
underflow o di overflow, il risultato dell’applicazione ad x e y dell’operazione
di macchina corrispondente ad op viene indicato con fi(x op y) ed & tale
che

fl(x opy) = (z op y)(1+e), |6|§—1iu<u, (27)
T opy

l p— < . 2

fite opy) = Z2L < )

Lo studio della propagazione dell’errore che si genera nell’applicazione di un
algoritmo costituito da pilt operazioni aritmetiche fa uso delle relazioni (27)
e (28). Se il numero delle operazioni ¢ elevato, conviene, quando & possi-
bile, usare la tecnica dell’analisi dell’errore all’indietro (backward analysis)
introdotta da Wilkinson.

In questo paragrafo e riportata un’analisi dell’errore del metodo di
Gauss nel caso che la matrice A e il vettore b abbiano elementi reali. Le
considerazioni sulla stabilita che se ne deducono valgono pero anche nel caso
che A e b abbiano elementi complessi. Nelle maggiorazioni dei teoremi che
seguono si usano le seguenti notazioni: con |A| si intende la matrice che ha
per elementi i moduli dei corrispondenti elementi di A e la relazione A < B
(risp. A < B) significa a;; < b;; (risp. a;; < b;;) peri,j=1,...,n.

Si esamina dapprima I’errore generato dall’applicazione del metodo di
sostituzione alla risoluzione di un sistema lineare con matrice triangolare.

4.15 Teorema. Siano A una matrice triangolare inferiore di ordine n e b
un vettore di ordine n aventi per elementi dei numeri di macchina e sia X
la soluzione effettivamente calcolata del sistema Ax = b con ’algoritmo
b
T =—),
aii
peri=2,...,n,
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S0 = Oa

perj=1,...;i—1, wyij =a;;rj, Sij = Sij-1+ Yijs
bi — Sii—1

T, = —22

Allora esiste una matrice E di ordine n tale che
(A+ E)X=Db, |E|<nulA|+ O(u?),
in cui O(u?) & una matrice i cui elementi sono funzioni di u di ordine mag-

giore o uguale al secondo.

Dim. Tenendo conto degli errori di arrotondamento che si producono ad
ogni passo dell’algoritmo, applicando le relazioni (27) e (28), si ha per i
valori effettivamente calcolati

~ bl )
N 1446

o ol 183 less, 1Gis1, Imi] <

Uij = aijTi(1+ €;5)

5ij = (Sigj—1 + ¥ij) (1 + Gij)

~ _ bi — Sii—1

xXr; =

in cui (;; = 0. Vale quindi

So1 = a2171(1 + €21),
S32 = a3171(1 + €31 + (32 + €31(32) + azaTa(1l + €32 + (32 + €32(32)

e, in generale, per ¢ = 3,...,n, si ha
i—1 i—1 i—1
Siic1 = |aaw@r(1+en) [JA+ o) | = amwn(1+vir),
k=1 r=k k=1
dove

1—1

Yik = €ik + ZCW + f(eik7Cik, .. '7Ci,i—1)a per k=1,...,i—1,

in cui la funzione f(ex, Cik,---,Gii—1) € tale che

|f(6ika Cik: C) Ci,i—1)| S O(u2)’
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ikl < (i — k4 Du + O(u?) < nu+ O(u?).

Si ha poi N
7 o= b; — Sii—1
S (14 )

con v;; = 1; + 0; + 1;0;, € quindi

, per 1=2,....n,

1vii] < 2u+ O(u?).

In conclusione, posto 711 = d1 e 721 = €21, risulta che il vettore x ef-
fettivamente calcolato € quello che si otterrebbe applicando ’algoritmo in
aritmetica esatta al sistema

(A+ E)x = b,
dove gli elementi della matrice A + E sono
aij(L+5), j=1,...,4,i=1,...,n,
e quindi per gli elementi e;; = a;;7;; di E risulta

lesj] < nujai;| + O(u?). .

Un teorema analogo al 4.15, con la stessa limitazione per |E|, vale anche
nel caso che la matrice A sia triangolare superiore. Si esamina ora ’errore
generato nella fattorizzazione LU di una matrice A.

4.16 Teorema. Sia A una matrice di ordine n i cui elementi sono numeri
di macchina e siano L e U le matrici della fattorizzazione LU di A effetti-
vamente calcolate con il metodo di Gauss. Allora si ha che

LU = A+ H,

dove o
|H| < 2nu (|A| + |L| |U]) + O(u?).

Dim. Si procede per induzione.
Per n =1 la relazione & ovviamente verificata.
Se k = n > 1, partizionata A nella forma

a cl'l} 1 riga

AN = 4 =
d B | } k—1 righe,
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applicando il metodo di Gauss si ha

1 o” a c’
MO = . AP = A0 = 7

dove )
v=—d, Ay =B —vcl.
o

Per la (27) le componenti v; effettivamente calcolate invece delle v; sono
date da

~ 1 1 .
v = fl(— di) =—di(l+¢), dove |&|<wu, peri=1,....,k—1.
a a
Sia v il vettore le cui componenti sono le v;, risulta

vV=v-+tg, (29)
in cui la ¢-esima componente di g e data da — d;¢;, e quindi si ha
Q@

gl < ulv]. (30)

Invece della matrice ve? viene effettivamente calcolata una matrice Z ese-
guendo il prodotto esterno fra il vettore v e il vettore c, e poiché ogni
prodotto e affetto dall’errore dovuto alla moltiplicazione, gli elementi di Z

sono dati da
Zij = vicj(1 +m55), dove |mj| <wu, peri,j=1,...,k—1.

Quindi si ha B
Z =vc' +E, (31)

dove gli elementi e;; = v;c;j7;; della matrice F sono tali che
leij| < ulvil |, peri,j=1,...,k—1,

cioe
|B] < ulv] [e]".
Analogamente la matrice gl, effettivamente calcolata invece della A1, & data

da _ N
Ai=B—-Z+F (32)
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dove la matrice E” ha come elementi e;;, gli errori generati dalla sottrazione

dei termini di indici 4,7 di B e di Z, e quindi
lei;l < ulbiy —Zil, 4 j=1,...k 1,

cioe

|E'| <ulB—Z| < u (|B| +|Z]).
Da (31) e (32) segue che

A =B-vc" +F, |F|=|E —E|<u(|B|+2/¥]lc/")+0®?), (33)
e quindi
sl < IBI+ 9] le[" + |F| < (1 +u)|B| + (1 + 2u)[9] |e[" + O(u?). (34)
Si consideri adesso la fattorizzazione LU della matrice gl, cioe
Ay = LiU;.

La matrice 4, & di ordine k—1. Allora, per Iipotesi induttiva, per le matrici
effettivamente calcolate L; e U risulta

LUy = Ay + Hy, |Hy| <2(k—1)u (|A]| + L] [T1]) + O(u?).  (35)

Le matrici L e U effettivamente calcolate nella fattorizzazione della matrice
A possono essere cosl rappresentate

B 1 0" B a cl
L= |, U= >
v Ly 0 Uy
e quindi
L o cl
LU = =A+H,

ov (LU + veT)

dove per la (29), la (33) e la (35) e
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Da (33), (34) e (35), si ottiene

\Hi| + |F| < 2(k — 1)u (IB| + [¥] |e|” + |L1| |Th]) +u (|1B] + 2I¥] |e|7)
+ O(u?)
< 2ku (|B| + ¥ |e|” + |L1| |Th]) + O(u?).

Inoltre per la (30) ¢
|ag| < ula| [v| = uld],

e quindi
0 o7
|H| < 2ku L + O(u?)
| (Bl + [¥lle|” + [L1]|T7])
o] ef” 1 of o] ef”
< 2ku + B _ + O(u?)
] [B] vl L] 0 Ui
= 2ku(|A| + |L| |U]) + O(u?). .

Si utilizzano ora i risultati dei teoremi 4.15 e 4.16 per studiare la sta-
bilita del metodo di Gauss nella risoluzione di un sistema lineare Ax = b.

4.17 Teorema. Siano A e b una matrice e un vettore di ordine n aventi per
elementi dei numeri di macchina e sia X il vettore effettivamente calcolato
nella risoluzione del sistema Ax = b mediante i seguenti passi:

a) determinazione delle matrici L e U effettivamente calcolate nella fat-
torizzazione LU della matrice A,

b) determinazione del vettore y effettivamente calcolato nella risoluzione
del sistema Ly = b,

¢) determinazione del vettore X effettivamente calcolato nella risoluzione
del sistema Ux =y.

Allora vale
(A+AA)X=b, |AA| <4nu (A +]|L||U]) +O@?).

Dim. Poiché i sistemi di b) e ¢) hanno matrici triangolari, allora, per il
teorema 4.15, i vettori effettivamente calcolati X e y sono tali che

(L+F)y=b, |F|<nulL|+0(?), (36)
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U+G)X=7, |G| <nu|U]+0?). (37)
Sostituendo allora y dalla (37) nella (36), si ha
(LU + FU + LG+ FG) X = b.
Per il teorema 4.16, posto
AA=H+FU+ LG + FG,

si ha che
(A+ AA)x=b.

Per il teorema 4.16 e per le (36) e (37) si ha:
AA] < 2nu (JA] + |L| [O1) + 200 |L] [U] + O(u?),

da cui segue la tesi. .

Dal teorema 4.17 risulta che se le matrici |L| e |U| hanno elementi
molto grandi, si possono produrre elevati errori algoritmici nel calcolo della
soluzione.

4.18 Esempio. La soluzione del sistema lineare Ax = b, dove

e 1 | 1+e€
A—[l 0} e b—[ 1 }, e >0,

¢ data da x = [1,1]7. Questo problema ¢ ben posto; si ha infatti:

4 [o 1
=

per cui il numero di condizionamento di A, ps(A) = (1 + ¢€)?, & di poco
superiore all’'unita se € € piccolo. La fattorizzazione LU di A e

Sl A R Fea}

da cui risulta che gli elementi di |L| e di |U| possono diventare comunque
grandi al diminuire di e. Sia ad esempio ¢ = 0.3 1073. Con il metodo
di Gauss operando in virgola mobile in base 10 con 3 cifre significative e
arrotondamento, si hanno le seguenti approssimazioni di M) e [A(?)| b(2)]:

1 0
)
M {-0.333 10 1}
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e
@2 = AW AW D] — 0.31073 1 0.100 10!
[ A D] = MIVIAT| BT 0 -0.333 104 -0.333 104
da cui si ottiene
- 0.333 10* - 0.100 10' — 0.100 10!
To=—"-——=1 =1 = =0 ™
0.333 104 0.3 103

L’errore elevato da cui ¢ affetta la soluzione calcolata dell’esempio 4.18
¢ causato dal fatto che I’elemento di massimo modulo di L e di U & piu di
3000 volte ’elemento di massimo modulo di A. In generale per il metodo
di Gauss la crescita degli elementi delle matrici A%*), e quindi delle matrici
L e U, rispetto alla matrice A non e limitabile a priori con una espressione
che dipende solo da n, quindi il metodo di Gauss puo essere instabile anche
quando e applicato a problemi ben posti.

9. Massimo pivot

Una strategia per il metodo di Gauss che consente di contenere la
crescita degli elementi di A%, e quindi di L e di U rispetto agli elementi di
A, & quella che utilizza la tecnica del massimo pivot.

Al k-esimo passo con la tecnica del massimo pivot parziale, si determina
I'indice di riga r per cui

ons (k)
oy | = pax fag,|,

e si scambiano la r-esima riga con la k-esima prima di calcolare A*+1) In
tal modo gli elementi della matrice M%) hanno modulo minore o uguale a
1. Per gli elementi di A®*+1) si ha dalla (22)

(k)

(k+1)
% ]

k k k k k
ali V) = Jaly — maal) | < i)+ [mal lag)| < lal |+l (38)

(k)
M

indicando con a}; il massimo modulo degli elementi di A% dalla (38) si

ha:
QB < 909,

Risulta quindi
affy < f(k)aly, (39)

in cui f(k) =2%*-1 e all'ultimo passo, cioe per k = n, si ha:

ag\z) < 2”_1a5\?.
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Percio con il metodo di Gauss con la variante del massimo pivot parziale gli
elementi della matrice L hanno modulo minore o uguale a 1 e gli elementi
della matrice U hanno modulo minore o uguale a 2"‘1a§&[). Con questa
variante il metodo di Gauss risulta in generale assai piu stabile.

La maggiorazione (39) viene raramente raggiunta: esistono comunque
delle matrici A per cui la (39) vale con il segno di uguaglianza.

4.19 Esempio. Si consideri la matrice A di ordine n i cui elementi sono
1 sei=jesej=mn,
a;; =4 -1 sei> 7,
0 altrimenti.

La matrice A™ ottenuta con il metodo di Gauss con la variante del massimo
pivot parziale ha gli elementi

1 sei =75 #n,
al(-;) = {2i_1 se j = n,
0 altrimenti;

e quindi ag\z) = 2”_1a§\14). Per n = 4 si ha:

1 0 0 17
101 0 1
A=11 a 1 1|
1 -1 -1 1]
100 17
@_ |0 10 2
4 001 4
00 0 8l

Quindi in questo caso la maggiorazione (39) vale con il segno di uguaglianza.

4.20 Esempio. Si consideri il sistema Ax = b dell’esempio 4.18 con € =
0.3 103, Applicando il metodo di Gauss con la tecnica del massimo pivot
parziale, si scambiano fra loro le righe della matrice A e del vettore b.
Operando con una aritmetica in virgola mobile in base 10 con tre cifre
significative, si ottiene .

MO — A

@) 5@ = D[40 O] =
[A®)] @] = MO[AD]| b ]_{0 . | 1},
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da cui si ottiene il vettore X = [1,1]T. 1l risultato ottenuto, in questo caso,
non ¢ affetto da errore. .

Il metodo di Gauss con la tecnica del massimo pivot parziale cor-
risponde alla fattorizzazione LU della matrice ITA, dove I ¢ la matrice
di permutazione che opera un riordinamento delle righe di A tale che ad
ogni passo k ’elemento di massimo modulo della k-esima colonna sia nella
posizione (k, k) del pivot.

Un’altra strategia per il metodo di Gauss che consente in generale di
ridurre ancora di pii la crescita degli elementi delle matrici A®*) & quella che
utilizza la tecnica del massimo pivot totale. Al k-esimo passo con la tecnica
del massimo pivot totale si determina I’elemento di massimo modulo di
tutta la sottomatrice B®*) e si utilizza tale elemento come pivot, cioe si
determinano l'indice di riga r e I'indice di colonna s per cui

k (k
0] =, max o]

Per portare ’elemento a&’? nella posizione (k, k) del pivot, & necessario uno
scambio fra le righe di indice r e k e uno scambio fra le colonne di indice s
e k. Lo scambio di righe non modifica la soluzione del sistema lineare, che
rimane equivalente a quello iniziale, mentre lo scambio di colonne modifica
I'ordinamento delle componenti del vettore soluzione. Infatti, se II; ¢ la
matrice di permutazione che scambia fra loro le colonne di indice s e k,
allora al k-esimo passo si ha

A(k)ﬂlgy(k) =bk),
ed essendo [IT}]~! = [I}]7, risulta dalla (23)

y ) = ).
Cioe il vettore y(*) non & altro che il vettore x(*) in cui sono state scambiate
le componenti di indice s e k. Quindi, calcolato il vettore y(™, si ha

x=[II 11 ... 0] y™,

La variante del massimo pivot totale richiede un maggior tempo di ela-
borazione di quello richiesto dalla variante del massimo pivot parziale: al
k-esimo passo per la ricerca dell’elemento di massimo modulo sono necessari
(n — k +1)? confronti fra gli elementi della sottomatrice B*). Globalmente
sono richiesti n3/3 confronti, e queste operazioni, che non modificano il
costo computazionale del metodo di Gauss, richiedono un tempo di ese-
cuzione confrontabile con quello richiesto dall’esecuzione delle operazioni
aritmetiche.
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Il metodo di Gauss con la tecnica del massimo pivot totale € in generale
molto piu stabile del metodo di Gauss con la tecnica del massimo pivot
parziale: infatti la crescita degli elementi delle matrici A®) risulta in questo
caso limitata dalla relazione

al < g(k) ay, (40)

in cul

k
E[[Y0-Y, k>2
j=2

(si veda Desercizio 4.27) La funzione g(k) della maggiorazione (40) cresce
con k assai piu lentamente della funzione f(k) della maggiorazione (39),
come risulta anche dalla figura 4.2.

)

100 — f(k)

(k)

I [ k >
10 20

0
Fig. 4.2 - Grafici delle funzioni delle maggiorazioni (39) e (40).

Comunque la maggiorazione (40) risulta generalmente essere una forte
sovrastima della crescita effettiva degli elementi della matrice A%*). Non
si conoscono matrici per cui la maggiorazione (40) vale con il segno di
uguaglianza: una congettura di Wilkinson, dimostrata per n < 4 [8], ipo-
tizza che la maggiorazione (40) nel caso di matrici ad elementi reali debba
valere con la funzione g(k) = k.

4.21 Esempio. Si consideri la seguente matrice (di Hankel) A,, di ordine
n i cui elementi sono

ok se k>0
al" = =1,
2L/(2=k) g k<0
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Ad esempio, per n =4 &

V2 V22
V2 o2 22
2 22 23
22 923 24

HES

Nella seguente tabella sono riportati, per alcuni valori dell’ordine n, i cor-
rispondenti valori del numero di condizionamento ps(A,,) e della funzione

 2ua(An) u
iln) = 1 — pa(An) u

ottenuta dal secondo membro della (4) quando al posto di €4 e €, si so-
stituisce la precisione di macchina © = 167° di un calcolatore IBM serie
370.

no | ope(An) | h(n)
4 2.31 102 4.41 10~
6 1.13 103 2.15 1073
8 4.82 103 9.23 1073
10 1.99 10* 3.86 102
12 8.09 104 1.67 10t
14 3.28 10° 9.09 10~ !
16 1.32 108

Per n = 16 non & riportato il valore di h(n) perché ps(A,)u > 1. La
funzione h(n) & una maggiorazione dell’errore inerente del problema (1)
quando le perturbazioni €4 e €, sono minori della precisione di macchina,
cioe quando gli elementi di A e di b sono affetti solo dagli errori di rappre-
sentazione.

Costruito il vettore b in modo che il sistema Ax = b abbia come
soluzione x = [1,1,...,1]7T, si risolve questo sistema lineare con i tre metodi:

a) Gauss,
b)  Gauss con massimo pivot parziale,
c) Gauss con massimo pivot totale.

La tabella riporta gli errori relativi

_ 1]l

IS

€x
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da cui sono affette le soluzioni calcolate con i tre metodi.

n | Gauss pivot parziale | pivot totale
4 1.61 107° 1.30 107° 1.60 10~
6 7.84 1076 1.83 107° 2.09 1075
8 4.96 10~* 3.54 1074 1.93 10~°
10 1.38 1072 3.05 1074 7.52 10°°
12 7.84 1073 3.08 1073 1.07 1074
14 7.48 101 3.01 1073 8.75 1074
16 2.26 10! 2.49 102 9.15 104

177

Nella figura 4.3 e riportato in scala logaritmica, al variare di n, il grafico
della funzione h(n) (i valori sono indicati con dei quadratini) e gli errori

effettivi €, generati con

il metodo di Gauss (rappresentati con x),

il metodo di Gauss con massimo pivot parziale (rappresentati con +),

il metodo di Gauss con massimo pivot totale (rappresentati con o).

10°® i l l l l
0 4 6 8 10

Fig. 4.3 - Errori relativi del metodo di Gauss e delle sue varianti.

T T

14 16

Poiché gli errori effettivamente generati sono dati dalla somma degli
errori inerenti e degli errori algoritmici, dalla figura 4.3 risulta che in questo
caso la maggiorazione (4) fornisce una stima assai pessimistica dell’errore
inerente. Per valori piccoli di n e quindi del condizionamento di A, i tre
metodi generano errori confrontabili, mentre per valori pit grandi di n, il
metodo di Gauss con massimo pivot parziale produce risultati affetti da un



178 Capitolo 4. Metodi diretti

errore minore di quelli prodotti dal metodo di Gauss, e migliori risultati si
ottengono con la variante del massimo pivot totale. .

10. Implementazione del metodo di Gauss

Nella implementazione su calcolatore della fattorizzazione LU di una
matrice A con il metodo di Gauss 'area di memoria riservata per con-
tenere inizialmente la matrice A puo essere utilizzata per memorizzare le
due matrici L ed U: i moltiplicatori m;x, 7 = k+1,...,n, del k-esimo
passo sono memorizzati nella stessa area di memoria occupata dagli ele-

menti ag. k), che non vengono pit utilizzati nei passi successivi; gli elementi

aﬁs),r, s=k+1,...,n, sono memorizzati nella stessa area di memoria oc-
. (k=1 . . .
cupata dagli a&s ). Al termine del procedimento la matrice L, esclusa la

diagonale principale, i cui elementi sono uguali a 1, € memorizzata nella
stessa area di memoria inizialmente occupata dalla parte strettamente tri-
angolare inferiore di A e la matrice U ¢ memorizzata nella stessa area di
memoria inizialmente occupata dalla parte triangolare superiore di A.

Nel caso del metodo con la variante del massimo pivot parziale, gli
scambi fra righe della matrice A possono non essere effettivamente eseguiti.
La posizione della i-esima riga della matrice A puo essere individuata uti-
lizzando un vettore v i cui elementi inizialmente sono v; = 4,7 =1,...,n.
L’elemento a;; della matrice A risulta allora memorizzato nella posizione
di indice di riga v; e colonna j. Quando e richiesto lo scambio delle righe
di indice k e r della matrice A, questo scambio non viene eseguito sulla
matrice ma sul vettore v, scambiando fra loro gli elementi v, e v;. Dopo
questo scambio la riga di A contenente il pivot € quella di indice vg. In
modo analogo si procede nel caso della variante del massimo pivot totale
usando due vettori di indici u e v, il primo per I'indice di riga e il secondo
per l'indice di colonna.

Il metodo di Gauss puo essere utilizzato, oltre che per risolvere sistemi,
anche per calcolare il determinante o il rango di una matrice A. Infatti,
il determinante di A & dato dal prodotto degli elementi principali di U (a
meno del segno se il metodo & applicato con una strategia di pivot e sono
richiesti scambi di righe). Se si usa la variante del massimo pivot totale, il
rango di A & dato dal numero r degli elementi non nulli sulla diagonale di
U.

L’implementazione del metodo di Gauss deve prevedere anche un con-
trollo ad ogni passo sulla grandezza del pivot. Infatti se ad un certo passo il
pivot risulta in modulo troppo piccolo, & possibile che ’esecuzione del pro-
gramma si interrompa in modo anomalo (ad esempio per il verificarsi di un
errore di underflow o di overflow o per una divisione per zero). Per questo,
se il modulo del pivot assume valori piu piccoli di una quantita prefissata
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o, esso viene considerato nullo. E opportuno rilevare che i pivot non nulli,
ma in modulo minori di ¢, possono corrispondere a elementi che in teoria
dovrebbero essere nulli, ma che in pratica non lo sono, perché affetti dagli
errori di arrotondamento: in questo caso la sostituzione di tali elementi con
zero € appropriata. Ma € anche possibile che tali pivot corrispondano a
elementi che in teoria non sono nulli: in tal caso la sostituzione con lo zero
puo non alterare eccessivamente la soluzione del sistema, mentre e critica
per il calcolo del rango della matrice, in quanto il numero degli elementi
principali di U che si assumono nulli viene a dipendere dal valore di o. La
determinazione di un valore adeguato di ¢ ¢ difficile, in quanto una piccola
variazione del valore di ¢ puo generare una grande variazione del numero
degli elementi principali di U che si assumono nulli. Una piu efficiente de-
terminazione del rango di una matrice si ottiene utilizzando il metodo dei
valori singolari (si veda il capitolo 7). E possibile determinare esattamente
il rango di una matrice di elementi interi o razionali usando il metodo di
Gauss con una aritmetica modulo p, dove p € un numero primo opportuno
(si veda l’esercizio 4.43).

4.22 Esempio. Si calcoli con il metodo di Gauss il rango della matrice

0.58 -1.1 -0.52
A=1-056 1.12 0.56
0.02 0.02 0.04

operando in virgola mobile in base 10 con 3 cifre significative. Si ha:

1 00 058 -1.1  -0.52
MY =1096 1 0|, A®=1] 0 006 0058 |,
0.0345 0 1 0 0.0579 -0.0579

1 0 0 0.58 -1.1 -0.52
M@ =10 1 0|, A® =1 0 0.06 0058
0 0.965 1 0 0 00019

Se si pone ¢ = 1073, gli elementi diagonali di A®) risultano tutti
maggiori di o e quindi A risulta di rango 3. Se si pone invece o = 2. 1073,
risulta che A ha rango 2 e se si pone o = 1071, risulta che 4 ha rango 1 (da
notare che la matrice A ha effettivamente rango 2). .
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11. Metodo di Gauss-Jordan

Un’altra variante del metodo di Gauss e il metodo di Gauss-Jordan,
che si basa ancora su una successione di moltiplicazioni della matrice A per
matrici elementari. Con questa variante al k-esimo passo si annullano gli
elementi della k-esima colonna con indice di riga diverso da k.

La k-esima matrice elementare ¢ data da

rl -M1k T

“Mg—1.k
B — k) — 1

“MEk+1,k

L -Mnk 1]
Posto A = A, la successione delle matrici A*) ¢ cosi definita
ARFD — g AR =1 n.
La matrice A®+1) ha allora la forma:
Ck+1) DEDT 1k righe
A1) _
) B*+D 1 4 — krighe,

in cui C**1) & una matrice diagonale. La matrice AtV risulta quindi
diagonale.

Se il metodo e applicato alla risoluzione del sistema lineare Ax = b, la
matrice che si ottiene al termine del procedimento & [ A+ | b1 ] dove
A+ & una matrice diagonale, e la soluzione ¢ quindi data da

b('n—l—l)

T = i:1,...,n.

(nt1)’
(A

Il costo computazionale del metodo di Gauss-Jordan per risolvere un
sistema lineare & superiore a quella del metodo di Gauss. Infatti al k-esimo
passo la costruzione della matrice J*) richiede n — 1 divisioni per il calcolo
degli elementi m,x, r = 1,...,n, r # k, mentre per moltiplicare J*) per
A®) occorrono (n — 1)(n — k) operazioni moltiplicative. Quindi, a meno di
termini di ordine inferiore, al k-esimo passo occorrono n(n — k) operazioni
moltiplicative e il costo computazionale del metodo & dato da

n n—1 3

Zn(n—k):nz_:k:%.

k=1 k=1
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Il metodo di Gauss-Jordan puo essere utilizzato anche per il calcolo della
matrice inversa A~!': in tal caso il costo computazionale ¢ lo stesso del
metodo di Gauss.

Per quanto riguarda la stabilita del metodo di Gauss-Jordan, conviene
distinguere due fasi: una prima fase in cui vengono eliminati i termini che
si trovano sotto la diagonale principale, che corrisponde a un’applicazione
del metodo di Gauss, e in questa fase si puo usare una tecnica di massimo
pivot, e una seconda fase, in cui vengono eliminati i termini che si trovano
al di sopra della diagonale principale, e che corrisponde a un’applicazione
del metodo di Gauss senza pivot; in questa seconda fase non vi e alcun
controllo sulla crescita degli elementi m,,,7 = 1,...,k — 1, che possono
diventare comunque elevati in modulo.

4.23 Esempio. Applicando il metodo di Gauss-Jordan alla matrice

1 1 1
AV =A=11 1+€ 2 , pere>0,
1 1 2
si ottiene
1 0 0 1 1 1
MY =111 0 AP =10 € 1],
-1 0 1 0 0 1
1 -1/e 0 1 0 1—1/e
M@ =10 1 0|, A® =10 e 1 ,
0 0 1 0 0 1
1 0 1/e—1 100
M® =10 1 -1 . AW =10 € 0
0 0 1 0 0 1
Se € & molto piccolo, nelle matrici A®), M3 e M®) compaiono elementi
molto grandi. .

Pero Peters e Wilkinson hanno dimostrato [22] che se al passo k si
applica una tecnica di pivot parziale alle righe di indice maggiore o uguale a
k, anche se durante il procedimento si generano al di sopra della diagonale
principale elementi di modulo molto elevato, questi non influenzano 1’errore
della soluzione. Cioe il metodo di Gauss-Jordan con pivot parziale € stabile
quanto il metodo di Gauss con pivot parziale.

4.24 Esempio. Al sistema lineare Ax = b dell’esempio 4.21 si applica il
metodo di Gauss-Jordan, senza varianti del pivot, con la variante del pivot
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J
parziale e con la variante del pivot totale. I valori ottenuti per €, = HH XH”2
X||2

SOno:

n | Gauss-Jordan pivot parziale pivot totale
4 1.82 107° 1.33107° 1.60 106
6 8.42 1077 1.79 107° 2.09 10~°
8 1.12 1073 3.51 104 1.93 1075
10 6.64 103 2.46 104 7.50 1075
12 2.13 1072 3.03 1073 1.07 1074
14 9.15 10~* 4.12 1073 8.75 1074
16 4.04 1071 2.30 102 9.15 104

Confrontando questi risultati con quelli riportati nell’esempio 4.21 rela-
tivi al metodo di Gauss, risulta che quando il metodo di Gauss-Jordan e
applicato con le varianti del massimo pivot, il suo comportamento ¢ molto
simile a quello di Gauss con le stesse varianti e per alcuni valori di n i
risultati sono praticamente identici. In questo caso il metodo di Gauss-
Jordan con le sua varianti del massimo pivot ha le stesse caratteristiche di
stabilita di quello di Gauss con le medesime varianti. .

12. Metodo di Householder

Il procedimento di fattorizzazione della matrice A con matrici di House-
holder & sempre applicabile. Si segue il procedimento di fattorizzazione con
le matrici elementari del paragrafo 5: al primo passo, sia a;j il vettore for-
mato dagli elementi della prima colonna di A1) = A e sia

1 1 1
o} f1aty] se al) #0,

0, =
1 se aﬁ) = 0;
posto
1
]. = 1
a2 (lla |2 + ai?])
e
- 1 -
01 (flarl2 + |a}))
1
ag1)
V] = )

i all) |



Capitolo 4. Metodi diretti 183
la prima matrice elementare di Householder ¢ data da
EW =ph =1 gyvyvi,

Con la notazione del paragrafo 5, al k-esimo passo, sia aj il vettore di
ordine n — k + 1 formato dagli elementi della prima colonna di B®*), cioe
dagli elementi della k-esima colonna di A®*) con indice di riga maggiore o
uguale a k, e sia

k) /) (k k
al(ﬁk)/|al(fk)| se al(ck) 7 0,

0, =
1 se al(flz) = 0;
posto
1
- k
a2 (llag]l2 + [al)])
e

0

o |

k
O (|l + [al))

k —1 componenti

Vi —
(k)
Ap i1k
n — k + 1 componenti,

(k)
Ak . )

la k-esima matrice elementare di Householder ¢ data da
E® = pk) — 1 _ govvil

Se al k-esimo passo si ha a; = 0, si pone P*) = I, cio¢ il k-esimo passo
non comporta alcuna operazione e la matrice A ottenuta al termine del
procedimento avra nullo ’elemento a,gz).

Poiché le matrici P**) sono hermitiane e unitarie, e quindi
[P~ = p)

la matrice
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¢ unitaria. Se si pone Q = F e R = A dalla (21) si ottiene
A=QR,

e cioe la matrice A ¢ fattorizzata nel prodotto di una matrice unitaria per
una triangolare superiore.
4.25 Esempio. Si calcoli la fattorizzazione QR della matrice

72 -144 -144

A=-144 -36 -360
-144  -360 450

Al primo passo si ha

1
= = [288,-144, -144]T
61 622087 Vi [ ) ) ] )
per cui
L [2 4 4
P(I):I—BlvlvlT:E 4 4 -2
4 -2 4
€
216 -216 108
A® =1 0 0 -486 | ;
0 -324 324
al secondo passo si ha
1
= , =10, 324,-324]7,
b= Tomorer V2| ]
per cui
1 0 0
PO =T—Byvovl =10 0 1
01 0
e —
2216 -216 108
R=A® =1 0 -324 324 |.
0 0 -486 |
Inoltre _
L [2 4 4
Q=PYPA =" 14 2 4]. .
614 14 2]
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13. Implementazione del metodo di Householder

Il metodo di Householder per risolvere il sistema lineare Ax = b puo es-
sere implementato senza calcolare effettivamente le matrici P*). Si procede
nel modo seguente: si considera la matrice

T = [AD |b] = [ b]

e si costruiscono 31, v; e il vettore riga di n + 1 componenti y = V{{T(l).
Allora e
7 — p(O)PpQ) — (1) _ BiviyH.

Al k-esimo passo si ha:
TR+ — pk)pk) — (k) _ Bmyf,

dove y,‘? = v,fT(k) € un vettore riga di n + 1 componenti, di cui le prime
k — 1 sono nulle. Dopo n passi si ottiene la matrice

T — [A(n) | b(ﬂ)] =[R | b(n)L

e quindi il sistema Rx = b(™) con matrice dei coefficienti triangolare supe-
riore ¢ equivalente al sistema Ax = b.

Al k-esimo passo le prime k — 1 componenti del vettore vi sono nulle
e quindi vi ha al pit n — k + 1 componenti diverse da zero; per la sua
determinazione sono richieste al pitt n—k+3 operazioni moltiplicative oltre a
una estrazione di radice quadrata; la determinazione del vettore y richiede
al pitt (n—k+1)? operazioni moltiplicative; il prodotto esterno vky,f richiede
(n — k + 1)? operazioni moltiplicative. Quindi il costo computazionale del
k-esimo passo & 2(n — k)2, e complessivamente il costo computazionale del
metodo di Householder per risolvere il sistema Ax = b & di 2n?/3 operazioni,
pari al doppio di quello del metodo di Gauss. Sono inoltre richieste n
estrazioni di radice quadrata.

Nell'implementazione del metodo, le matrici A®) sono memorizzate
nella stessa area di memoria della matrice A. Poiché gli n — k elementi
della k-esima colonna della matrice A*+1) al di sotto dell’elemento princi-
pale sono nulli, nella costruzione di A**1 non conviene annullare le cor-
rispondenti posizioni di memoria, che in tal modo alla fine del procedimento
contengono le componenti del vettore vi di indice maggiore di k. Quindi
al k-esimo passo restano da memorizzare 5 e la k-esima componente di
vi. Globalmente per questi elementi sono richieste altre 2n — 2 posizioni
di memoria. Al termine del procedimento nello spazio di memoria inizial-
mente occupato dalla matrice A e nelle 2n — 2 posizioni aggiuntive, risultano
memorizzati la matrice R e gli elementi necessari per ricostruire le matrici
elementari P*) e quindi la matrice Q.
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Non conviene in generale costruire la matrice @): in molte applicazioni
operare con le matrici P(*) non richiede un costo computazionale maggiore
che operare con la matrice Q. Ad esempio il calcolo del prodotto QB,
dove B e una matrice di ordine n, richiede lo stesso numero di operazioni
moltiplicative, n3, sia che si moltiplichino le due matrici Q e B, sia che si
usino le matrici elementari P*) con I’algoritmo:

B™ = B,
B(k)) :P(k')B(k_"l)’ per kj:n— ]_,...,1
QB =BW,

Infatti il calcolo di
P(k)B(k+1) — B(k+l) o Bkvk}’;}?,

dove

i = VB,

richiede 2n(n — k + 1) operazioni moltiplicative e quindi complessivamente
il costo computazionale & n3.
La matrice Q, se € specificatamente richiesta, puo essere cosi calcolata,

partendo dall’ultima matrice P"~1) fino alla prima P(1):
Q=P (PR (P2 ph-ly )

Cosi procedendo si pud sfruttare il fatto che il prodotto P*+1) . pn—1)
coincide con la matrice identica ad eccezione degli elementi delle ultime n—k
righe e colonne. In tal modo il costo computazionale del calcolo di @) & pari
a 2n3/3.

Poiché A=! = R~'Q¥, il metodo di Householder puo essere usato anche
per calcolare l'inversa di una matrice A, con il procedimento

B — R7L, B®) = B(k“)P(k), perk=n-—1,... 1.

Il costo computazionale della fattorizzazione QR & 2n3/3, del calcolo della
matrice triangolare superiore R~ & n3 /6, della moltiplicazione delle matrici
elementari ¢ 2n3/3: quindi complessivamente il costo computazionale del
calcolo di A™! con il metodo di Householder & 3n3/2.

Il metodo di Householder puo essere applicato anche a matrici A non
quadrate. Se A € C™*" m > n, si ha A= QR, dove Q € C™*™ & unitaria
e

T |} nrighe
R= At =
O | } m —nrighe,



Capitolo 4. Metodi diretti 187

dove T' € C™*™ & una matrice triangolare superiore. Il costo computazionale
della fattorizzazione QQR con il metodo di Householder & in questo caso
n?(m —n/3).

14. Analisi dell’errore del metodo di Householder

Lo studio dell’errore della fattorizzazione QR con il metodo di House-
holder ¢ assai pitt complesso che per la fattorizzazione LU. Ci si limita
quindi a riportare i risultati fondamentali, limitatamente al caso reale [18].
Nei teoremi che seguono intervengono le seguenti matrici:

Ak | = 2,...,n, ¢ la k-esima matrice effettivamente calcolata nel proce-
dimento di fattorizzazione QR di A (si noti che AN = A1) = A);

R & la matrice triangolare superiore A effettivamente calcolata al ter-
mine del procedimento di fattorizzazione,

Pk ¢ la matrice elementare di Householder che si calcolerebbe partendo da
A®) se non intervenissero gli errori di arrotondamento,

P®) & la matrice effettivamente calcolata partendo da /T(’“), cioe tale che
Alk+1) fl(ﬁ(k’)g(k)),

dove fI(P® A®)) & il risultato del calcolo di P*) A%) effettivamente
eseguito in aritmetica di macchina. Allora la matrice

Q=pr-V_ ph)
€ una matrice unitaria, mentre la matrice
Q= fUPT V(.. fUPPOPD) )

in generale non lo e.

Anziché valutare gli errori nei singoli elementi dei vettori, o delle ma-
trici, essi verranno valutati globalmente in norma 2 nel caso di vettori e in
norma di Frobenius nel caso di matrici.

4.26 Teorema. Applicando ad un vettore z successivamente le n—1 matrici
di Householder che intervengono nella fattorizzazione QR di A, il vettore w
effettivamente calcolato

w = fI(BC (. fUPMz)..)),

risulta essere N
w=0Q(z+e),
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dove
lell2 < yn?ullzl2 + O(u?),

in cui O(u?) & una funzione di u di ordine maggiore o uguale al secondo e
€ una costante positiva. .

Se A = I, applicando il teorema precedente al caso degli n vettori

e;, 1 =1,...,n, si ottiene la relazione

Q=Q(I+E)+0?), (41)
con

1| r < yn®?u+ O(u?). .

Si considerano ora gli errori da cui sono affette le matrici A%,

4.27 Teorema. Al k-esimo passo si ha:
AU+D — pt) - p 4 4 gk,

dove
IGP|p < n’u [|Allp + O(u?). .

In particolare, per la matrice R si ha
R=Q(A+Q), (42)
dove
IG|lF < yn*ul|Allr + O(u?).

Si osservi che la matrice @ che compare nella (42) non ¢ uguale alla matrice

@ effettivamente calcolata, ma per la (41) differisce ”di poco” da questa.
I risultati dei teoremi 4.26 e 4.27 sono ora utilizzati per individuare una
limitazione dell’errore nella risoluzione del sistema lineare.

4.28 Teorema. Sia X il vettore effettivamente calcolato nella risoluzione
del sistema lineare Ax = b, effettuata mediante i seguenti passi:
a) calcolo delle matrici elementari ]5(’“), k=1,...,n—1,

b) applicazione successiva di tali matrici alla matrice A e al vettore b, per
calcolare la matrice triangolare superiore R e il vettorey,

¢) determinazione del vettore X effettivamente calcolato nella risoluzione
del sistema Rx =y.
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Allora risulta
(A+ AA)x =b+ Ab, (43)

con
IAA|lp < u(yn®|Allp +nl|Bl|F) + O(u?), || Abllz < yn’ullbllz + O(u?).

Dim. La matrice R del sistema al punto c) e triangolare superiore: allora,
per il teorema 4.15, la soluzione effettivamente calcolata x ¢ tale che

(R+F)X=y, |F|<nul|R|+0(u?), (44)

per cui _
IF|F < nu||R|[F + O(u?).

Per il teorema 4.26, si ha che per il vettore
y = fUP"N i (PMb)..),

vale

-~

y=Q(b+e), le]z<ynu|bll2+O(w?). (45)
Da (44) e (45) segue che
(R+F)X=Q(b +e),

e, per la (42),

~ ~

QA+ G)+ F]x=Q(b+e).
Essendo @ unitaria, si ha:
(A+G+Q"F)X=b+e,
e quindi vale la (43) con Ab = e, e con
IAA]F = |G+ Q" F|r.

Poiché [|Q" F|[r = | F|p, risulta | AAl|r < u(yn?[|A|lp +n|Rl|r) + O(u?).

Dal teorema 4.28 risulta che la stabilita del metodo di Householder &
legata alla norma della matrice A e alla norma della matrice triangolare
R, che differisce dalla norma di R per un termine dell’ordine di u. Poiché
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tutte le matrici A®) ottenute con il metodo di Householder hanno la stessa
norma di Frobenius, essendo

tr([A(k+1)]HA(k+1)) - tr([A(k)]H[p(k)]Hp(k)A(k))
=tr([AD)HAR) k=1,... n—1

risulta
AP p = | Allp, k=1,....,n, e ||R|r=]|A]Fp.

Quindi, a differenza del metodo di Gauss, il metodo di Householder non
richiede scambi di righe ne richiede applicazioni di strategie, del tipo di
quella del massimo pivot, per aumentarne la stabilita.

In alcune applicazioni, come ad esempio per calcolare il rango di una
matrice, il metodo di Householder viene utilizzato con una tecnica analoga
a quella del massimo pivot totale per il metodo di Gauss, allo scopo di
ottenere una matrice R con gli elementi principali ordinati in ordine di
modulo non crescente. Per questo al k-esimo passo, costruita la matrice
A®) della forma (18), si determina la colonna di B®*) la cui norma 2 &
massima; sia j, 1 < j < n — k + 1, 'indice di tale colonna: se j # 1, si
scambiano fra loro la (k + 1)-esima e la (k + j)-esima colonna della matrice
A®) ¢ si costruisce la matrice elementare P(¥) a partire della matrice cosi
ottenuta. Se il rango di A & r < n, il procedimento termina dopo r passi e
si ottiene una decomposizione del tipo

AIl = QR,

dove IT € R™ ™ ¢ una matrice di permutazione, ) € C™*"™ ¢& unitaria e R
¢ della forma
Ry St} r righe
R =
O O| } n—r righe,

dove Ry € C"*" ¢ triangolare superiore non singolare, con gli elementi
principali ordinati in ordine di modulo non crescente.
La crescita dell’errore algoritmico come funzione di n € in generale

molto inferiore a quella indicata dalle maggiorazioni dei teoremi 4.26, 4.27
e 4.28.

10|
%]l
al sistema lineare Ax = b dell’esempio 4.21 il metodo di Householder con i
valori ottenuti con il metodo di Gauss con il massimo pivot parziale e totale.

4.29 Esempio. Si confrontano i valori di €, = , ottenuti applicando
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n | Householder | Gauss, pivot parziale | Gauss, pivot totale
4 1.59 10° 1.30 107° 1.60 1076
6 3.43 1075 1.83 107° 2.09 10—°
8 1.54 1074 3.54 1074 1.93 107°
10 6.57 10~* 3.05 1074 7.52 107°
12 2.09 10~3 3.08 1073 1.07 1074
14 6.56 1073 3.01 1073 8.75 104
16 3.06 1072 2.49 1072 9.15 104

Risulta quindi che I'errore generato dal metodo di Householder ¢, in questo
caso, confrontabile con quello generato dal metodo di Gauss con pivot
parziale. .

15. Fattorizzazione QR con le matrici di Givens

L’applicazione di una matrice di Householder alla matrice A consente
di annullare simultaneamente tutti gli elementi di una colonna di A al di
sotto di quello principale, ed €& per questo che il metodo di Householder
viene utilizzato per fattorizzare in modo efficiente la matrice A nella forma
QR. Vi sono pero dei casi, ad esempio per matrici con specifiche proprieta
di struttura, in cui & necessario annullare solo particolari elementi. In questi
casi ¢ conveniente utilizzare le matrici di Givens.

4.30 Definizione. Siano 1 < i,j7 < nconi # j, ¢ € Re ¢ € C, con
|| =1 . La matrice

-1 -
1
c -5 — i
1
Gij:
1
s c <~ J
1
L 1.
/]\
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in cui ¢ = cos¢ e s = sin ¢, & detta matrice di rotazione di Givens.

Le matrici di Givens si ottengono dalla matrice identica per mezzo
di correzioni di rango 2, sono unitarie e, nel caso reale, esprimono una
rotazione di un angolo ¢ nel piano individuato dai vettori e; ed e;. La
matrice G2 € R?*?2 ¢ quella dell’esempio 2.2. L’interpretazione geometrica
dell’applicazione di G5 ad un vettore x € R? ¢ riportata nella figura 4.4.

€2

>

€1

Fig. 4.4 - Rotazione di un vettore x € R?.

4.31 Esempio. Una matrice ortogonale U € R?*2, 0 ¢ una matrice di
Householder, o ¢ una matrice di Givens. Infatti, sia

o=[5 4]
Dalla ortogonalita di U, essendo
a? + 72 =1,
si puo porre
a=cos¢p e y=sing, ¢ER,

ed essendo
af+v6 =0,

deve risultare

b =—sing e J§=cosao,

oppure

B =sing e §=—cosa.

Nel primo caso la matrice U e la seguente matrice di Givens

U= {cosqﬁ -sin¢]

sing cos¢
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nel secondo caso si ha

_|cosg sing | _ . T
U_[singb —COS(Z)]_I vy,

dove
v =[-sin =, cos ?]T,
2 2
e quindi U ¢ una matrice elementare di Householder. "

Sia A € C"*", fissati gli indici ¢ e j, la matrice B = G;; A differisce
dalla matrice A per i soli elementi delle righe di indici ¢ e j. Se a;; # 0, €
possibile scegliere ¢ e 1) in modo tale che '’elemento b;; sia uguale a 0. Se
a;; # 0, posto

¢ = - el % )
Qii | Qjq
||
COS @ =
O el P
! (46)
sing = ]

Vi0ail? +Jazil?’
J

risulta

_ Ylagilai + |agilag;

bji = sa;; + CQj; = ¢Sin¢ ai; + COS(b Qjq = 5 5
Vaiil? + lajil

| o

Se A € R™*", la matrice di Givens G;; ¢ reale e

273

aji

|aji|aii {Tﬁ 4 %

|@ii|® + [ail? @i

Se a;; = 0, 1 puo assumere un qualsiasi valore.

_ |ais]
Viaal? + lagi?
S = — sgn <@> ’aji’ .
i ) +/laii|® + |ag[?

Al posto delle (46) conviene usare le seguenti formule numericamente piu
stabili:

’ ‘ > | ’ . ¢ ) 1 ‘s
se |ai; aii|, siponet=|—|, sinp = ——, cos¢ = tsin ¢,
s = " V142
ai; 1
se |ai;| < |a;i|, si ponet = el , COS¢p=——=, sin¢ = tcos ¢.
’ ]’L‘ | Z’L’ p i /—1 t2
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La fattorizzazione QQ R con le matrici di Givens viene realizzata costruen-
do a partire dalla matrice A una successione di matrici, in cui ogni matrice e
ottenuta moltiplicando a sinistra la matrice precedentemente calcolata per
la matrice G, j =t¢+1,...,n, i = 1,...,n — 1, che ¢ tale da annullare
I’elemento di posto (j,4). Ad esempio, se n = 4, la matrice R ¢ ottenuta nel
modo seguente

R = G34G24G23G14G13G12A,

e quindi in questo caso la matrice Q¥ ¢ data dal prodotto

QY = G34G24G23G14G13G 2.

Questo algoritmo richiede per il calcolo di R 4n3/3 operazioni molti-
plicative. Infatti per ogni i e j, j = ¢+ 1,...,n, ¢ = 1,...,n—1, la
costruzione di Gj; richiede 4 operazioni moltiplicative e 1 estrazione di
radice quadrata, e la moltiplicazione per G;; richiede 4(n —i+ 1) operazioni
moltiplicative. Complessivamente sono richieste

”22”‘: 4n—1i+41) +4N4ZZn—Z —4Zn—z
i=1 =1 j=1

operazioni moltiplicative.

4.32 Esempio. Sia

A=l 0o 1 w2 3V2
2v2 1 -3v2 -3V2

Si applica ad A il metodo di Givens

V2 -4V2 0 0
l\/§ l\/§ 0 0
— 2 2
G 0 0 1 0}’
0 0 0 1
2v2 1 V2 V2
0 1 V2 -iV2
A2 — A= 2
GIQ 0 1 \/§ %\/ﬁ )
2v2 1 -3v2 -1V2



[

1
o 1
Goz = 2
23 0 %
0
AW = Gys A
G24 — Ia
1 0
0 1
Ga=10 o
0 0

R=A®) = G4, AW =

Si ha percio A = QR, dove

QY = G34G23G14G 19 =
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3V2
0

SO = O
SO = OO
N|—

glo
)
1
|
N
OOSS OIHSSO
NN - o oo = O NS
|§|§||
SIS
1
N|—
)

- 4 1
o 0 -2
o 2 1]’

0 2 -2
0 0
0 0

4 V2 o4 1
0 V2 0 -2
0 0 2v2 32
0 0 0 -3v2
1 -1 0 2
11 1 -v2 0
21v2 0 1 -1
0 v2 1 1

195

Il metodo di Givens per la fattorizzazione QR richiede quindi circa

il doppio delle operazioni richieste dal metodo di Householder.

Percio ¢

conveniente utilizzare questo metodo solo quando la matrice A ha particolari
proprieta di struttura: in tal caso, se la matrice A ¢ sparsa, il metodo di
Givens puo essere competitivo con quello di Householder. Pil in generale
si utilizza il metodo di Givens quando ¢ richiesto 'annullamento selettivo
di particolari elementi della matrice A, come nel caso di alcuni metodi per
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calcolare autovalori di matrici e risolvere problemi di minimi quadrati (si
vedano i capitoli 6 e 7). Dal punto di vista della stabilitd numerica, il
metodo di Givens ha un comportamento analogo a quello di Householder.

4.33 Esempio. Se A € C™*" ¢ tridiagonale, il numero di rotazioni di
Givens richieste ¢ dato da n — 1. Cioe

R= Gn—l,nGn—Z,n—l ... G2A.

Il costo computazionale del metodo di Givens € in questo caso di 12n opera-
zioni moltiplicative ed n estrazioni di radici quadrate, ed & uguale a quello
richiesto dal metodo di Householder. .

16. Tecniche compatte

Le matrici L e U della fattorizzazione possono essere calcolate oltre che
con il metodo di Gauss che utilizza matrici elementari, anche con le tecniche
di seguito riportate. Dalla relazione A = LU, poiché L e U sono matrici
rispettivamente triangolare inferiore e triangolare superiore, si ha:

min(,7)

G5 = Z Ligugj, t,5=1,...,n. (47)
k=1

Seguendo un ordine particolare la (47) consente di calcolare gli elementi di
L e di U. Procedendo per righe si ha:
i—1
aij:Zlikukj—l—uij, j:i,...,m Z'Zl,...,’n,, (48)
k=1

7j—1
aij:Zlikuk]’—i—li]"u]’j, j=1...,i—1, +=2,...,n, (49)
k=1

dove il risultato delle sommatorie di (48) e (49) ¢ da intendersi uguale a
zero se il secondo estremo risulta nullo. Dalle (48) e (49) si ha:

i—1
uij:aij—Zlikukj, j:i,...,n, izl,...,n, (50)
k=1

-1

1 I . . ;

lij:$[aij—2likukj], j:]_,...,l—l, 222,.‘.,71, (51)
73 k=1

dove il risultato delle sommatorie di (50) e (51) & da intendersi uguale a
zero se il secondo estremo risulta nullo. Il calcolo procede allora nel modo
seguente:

per i =1, dalla (50) si ha ui; = a1, j=1,...,m;
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per 1= 2, dalla (51) si ha l21 = agl/un e dalla (50) U2j = (25 —lglulj, j =
2,...,n; si calcolano la; e ug;, j = 2,...,n utilizzando gli u,;
calcolati precedentemente;

per i = n, dalla (51) si possono calcolare gli l,,;, 7 = 1,...,n—1, utilizzando
gli Ik, k < j, della stessa riga gia calcolati e gli uy; calcolati
precedentemente, e dalla (50) si puod calcolare wy,,.

Per n = 4 I'ordinamento con cui vengono ricavati gli elementi di L e di U e
schematizzato nella figura 4.5.

Fig.4.5 - Ordinamento del calcolo nella tecnica compatta.

La determinazione di L e U puo essere ottenuta anche seguendo ’ordi-
namento di Crout, come ¢ indicato per il caso n = 4 nella figura 4.6.

Fig. 4.6 - Ordinamento nel metodo di Crout.

Il costo computazionale di questi metodi € lo stesso, qualunque sia
Pordinamento che si segue, ed ¢ uguale a quello richiesto dal metodo di
Gauss. Questi metodi non sono applicabili a matrici che non ammettono
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la fattorizzazione LU, non essendo possibile effettuare scambi di righe o di
colonne. Anche le tecniche di massimo pivot non sono applicabili, per cui
se si presentano problemi di instabilita numerica, un modo per contenere
gli errori di arrotondamento e quello di calcolare le quantita

min(%,5)

g likug;j
k=1

delle (48) e (49) usando una precisione superiore a quella usata negli altri
calcoli.

17. Metodo di Cholesky

Nel paragrafo 3 e stato dimostrato che una matrice A definita positiva
¢ fattorizzabile nel prodotto

A=LLY,
cioe in componenti

min(,j

)
aij: Z lzkzjk
k=1

Poiché la matrice A & hermitiana, ¢ possibile eseguire il calcolo in modo da
utilizzare solo gli elementi a;;, 7 > j; si ha

i
ajj = kzl jkl?, perj=1,...,n, (52)

J _
aij:kzllikljk, peri:j+1,...,n, j:1,...,n—1,

da cui si ricavano le seguenti relazioni che definiscono il metodo di Cholesky

j=1 )
Lij = ]azi — > |kl
k=1

j—1
1 g < eri=74+1,...,n
lij = 1. [aij - E lik:ljk] ) P /
73 k=1

per 3 =1,...,n,

e j#Fmn,

dove il risultato delle sommatorie e da intendersi uguale a zero se il secondo
estremo risulta nullo.

Quindi il calcolo degli elementi di L procede per colonne, come &
schematizzato per il caso n = 4 nella figura 4.7.
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Fig. 4.7 - Ordinamento nel metodo di Cholesky.

4.34 Esempio. La matrice

A=

9 1+2i
1—2i 6
-1—-2i -1+2i

-1+ 2i
-1 —2i

9

per il teorema 2.41 e definita positiva. Applicando il metodo di Cholesky si

ha:
li1 = a1 =3,
a1 1—2i 7
l = — = , l — — l 2 -,
21 I 3 22 V a22 | 21| 3
Jo = 931 _ 1+472i Cagz —lgilyy <124 22i
31 — l11 - 3 ) 32 — l22 - 21 )
24/86
lss = v/ass — |l31]% — |l32]? = —

Quindi la matrice L, tale che A = LLY ¢

3 0 0
1—2i 7
- 0
3 3
1421 -12422i 2v/86
3 21 7

Il metodo di Cholesky, come le altre tecniche compatte esposte nel
paragrafo 16, non consente di usare varianti di massimo pivot, ma risulta
comunque stabile: € possibile infatti dimostrare un risultato analogo a quello
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del teorema 4.17, in cui la stabilita del metodo e legata al modulo degli
elementi della matrice L. Dalla (52) si ha che

lin| < Vai, k=1,...,i i=1,...,n,

e quindi tutti gli elementi di L sono limitati da

ZM S VvV aM,

in cui lp; e aps sono rispettivamente il massimo modulo degli elementi di L
edi A.

Per il calcolo di I;; sono richieste j operazioni moltiplicative e quindi
per il calcolo degli elementi della i-esima riga sono richieste

i
D =g

Jj=1

-
|

—
N

operazioni moltiplicative, oltre al numero delle operazioni per il calcolo di
l;; che & di ordine inferiore (compresa una estrazione di radice quadrata).
Per il calcolo delle n righe di L il numero delle operazioni moltiplicative

richieste ¢ dato da
n .2 3
Z v.on
P 2 6

Anche il metodo di Gauss, che nel caso generale ha un costo computazionale
di n3/3, nel caso di matrici definite positive pud essere implementato in
modo che il costo computazionale si riduca a n3/6 (si veda 'esercizio 4.22)

18. Comnsiderazioni sul costo computazionale.

La tabella di figura 4.8, ripresa da [17], riporta, a meno dei termini
di ordine inferiore, il numero di operazioni richieste per risolvere il sistema
lineare Ax = b di ordine n con i vari metodi diretti presentati.

Nel 1965 ¢ stato dimostrato in [16] che per risolvere il sistema lineare
Ax = b, con matrice A qualsiasi, il metodo di Gauss & ottimo, dal punto
di vista della complessita computazionale, fra i metodi che utilizzano solo
combinazioni lineari di righe e colonne. Recentemente pero sono stati pro-
posti metodi basati su tecniche diverse, che permettono di risolvere un si-
stema di equazioni lineari con un costo computazionale di ordine inferiore.
Tali metodi si basano sull’equivalenza, dal punto di vista del costo com-
putazionale, del problema dell’inversione di una matrice di ordine n e del
problema della moltiplicazione di due matrici di ordine n.
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metodo oper. moltipl. oper. addit. rad. quadr.
Gauss n3/3 n3/3 -
Gauss-Jordan n3/2 n3/2 -
Householder 2n3/3 2n3/3 2n
Givens an3/3 2n3/3 n?/2
Cholesky(*) n?/6 n3/6 n

Fig. 4.8 - Costo computazionale dei metodi diretti.
() il metodo di Cholesky si pud applicare solo nel caso di matrici definite
positive.

4.35 Teorema. Se il numero delle operazioni aritmetiche sufficienti a cal-
colare il prodotto di due matrici di ordine n ¢ al piu kn®, k,0 costanti
positive, 2 < § < 3, allora hn? operazioni aritmetiche, h costante positiva,
sono sufficienti a invertire una matrice non singolare di ordine n.

Dim. Sia A € C™*™ una matrice non singolare e si supponga per semplicita
che n = 2P, p intero positivo (per n qualsiasi e sufficiente considerare la
matrice

A 0
A=
o I,

dove m = 2P —n, p = [logn] ). Vale la relazione
A—l — (AHA)—IAH

e per n > 2 si calcola B = (A7 A)~! nel seguente modo: si partiziona la
matrice B
Bin B2
B =
BA Bag

dove B;; € C™/2X"/2 per 4,j = 1,2. Poiché B ¢ definita positiva, By; &
definita positiva, e quindi € non singolare, e anche il complemento di Schur
di Bi1 S = Bygy — BgBilBlg (si veda 'esercizio 1.43) risulta non singolare
e vale

_ _ _ H _
1 Bll1 +Bl1lBl2571[Bl1lBl2} _B111312571
B~ =
~[Bi!Bi2s " S~



202 Capitolo 4. Metodi diretti

Poiché B~! & definita positiva, anche S & definita positiva, e quindi & pos-
sibile ripetere lo stesso procedimento per calcolare le inverse di Byi e S.
Indicando con I(n) il numero di operazioni sufficienti a invertire B, vale la

relazione n n n
IM):2I<§>+4M(§>+2A<§>,

n n
dove si e indicato con M (§> e A (§> il numero delle operazioni sufficienti

n
a calcolare il prodotto e la somma di matrici di ordine 5" Quindi, poiché

A(5)=(3) « (=)

e inoltre I(1) =1, si ha

da cui

2k +1

—1
ny? 3 —0)i
I(n) S (5) (4k +2)22(1 %) < O'TLQ, con o = m

=0

Quindi il numero di operazioni aritmetiche sufficienti a invertire la matrice
A ¢ minore di hn?, con h = o + k. .

Nel 1969 Strassen [24] ha individuato il seguente metodo per calcolare
il prodotto C' = AB di due matrici A e B di ordine 2 con 7 moltiplicazioni
e 18 addizioni

s1 = (a11 + a22)(b11 + ba2)  s2 = (a21 + az2)b11

s3 = a11(biz — ba2) sS4 = aga(ba1 — b11)

s5 = (@11 + a12)ba2 s¢ = (a21 — a11)(b11 + b12)
s7 = (a12 — ag2)(ba1 + ba2)

C11 = S1 + 84 — S5 + 87 C12 = 83+ S5

C21 = S2 + 84 Co2 = 81 — 82 + 83 + Se¢-

Poiché in queste relazioni non viene utilizzata la proprieta commutativa
della moltiplicazione, € possibile applicare tali formule anche nel caso in cui
gli elementi a;;, b;;, c;; sono sostituiti con matrici A;j, B;j, Cij.

Se A e B sono due matrici di ordine n = 2P, p intero maggiore di 1, si
partizionano le matrici A, B e C' in sottomatrici di ordine n/2

A Ajo Bi1 Bis Cn Ci2

A= . B= . C=
Az Az Bay Bao Co1 Cao
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e si applicano in modo ricorsivo le relazioni precedenti, eseguendo cioe cia-
scuna delle 7 moltiplicazioni di matrici di ordine n/2 con lo stesso metodo.
Se M (n) denota il numero di operazioni aritmetiche sufficienti a moltiplicare
matrici di ordine n con questo algoritmo, si ha allora

M(n) =M (g) +O(n?)
M(1) =1,

da cui si ottiene M(n) = 77 + O(n?) = n’ + O(n?), dove 0 = log, 7 =
2.807.. ..

Successivamente ’ordine della complessita computazionale della molti-
plicazione di matrici & stato ridotto a n®, ¢ = 2.38... [7]. Il problema della
determinazione di un algoritmo asintoticamente ottimo & ancora aperto:
risulta comunque che kn? operazioni sono necessarie per moltiplicare ma-
trici di ordine n, dove k & una costante. E opportuno rilevare che alcuni di
questi metodi, che sono asintoticamente piu veloci di quelli esposti, hanno
solo interesse teorico, in quanto diventano convenienti per valori molto ele-
vati di n.

Esercizi proposti

4.1 Si calcoli il numero di condizionamento in norma 2 e in norma oo
delle seguenti matrici

o<lubn 3 2-[2 8] o< 2]

1.001 2 71 29 99 98
1 -1 1
D=1|-1 € €|,0<e<=
1 € €
(Risposta: pa(A) = 5001, peo(A) = 6002, pa(B) = 1532, o (B) = 2200,
1 3 1
112(C) = 39206, Jioo(C) = 39601, p1z(D) = =, jroc(D) = S(1+ ). )

4.2 Sia A € C™*™, triangolare e non singolare. Si dimostri che

max ||
i=1,...,
p2(A)

-----

modo analogo.)
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4.3 Sia A € C™ " non singolare. Si dimostri che ps(A) =1 se e solo se
aA & una matrice unitaria per qualche a € C, a # 0.

(Traccia: sia ps(A) = 1; poiché (si veda l'esercizio 2.13)

1

S
min \;
i=1,...,n

IATHIS = pl(AA™) ™) = p[(A" A) '] =

dove \; sono gli autovalori di A7 A, ne segue che max \;/ min \; = 1.)

i=1,...,n =1,...,n
4.4  Si studi il numero di condizionamento in norma oo della matrice

A— cotg « cosec «
—cosec & —cotg o

come funzione di a.

(1+ |cosal)?

sin” o

(Risposta: pioo(A4) =

a =~ km, k intero.)

; la matrice A ¢ mal condizionata per

4.5 Data la matrice

a=[5%] aso

si determini il valore del parametro « per cui il numero di condizionamento
oo (A) € minimo.
(Risposta: oo =1/2.)

4.6  Si determini una maggiorazione del numero di condizionamento in
norma 2 della matrice

6.4 02 04
A=102 42 0.5
04 05 7.1

(Traccia: si tenga conto che la matrice ¢ simmetrica e si applichi la (5) e il
primo teorema di Gerschgorin.)

4.7 Sia A € C™*™ non singolare.

a) Si dimostri che per il numero di condizionamento di A vale la limi-
tazione inferiore
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per ogni AA € C™*" tale che A + AA sia singolare, e che il segno di
uguaglianza vale se la norma usata ¢ la norma 2 e
yz"

AA = —
zHz’

in cui y & un vettore tale che |ly|]la =1e [A7 y| = |47} ez = A7 y;

b) si diano delle limitazioni inferiori del numero di condizionamento delle
matrici dell’esercizio 4.1.

(Traccia: a) esiste x # 0 tale che A(I + A~'AA)x = 0, per cui

|A~TAAx| L
Il ’
L yz" . I
si verifichi che A — =—— ¢ singolare e che [[AAll; = A, in quanto
zflz, 2

lyzf|l2 = ||yll2 ||z]2 (si veda lesercizio 3.15); b) per opportune scelte della
matrice AA si ottengono le limitazioni peo(A) > 3001, poo(B) > 1420,

3
€
4.8 Sia A € C™*™. Si dimostri che se A ¢ non singolare, allora

pa() 2 1AL

~ lai — a2’

per ogni coppia a; e a;, 7 # j, di colonne di A.

(Traccia: se A € non singolare, sia AA = (a; — aj)e;f e quindi A+ AA e
singolare. Riferendosi all’esercizio 4.7, si determini ||AA|2.)

4.9 Sia A € C™ ™ non singolare.

a) Si dica di quanto possono differire al piu i numeri di condizionamento
di A rispetto alla norma 2 e rispetto alla norma oo, cioe si determinino
due costanti e f € R, 0 < a < 3, tali che

oo (A) < pi2(A) < Brios (A);
b) se A & hermitiana, si dimostri che
p2(A) < p(A),

in cui p(A) & il numero di condizionamento di A rispetto a una qualun-
que norma indotta;
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c) si consideri in particolare il caso delle matrici A € R?*? della forma

A:{a b}, a, b€ R.
b a

(Traccia: a) si sfruttino le relazioni del paragrafo 4, capitolo 3; b) vale

HA||2 =p(4) < ||AH, c) po(A) = poo(A) = ‘lZ: i_ }z;‘ )

4.10 Sia L € C™*" una matrice triangolare inferiore con elementi prin-
cipali uguali a 1 ed elementi non principali di modulo minore o uguale a
1.

a) Si determini il massimo valore possibile per oo (L);
b) si indichi una matrice per la quale tale massimo viene raggiunto.
(Risposta: a) n2"~1; b)

1 se i =7,
lij:{_ se i > j,

0 se v < j.

4.11 Sia A € C™*" una matrice non singolare e siano AA, da e « una
matrice, un vettore e uno scalare di perturbazione. Si dimostri che

a) la matrice A= A+ AA ¢ non singolare se A~AA non ha I'autovalore
—1;

b) la matrice A, ottenuta da A sostituendo alla sua i-esima colonna a; il
vettore a; + da, ¢ non singolare se el A71da # —1;

c¢) la matrice A, ottenuta da A sostituendo al suo elemento a;; Yelemento
ai;j + a, ¢ non singolare se ab;; # —1, dove B = A™%.

(Risposta: b) si veda 'esercizio 1.45.)

4.12 Si consideri il sistema lineare Ax = b, b # 0. Si supponga di dare
al vettore b la perturbazione db, e sia x + dx la soluzione del sistema cosi

ottenuto:
A(x + 0x) = b+ db.

a) Si dimostri che

1]

W < u(A)

1Bl
o}~

b) si costruisca una matrice A e dei vettori b e db tali che la relazione
precedente valga con il segno di uguaglianza per la norma 2;
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c¢) sono dati i due sistemi lineari Ax = b e By = b, dove

151 30.1 151 30.1
A‘[30.1 6 } b= {30.1 —6]’

si dica per quale dei due sistemi la soluzione e piu sensibile agli errori
del termine noto. Se in entrambi i casi si vuole ottenere la soluzione
con la stessa precisione rispetto alla norma 2, si dica quanto piu preciso
deve essere b nel caso peggiore.

(Traccia: b) si consideri una matrice A normale con autovalore di modulo
massimo Apa.x € minimo Ay, € i vettori b e db, autovettori di A corrispon-
denti a Apax € Amin; €) si calcoli ua(A)/p2(B).)

4.13 Sia x* la soluzione del sistema lineare Ax = b e X la soluzione
calcolata in aritmetica finita.

a) Si dimostri che

Ix* — x| [l
o S A
el bl

dove r = Ax — b ¢ il residuo di X; ne segue che la stima ”a posteriori”
dell’errore di una soluzione calcolata basata solo sulla grandezza del
residuo puo essere priva di significato;

1 1 1
a=[3 aheo = lA]

e si supponga che la soluzione calcolata sia
5 — 0.5
05|
Si confrontino ’errore relativo di X e il suo residuo;

Ao [0.81 -0.56}7 b— {0.25];

b) siano

c) siano

0.16 -0.11 0.05

la soluzione esatta & x* = [1, 1] e sono date due soluzioni approssimate
X1 = [1.1,0.9]7 e %2 = [0.5,0.31]7. Si calcolino gli errori relativi €; e
€5 delle due soluzioni e i corrispondenti residui;

d) siano Ax = b e Ay = c due sistemi lineari, in cui

1 1.001 2.001 1
S L b B
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e si supponga che un algoritmo fornisca le seguenti soluzioni approssi-

mate
- 2 ~ _|-1001|
“lol” Y7 |1000]"
si calcolino gli errori relativi €, e €, delle due soluzioni e i corrispondenti
residui.

Si osservi, come risulta dai punti c) e d), che ad una soluzione piu precisa
puo corrispondere un residuo maggiore.

(Risposta: ¢) in norma oo risulta € = 0.1, €2 = 0.69, ||r1|| = 0.137, ||r2| =

. |1 « _ | -1000 . _ _
0.0186; d) e x* = [1], y* = [ 1000 | Per cul € = 1, €, = 0.001, ||rg|| =
0.001, ||ry|| = 1. Sia in ¢) che in d) la matrice A ¢ malcondizionata: in c) &

w(A) ~ 2.7 103, in d) & u(A) ~ 4 103.)

4.14 Sia T € R™*™ triangolare superiore.

a) Sia d un vettore ad n componenti tutte uguali a 1 o —1. Si dia un
algoritmo per determinare i segni delle componenti di d in modo che il
vettore y = T~ 'd abbia componenti di modulo grande:;

b) il vettore y cosi ottenuto & usato per stimare la |71, infatti

Ly o Iy
I 2 3 = Wl
o0

Si applichi tale limitazione al caso della matrice T' di elementi
1 se i =7,
tij:{_]- se 1 < j,
0 set > j.

c) Siano L e U le matrici della fattorizzazione LU di una matrice A €
Cnx". Si dimostri che

foo (U) .
o) >

d) si sfrutti la tecnica descritta in a) per determinare una stima di f1o(A)
quando sia stata calcolata la fattorizzazione LU di A, nell’ipotesi che la
matrice L sia ben condizionata, e si dica qual € il costo computazionale
di questa stima.

(Traccia: a) si pone d,, = 1 e si assegna a d; il segno opposto a quello di

Z tijyj, perg=n-—1,...,1;
j=i+1
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b) postod = [1, 1 ..., 1]T risulta y = [2771, 272 ... 2 1] e quindi
[¥lloe = 2" < IT7Hoo;
c) poiché U = LA, e [U| < L7 Al e [UTH] < L] A7 ]; d) s

puo applicare alla matrice U la tecnica descritta al punto a) e se poo(L)

¢ piccolo, si puo stimare fioo(A) = [|A||oo||¥]|co. I costo computazionale &
2
n?/2.)

4.15 Si determini una matrice di permutazione IT tale che la matrice

1 1 0 3
2 1 -1 1
A= -1 2 3 -1
3 -1 -1 2

ammetta fattorizzazione ITA = LU.

4.16 Si verifichi con il metodo di Gauss che il sistema

3 1 0 T 1
2 -1 -1 o = 1
4 3 1 T3 1

¢ consistente e se ne calcoli una soluzione.

4.17 Si risolvano i seguenti sistemi lineari con il metodo di Gauss, utiliz-
zando un’aritmetica in base 10 e 4 cifre significative, con arrotondamento
dei risultati intermedi e si confrontino i risultati ottenuti con le soluzioni
esatte x* indicate. Si ripeta il calcolo con la variante del massimo pivot
parziale e totale.

(1) [0.02 0.8 z1] 0806 o — |03
| 0.3 125 o | |12.59]° 1.0
©) [0.02 0.63 x| [0.797 o |11
10.15 2.35 o | | 289 |’ ~ |13
3) [1 105 z | [10° o — | 1-00001
11 | 2 |’ ~ 1 0.99998
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[0.5 -1.04 1.475 1 3.085 1
(4) -2 41 -4 xo | = |-965|, x*=|-05
1 27 52 T3 -7.63 1.4
01 1 3 1 -2.05 1.5
(5) 05 1.5 1 T = 025 |, x*=102
41 -2 T3 -4.2 -0.8

4.18 Sia A € C™*™. Se esiste la fattorizzazione LU di A, si dica quale
struttura hanno le matrici L e U quando

a) A e tridiagonale;

b) A & una matrice a banda di ampiezza k < n (per la definizione di
matrice a banda si veda ’esercizio 1.25);

c) gli elementi di A verificano la relazione a;; = 0 per i > j+1 (la matrice
A e detta in forma di Hessenberg superiore).

(Risposta: a) L e U bidiagonali, b) L e U a banda inferiore e superiore di
ampiezza k, ¢) L bidiagonale, U triangolare superiore.)

4.19 Si determini la fattorizzazione LU della matrice A € R™*™ (in forma
di Hessenberg superiore, si veda ’esercizio 4.18)

T n n—1 n—2 ... 1
n—1 n—1 n-—2 1
A= n—2 n—2 1
L 1 1
(Risposta:
- .
—1
n 1
n
I (n—2)n 1
n—1
3
- 1
L 92 i
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‘n n—1 n-—2 1
n—1 n-—2 1
n n n
n—2 1
U= n—1 " n—1]|)
1
L 2

4.20 Sia A € C™ " una matrice hermitiana e siano A*) le matrici ot-
tenute applicando ad A il metodo di Gauss e B®¥) le sottomatrici di A®*)
ottenute cancellando le prime k£ — 1 righe e colonne.

a) Nell’ipotesi che il metodo possa essere applicato senza scambi di righe,
si dimostri che le B%*) sono hermitiane;

b) se A & anche definita positiva, si dimostri che le B®) sono definite
positive, e quindi il metodo di Gauss e sempre applicabile senza scambi
di righe;

c) se A & anche a predominanza diagonale in senso stretto, si dimostri che
le B%*) sono a predominanza diagonale in senso stretto e che il metodo
di Gauss, applicato con la variante del massimo pivot parziale, non
richiede scambi di righe.

(Traccia: Si dimostri per induzione; si ha

b’ 1
Bk — | @ B+ — (k) _ L ppH
[b cw| e Ll

a) essendo C (k) hermitiana per ipotesi induttiva, B(**1) risulta hermitiana;
b) si veda l'esercizio 1.43 f), notando che B**1) ¢ il complemento di Schur di
a in B® | oppure, direttamente, B*) | essendo definita positiva per ipotesi
induttiva, ammette la fattorizzazione LLY dove

_[s o
=05

con 8 > 0 e N triangolare inferiore non singolare, da cui

2 H
& _ | B pc
B [Bc ccH+NNH}
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1
Ne segue che a = 2, b = fc, C*®) = cc! + NNH = — bb? + NN ¢
a

B¥++) = NNH  per cui B*+Y & definita positiva; c) indicati con b; e c;;
gli elementi di b e C®), per ipotesi induttiva &

n—k
laf > > (bl
7j=1

n—k
|0u|>2|cwl+|b|>Z|Cu\+ Z!b\_ — bibj]|
Jj=1
J;ﬁl J;ﬁl J#i
da cui
1
Jesi = — 1bil®*] > Jea] - |b > Z iy = 5 bibil-)

375%

4.21 Sia A € C**" esiindichino con ays e ag\];) rispettivamente il massimo
modulo degli elementi di A e di A®); si dimostri che

a) se A & hermitiana e a predominanza diagonale in senso stretto, allora

()<2aMperk:—2 n;

b) se A ¢ definita positiva, allora ag\’;) > ag\lfl)

perk=1,....n—1e
quindi ay,” < apr;
mentre usando la tecnica del massimo pivot parziale
c) se A e tridiagonale, allora ag\]f[) <2ap perk=2,...,n;
d) se A ¢ in forma di Hessenberg superiore (per la definizione si veda
lesercizio 4.18), allora ag\];) <kap perk=2,...,n
(Traccia: poiché anche le A®) hanno predominanza diagonale in senso
stretto (si veda D'esercizio 4.20), per ogni s > 1 e i tale che s+1<i<ne

| i ‘ ‘ < ‘a(s) , edalla (22) si ha
Jj=s+1

%

S 1§ < 3 ) mad B ] < el
J=s

Jj=s+1 j=s+1 j=s+1
Si dimostri per induzione su r che

k
< 30 L perr =L
j=k—r
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Per r = 1 la relazione discende dalla (22) e dal fatto che aék,)f + = a,(ﬁl &

k
perché A ¢ hermitiana, per r > 1 si ha > ’ (k= r+1)| < Z ‘a T)|

=k—r+1 j=k—r
e si sfrutti 'ipotesi induttiva per » — 1. Ne segue che

k
al®)| < Z lar:| < 2|awn|.

(k+1) (k) a I(gklj—lh (k)
+ +
b) 0<a Qg1 k1 = Vg1 kt1 T Op {1, k41" )

4.22 Sia A € C™*™. Si dica qual e il numero di operazioni moltiplicative
richieste, quando non si facciano scambi di righe, dal metodo di Gauss per
la fattorizzazione LU di

a) matrici tridiagonali;

b) matrici a banda di ampiezza k < n (per la definizione di matrice a
banda si veda l'esercizio 1.25);

¢) matrici in forma di Hessenberg superiore (per la definizione si veda
lesercizio 4.18);

d) matrici hermitiane.
(Risposta: a) 2n, b) n(k + k?), ¢) n?/2, d) n3/6, si veda 'esercizio 4.20.)

4.23 Si dica quante operazioni moltiplicative sono richieste per calcolare
I'inversa di una matrice A € C™*™ tridiagonale con il metodo di Gauss,
purché non si facciano scambi di righe. E se A & anche hermitiana?

(Risposta: 5n?/2, se A & hermitiana 3n?/2.)

4.24 Sia A € C™*", n pari, una matrice i cui elementi a;; sono non nulli
seesolose |i —jl=1,ebeC".

a) Si determini un algoritmo per risolvere il sistema Ax = b con 2n ope-
razioni moltiplicative;

b) indicata con X la soluzione effettivamente calcolata con questo algo-
ritmo, si verifichi che

(A+AA)X =b, dove |AA| < 2ulA|+ O(u?),

in cui u e la precisione di macchina.
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(Traccia: a) si calcoli zo dalla prima equazione, si sostituisca nella terza, e
cosi via fino a x,,; per le componenti di indice dispari si proceda all’inverso;
b) con questo algoritmo si ha

- b b
To = fl <—1> =1 |012] < ulaial,

b
a2 ai2 + 12

Y

~ <b3 — a32552> bz — (as2 + 032)72
T4 = fl =
asq asgq + 034
|032] < ulasal, [634] < 2ulasal,
e cosl via. )

4.25 Sia A € R™*" la matrice ad albero simmetrica (per la definizione di
matrice ad albero si veda l'esercizio 1.59)

a1 Qo a3 ... Qp
ay o

A— | a3 B3 :
On /Bn

a) si dica a quali condizioni devono soddisfare gli «; e i §; affinché esista
la fattorizzazione LU di A e si dica quante operazioni moltiplicative
sono richieste dal calcolo della fattorizzazione con il metodo di Gauss;

b) si determini una matrice II di permutazione tale che la matrice B =
ITAITT possa essere fattorizzata con un costo computazionale dell’ordi-
ne di n e si calcoli L e U tali che

ITAIT = LU,

c) si esamini il caso che oy =as=...=a,=1lefo=0F3=...= 0, =
—1.
n3
(Risposta: a) si usi 'esercizio 1.59 e il teorema 4.4, sono richieste 5 °pe
razioni moltiplicative; b) IT & ottenuta da I scambiando la prima e I'ultima
colonna, costo computazionale 2n. )

4.26 Siano A e B € C™*™ due matrici non singolari che differiscono solo
per una colonna e si supponga di conoscere A~!. Si descriva un metodo per
calcolare B~! che sfrutti A~! con un costo computazionale di 2n?.

(Traccia: siano a; e b; le colonne di A e di B diverse. Posto u = b; — a;, si
ha per la formula di Sherman-Morrison (si veda ’esercizio 1.45)

A lueT A1

B l'=(A Tyl gt 2
(A +ue;) 1+elA-tu

)
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1
4.27 a) Posto a, = —, per r = 1,2, ..., si dimostri la relazione
r
n—1 1 1
= E =1,....n—2, n=3,4,...
a’f‘ j(j—]_) + n_:[? per’r‘ ) 7n 7n

j=r+1

b) Si applichi ad una matrice A € C™*™ il metodo di Gauss con la variante
del massimo pivot totale. Si dimostri che, detto aﬁ’f;x il massimo modulo
degli elementi della matrice A) ottenuta al (k — 1)-esimo passo del

metodo, si ha

alf) < g(n)all)

max — max?

dove g(n) =

(Traccia: a) si proceda per induzione su r e su n; b) sia B%*) la sottomatrice
ottenuta cancellando in A®*) le prime k — 1 righe e colonne. Quindi B®*) ha
ordine r =n — k + 1 e risulta

| det B(k)| = DkPk41---Dn,

dove pr, = max |az(-;-€)| ¢ il modulo del pivot al k-esimo passo. Per la
LI=R,..M

disuguaglianza di Hadamard (si veda 'esercizio 2.28) ¢
|detB(k)|§(\/FPk>T, r=n—-k+1, k=1,...,n,
equindi  PPr+1---Pn < rr/2 L, dacui
pk+1...pn§rr/2p;71, r=n—k+1, k=1,...,n—1.

Per k£ = 1 si ottiene

¢ = (pa...pn)/ D < pry/n Vnd/ (D),

eper k=2,...,n—1, si ottiene

qr = (pk+1 .. .pn)l/[r(r_l)] < pi/r\/rl/(r—l).

Moltiplicando fra loro queste relazioni si ha

n—1 n—1 n—1
(7% 1
o [Ta=Trd <o ]2 9(n).
k=2 r=1 r=2
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dove a, ¢ la quantita definita al punto a), e quindi

4.28 Siano A € C™*™ ¢ b € C". 1l sistema lineare Ax = b puo essere
risolto utilizzando due diversi algoritmi:

a) si opera in aritmetica complessa, memorizzando A e b in 2n? + 2n
locazioni di memoria (ogni numero complesso richiede 2 locazioni),

b) posto A=A+ iAQ, b=Db; + ibg, con Al,AQ S Rnxn7 bl,bg S Rn,
si risolve il sistema

Ao k- ]

ottenendo x = x3 + ixy (questo sistema richiede 4n? + 2n locazioni di
memoria).

Si confrontino i due metodi sulla base della complessita computazionale e
del condizionamento in norma 2.

(Risposta: l’algoritmo a) richiede un numero di operazioni moltiplicative
fra numeri complessi dell’ordine di n3/3, e poiché il prodotto di due nu-
meri complessi puo essere calcolato con 4 moltiplicazioni fra numeri rea-
li, la complessita ¢ dell’ordine di 4n3/3 (esiste anche un algoritmo per
calcolare il prodotto di due numeri complessi con 3 moltiplicazioni e 5
addizioni); 'algoritmo b) richiede un numero di operazioni moltiplicative
reali dell’ordine di (2n)3/3 = 8n3/3. 1l secondo algoritmo quindi, oltre a
richiedere il doppio di memoria, ha anche una complessita che ¢ il doppio

di quella del primo. Posto B = {ﬁl _AAQ], si verifichi che BEB =
2 1

S =T

T

che p2(A) = p2(B).)

} , dove S+iT = AH A, e si applichi I'esercizio 2.26 per dimostrare

4.29 Sia A € C™*™.

a) Sotto le ipotesi del teorema 4.4 la matrice A ¢ fattorizzabile nel prodotto
A=LDR,

in cui L ed R sono matrici triangolari rispettivamente inferiore e supe-
riore con gli elementi principali uguali a 1 e D € una matrice diagonale;

b) si descriva un algoritmo per il calcolo della fattorizzazione LDR;

c) si dimostri che se A € non singolare anche D ¢ non singolare;



Capitolo 4. Metodi diretti 217

d) si dimostri che se A non verifica le ipotesi del teorema 4.4, I’algoritmo
¢ applicabile con la variante del massimo pivot parziale, cioe esiste una
matrice di permutazione II tale che

ITA = LDR,

e se A e di rango m < n e si applica 'algoritmo con la variante del
massimo pivot totale, allora

L11 0, D1 0 Rll R12
ITAIT =
L21 In—m ) ) ) In—m

in cui L1y,D1,R;; € C™*™, L1 e Ry1 sono triangolari, rispettiva-
mente inferiore e superiore, con gli elementi principali uguali a 1 e D,
€ una matrice diagonale e non singolare;

e) si considerino in particolare le matrici A = xy” e B = xy® 4+ uv,
dove x,y,u,v e C";

f) si applichi I'algoritmo descritto al punto b) alla matrice

6 -4 8 2 -10
9 6 -12 -3 15
A=115 -10 20 5 -25
-12 8 -16 -4 20
3 -2 4 1 -5

La fattorizzazione LD R puo essere ottenuta senza effettuare scambi di
righe. E unica?

(Traccia: a) posto A = LU, si verifichi che esiste D diagonale tale che
U = DR ; b) si apportino le necessarie modifiche al metodo di Gauss; d)
si segua un ragionamento analogo a quello della dimostrazione del teorema
4.5; f) la fattorizzazione ¢ A =

1 6 1 -2/3 4/3 1/3 -5/3
3/2 1 0 1

5/2 1 0 1

-2 1 0 1

1/2 1 0 1

e non e unica. )

4.30 Sidica per quali valori dei parametri le seguenti matrici sono definite
positive e se ne dia la fattorizzazione LL:
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[ 2 1+ia O
(1) A= |1-ia 2 al|l, acR,
i 0 a 2
[« B 0
(2) A: _B « 5 ) Q,BGC.
|0 -8 «
1 0 0 T

. 3 1—ia \/3—042
(Risposta: (1) |a| < \/;, L=+2 B B 0 ;

«Q V3 — 202
L V3—a?2 V3-a? |

2) acR, B=ib, beER, a>V2]b],
! 0 0 i

L=Va|=g —a 0 )
B B a? — 2b?
L Vaz —=b2 Va2 -2 |

4.31 Sia A € C™*™ una matrice definita positiva a banda di ampiezza k
(per la definizione di matrice a banda si veda l'esercizio 1.25). Si dimostri
che la matrice L della fattorizzazione LLH¢ a banda inferiore di ampiezza
k, e si dia il costo computazionale del calcolo di L con il metodo di Cholesky
per k < n.

(Risposta: n(k? + 3k)/2 operazioni moltiplicative e n estrazioni di radice
quadrata.)

4.32 Sia A € C™*™ una matrice definita positiva. Si dimostri che esiste
ed & unica la fattorizzazione LDL* di A, in cui L & una matrice triangolare
inferiore con gli elementi principali uguali a 1 e D & una matrice diagonale,
con gli elementi principali positivi. Si descriva un algoritmo per il calcolo
di questa fattorizzazione e se ne valuti il costo computazionale.

4.33 Sia A € C(vtm)x(n+m) yna matrice definita positiva, con
Aqy A1

A= ,
AL Ago
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dove Aj; € C™™ Ay € C™X ) Agy € C™X™ e sia L € Crtm)x(ntm) 1,
matrice della fattorizzazione LLT di A. Posto

L= ,
Lo Loy
con Ly € C* ™, Lig € C™M*X™ Loy € C™*™ Si dimostri che
Loo L, =S, dove S = Ay — AL AT AL

¢ il complemento di Schur di Ay in A (si veda l'esercizio 1.43). (Traccia:
si imponga la condizione LLY = A.)

4.34 Per un generico vettore v € R" si definiscono i due vettori

1 1
vy = §(V+ Jv), v_ = é(v — Jv).

Si dimostri che se A & centrosimmetrica e se Ax = b, allora
Axy =by, e Ax_=Db_

(per la definizione di matrice centrosimmetrica e della matrice J si veda
'esercizio 2.35).

4.35 Si dica a quale ipotesi deve verificare il vettore v € R™ affinché la
matrice di Householder

I-p8vl, pBeR,

sia persimmetrica (per la definizione di matrice persimmetrica si veda ’eser-
cizio 2.36).

4.36 Si determini la fattorizzazione QR delle seguenti matrici con il meto-
do di Householder e con il metodo di Givens

11 1 ERR
(1) A=|2 1 1|, (@ B=j|7 4 4
2 -4 5 4 8 1

4.37 Sia A € C™*".

a) Si dica in che cosa differiscono le diverse fattorizzazioni QR di una
matrice A non singolare;
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b) si dimostri che ¢ unica la fattorizzazione QR di una matrice A non
singolare se si impone 1'ulteriore condizione che gli elementi diagonali
di R siano reali e positivi;

c) si dimostri che se A ¢ singolare, allora due diverse fattorizzazioni QR
di A non differiscono necessariamente per una trasformazione di fase;

d) si determinino tutte le possibile fattorizzazioni QR delle matrici

8 0 3 8 -16 24
(1) A=|4 2 1|, (2 B=|4 8 12
1 -1 -1 1 -2 3

(Traccia: a) si tenga conto del fatto che una matrice unitaria e triangolare
superiore ¢ diagonale, e quindi ¢ una matrice di fase; c) si consideri ad
esempio il caso in cui
S T
R = )
(0] (0]

dove S € CF*k | < n — 2, & triangolare superiore; d) posto

1 8 4 1
Z=-14 -7 4|,
1 -4 8
siha A = QR , dove
9 -1 3 et
Q=2U, R=UH" 2 11, U= eif2 ,
-1 et0s

in cui 0,605,053 € Re B=Q' R, dove

9 -18 27 elth 0
Q/ = ZV7 R/ = VH 0 O 0 R V — ,
0 0 0 0 174

in cui V' € C?*2 ¢ una qualunque matrice unitaria.)

4.38 Sia A € C"*" esia A = QR la sua fattorizzazione QR. Si dica quale
struttura ha la matrice R se la A & una matrice a banda di ampiezza k < n
(per la definizione di matrice a banda si veda l'esercizio 1.25) e quale ¢ il
costo computazionale del metodo di Householder e del metodo di Givens.
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(Risposta: se 2k < m, R & a banda superiore di ampiezza 2k; se k < n,
il costo computazionale ¢ 4nk? con il metodo di Householder, 8nk? con il
metodo di Givens.)

4.39 Sia Ax = b un sistema di ordine n e D € C™*" una matrice diago-
nale non singolare. Se p(DA) ¢ minore di p(A), il sistema DAx = Db
¢ meglio condizionato di quello di partenza. In tal caso e possibile che la
soluzione di questo secondo sistema sia affetta da un errore minore. Questa
operazione viene detta scalatura per righe del sistema.

a) Si calcoli pio(A) € oo (DA) nel caso

1
1 1 1 1
A=|1 a o®|,a>1,eD= 5 :
1 o ot af+a+ 1

at+a2+1

b) Non sempre perd ad una diminuzione del numero di condizionamento
segue un’effettiva diminuzione dell’errore della soluzione calcolata. Si
consideri il caso del sistema Ax = b, con

1 1T
324+ a+17at+a2+1

, per a = 10,

operando in base 10 con quattro cifre significative e arrotondamento
dei risultati intermedi.

(Risposta: a)

4 2 2 3 2
o) = S I o (pa) = 2

(1) )

4.40 Sia A € Crxm)x(nxm) 13 matrice tridiagonale a blocchi
A Oy
A= By A :
B . Cm—l
Bm—l Am
in cui i blocchi sono matrici di ordine n.

a) Si dica sotto quale ipotesi esiste la fattorizzazione LU a blocchi di A,
cioe
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I U1 Cl

Lm—l I Um
in cui i blocchi sono matrici di ordine n;

b) si descriva un algoritmo per calcolare tale fattorizzazione e se ne dia il
costo computazionale;

c) si esamini in particolare il caso in cui B; = C; = I peri=1,...,m—1,
eA;=Tperi=1,...,m;

d) si dimostri che se la matrice A ha predominanza diagonale a blocchi in
semso stretto per colonne, cioe se per i = 1,...,m, A; € non singolare e

AT (Bl + 1Cimally) < 1, [IColly = | Bmlls = 0,

allora la fattorizzazione LU a blocchi esiste.

(Traccia: a) da A = LU si ottengono le relazioni
U1 :A17 L;U; = B;, LzCz+UZ+1 :Ai-‘rla peri=1,...,m—1,

per cui la fattorizzazione esiste se U; € non singolare peri =1,...,m—1, e
quindi se le sottomatrici principali di testa di A di ordine n, 2n,...,(m—1)n,
sono non singolari; b)

U = Ay, L; = B;U; !, Uit1 = Aiy1 — LiC;, peri=1,...,m—1,

con un costo computazionale di (m — 1)(hy + hz2) operazioni, in cui hy e
ho sono le operazioni moltiplicative richieste dalla risoluzione dei sistemi
L;U; = B; e dalle moltiplicazioni di L; e C;; ¢) L; = Ui_l, U1 =T — L,

con un costo computazionale di (m — 1)h; operazioni; d) si dimostri per
induzione che ||U; |1/ Bi|l1 < 1, infatti

U= A;(I - A7'B, U L0 )

1A' Bi1U; L Cically < (A7 11 [1Cozall) (U4 N (| Biztlly)
<1— A7 1Bl < 1,
e quindi per il teorema 3.13 esiste Ui_1 e
IA; ]l <t
| Billx

U7 < - —
1—|A7"'Bi U Cian
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Ne segue che || L;]J; < 1.)

4.41 Sia Ax = b un sistema lineare di ordine n2 in cui A & la matrice a
blocchi
I 4 -1
a= | T , conT = -1 .4 € R,
.1 .. -1
I T -1 4

Si dimostri che la matrice A e definita positiva e si determini il costo com-
putazionale del metodo di Gauss a elementi e a blocchi (si veda ’esercizio
4.40) e del metodo di Cholesky.

(Traccia: si applichi il teorema 2.41; la matrice A & simmetrica e a banda di
ampiezza n, per cui, tenendo conto della simmetria, il metodo di Gauss ha
costo computazionale n*/2 (si veda l'esercizio 4.22) per la fattorizzazione
LU; applicando il metodo di Gauss a blocchi, le matrici U; sono simmetriche
(piene) e quindi il costo computazionale ¢ n*/2; il metodo di Cholesky ha
costo computazionale n*/2 (si veda l'esercizio 4.31) per la fattorizzazione
LLT: in ogni caso il costo computazionale della risoluzione dei sistemi finali
a matrice triangolare o triangolare a blocchi & dell’ordine di n3.)

4.42 Per risolvere un sistema lineare Ay = b, dove A € C™ " ¢ una
matrice di Vandermonde (si veda l'esercizio 1.54) conviene procedere nel
modo seguente

(1) si costruisce il vettore ¢ € C™ con 'algoritmo:

peri=1,....,n
¢ = by,
. . . Ci —Cj—1
sei#lperj=2,...,i, ¢=—-2"+
Ti—Tj-1

(2) si costruisce il vettore y con l'algoritmo:
Yy = Cn
peri=n—1,...,1
Yn—i+1 = Yn—i,
sei<n—2perj=n-—i,...,2, Y;=yj_1— T;Yj,
Y1 = C — TiY1.
Si dimostri che il vettore y cosi ottenuto € la soluzione del sistema dato e
si valuti il costo computazionale di questo procedimento.

(Traccia: 'algoritmo descritto calcola i coefficienti del polinomio p(x) =
y12" 1 + g™ 2 + ... + g, di interpolazione per i punti (x;,b;), per i =
1,...,n, nella forma di Newton. Il vettore ¢ costruito contiene gli elementi
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diagonali della tabella delle differenze divise, per cui

p(z) =c1+ca(x —x1) + c3(x — x1) (. — x2)

+...Fep(x—z)(x—22) ... (T — Tp_1).
I coefficienti di p(x) vengono calcolati ricorsivamente tenendo conto che

n(x) = Cp

() = (z —xi)pit1(x) + ¢, peri=n—1,...,1

S

Db
p(z) = p1(x).

Questo procedimento richiede n? operazioni moltiplicative.)

4.43 Siap un numero primo; si consideri I'insieme Z,, = {0, 1, ..., p—1}
e su di esso si definisca l’aritmetica intera modulo p, nel modo seguente:

siano a, b, c € Z, e sia op ¢ un’operazione aritmetica, allora

(1) se op € {4+, —, *}, ¢ ¢ = (a op b) mod p, se esiste un intero k tale che

(a op b) — c = kp,

(2) se op e l'operazione aritmetica = , ¢ ¢ = (a + b) mod p, se esiste un

intero k tale che a — cb = kp.
L’insieme Z,, con questa aritmetica ¢ un campo.

a) Si dimostri che se A & una matrice di ordine n ad elementi interi, tale

che
det Ay Z0mod p, k=1,...,n—1,

dove Ay sono le sottomatrici principali di testa di ordine k di A, allora
esistono due matrici con elementi in Z, L triangolare inferiore con
elementi principali uguali a 1 e U triangolare superiore, tali che A =
LU mod p e il metodo di Gauss ¢ applicabile con ’aritmetica modulo

p.

b) Se si applica il metodo di Gauss alla matrice A con I'aritmetica intera
modulo p e con la tecnica del massimo pivot totale nel caso in cui
risulti un pivot nullo, allora si ha che il rango di A € maggiore o uguale

al numero o, degli elementi principali non nulli di U. Se

n n

p>q=2]]D lasl| .

j=11i=1

allora il rango di A ¢ uguale a o).
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c¢) Si calcoli una limitazione inferiore del rango della matrice

0.58 -1.1 -0.52
A= [-0.56 1.12 0.56
0.02 0.02 0.04

dell’esempio 4.22.

(Traccia: a) si applichino i teoremi 4.4 e 4.12, che valgono su un campo
qualsiasi e quindi anche su Z,; b) il metodo di Gauss, applicato su Z,,
permette di calcolare il rango di A su Z,, cioe la massima dimensione delle
sottomatrici B di A per cui det B # 0 mod p. Inoltre poiché det B =
0 mod p se e solo se det B € multiplo intero di p, si ha che il rango di A e
maggiore o uguale al rango di A su Z,, e I'uguaglianza vale se p > 2det B
per ogni sottomatrice B di A. Infatti se p > 2det B, allora det B = 0 mod p
se e solo se det B = 0. Per la disuguaglianza di Hadamard, posto p > ¢
vale p > 2det B per ogni sottomatrice B di A; c) si moltiplichino per 100
gli elementi di A e si operi con p = 5, ottenendo

3 0 3 1 0 0 3 0 3
(100det Ay mod 5= (4 2 1| =1]3 1 0 0 2 2| mod>5,
2 2 4 4 1 1 0 0 0

da cui segue che rango di A > 2.))

Commento bibliografico

”Quando si risolve un problema matematico con un calcolatore € ine-
vitabile che si generino deviazioni della soluzione effettivamente calcolata
dalla soluzione esatta. Quindi la soluzione ottenuta non serve a niente se
non e accompagnata da una relativa stima dell’errore commesso”. Questo
in sostanza afferma Von Neumann nel primo dei due articoli scritti con
Goldstine nel 1947 e nel 1951 [27, 28] sul calcolo dell'inversa di matrici, in
un’epoca in cui si avvia 1'utilizzazione dei calcolatori per risolvere problemi
matematici, anche di dimensioni inimmaginabili solo pochi anni prima. Dai
due articoli, che riportano la prima analisi sistematica degli errori generati
dall’uso di un’aritmetica finita con numeri rappresentati in virgola fissa,
risulta che il numero delle cifre esatte che si puo sperare di ottenere per gli
elementi della matrice inversa ¢ assai minore del numero delle cifre utilizzate
nei calcoli e decresce fortemente all’aumentare dell’ordine della matrice.
Questi risultati cosi pessimistici hanno scoraggiato per un certo periodo
I'uso dei metodi diretti per la risoluzione dei sistemi lineari, a favore dei
metodi iterativi che apparivano piu affidabili.
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Pero Wilkinson nel 1961 [29], utilizzando la tecnica dell’analisi all’indie-
tro per l'errore generato da un’aritmetica finita in virgola mobile, riesce
a valutare gli errori in modo piu sintetico, mettendoli in relazione con le
perturbazioni della matrice originale del problema. Da questa analisi risulta
che anche i metodi diretti possono essere sufficientemente accurati.

Per lungo tempo si & cercato di individuare un parametro che misu-
rasse la difficolta di risoluzione di un sistema lineare, cioe il condiziona-
mento. Inizialmente & stata suggerita come misura del condizionamento
la grandezza del determinante, e quindi le matrici con determinante pic-
colo erano considerate mal condizionate. Il numero di condizionamento
u(A) = JJA||||A71]|| & stato introdotto da Turing nel 1948 [26] in norma
di Frobenius. Von Neumann in [27] aveva proposto per le matrici definite
positive il numero

max \;
2

min \;
(2

Molti dei metodi diretti usati per risolvere sistemi lineari sono stati
descritti indipendentemente da vari autori. Il metodo di eliminazione di
Gauss, sviluppato all’inizio del 19° secolo, e quindi con piu di un secolo
di sperimentazione numerica, e il metodo piu usato per risolvere sistemi li-
neari con matrici dense. Il metodo, oggi conosciuto come metodo di Gauss-
Jordan, e stato descritto per la prima volta da Clasen nel 1888. Mentre il
nome di Gauss € appropriato in quanto si tratta di una modifica del metodo
di Gauss, il nome di Jordan si presta ad un equivoco: si riferisce infatti
al matematico tedesco Wilhelm Jordan, e non al pilt famoso matematico
francese Camille Jordan, padre della forma normale di Jordan di una ma-
trice. Le tecniche compatte di calcolo sono piu recenti: il metodo di Crout e
del 1941 e il metodo di Cholesky ¢ stato descritto nel 1924 [6]. Una variante
della decomposizione di Cholesky che evita il calcolo delle radici quadrate e
proposta in [19].

Il metodo di Gauss e stato uno dei primi metodi ad essere programmato
su un calcolatore: gia nel 1947 come ricorda Wilkinson in una conferenza
sulla storia dei calcolatori [33], Alway e Wilkinson realizzarono i primi pro-
grammi di algebra lineare per la versione VII del calcolatore ACE, alla cui
progettazione presso il National Physical Laboratory a Teddington lavorava
in quel tempo Turing. L’obiettivo era quello di risolvere un sistema lineare
di 8 equazioni in 8 incognite.

Le matrici di Givens, da lui presentate nel 1951 per il calcolo degli auto-
valori di matrici simmetriche, sono state poi descritte nel 1954 in un lavoro
[11] in cui compare anche un’analisi dettagliata dell’errore, e viene svilup-
pata, in modo indipendente da Wilkinson, la tecnica dell’analisi dell’errore
all’indietro.
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Nel 1958, alla conferenza del’ACM a Urbana, Householder propose
di usare matrici elementari hermitiane unitarie, per ridurre il costo com-
putazionale del metodo di Givens nella riduzione di matrici simmetriche a
forma tridiagonale e nella riduzione unitaria di matrici a forma triangolare.
Queste matrici, oggi note come matrici di Householder, erano gia state stu-
diate da Turnbull e Aitken nel 1930. Un’analisi dettagliata degli errori che si
generano con le trasformazioni di Householder, si trova nel libro di Lawson
e Hanson [18].

La maggiorazione della funzione di crescita degli elementi nel metodo
di Gauss con il massimo pivot totale ¢ stata ottenuta da Wilkinson [29].
Da un’ampia sperimentazione numerica Wilkinson ha anche suggerito la
congettura che con il massimo pivot totale risulta

max|ag~€)| <mnmax|a;;|, k=1,...,n—1
i\j irj

)’

Questa congettura e stata dimostrata per matrici ad elementi reali di ordine
n < 4 da Cryer [8], che ha anche trovato che vale il segno di uguaglianza nel
caso di certe matrici i cui elementi sono +1 e —1, introdotte da Hadamard.
Per matrici ad elementi complessi la congettura non e vera, essendo stata
costruita una matrice che non la verifica gia per n = 3. Tecniche come quelle
della scalatura e dell’equilibratura della matrice A possono essere utilizzate
per diminuire il numero di condizionamento e quindi gli effetti indotti dagli
errori di arrotondamento; per questo si veda [10]. L’analisi dell’errore del
metodo di Gauss-Jordan ¢ riportata in [22], mentre quella del metodo di
Cholesky si trova in [32].

Attualmente la ricerca sui metodi diretti riguarda principalmente i
metodi per risolvere sistemi con matrici di grandi dimensioni e sparse [4] e
[5]: la tecnologia moderna, che consente un’agevole acquisizione di grandi
masse di dati, ha permesso a ricercatori di vari settori di formulare model-
li piu raffinati e quindi piu complessi, con un numero sempre crescente di
variabili per descrivere i fenomeni. Cid ha imposto lo studio di specifiche
tecniche per affrontare questo tipo di problemi. Di particolare interessse
sono le tecniche di partizionamento di matrici che consentono di sfruttarne
la struttura, e le varianti di metodi classici, che mantengono la sparsita
delle matrici: si veda ad esempio il lavoro di Bjorck e Duff in [4], in cui si
suggerisce una tecnica di pivot per il metodo di Cholesky che mantiene la
sparsita della matrice.

Molti sono i libri nei quali sono esposti i metodi diretti per risolvere pro-
blemi lineari: si veda ad esempio [1], [15], [23]; fra quelli che trattano questo
problema in modo specifico sono da citare [10], [12], [14], [25]. L’analisi
dell’errore & trattata in [9], [30], [31]. Nel libro di Wilkinson e Reinsch
[34] sono raccolte le liste di programmi in Algol per la risoluzione dei pit
significativi problemi di algebra lineare.
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Gli studi nel campo della complessita computazionale sono stati avviati
nel 1954 con un lavoro di Ostrowski sul problema della complessita del
calcolo dei polinomi. Nel campo dell’algebra lineare nel 1965 Klyuev e
Kokovkin-Shcherbak [16] hanno dimostrato che il metodo di Gauss ¢ ot-
timo fra i metodi che utilizzano solo combinazioni di righe e colonne, e nel
1967 Winograd propone un algoritmo per moltiplicare matrici che riduce il
numero di operazioni richieste dal metodo classico e che consente quindi di
calcolare la decomposizione di Cholesky di una matrice definita positiva con
un costo computazionale di n3/12 operazioni moltiplicative. Fondamentale
¢ il risultato ottenuto da Strassen nel 1969 [24] che propone un algoritmo
per moltiplicare matrici di ordine n con O(n?8%) operazioni, e dimostra
la riducibilita del problema della moltiplicazione di due matrici a quello
dell’inversione. Per circa dieci anni sono stati fatti tentativi, senza suc-
cesso, per trovare degli algoritmi migliori di quello di Strassen, poi dal 1978
al 1980 le ricerche condotte da Pan [20] e da Bini, Capovani, Lotti e Ro-
mani [2] hanno consentito di ridurre progressivamente 1’esponente. Nel 1986
Coppersmith e Winograd [7] hanno ridotto I'esponente a 2.38. Una rassegna
sistematica delle ricerche condotte sul problema della moltiplicazione di ma-
trici, con un elenco cronologico dei risultati conseguiti, e riportata nel libro
di Pan [21]. Per una presentazione dei pit importanti risultati di com-
plessita computazionale numerica si vedano i libri di Kronsjo [17] e di Bini,
Capovani, Lotti, Romani [3].
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METODIITERATIVI PER LA RISOLUZIONE
DI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

1. Successioni di vettori e di matrici

Per risolvere un sistema lineare Ax = b, oltre ai metodi diretti, si pos-
sono utilizzare anche i metodi iterativi, che risultano particolarmente conve-
nienti se la matrice A e sparsa, cioe se il numero degli elementi non nulli di
A & dell’ordine della dimensione della matrice. Infatti quando si utilizza un
metodo di risoluzione diretto, ad esempio il metodo di Gauss, puo accadere
che nelle matrici intermedie vengano generati molti elementi diversi da zero
in corrispondenza ad elementi nulli della matrice iniziale (questo fenomeno
si chiama fill-in). Poiché i metodi diretti non sfruttano adeguatamente la
sparsita della matrice, per questo tipo di problemi, soprattutto se A ¢ di
grandi dimensioni, puo essere piul conveniente utilizzare un metodo itera-
tivo. Esistono pero dei casi nei quali la matrice A ¢ sparsa, ma ¢ comunque
conveniente applicare dei metodi diretti che sfruttano specifiche proprieta
di struttura della matrice.

5.1 Definizione. Una successione {x(*)} di vettori di C" si dice conver-
gente al vettore x* di C™ se esiste una norma per cui risulta

lim [x® —x*|| = 0; (1)
k— o0
in tal caso si pone
lim x®) = x*. .
k—oco

Per il teorema 3.4 di equivalenza delle norme su C", la definizione 5.1
non dipende dalla particolare norma considerata. La condizione di con-
vergenza data dalla (1) si traduce in una condizione di convergenza delle
successioni formate dalle singole componenti. Infatti, considerando la norma
00, poiché e

) =2l < O =X, =1,
dalla (1) si ha

: (k) _
klgrgo |z;” — x| =0,
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e quindi

lim M = i, i=1,....n; (2)
k—oo ° v

viceversa, se vale la (2), ¢ ovviamente verificata la condizione (1), per la
norma oo.

Per le successioni di matrici {A®)} si pud dare una definizione di con-
vergenza analoga alla 5.1.

Il seguente teorema ¢ di fondamentale importanza nello studio della
convergenza dei metodi iterativi per la risoluzione dei sistemi lineari.

5.2 Teorema. Sia A € C™"*", allora

lim A* =0 seesolose p(A)< 1.

k—o0

Dim. Per il teorema 2.18 esiste una matrice non singolare T' € C"*" tale
che A=TJT~!, dove J ¢ la forma normale di Jordan di A; allora risulta

AP =TJkT L, (3)

Usando la notazione del teorema 2.18, risulta

dove

[C(T(Ai))]k

per i = 1,...,p, e i blocchi Ci(j) e Cvxwil) per j = 1,...,7(\;) sono
della forma '
c9 = \I+U,

in cui
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Perogniiej, 1 <i<p,1<j<7(\), risulta

k
Dk — (T4 ) = S (F) =g
COF =+ = 3 ()A U,

assumendo UY = I. Posto s = l/-(j), per r > s risulta U" = O, e quindi per

T
k>se

AT (Al
G _ S (K o
(k _ k—ryrr _ 4
k=3 () e | W
2k

Ne segue che condizione necessaria e sufficiente affinché ¥ e (’;) AFTT ten-
dano a zero per k — oo & che sia |[\;| < 1 peri=1,...,n, cioe p(4) < 1.

5.3 Esempio. La matrice

1 11
E=1]1 11
1 11

ha autovalori Ay = Ay = 0, A3 = 3. Quindi risulta

p(E) =3¢ lim E¥ #£0.

k—o00

Si osservi infatti che per k > 1 ¢
EF =3F1E.
La matrice F' = iE ha autovalori Ay = Ay =0, A3 = %. Quindi risulta

p(F):§<le lim F* = 0.

4 k— o0

Si osservi infatti che per k > 1 ¢
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5.4 Teorema. Sia A € C"*". Allora
k
det(I —A)#0e lim ZAi =(I—-A)' seesolose p(A)<1.
k— o0 =0

Dim. Sia p(A) < 1, allora gli autovalori di A hanno tutti modulo minore
di 1, quindi la matrice I — A non ha autovalori nulli e risulta non singolare.
Inoltre, poiché

k
(I-A)) A'=T1-AM,
i=0
si ha
k: .
STAT = (I - A) NI - AR,
=0
e quindi

k—o00 4 k—o0

k
lim Y A" = lim (I - A)~'(I — AF1)
1=0

= (I —A)~" lim (I — AF) = (1 - A)7,

k—o0

in quanto per il teorema 5.2 si ha klim Ak+1 = O. Viceversa, sia I — A non
—00

singolare e
k

li A= (I-A)
Jm ) A= (=4
Indicato con A un autovalore di A tale che |A\| = p(A) e con x un autovettore

corrispondente a A\, € X\ # 1 perché I — A & non singolare, ed inoltre vale

k
lim ZAix =(I-A)""x

k—o00 4
=0

e quindi

Ne segue la convergenza della serie numerica

2N =1y
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per cui |[A] < 1. .

Come per le serie numeriche, si usa scrivere

iAi =(I-A)""

2. Generalita sui metodi iterativi

Sia A € C™*™ una matrice non singolare e si consideri la decompo-
sizione di A nella forma
A=M - N, (5)

dove M ¢ una matrice non singolare. Dalla (5), sostituendo nel sistema
lineare

Ax = b, (6)
risulta
Mx — Nx = b,
cioe
x=M'Nx+ M~ 'b.
Posto

P=M"'N e q=M"'b, (7)

si ottiene il seguente sistema
x = Px+q, (8)

equivalente al sistema (6).
Dato un vettore iniziale x(9), si considera la successione xM), x|
cosi definita
x®) = px(k=D 4 q, k=1,2,... . (9)

Se la successione x(¥) & convergente e si indica con

x* = lim x®,
k—o0

allora passando al limite nella (9) risulta
X" = Px" +q, (10)

cioé x* ¢ la soluzione del sistema (8) e quindi del sistema (6).
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La relazione (9) individua un metodo iterativo in cui, partendo da un
vettore iniziale x(?), la soluzione viene approssimata utilizzando una suc-
cessione {x(*)} di vettori. La matrice P si dice matrice di iterazione del
metodo.

Al variare del vettore iniziale x(©) si ottengono dalla (9) diverse suc-
cessioni {x(k)}, alcune delle quali possono essere convergenti ed altre no.
Un metodo iterativo e detto convergente se, qualunque sia il vettore iniziale
x(0) la successione {x¥)} & convergente.

5.5 Esempio. Si consideri il sistema (8) in cui

3 00
P=10 % 0|, q=0, equindi x*=0.
0 0 2
Allora .
z) 0 0
Pr=lo @)t o
0 0 2k

Se x(© =[1,0,0]7, si ottiene la successione
x® = (1,007, k=1,2,...,

che converge alla soluzione del sistema. Se invece x(©) = [0,1,1]T, si ottiene

la successione .
x® =10,(3)". 257, k=1,2,...,

che non converge. Questo ¢ un esempio di metodo non convergente. "

5.6 Teorema. Il metodo iterativo (9) é convergente se e solo se p(P) < 1.

Dim. Sia x* la soluzione del sistema (6), che soddisfa quindi la (10). Sot-
traendo membro a membro la (9) dalla (10) risulta

x* —x®) = p(x* —x*Y) k=1,2,.... (11)

Indicato con

k) k)

e = x* — x(h),

il vettore errore alla k-esima iterazione, si ha dalla (11)
e) = peth=1) k=12 ... (12)

e quindi
el) = pelk=1) = p2ek=2) — = pkel0), (13)
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Se p(P) < 1, per il teorema 5.2 risulta

lim P* =0,

k— o0
e dalla (13), per ogni vettore e segue che

lim e = 0. (14)

k—o0

Viceversa, se il metodo € convergente, la (14) vale per ogni x(9) ¢ in partico-
lare deve valere se x(9) ¢ tale che il vettore e(©) = x* —x(®) & un autovettore
di P corrispondente ad un autovalore A di modulo massimo, cioe |A| = p(P).
In questo caso risulta

Pe® = xe®

e quindi
ed) — pka(0) — \kg(0)

Ne segue che
lim [p(P)]* =0

k—o0

e quindi p(P) < 1. .

La condizione p(P) < 1, necessaria e sufficiente per la convergenza del
metodo (9), non € in generale di agevole verifica. Conviene allora utilizzare,
quando e possibile, delle condizioni sufficienti di convergenza di piu facile
verifica. Una tale condizione ¢ data nel seguente teorema.

5.7 Teorema. Se esiste una norma matriciale indotta || . || per cui || P|| < 1,
il metodo iterativo (9) é convergente.

Dim. La tesi segue dal teorema 5.6 e dalla proprieta
p(P) <P,
dimostrata nel teorema 3.10. .

Poiché il determinante di una matrice & uguale al prodotto degli auto-
valori, se | det P| > 1, almeno uno degli autovalori di P ¢ in modulo maggiore
o uguale a 1 e quindi il metodo (9) non & convergente. Poiché la traccia di
una matrice € uguale alla somma degli autovalori, se [tr P| > n, almeno uno
degli autovalori di P e in modulo maggiore o uguale a 1 e quindi il metodo
(9) non & convergente. Quindi le condizioni |det P| < 1 e |tr P| < n sono
necessarie affinché il metodo iterativo (9) sia convergente.
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3. Controllo della convergenza

Fissata una norma vettoriale || . || e la corrispondente norma matri-
ciale indotta, dalla (13) si ottiene la seguente maggiorazione della norma
dell’errore da cui ¢ affetto x(*) rispetto alla soluzione del sistema x*:

e < 1P| 1le©, (15)

dove il segno di uguaglianza vale per particolari vettori e(?), perché la norma
matriciale considerata ¢ indotta. Quindi || P¥|| esprime la riduzione, rispetto
all’errore iniziale, dell’errore al k-esimo passo. Questa misura risulta pero
inadatta per una valutazione della velocita di convergenza di un metodo,
che sia indipendente dal numero delle iterazioni. Infatti, se P e () sono due
matrici di iterazione associate a due diversi metodi, puo accadere che per
una particolare norma || . || esistano due interi j e k, con k # j, tali che

IPE < IQM e I1P7]l > [IQ7]l-
5.8 Esempio. Siano
0.5 0 0.5 0.25
P_{O 0.6]’ Q_[O 0.5]'

|05 0 r_ [0.5% k0.5FH
P‘{o 0.6"“]’@_{0 0.5 |-

Utilizzando la norma oo risulta

Si ha

|P¥|loo = 0.6F e |Q¥|loc = (2+ k)0.5FF1.

Per £k =1,...,15 si ottengono i valori
k| 1P| | 1Q% oo
1 0.6000000 0.7500000
2 0.3600000 0.5000000
3 0.2160000 0.3125000

8 0.1679614 10~ * 0.1953125 10~ ¢
9 0.1007769 10~* 0.1074219 107!
10 0.6046608 102 0.5859375 102
11 0.3627964 102 0.3173828 102

15 0.4701840 1073 0.2593994 103
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Si noti che ||P*|lo < [|Q%]|oo Per k < 9, € [|[P¥|loc > [|QF| o per k > 10.

Utilizzando la norma 2, per £k =1,...,15, si ottengono i valori

k| P2 | 1Q |2

1 0.6000000 0.6403882

2 0.3600000 0.4045085

3 0.2160000 0.2500000

6 0.4665595 101 0.5160587 10~ !

7 0.2799357 10! 0.2941847 10!

8 0.1679614 10! 0.1654713 10!

9 0.1007769 10~ ! 0.9203542 102

15 0.4701840 1073 0.2328810 1073

e quindi | P¥||s < [|Q¥]2 per k < 7, e | P*||2 > ||QF |2 per k > 8. .

Se e*=1) £ 0, la quantita ||e®|/||e®* V|| esprime la riduzione dell’er-
rore al k-esimo passo e la media geometrica delle riduzioni dell’errore sui
primi k passi:

oy = ke [le®@]| M: L le®)]|
e @] [leV]| |ete=D)]] e ]|

esprime la riduzione media per passo dell’errore relativo ai primi k passi.

Dalla (15) risulta
or < y/IIP*),

dove il segno di uguaglianza vale per particolari vettori e(?). La quantiti
che si ottiene facendo tendere k all’infinito esprime la riduzione asintotica
media per passo e, come risulta dal seguente teorema, € indipendente dalla
particolare norma utilizzata.

5.9 Teorema. Sia A € C"*™ e sia || . || una qualunque norma indotta.
Allora

lim 4/ A¥|| = p(A).
k—o0
Dim. Sidimostra prima che il limite, se esiste, non dipende dalla particolare

norma usata. Per l'equivalenza delle norme, se || . ||" e || . ||”” sono due norme
matriciali indotte, esistono due costanti o e S positive, tali che

o AR < AR < B 1AM,
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Vay/llAm|" < /1A < /B Y/ AF|".

lim ’C/E:klim Yp=1,
—00

k—o0

per cui

Poiché

dalla relazione precedente segue che se esiste

Tim /)47,

—00

allora esiste anche
lim /|| A*||",
k— o0

e tali limiti coincidono. Si dimostra adesso che il limite esiste per un’oppor-
tuna norma indotta. Dalla (3) si ha A¥ = TJ*T~! dove J* & una matrice

diagonale formata dai blocchi [Ci(j)]k, i=1,....,p, 5 =1,...,7(\;), in cui
Xi,i = 1,...,p, sono gli autovalori distinti di A e i blocchi [Ci(] ) ]* sono
quelli riportati nella (4). Per il teorema 3.11 ’applicazione

A— [T AT o

¢ una norma indotta di A e, indicando con || . || tale norma, risulta ||A¥|| =
| 7¥||oo- Se A1 & lautovalore di A per cui [A\;| = p(A), e, fra tutti i blocchi

relativi a Aq, Cfl) ¢ quello di ordine s massimo, allora esiste un intero kg
tale che per ogni k > kg si ha

141 = 10 = 3 ()l = a3 (5

r=0

La quantita

(k) = Z (5ot

r=

¢ un polinomio in k di grado s — 1, e quindi

lim §/p(k) = 1.

k—o0

Ne segue che il

lim /|| A¥|
k— o0

esiste e vale p(A). .
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La quantita p(P), indipendente dalla norma utilizzata e dall’indice di
iterazione k, viene quindi assunta come misura della velocita di convergenza
del metodo (9). Il numero k di iterazioni richieste per ridurre I’errore di 1/10

(cioe, approssimativamente, per ottenere una cifra decimale in piu) & tale
che

1
[p(P)]F ~ 0 dacui k=~ —1/logyp(P).
5.10 Definizione. Si definisce tasso asintotico di convergenza del metodo
iterativo (9) la costante R = -log,, p(P). .

Poiché con un metodo iterativo non e ovviamente possibile calcolare in
generale la soluzione con un numero finito di iterazioni, occorre individuare
dei criteri per 'arresto del procedimento. I criteri pit comunemente usati,
fissata una tolleranza €, che tiene conto anche della precisione utilizzata nei
calcoli, sono i seguenti:

e — x D) < e, (16)
oppure, se x*) £ 0,

x5 — x|
Bl

<. (17)

Si noti pero che le condizioni (16) e (17) non garantiscono che la soluzione
sia stata approssimata con la precisione e. Infatti per la (12) é:

x(F) _ x(k=1) _ [x* — X(kfl)] —[x* - X(lf)] —elF—1) _ k) — (I — P)elF—1
e, passando alle norme, se ||P|| < 1, per il teorema 3.13 si ha:

k) _ x(k=1) ||

- - - [ES
le™ =V < I(7 = P)~H [Ix™ = x*=D) < )
1P

per cui pud accadere che ||e*~1)|| sia elevata anche se la condizione (16) &
verificata.

In un programma che implementa un metodo iterativo deve essere co-
munque previsto un controllo per interrompere 1’esecuzione quando il nu-
mero delle iterazioni diventa troppo elevato. Puo anche accadere che un
metodo iterativo la cui matrice di iterazione P & tale che p(P) < 1, per
gli effetti indotti dagli errori di arrotondamento non converga in pratica, e
questo accade, in particolare, quando la matrice A ¢ fortemente mal con-
dizionata e p(P) & molto vicino ad 1.

E opportuno rilevare che un metodo iterativo rispetto ad un metodo
diretto ¢ in generale meno sensibile alla propagazione degli errori. Infatti
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il vettore x(*) puo essere considerato come il vettore generato con una sola
iterazione a partire dal vettore iniziale x*~1) e quindi risulta affetto dagli
errori di arrotondamento generati dalla sola ultima iterazione.

In un metodo iterativo ad ogni iterazione il costo computazionale e prin-
cipalmente determinato dalla operazione di moltiplicazione della matrice P
per un vettore, che richiede n? operazioni moltiplicative se la matrice A
non ha specifiche proprieta. Se invece A & sparsa, cioe ha un numero di
elementi non nulli dell’ordine di n, la moltiplicazione di P per un vettore
richiede un numero di operazioni moltiplicative dell’ordine di n. In questo
caso 1 metodi iterativi possono risultare competitivi con quelli diretti. Par-
ticolarmente interessante e il caso in cui la matrice, oltre a essere sparsa,
ha specifiche proprieta di struttura, che possono essere convenientemente
sfruttate anche per ridurre I'ingombro di memoria richiesto.

4. Metodi iterativi di Jacobi e Gauss-Seidel

Fra i metodi iterativi individuati da una particolare scelta della de-
composizione (5) sono particolarmente importanti il metodo di Jacobi e il
metodo di Gauss-Seidel, per i quali & possibile dare delle condizioni suf-
ficienti di convergenza verificate da molte delle matrici che si ottengono
risolvendo problemi differenziali.

Si consideri la decomposizione della matrice A

A=D-B-C
dove
a;; sei=j -a;; se1> ] 0 sei>j
dz] :{ sz :{ Cij =
0 sei#7, 0 se i <7, -a;; se i < j.

Scegliendo M = D, N = B+ C, si ottiene il metodo di Jacobi.
Scegliendo M = D — B, N = C, si ottiene il metodo di Gauss-Seidel.
Per queste decomposizioni risulta det M # 0 se e solo se tutti gli
elementi principali di A sono non nulli.
Indicando con J la matrice di iterazione del metodo di Jacobi, dalla
(7) si ha
J=D"YB+C),

per cui la (9) diviene:

x®) = Jx(k=1) 4 p=—1p
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e, in termini di componenti :

Q4

1 - _
2 = [bi—E aijz’ 1’], i=1,2,...,n. (18)
i=1
i

Il metodo di Jacobi e detto anche metodo degli spostamenti simultanei, in

quanto le componenti del vettore x(*) sostituiscono simultaneamente al ter-

mine dell’iterazione le componenti di x(*—1).

Indicando con G la matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel,
dalla (7) si ha
G =(D-B)"'C,

per cui la (9) diviene:
x® = Gx*=Y (D - B)"'b. (19)

Per descrivere la (19) in termini di componenti, conviene prima trasformarla
nel modo seguente:

(D — B)x® =cx*1 1+ b
Dx® = Bx®) + ox=1) 4+ p

x®) = p=1Bx® 4 p~tox*=Y 4 D~ 1b, (20)

ottenendo quindi:

i—1 n
xE " a bi — j=1 aijxg' - j=it1 aijxg’ o=tz (@)

Confrontando la (21) con la (18), risulta che nel metodo di Gauss-Seidel per
calcolare le componenti del vettore x(*) (contrariamente a quanto accade
nel metodo di Jacobi) sono utilizzate componenti gia calcolate dello stesso
vettore. Per questo motivo il metodo prende anche il nome di metodo degli
spostamenti successivi. Quindi nella implementazione del metodo di Jacobi
& necessario disporre, contemporaneamente, di entrambi i vettori x(¥) e
x(=1 mentre per il metodo di Gauss-Seidel ¢ sufficiente disporre di un
solo vettore.

In molte applicazioni il metodo di Gauss-Seidel, che utilizza immedia-
tamente i valori calcolati nella iterazione corrente, risulta piu veloce del
metodo di Jacobi. Pero esistono casi in cui risulta non solo che il metodo di
Jacobi sia piu veloce del metodo di Gauss-Seidel, ma anche che il metodo
di Jacobi sia convergente e quello di Gauss-Seidel no.
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5.11 Esempi. Si esamina la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-
Seidel applicati al sistema Ax = b, per diverse matrici A € R3*3. 1l vettore
b ¢ sempre scelto in modo che la soluzione sia x* = [1,1,1]7. I criterio di
arresto utilizzato & quello espresso dalla (16), in norma oo, con € = 107°. Si
noti che, poiché ||x*||oc = 1, in questo caso i criteri di arresto espressi dalla
(16) e dalla (17) da un certo valore di k in poi sono equivalenti.

Nelle figure sono riportati i grafici delle norme degli errori assoluti
|le®)||o delle successioni ottenute a partire dal vettore iniziale x(®) = 0.
Con i quadratini vuoti sono indicati gli errori generati dal metodo di Ja-
cobi, con i quadratini pieni gli errori generati dal metodo di Gauss-Seidel.

a) Nel caso
3 0 4 7
A=|7 4 2|, b=|13 (22)
11 -2 4
risulta
0 0 -2 0 0 -7
3 3
7 1 11
J: [— JR— G: —
4 0 2 00 6
1 1 1
5 5 0 00 -]

e p(J) = 1337510, p(G) = 0.25. Quindi il metodo di Gauss-Seidel &
convergente mentre il metodo di Jacobi non lo ¢. La successione ottenuta
con il metodo di Gauss-Seidel si arresta alla 11-esima iterazione. I grafici
degli errori sono riportati nella figura 5.1.

102 -
101 .
100 .
10
10—2 .
10—3 .
10—4 .
10—5 .

>

T
0 5 10 15 20 k

Fig. 5.1 - Grafici degli errori dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel
per il problema (22).
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b) Nel caso
-3 3 -6 -6
A=14 7 8|, b=]|-5 (23)
5 7 -9 3
risulta ~ _ ~ _
0O 1 -2 0o 1 -2
1 0 8 0 1 0
T=17 7| ¢=1|" 7
5 7 10
220 0 1 -—
L9 9 L 9

e p(J) = 0.8133091, p(G) = 1.111111. Quindi il metodo di Jacobi &
convergente e il metodo di Gauss-Seidel non lo e. La successione ottenuta
con il metodo di Jacobi si arresta alla 49-esima iterazione. I grafici degli
errori sono riportati nella figura 5.2.

A
10" -

>

T
0 5 10 15 20 k

Fig. 5.2 - Grafici degli errori dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel
per il problema (23).

c) Nel caso
4 1 1 6
A=|2 9 0|, b=|-7 (24)
0 -8 -6 -14
risulta » 1 1- o 1 1 -
4 4 4 4
2 1 1
J: —_— G: - — - —
9 0 0 0 18 18
4 2
L0 3 0 L0 57 o7
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e p(J) = 0.4438188, p(G) = 0.01851852. Quindi entrambi i metodi sono
convergenti e la successione generata dal metodo di Gauss-Seidel, che si
arresta alla quinta iterazione, converge piu rapidamente di quella generata
dal metodo di Jacobi, che si arresta alla 16-esima iterazione. I grafici degli
errori sono riportati nella figura 5.3.

N,

T »
0 5 10 15 20 k

Fig. 5.3 - Grafici degli errori dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel
per il problema (24).

d) Nel caso
7 6 9 22
A=1(4 5 4|, b=|5 (25)
-7 -3 8 -2
risulta
- 6 91 2 6 9 A
0 -- -2 0 - -2
T 7 7
J=|2 o 2] g=|yg ¥ “
) ) 35 35
7 3 12
T3y o 99 123
-8 8 - - 140 280 -

e p(J) = 0.6411328, p(G) = 0.7745967. Quindi entrambi i metodi sono
convergenti e la successione generata dal metodo di Jacobi, che si arresta
alla 30-esima iterazione, converge piu rapidamente di quella generata dal
metodo di Gauss-Seidel, che si arresta alla 48-esima iterazione. I grafici
degli errori sono riportati nella figura 5.4. .
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>

T
0 5 10 15 20 k

Fig. 5.4 - Grafici degli errori dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel
per il problema (25).

Dai teoremi 5.6 e 5.7 si possono ricavare delle condizioni di convergenza
per i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel, applicati alla risoluzione del sistema
lineare Ax = b, A € C™"*™. Particolarmente importanti e di facile verifica
sono le condizioni basate sulla proprieta di predominanza della matrice A
(si vedano le definizioni 2.40).

5.12 Teorema. Sia A = M — N la decomposizione della matrice A cor-
rispondente al metodo di Jacobi (cioe M = D e N = B+ C') o al metodo di
Gauss-Seidel (cioée M = D— B e N = C). Se vale una delle seguenti ipotesi:

a) la matrice A é a predominanza diagonale in senso stretto,

b) la matrice A é a predominanza diagonale ed é irriducibile,

c¢) la matrice A é a predominanza diagonale in senso stretto per colonne,
d) la matrice A é a predominanza diagonale per colonne ed é irriducibile,
allora p(M~1N) < 1 e quindi il metodo di Jacobi e il metodo di Gauss-Seidel

sono convergenti.

Dim. Nelle ipotesi fatte, gli elementi principali di A sono non nulli e quindi
la matrice M ¢ non singolare. Un numero complesso A ¢ autovalore di
M~!N se e solo se

det(M™'N — \I) =0, (26)

ed essendo M~'N — A\ = —M~Y(AM — N), per la regola di Binet dalla
(26) segue che \ & autovalore di M ~'N se e solo se

det(AM — N) = 0. (27)
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La matrice H = AM — N ha gli elementi

Aa;; set =]
hi; = *J . er il metodo di Jacobi,
t {aij sei#j P
Aai; > g
hi; = { %ij ser=J per il metodo di Gauss-Seidel.
Q5 se 1<)

Se |[A\| > 1 si ha
|hii| = [A |aiil e [hij| < [A| lai;| per i# j,

e quindi la matrice H ha le proprieta a), b) ¢) o d) della matrice A. In tal
caso, per il teorema 2.41 la matrice H & non singolare e quindi un numero
A, tale che |A| > 1, non puo verificare la (27), cioe non puo essere autovalore
di M~'N. Ne segue che gli autovalori di M ~'N hanno modulo minore di 1,
e per il teorema 5.6 i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel sono convergenti. =

5.13 Esempi. a) La matrice

4 -1 1 1
0 -4 -1 1
A= -1-1 4 1
1 -1 0 4

ha predominanza diagonale in senso stretto, sia per righe che per colonne.
Per il teorema 5.12 le matrici di iterazione di Jacobi e di Gauss-Seidel hanno
entrambe raggio spettrale minore di 1. E infatti

0 -1 1 1 0 -4 4 4
110 0 -1 1 1 [0 0 -4 4
=711 1 0 al G_E 0 -1 0 -2
1 1 0 0 01 -2 0

Lo spettro degli autovalori di J € dato dall’'unione degli spettri delle matrici
(si veda l'esercizio 2.26)

ol ) i o] -l

Gli autovalori di J risultano
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V3

quindi p(J) = T I1 polinomio caratteristico della G &

=3 S g ) (e 1)

per cui gli autovalori di G sono

1 1
1=0, Aa=7, A=A 3
. . . 1
e il raggio spettrale ¢ p(G) = 7
b) La matrice
-4 -1 1 1
0 -4 -1 -3
A= -1 -1 4 1
1 3 0 4

ha predominanza diagonale ed & irriducibile. Per il teorema 5.12 le matrici
di iterazione di Jacobi e di Gauss-Seidel hanno entrambe raggio spettrale
minore di 1. E infatti

0 -1 1 1 0 -4 4 4

1o o -1 -3 1 |0 0 -4 -12
‘]_71 1 1 0 -1/’ G_1_6 0 -1 0 -6
1 -3 0 0 0 1 2 8

Procedendo come nel caso a), si trova che gli autovalori di J risultano

1+v2 12
4 ) 4 — 4 s

3
M=7 de=-7 A=

1
4’

3
da cui p(J) = 1 e che gli autovalori di G' sono

da cui p(G) = -.

¢) Si noti che la sola condizione di predominanza diagonale non ¢ sufficiente
per la convergenza. Si consideri infatti la matrice

4 -1 1 1

0 4 0 4

A= 1 1 4 1
0 4 0 4
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che ha predominanza diagonale ma ¢ riducibile. Le due matrici di iterazione
sono

0 -1 1 1 0 4 4 4
1170 0 0 4 1 10 0 0 -16
T=7 01 10 a0 YTH o1 a1
0 4 0 O 0 0 0 -16
Il polinomio caratteristico della J ¢
17 1 1
4 2 2 2
it e e (v )
p(A) = \* + 16A + 16 (A" +1) (A + T
per cui gli autovalori di J sono Ay =i, Ay = —i, A3 = i, Ay = —i e quindi
p(J) = 1. 1l polinomio caratteristico della G ¢
17 A2 17 1
_ 14 Y )2 2 _ -
P = AT+ A+ 75 =X (A RTINS 16)’
1
per cui gli autovalori di G sono A\ = Ay =0, A3 = — 6’ Ay = —1, e quindi

p(G) = 1. In questo caso né il metodo di Jacobi né quello di Gauss-Seidel
CONnvergono. .

5.14 Teorema. Sia A una matrice hermitiana non singolare con elementi
principali reali e positivi. Allora il metodo di Gauss-Seidel é convergente se
e solo se A ¢é definita positiva.

Dim. Essendo la matrice A hermitiana, ¢ C = B e quindi
A=D—-B-BH,
e la matrice di iterazione del metodo di Gauss-Seidel risulta
G=(D-B)'B"=1-(D-B) A (28)

Per dimostrare che il metodo € convergente, conviene prima dimostrare che
la matrice A — G® AG ¢ definita positiva. Posto per semplicita

F=(D-B) A,
dalla (28) sithaG=I1—F e

A-GHAG=A-(IT-F)HAI-F)=A—-A+FEA4+ AF - FHAF
=FH(AF '+ FHA-AF=FYD-B+D-BY - A)F
= FADF.
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La matrice F' & non singolare perché tali sono le due matrici (D — B)™! e A4,
ed essendo gli elementi di D positivi, la matrice A — GH AG risulta definita
positiva. Infatti per ogni x # 0 risulta

xf Ax — x" G AGx = x"FPDFx > 0. (29)

Si supponga ora che la matrice A sia definita positiva e si consideri un
autovalore A di G e un corrispondente autovettore x. Dalla (29) si ha:

x7 Ax — M x Ax > 0,

e cioe
(1— A% xAx > 0. (30)

Essendo A definita positiva, dalla (30) risulta |A| < 1 e quindi, per il teorema
5.6, il metodo di Gauss-Seidel & convergente.

Viceversa, si supponga che il metodo sia convergente e si consideri il
vettore e®) = x* — x(®) Per la (12) si ha che

e, sostituendo nella (30) e*~1) al posto di x, poiché la matrice A — GH AG
¢ definita positiva, risulta:

[eF=DH gelk=1) > [e®))H 4ek), (31)

Se A non fosse definita positiva, allora esisterebbe un vettore e(?) # 0 per
cui [e(@] 4e(®) < 0 e quindi la successione [e®)] Ae(*), che per la (31) ¢
monotona decrescente, non potrebbe convergere a zero, cio che & assurdo
perché il metodo di Gauss-Seidel & convergente, cioe

lim e(k) =0. ]
k—o00

Nella figura 5.5 sono sinteticamente rappresentate le classi delle matrici
hermitiane, delle matrici definite positive e delle matrici con predominanza
diagonale in senso stretto e la classe della matrici per cui il metodo di
Gauss-Seidel € convergente.

Si puo dimostrare (si veda ’esercizio 5.15) che per le matrici a predo-
minanza diagonale in senso stretto vale la relazione ||Glloo < ||J|lce < 1.
Pero, anche se p(G) < |G|l € p(J) < [|J|loc, non sempre ne segue che
p(G) < p(J), cioé non sempre per le matrici a predominanza diagonale
in senso stretto il metodo di Gauss-Seidel ¢ asintoticamente piu veloce del
metodo di Jacobi.



252 C(Capitolo 5. Metodi iterativi

Fig. 5.5 - Classi di matrici per cui il metodo di Gauss-Seidel

e convergente.

5.15 Esempio. Per il sistema Ax = b, dove

A=15
6

che ha la soluzione x* = [1,

. 5
0 N
11
5
J=1-2 o
12
6
TR

e p(J) = 0.7917518, p(G) = 0.8362568, ||J|x = 0.9166667, |G| o
0.9090909. Quindi p(J) < p(G), mentre |G|l < ||J]|co- Il tasso asin-
totico di convergenza del metodo di Jacobi e maggiore di quello del metodo
di Gauss-Seidel. Assumendo x(9) = 0, e usando il criterio di arresto espresso
dalla (16) in norma oo con € = 107>, la successione ottenuta con il metodo
di Jacobi si arresta alla 52-esima iterazione, mentre la successione ottenuta

Gauss-Seidel & convergente

5 5
12 6 |,
411

1, 1]7, risulta

= e

N | —

0

b =

0

definite positiv'
predominanza

diagonale
stretta

23
13

5
1
25
132
115

363

5 -
1
91
132
181
oo |

con il metodo di Gauss-Seidel si arresta alla 68-esima iterazione.

Il seguente teorema individua un’ampia classe di matrici per cui & pos-
sibile stabilire una relazione piu precisa fra le velocita di convergenza dei

metodi di Gauss-Seidel e di Jacobi.



Capitolo 5. Metodi iterativi 253

5.16 Teorema (di Stein-Rosenberg). Sia A € R"*". Se gli elementi
principali di A sono non nulli e gli elementi della matrice di iterazione di
Jacobi J sono non negativi, allora vale una e una sola delle seguenti relazioni:

a)  p(G)=p(J)=0;
) p(G) <p(J) <
) p(G)=p(J]) =
) p(G)>p(J]) >

(Per la dimostrazione si veda [10] ) . .

o

o

1
1;
I;

o,

5.17 Esempi. a) Per la matrice

6 0 O
A=1|-7 9 o],
-4 -1 8
si ha 3 )
0 0 0
. 000
J=19% 0 0|, G=1(0 0 0],
11 0 0 0
= = 0
L2 8 i
e p(J) = p(G) = 0.
b) Per la matrice
(9 -3 -1
A=1-2 9 o],
-2 0 9
si ha i 1 1- i 1 1 -
0 - = 0o - =
3 9 3 9
2 2 2
J=1= 0 0], G=|0 — —|.
9 27 81
2 0 0 0 2 2
-9 - - 27 81-
e p(J) = 0.3142697, p(G) = 0.09876543.
c) Per la matrice
1 0 0

A=1]=8 1 -2,
6 -3 6
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si ha
00 0 000
J=18 0 2|, Gg=1]0 0 2,
1 40 00 1
ep(J) =p(G) =1
d) Per la matrice
8 6 -8
A=1-6 7 0],
0 -8 7
si ha 5 3
[0 2 1] 0 2 1]
4 4
6 9 6
J=|= , G = = 2,
7 00 O u 7
8 36 48
L0 7 0l Y 19 1o
e p(J) = 1.206222, p(G) = 1.6224490. .

Molte delle matrici che si ottengono risolvendo numericamente problemi
differenziali di tipo ellittico hanno predominanza diagonale e soddisfano alle
condizioni del teorema di Stein-Rosenberg: in tal caso € conveniente usare
il metodo di Gauss-Seidel. Nel caso delle matrici tridiagonali ¢ possibile
stabilire esattamente di quanto il metodo di Gauss-Seidel e piu veloce del
metodo di Jacobi.

5.18 Teorema. Sia A € C"*™ ]a matrice tridiagonale

[a1 <1
b1 az co
A= by as i )
Cn—1
L bnfl Qp
in cui a; # 0 peri=1,...,n. Valgono le seguenti relazioni:

a) se p & autovalore di J, allora p? & autovalore di G;

b) se A & autovalore non nullo di G, allora le radici quadrate di A sono
autovalori di J.

Dim. Sia S € C™*™ la matrice diagonale
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1
«
2
S = Q ,
an—l
in cul o € C ¢ una costante non nulla. Si ha
— Cl —

0 _ =
aaq

b1 C2

o 2k 0 _ =

as aa9
by

SISt = —a— 0
as
i Cn—1
Alp—1
bn—1
—a = 0
R an J

1
=a D 'B+=D7C,
(0%

e quindi le matrici J e @ D™'B 4+ 1 D71C hanno lo stesso polinomio
caratteristico qualunque sia a # 0, cioe se u ¢ autovalore di J allora

det(a®> D™'B+ D7 'C — aul) =0, (32)

per ogni a # 0 e viceversa, se esiste un « # 0 per cui p soddisfa la (32),
allora p e autovalore di J. Si ha

G-XM=(D-B)'C—-X=(D-B)"'[C—-\D - B)]
= -D'B)y"'A\D'B+D7'C - \I),

e quindi, se y & autovalore di J, posto A = au e o? = )\, dalla (32) segue che
det(G—AI) = 0, per cui i A tali che u? = X sono autovalori di G. Viceversa,
se A # 0 & un autovalore di G, siano a # 0 e p tali che a? = X e au = .
Allora

0=det(AD™'B+ D7'C — \I) = det(a*D'B+ D'C — aul),
e per la (32) p ¢ autovalore di J. .

Quindi per le matrici tridiagonali il metodo di Gauss-Seidel & conver-
gente se e solo se lo e il metodo di Jacobi e vale
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Percio il tasso asintotico di convergenza del metodo di Gauss-Seidel € doppio
di quello del metodo di Jacobi e, asintoticamente, sono necessarie meta
iterazioni del metodo di Gauss-Seidel per ottenere la stessa precisione che
con il metodo di Jacobi.

5.19 Esempio. Sia A € R%*6, la matrice tridiagonale
2 peri=yj,
aj; =< -1 perl|i—j| =1,
0 altrimenti.

Essendo A simmetrica, si ha
A=2I-U-UT,

dove U ¢ la matrice

- J1 perjg=i—1,
i =0 altrimenti,

e quindi

J=-(U+U" ¢ G=0I-U)"'UT = ur

DN | —

50

(si veda 'esercizio 1.52). I rispettivi polinomi caratteristici sono dati da

5, 3, |1

po(p) = p® =it + i’ — =

5 3 1
_ )3 3 _ < 2 Y
p(;()\) =A ()\ 4/\ 8)\ 64)

da cui si ricavano gli autovalori (dall’esercizio 2.40 si ha che gli autovalori

2 3
di J sono dati da j:cosg, =+ cos 77T, =+ cos 77T)

1 = —pe = 0.9009688, 11y = —ps = 0.6234898, 3 = —pg = 0.2225209,
M =X=X3=0,
Ay = pui = 0.8117447, \s = p3 = 0.3887395, \¢ = u3 = 0.04951555.

Risulta pertanto che

p(J) = 0.9009688 e p(G) = p*(J) = 0.8117447. .
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5. Metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel a blocchi

Nel trattamento numerico delle equazioni differenziali intervengono
spesso matrici a blocchi. In tal caso risulta naturale estendere i metodi
iterativi di Jacobi e di Gauss-Seidel in termini di blocchi.

Sia allora A una matrice nxn a blocchi A;; € C™*™, 4,7 =1,2,...,n
tale che i blocchi diagonali A;; siano matrici quadrate non singolari. Par-
tizionando a blocchi i vettori b, x(*~1) e x(¥) compatibilmente con la par-
tizione di A:

b, xgk_l) ng)
b= |, xtV=] o |, W=,
b, x&’“‘l) X%k)

e procedendo come nel caso delle matrici ad elementi scalari, si ha per il
metodo di Jacobi

(2 (2

j=1
JFi

e per il metodo di Gauss-Seidel

ZAUX(k) Z Ajjx gk 1)] 1=1,2,...,n.

j=t+1

(k‘)

Non ¢ facile estendere i criteri di convergenza visti nel paragrafo precedente
al caso a blocchi, né si puo dire in generale che se il metodo iterativo,
applicato scalarmente, e convergente, allora anche il metodo a blocchi e
convergente. Vale pero il seguente teorema, per la cui dimostrazione si
rimanda a [10]. Si indicano con Jp e Gp rispettivamente le matrici di
iterazione dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel a blocchi, e con J e G le
corrispondenti matrici dei metodi applicati scalarmente.

5.20 Teorema. Sia A una matrice n X n a blocchi A;; € R™*™, i, j =
1,2,...,n, tale che i blocchi diagonali A;; siano matrici non singolari. Se
a;; < 0 per ognii # j, ed inoltre A~' > O, allora i metodi di Jacobi e di
Gauss-Seidel applicati scalarmente e a blocchi sono convergenti e si ha

p(Gg) < p(Jp) <1
p(Gp) < p(G) <1
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dove il segno di uguaglianza vale nella seconda (terza) relazione solo se
Gp = G (rispettivamente Jp = J). .

Una classe particolarmente importante di matrici che soddisfano alle
condizioni del teorema 5.20 ¢ individuata dal seguente teorema.

5.21 Teorema. Sia A € R"*"™ tale che

(1) A é a predominanza diagonale ed é irriducibile,

(2) ai;>0peri=1,....,nea;; <0peri#j, i,j=1,...,n.
Allora A=t > O.

Dim. Sia a > 0 tale che

« > max Qag;.
i=1,....,n

Allora la matrice

B=I-t4>0 (33)
(6%

ha gli elementi principali positivi e gli altri elementi non negativi. Poiché la
matrice — A ha gli elementi principali compresi fra 0 e 1 ed € a predominanza

diagonale, i suoi cerchi di Gerschgorin sono tutti interni ad un cerchio di
centro 1 e raggio 1. Dalla (33) segue che p(B) < 1.

Si dimostra ora che per ogni vettore e; della base canonica & B" 'e; >
0, e quindi B! > O. Infatti, per i = 1,...,n, sia yo = e; e si considerino
i vettori yx4+1 = Byk, k=0,...,n — 2. Posto

B=D+(B-D),

dove D & la matrice diagonale i cui elementi principali coincidono con quelli
di B,e B—D >0 e D >0 e non singolare. Quindi dalla relazione

Yi+1 = Dyr + (B — D)y

segue che il numero delle componenti nulle di yx41 € minore o uguale al nu-
mero delle componenti nulle di y. Inoltre se i due vettori avessero lo stesso
numero 7 di componenti nulle, esisterebbe una matrice di permutazione I
tale che
Xk
Iy, = , X €R"", x>0,
0
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e sarebbe

X1 Xk B Bio Xk
= [IBIIT =
0 0 By Bao 0

da cui Bs; = O, essendo x; > 0, e cio ¢ assurdo perché la matrice B e
irriducibile, per I'ipotesi di irriducibilita di A. Ne segue che y+; ha meno
componenti nulle di yx e quindi

Yno1=B"lyo=B""le; >0 (34)

per ognii=1,...,n.
Poiché p(B) < 1, per il teorema 5.4 &

(I-B)" =3 B,
k=0

dove le matrici della sommatoria hanno elementi non negativi e per la (34)
hanno elementi positivi per k > n — 1. Quindi (I — B)~! > O, da cui

A*1:1(1—3)4>0. .
«

Le matrici simmetriche che verificano le ipotesi del teorema 5.21 ven-
gono dette S-matrici e per il teorema 2.41 sono definite positive. Sono
S-matrici molte delle matrici che si ottengono risolvendo numericamente
problemi differenziali di tipo ellittico. Per il teorema 5.20, se la matrice A
€ una S-matrice, risulta quindi conveniente utilizzare il metodo di Gauss-
Seidel a blocchi.

Un risultato analogo al teorema 5.18 vale nel caso delle matrici tridia-
gonali a blocchi (per la dimostrazione si veda [10]).

5.22 Teorema. Se A ¢ una matrice n X n tridiagonale a blocchi A;; €
cmxm 4.5 = 1,2,...,n, tale che i blocchi diagonali A;; siano matrici
quadrate non singolari, valgono le seguenti relazioni:

a) se p & autovalore di Jg, allora u? ¢ autovalore di G p;

b) se \ & autovalore non nullo di Gp, allora le radici quadrate di \ sono
autovalori di Jp. .

Quindi per le matrici tridiagonali a blocchi il metodo di Gauss-Seidel a
blocchi & convergente se e solo se lo € il metodo di Jacobi a blocchi e inoltre
vale

p(Gg) = p*(Jp).
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5.23 Esempio. Sia A la matrice

A= , dove B= [i ;”,
-1 B
cioe
4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
A= -1 0 4 -1
0 -1 -1 4

Per il teorema 5.21 ¢ A=' > O, per cui A verifica le ipotesi del teorema
5.20. Risulta infatti

o 1 1 07
01 1 0 o 11
J_l 1 0 0 1 G_l 4 4
—410017—40111,
0 1 1 0 4 4
1 1 1
0 - = =
L 8§ 8 2
0, H O H » 174 1
JB: ,GB: ,dOVG H=2B = — .
H 0 0 H2 151 4
Gli autovalori sono
J A A 0, A L A L
I‘ N == = = — —_— - -
pe 1 2 )y N3 27 4 2a
1
per G: A =X =MA3=0, )\421;
1 1 1 1
J: )\ = - )\ = - — )\ —_ — >\ e
per Jp 1 57 2 57 3 37 4 37
G A A 0, A L A L
er . = = = — — -
p B 1 2 P AT op MT )
quindi per i raggi spettrali si ha:
1 1
p(J) =5, p(G)=p*(J)) = 7. p(JB) = 5, p(GB) =p*(Jp) = 5. =
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6. Metodi di rilassamento

Nella risoluzione di alcuni problemi dell’analisi numerica 'introduzione
di un parametro permette di migliorare I'efficienza dei metodi usati. Un
esempio di questo tipo si incontra nel caso dei metodi iterativi, dove un’op-
portuna determinazione del parametro permette di ottenere una velocita di
convergenza sostanzialmente maggiore di quella dei metodi di Jacobi e di
Gauss-Seidel.

Si considera il sistema

wAx =wb, w #0,
equivalente al (6) e si effettua la seguente decomposizione della matrice wA:
wA=M—-N, dove M=D-wB, N=(1-w)D+wC. (35)
Se det M # 0, si ricava il seguente metodo iterativo, detto di rilassamento
x®) = (D —wB) (1 —w) D+ wC)x* Y +w(D-wB)™'b.  (36)

La matrice di iterazione di tale metodo ¢ allora
H(w)=(D—-wB) (1 -w) D+ wl]. (37)

Dalla (36) si ottiene
x®) = (1 —w)x*Y 4 wDBx® 4 CxF~Y 4 b,

che in termini di componenti si scrive

1—1 n
:cz(.k) =(1- w)xz(»k*l) + aiii b; — Zaijxgk) - Z aijxﬁkfl) :
j=1 J=i+1
i=1,2,...,n.

Si noti che questa espressione coincide con quella del metodo di Gauss-
Seidel per w = 1, e che anche per w # 1 il numero di operazioni richieste
per effettuare un’iterazione ¢, a meno di termini di ordine inferiore, lo stesso
che per il metodo di Gauss-Seidel.

Il metodo di rilassamento viene in particolare detto di sottorilassa-
mento se w < 1 e di sovrarilassamento se w > 1. Quest’ultimo e anche
detto metodo SOR, dalle iniziali dei corrispondenti termini inglesi Succes-
siwe Qver-Relazation.

Nella applicazione di un metodo di rilassamento € importante scegliere,
se possibile, un valore w, del parametro w che, oltre ad assicurare la conver-
genza, renda minimo il raggio spettrale della matrice di iterazione H(w), in
modo da ottenere la massima velocita di convergenza possibile.
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5.24 Teorema (di Kahan). Per la matrice di iterazione di un metodo di
rilassamento, risulta

PLH(W)] > o — 1.
Quindi condizione necessaria per la convergenza é che
lw—1] <1,

e se w e reale, é che
0<w<?2.

Dim. La matrice D — wB & triangolare inferiore, e poiché la matrice B ha
nulli gli elementi principali, ne segue che

det(D —wB) = det D.
Analogamente ¢
det[(1 —w)D 4+ wC| =det[(1 —w)D] = (1 —w)" det D,

e quindi per la (37) ¢
det[H(w)] = (1 —w)".

Poiché il determinante di una matrice e uguale al prodotto degli n autovalori,
ne segue che

plH(wW)) = | Yaet[H@)] | = 1 - wl. -

Il teorema di Kahan fornisce una condizione necessaria ma non sufli-

ciente per la convergenza, come si puo vedere anche dal seguente esempio.

5.25 Esempio. La figura 5.6 riporta il grafico di p[H (w)], al variare di w
nell'intervallo [0,1.4] per la matrice

3 3 -6
A=|-4 7 8], (38)
5 7 -9

per la quale si & visto nell’esempio 5.11 b) che il metodo di Gauss-Seidel non
¢ convergente. Scegliendo w compreso fra 0.1 e 0.9 il metodo di rilassamento
e convergente. Il valore di w per cui p[H(w)] € minimo & w, = 0.8864098, a
cui corrisponde per il raggio spettrale il valore p[H (w,)] = 0.6101880.
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T T T T T T T T T T T T T T )
0 w
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14

Fig. 5.6 - Grafico di p[H (w)] per la matrice (38).

Applicando il metodo di rilassamento con tale valore di w, per risolvere il

sistema Ax = b, dove b = [—6, —5, 3]T, a partire dal punto iniziale x(?) = 0
e usando gli stessi criteri di arresto degli esempi 5.11, la successione si arresta
alla 25-esima iterazione. .

La condizione 0 < w < 2 del teorema di Kahan risulta anche sufficiente
per la convergenza dei metodi di rilassamento se la matrice A ¢ definita
positiva. Vale infatti il seguente

5.26 Teorema (di Ostrowski-Reich). Se A ¢ definita positiva e w ¢é
un numero reale tale che 0 < w < 2, allora il metodo di rilassamento é
convergente.

Dim. Dalla (37), tenendo conto che A = D — B — B si ha che
H(w)=(D—-wB) '[(1 —w)D +wB¥]
= (D —wB) (D —wB — wA)
=]-w(D-wB) 'A
Posto per semplicita
dove
F=w(D—-wB) 4,
procedendo come nella dimostrazione del teorema 5.14 si ha
A—[Hw))?AHw) = FE(AF' + FHA - AF
:Fﬂ%D—B—BH—mF

2
= (= —1)FEDF,
w
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e quindi, poiché 0 < w < 2, tale matrice & definita positiva. Indicato con A
un autovalore di H(w) e con x il corrispondente autovettore si ha

x? Ax — x7[H(w)]? AH (w)x = xT Ax — M\xH Ax = (1 — |\*)x" Ax > 0,
ed essendo A definita positiva, ne segue che |A| < 1. .

5.27 Esempio. La figura 5.7 riporta il grafico di p[H (w)], al variare di w
nell'intervallo [0,2] per la matrice

7 4 7
A=1|4 5 3], (39)
7 3 8

definita positiva. Per il teorema 5.14 il metodo di Gauss-Seidel & conver-
gente. In accordo con il teorema 5.26 per i valori di w compresi fra 0 e 2,
estremi esclusi, anche il metodo di rilassamento & convergente. Il valore di
w per cui p[H (w)] € minimo & w, = 1.531281, a cui corrisponde per il raggio
spettrale il valore p[H (w,)] = 0.6614684.

A

1071
0.9 1
0.8 7
0.7 7

0.6 7
0.5 7

Fig. 5.7 - Grafico di p[H (w)] per la matrice (39).

Si applica il metodo di rilassamento con tale valore di w, per risolvere il
sistema lineare Ax = b, dove b = [4,6,—2]T, che ha la soluzione x* =
[1,1,1]7. A partire dal vettore iniziale x(?) = 0, usando la condizione di
arresto (16) con € = 107>, la soluzione viene approssimata in 35 iterazioni.
Con lo stesso vettore iniziale e con la stessa condizione di arresto il metodo di
Gauss-Seidel richiede 119 iterazioni, mentre il metodo di Jacobi non risulta

convergente. u
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Nel seguente caso particolare, importante nelle applicazioni, & possibile
dare una relazione esplicita fra gli autovalori della matrice di iterazione del
metodo di Jacobi e quella del metodo di rilassamento e indicare il valore w,
per cui si ha la massima velocita di convergenza e il corrispondente p[H (w,)]-

5.28 Teorema. Sia A la matrice tridiagonale del teorema 5.18 e sia 0 <
w < 2. Valgono le seguenti relazioni:

a) se u ¢ autovalore di J, ogni A tale che
(A4 w —1)% = h?p? (40)

¢ autovalore di H(w);

b) se A é autovalore non nullo di H(w), allora ogni p per cui vale la (40)
é autovalore di J;

c) se gli autovalori della matrice di iterazione J sono reali e tali che p(J) <
1, esiste uno e un solo valore w, per cui

plH (w,)] = min, p[H(w)],

ed é

Wy = ; (41)

d) per0 <w < w, &

H(@)] = 1w+ %w2p2(J) +wp(J) \/1 o iw2p2(J)

eperw, <w<2e
plH W) = w -1,

plH(wo)] =wo — 1=

T+ V1-2()

Dim. Per quanto riguarda i punti a) e b), si procede come per la di-
mostrazione del teorema 5.18. Si ha

H(w) =M = (D —wB) ' [(1 —w) D+ wC] — A

o)) ]f

Atw-—1

=w(l —wD'B)"'A\D'B+D'C - —T—1).
w
A -1
Se u & autovalore di J, posto o? = A e apu = L, dalla (32) segue che
w

det[H(w) — AI] = 0, e quindi i numeri A per cui vale la (40) sono autovalori
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di H(w). Viceversa, se X # 0 ¢ autovalore di H(w), siano o # 0 e p tali che

At w—

1
a’=Neau= . Allora

Atw-—1

0=det(AD'B+ D 'C —
w

I)=det(a*D'B+ D7 'C — aul),

e per la (32) p ¢ autovalore di J.

Per i punti ¢) e d) si consideri un autovalore p di J: al variare di w
nell’intervallo (0,2) a u, che per ipotesi ¢ reale e tale che |u| < 1, corrispon-
dono due autovalori A; e A2 di H(w) che soddisfano la (40), cioe soluzioni
dell’equazione di secondo grado a coefficienti reali

M ER2w—1) WA+ (w—-1)2=0.
Si vuole dapprima determinare il valore di w per cui € minima la funzione
my(w) = max {| A1, [Ao] }.

Seu:Oé)\lz)\gzl—w.
Se u # 0, posto
1
A:w2y2(1—w+é—lw2,u2)

2

Wy = ————
e 12

risulta w, > 1e
per w>w, € A<0, A\ ey complessie [A\i| =]\ =w—1,
per w=w, ¢ A=0, M =\=w,—1,
per w<w, ¢ A>0, A\ e\ real.

Poiché per w < w, ¢

1 A w?p?
1— Lo2.2
w+2wu W2M2+ 1

>0,
il massimo fra [A1| e |A2| € dato da

1
|)\2|:)\2:1—w—|—§w2,u2—|—\/z,
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ed ¢ una funzione decrescente di w. Riassumendo si ha
11— w| se u =0,

mu(w): w—1 se w > wy
se u#0

(42)

1—w—|—%w2u2+wu\/l—w+iw2u2 se w < wy
e il minimo della funzione m,(w) ¢ dato da
my(wy,) =w, — 1.

Nella figura 5.8 ¢ riportato il grafico della funzione m,(w) per diversi valori
di g (p=0, 0.5, 0.8, 0.95).

Al
Ve

0 W

Fig. 5.8 - Grafico della funzione m,(w) per 4 =0, 0.5, 0.8, 0.95.
Poiché per i punti a) e b) &

plH ()] = max m, (@)

dove p varia sull’insieme degli autovalori di J, dalla (42) segue che
p[H(w)] =My, (w)7 dove p, = max pu,

come si vede anche dalla figura 5.8. Inoltre J per ipotesi ha autovalori reali e
per il teorema 5.18 se p & autovalore di J, anche —pu lo ¢, per cui p, = p(J).
Ne segue che

p[H(w)] = mp(J) (w) € Wy = Wo(J)- u
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p[H(w)] ha in w, un punto di cuspide con tangente sinistra verticale e
per w > w, ha un andamento rettilineo con coefficiente angolare 1. E quindi
conveniente, se non si riesce a determinare un’approssimazione adeguata di
p(J), orientarsi verso una approssimazione per eccesso.

5.29 Esempio. La figura 5.9 riporta il grafico della funzione p[H (w)] cal-
colata per alcuni valori di w nell’intervallo (0,2) per la matrice A € R*¢
tridiagonale e definita positiva, i cui elementi sono dati da

2  peri=yj,
ai; =< -1 perl|i—j| =1,

0 altrimenti.

0.60 -

0.40

0.20 ~

hd N,
T T T »

W
0 1 2

Fig. 5.9 - Grafico di p[H (w)] per una matrice tridiagonale.

Per tale matrice, come risulta dall’esempio 5.19, & p(J) = 0.9009688. Per
la (41) & w, = 1.394812, a cui corrisponde per il raggio spettrale il valore
plH (w,)] = 0.3949117, e poiché p(G) = 0.8117447, risulta

p(J) = p(G) e p"*(G) =~ p[H(w,)].

Percio, asintoticamente, per ottenere un risultato con la stessa precisione
il metodo di Jacobi richiederebbe circa nove volte il numero di iterazioni
richieste dal metodo di rilassamento con il parametro ottimo w, e il metodo
di Gauss-Seidel circa quattro volte e mezzo. Poiché in pratica il calcolo
viene interrotto dopo un numero finito di iterazioni, il numero di iterazioni
effettivamente richieste per ottenere una determinata precisione puo differire
dai valori asintotici.

Per il sistema lineare Ax = b, dove b = [1,0,0,0,0, 1], che ha come
soluzione il vettore x* = [1,1,1,1,1,1]7, sono stati utilizzati i metodi di
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Jacobi, Gauss-Seidel e di rilassamento con il parametro ottimo w,, a partire
dallo stesso vettore iniziale x(°) = 0. Imponendo come condizione di ar-
resto la (16) con € = 1075, la soluzione viene approssimata in 92 iterazioni
dal metodo di Jacobi, in 50 iterazioni dal metodo di Gauss-Seidel, in 18
iterazioni dal metodo di rilassamento. La figura 5.10 riporta, al variare
dell’indice k di iterazione, i grafici degli errori ||e®)|| o, generati dal metodo
di Jacobi (quadratini vuoti), dal metodo di Gauss-Seidel (triangolini), e dal

metodo di rilassamento (quadratini pieni). .
A
10°

107! 1

1072 1

103

104 Jacobi
i Gauss-Seidel

10-5 1 rilassamento

T T )

0 10 20 k

Fig. 5.10 - Andamento degli errori dei metodi iterativi di
Jacobi, Gauss-Seidel e rilassamento.

Anche il metodo di rilassamento puo essere esteso, in modo analogo a
quanto fatto per i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel, al caso di matrici a
blocchi. Si esamina in particolare il caso delle matrici tridiagonali a blocchi.

5.30 Teorema. Sia A una matrice tridiagonale a blocchi, i cui blocchi dia-
gonali siano quadrati e non singolari, e sia 0 < w < 2. Indicate con Jp la
matrice di iterazione del metodo di Jacobi a blocchi e con Hp(w) la matrice
di iterazione del metodo di rilassamento a blocchi, gli autovalori p di Jp
e gli autovalori non nulli A\ di Hp(w) verificano ancora la relazione (40).
Inoltre se gli autovalori di Jg sono reali e tali che p(Jpg) < 1, allora il valore
ottimo w, del parametro del metodo di rilassamento a blocchi é dato da

2

1+ +/1—p?(JB) ;

(43)

Wo —

PlHp (o)) = wo 1= | —2U8) ] .

L+ V1-9*(J5)




270 Capitolo 5. Metodi iterativi

Per la dimostrazione si veda [10]. .

Poiché p[Hp(w,)] € una funzione crescente di p(Jp), da un confronto
fra la (41) e la (43) risulta che nei casi in cui p(Jp) < p(J), anche il metodo
di rilassamento a blocchi ha un tasso asintotico di convergenza maggiore
dello stesso metodo applicato scalarmente. Questo € vero in particolare nel
caso delle S-matrici che soddisfano alle ipotesi del teorema 5.20.

5.31 Esempio. Sia A la matrice n x n a blocchi
B -1 4 -1
A — —I B . , dove _ —1 4 c R'an.
e T SRR |
-1 B -1 4
Se si applicano scalarmente i metodi iterativi di Jacobi, Gauss-Seidel e ri-
lassamento a elementi, la matrice J ¢ data da
H I 0
1
J=- I H ' , dove H = 1 .0 _ c R™*",
4 . T S
I H 1 0
Poiché J = }(H ® I + 1 ® H) (si vedano gli esercizi 1.60 e 2.41) e gli

autovalori di H sono (si veda 'esercizio 2.40)

km
n+1’

ap = 2 cos k=1,...,n,

gli autovalori di J sono
Bij:ai+aj7 i:jzlw":na

per cui risulta

J) = .
p(J) = cos ———~

Gli autovalori della matrice G sono i quadrati di quelli di J (si veda 'eserci-

zio 5.21), per cui
T

— 2 _ 2
p(G) = p*(J) = cos” ———.

Per il metodo di rilassamento si ha (si veda 'esercizio 5.21)

2

2
OJO: g
1+1=p*(J) 1+sin

n—+1
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1 —sin 1

pH(wo) =wo—1= ——"H 1
1+ sin

n+1

Se si applicano a blocchi i metodi iterativi di Jacobi, Gauss-Seidel e rilas-
samento, la matrice Jg € data da

O B!
—1 ..
Jg = B 0 ' = H® B~ .
B—l
B! O

Poiché gli autovalori di B! sono (si veda 'esercizio 2.40)

=(4—2cos K 1 k=1
Yk n 1 ) ) s 1y

gli autovalori di Jp sono (si veda esercizio 2.41)

per cui risulta

cos 1
n
p(JB): T
2 — cos
n-+1

Per il teorema 5.22 gli autovalori di Gp sono i quadrati degli autovalori di
Jp e quindi

p(Gp) = p*(J),

e per il teorema 5.30 ¢

— 2cos
n +

4
_ 2 _ 1
14+ +/1—p%(JB) (1+ /1_COS T )2
n+1

Wo
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Nei casi particolari n = 5, 10, 20 risulta

| n=5 | n=10 | n=20
p(J) 0.8660254 | 0.9594930 | 0.9888308
p(G) 0.7500000 | 0.9206268 | 0.9777864
p[H (w,)] 0.3333333 | 0.5603879 | 0.7405800
p(Jp) 0.7637079 | 0.9221398 | 0.9779084
p(Gp) 0.5832498 | 0.8503418 | 0.9563048
p[Hp(w,)] 0.2153903 | 0.4421100 | 0.6542134

(J)Nl_w—z (G)Nl_ﬂ-—Q [H(w)]~1—2 m

S T e A n+12 * on n+1’
2 272 T

p(JB) ~ 1—m7 p(Gp) =~ 1—m7 plHp(w,)] ~ 1—2\/§n+ I

Percio asintoticamente per ottenere un risultato con la stessa precisione il
metodo di Jacobi richiede un numero di iterazioni doppio di quello richiesto
dai metodi di Jacobi a blocchi e di Gauss-Seidel e pari a quattro volte il
numero di iterazioni richiesto dal metodo di Gauss-Seidel a blocchi. Ap-
plicando il metodo di rilassamento la riduzione del numero di iterazioni
rispetto al metodo di Jacobi & proporzionale ad n. .

7. Metodo del gradiente coniugato

Se la matrice A e reale e definita positiva, il sistema lineare Ax = b puo
essere risolto con il metodo del gradiente coniugato. Questo metodo, anche
se in teoria € un metodo diretto, in quanto viene costruita una successione
{x(k)}kzo,l’m di vettori tali che x(™) = x* = A~1b, per un qualche indice
m < n, in pratica pero, per la presenza degli errori di arrotondamento,
non termina all’m-esimo passo e viene utilizzato come metodo iterativo. In
molti casi significativi il numero di iterazioni che occorrono per raggiungere
la precisione richiesta ¢ di gran lunga inferiore alla dimensione del sistema,
e cio rende il metodo molto conveniente per trattare problemi di grosse
dimensioni, anche rispetto al metodo di rilassamento, poiché non richiede,
fra I'altro, la determinazione preliminare di alcun parametro. Del metodo
del gradiente coniugato esistono diverse varianti, che all’atto pratico gene-
rano successioni confrontabili. L’algoritmo che viene descritto in questo
paragrafo ¢ quello originario dovuto a Hestenes e Stiefel [6].
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Sia A € R™*™, definita positiva, e b € R", e si consideri il problema

di minimizzare su R” il funzionale
P(x) = 3 x"Ax — b x. (44)
Tale problema ha una e una sola soluzione che, come si vedra nel capitolo
7, ¢ data da x* = A~'b. Quindi per calcolare la soluzione del sistema
lineare Ax = b possono essere utilizzati dei metodi che minimizzano il fun-

zionale (44). I metodi del gradiente sono metodi iterativi che minimizzano
il funzionale (44) sfruttando il gradiente negativo di ®(x), cioe il vettore

0P 0P 0P

Il vettore r = r(x) viene detto residuo del sistema Ax = b.

Un metodo del gradiente procede nel modo seguente (per semplificare
le notazioni, si scrivera in basso I'indice di iterazione): sia al k-esimo passo
Xk # X", scelto un vettore direzione py # 0 di decrescita per ®(x), cioe tale
che pr(I)(xk) < 0, si determina il punto Xx41 di minimo del funzionale
(44) sulla retta passante per xj e di direzione py :

Xk+1 = Xk + Ok Pk, (45)

dove aj € R ¢ tale che
D(xp41) = géig d(xy + apg).

Derivando la funzione ®(xj + apy) rispetto ad « si ottiene

o0
%0 = (xx + api)” Apx — b’ py,

- @ ..
da cui, imponendo che — = 0, si ricava

Oa

(b — Ax)’pi _ rlpy
P} Apy p; Api’

(46)

o —

in cui rp = r(xg) € il residuo in x;. Poiché
r.pr = —Ppj VO(xz) > 0,

ne segue che aj > 0. Cosl procedendo si ottiene una successione {xy} che
converge al punto x*.
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Dalla (45) segue per k =0,1,...
b — Axp11 =b — Axy — o Apy,

e quindi
rpp1 =y — apApy, (47)

da cui per la (46)
rr. 1Pk = (ri — axApk) Pr = 1} PK — axpy APk = 0, (48)

e quindi ad ogni passo il residuo ri,; € ortogonale al vettore direzione py,
del passo precedente.

I diversi metodi del gradiente si distinguono per la diversa scelta del
vettore pr: un metodo classico € quello dello steepest descent, in cui si
sceglie p, = rp = —V®(xy), cioe ad ogni passo il vettore py coincide con
la direzione di massima pendenza per ®(x). Questa strategia, anche se
in ciascun punto xj sfrutta la direzione della massima pendenza, pud non
essere la migliore, in particolare quando la matrice A ¢ mal condizionata.

Nella figura 5.11, ad esempio, ¢ illustrato il comportamento del metodo
dello steepest descent nel caso di una matrice A di ordine 2. In ogni punto
x}, si individua nel piano R? la direzione py, lungo la quale il funzionale
®(x) decresce con la massima pendenza: il punto xx11 € quello in cui il
funzionale ®(x) ha il valore minimo e in x4 la direzione py € tangente
alla curva di livello ®(x) = ®(xx4+1). Il nuovo vettore direzione pyii €
ortogonale al precedente vettore py: infatti dalla (48) risulta

p;{+1pk:0, per k=0,1,... .

La velocita di convergenza di questo procedimento dipende dalla eccentricita
delle ellissi che rappresentano le curve di livello ®(x) = ¢, dove ¢ € una
costante. L’eccentricita e tanto maggiore quanto maggiore ¢ il rapporto
A1/A2 degli autovalori A; e Ay, con Ay > Ay, della matrice A, e quindi
quanto piu la matrice A ¢ mal condizionata.

Fig. 5.11 - Il metodo dello steepest descent.
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In generale se Apax € Amin SONo il massimo e il minimo autovalore della

matrice A di ordine n, si pud dimostrare [3] che, indicato con e = x* — xy,
lerrore al k-esimo passo risulta (si veda ’esercizio 5.28)

Amax — Amin \ 2
T max min T

e Aek 1 S (—) e Aek.
hl * )\max + )\min F

Introducendo la norma vettoriale (si veda l’esercizio 3.6)
[x[la = VxT Ax, (49)

max

e notando che ps(A) = , si ottiene la limitazione dell’errore al k-esimo

min
passo per il metodo dello steepest descent

leula < (425 57) Teolla (50)

E possibile ottenere una migliore strategia per la minimizzazione del
funzionale ®(x), con una scelta di py che tiene conto anche delle direzioni
pj, j = 1,2,...,k — 1, calcolate ai passi precedenti. Un metodo che uti-
lizza questa strategia e il metodo del gradiente coniugato, in cui il vettore
direzione pg viene scelto nel modo seguente

ro se k=0,
Pr = { (51)

ry + Bkpr—1 se k>1,
dove 5, € tale che
pprk,l =0. (52)
Il vettore py viene detto A-coniugato con il vettore px_1. Sostituendo nella
(52) I'espressione di py data dalla (51), si ricava
I{Apk—l

B = — AL
P;‘LlAqu

k> 1 (53)

La direzione py, cosi scelta € una direzione di decrescita del funzionale ®(x).
Si ha infatti da (51) e (48)

—p{V(I)(xk) = pfrk = r{rk + ﬁkpf_lrk = rfrk >0 (54)

se ry # 0, cioe x; # X*.
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Sostituendo la (54) nella (46) si ha che per il metodo del gradiente
coniugato

T
ryTg
ap = . (55)
Pi APk
Da (51) e (48) si ha
TATy_1 =ThPk-1 — Bb-1T} Ph—2 = —Br—1T} Ph—2,
e poiché per la (47), la (48) e la (52) ¢
rfPr_2 =Tj_1Pk—2 — %P} APr—2 =0,
ne segue che
I',{I‘k_l = O, (56)

cioé ogni residuo ¢ ortogonale al precedente. Inoltre da (51), (56) e (54) si
ha

PiTL_1 =TiTh 1+ BrkPr_1Th—1 = BePt_1Th—1 = BETr_1Th_1,
e da (47), (52) e (54)
p}frk_l = p;‘grk + ak—lp;;FAPk:—1 = p}frk = I‘;‘gl‘k,

da cui si ottiene un’altra relazione per (i

T
r, re
Br = 72— . (57)
I 1Tk—1
Indicato con Sy lo spazio generato dai k vettori pg,...,Pr_1, si puo di-
mostrare (si veda ’esercizio 5.33) che le direzioni p;, i = 0,...,k — 1, ot-

tenute con la (51) sono tali che

®(x)) = min P(x),

xXES

e quindi il metodo del gradiente coniugato determina la soluzione x* in al
piu n passi, cioe esiste un m < n tale che

r, = 0. (58)

Questa proprieta si puo ricavare direttamente dal seguente teorema.
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5.32 Teorema. Siano ro # 0 ed h > 1 tale che ry # 0 per ogni k < h.

Allora
rfrj =0
per k 7& ja kv] =
p; Ap; =0

0,....,h,

(59)

cioé i primi h residui costituiscono un insieme di vettori ortogonali e i vettori

Pr costituiscono un insieme di vettori A-coniugati.

Dim. Si procede per induzione su h.

Per h =1, la (59) vale per k =1 e j = 0, essendo da (56) e (52)

r’rg=0, e plApy=0.

Per h > 1, si suppone che valgano le (59) e si dimostra che

rj 475 =0 -
per 7 =0,..
Pi1Ap; =0

L h—1,

in quanto per j = h l'ortogonalita dei residui e gia stata dimostrata con

la (56) e pry1 € A-coniugato con pp per la (52).

j=0,....,h—1

T T T T
rj 1 Tj =TT — appp, Ar; = —apj, Ar;

per lipotesi induttiva, e per (51) &

pi Ar; = p} Ap; — B;p} Apj_1 =0

per l'ipotesi induttiva. Quindi
T
Tpy1ty = 0.

Inoltre per j =0,...,h — 1 dalla (47) &
Ap; = —(rj —rjm),

e quindi dalla (51) e dall’ipotesi induttiva

p;{+1APj = I'Z:+1Apj + ﬁh-q—lpz;Apj = r;{+1Apja

e da (61)

1
T _ T T _
Pri1Ap; = ;(rhﬂfj —ThTi1) = —

J

1

T
—7r riiq
.y h+1%73+

J

Si ha dalla (47) per

=0
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per la (60) se j =0,...,h —2, e per la (56) se j = h — 1. .

Dal teorema 5.32 segue che, poiché I'insieme dei primi h residui e for-
mato da vettori ortogonali, non vi possono essere piu di n vettori ri # 0 e
quindi esiste un m < n tale che vale la (58). Inoltre rj appartiene al sot-
tospazio generato dai vettori rg, Arg, A%rg, ..., A¥ry, come si puod vedere per
induzione utilizzando la (47) e la (51). Se la matrice A ha al pit s autovalori
distinti, s < n, allora r,, = 0 per qualche m < s. Infatti lo spazio generato

da rg, Arg, ..., A" Irg, ha dimensione al pill s (si veda l'esercizio 2.21) e
quindi in esso non puo esistere un vettore ry non nullo che sia ortogonale a
ro,r1,...,rs_1. Ne segue che rg = 0.

Riassumendo, il metodo del gradiente coniugato puo essere cosi de-
scritto:

1. k=0, xq arbitrario, rg = b — Axq
2. serp =0, stop
3. altrimenti si calcoli

51::;;{# (Bo = 0 per k = 0),

e 1Tk—1
Pr =Tk + BkPr—1 (Po = ro per k = 0),
rlry,

PL Api’
Xk+1 = Xk + QkPk;,

A =

Tyl =Ty — apApg,
k =k + 1 e si vada al punto 2.

In questo procedimento per ay e S si usano la (55) e la (57) che hanno un
minor costo computazionale rispetto alle (46) e (53).
Per gli errori di arrotondamento il metodo puo non terminare in n passi
e viene di solito usato come metodo iterativo. Il calcolo si arresta quando il
residuo r;, diventa sufficientemente piccolo. Poiché la quantitd riry viene
gia calcolata nel corso dell’algoritmo, conviene usare la seguente condizione
di arresto:
[rkll2 < €[[b]l2. (62)

Un aspetto delicato dell’algoritmo dal punto di vista della stabilita e il cal-
colo del residuo ry4; con la relazione ricorrente (47): allo scopo di contenere
gli errori che si accumulano nel calcolo di ry41, € opportuno dopo un certo
numero di passi calcolare il residuo con la relazione riy41 = b — Axg4q. In
[11] si suggerisce di fare questa correzione ogni m passi, dove m ¢ dell’ordine

di v/n.
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L’operazione che presenta in generale un maggior costo computazionale
¢ quella relativa alla moltiplicazione della matrice A per il vettore pg.
Quindi la complessita del metodo, se questo richiedesse un numero di passi
dell’ordine di n e se la matrice A non fosse sparsa, sarebbe dell’ordine di
n3, superiore a quella del metodo di Cholesky. Perd nella risoluzione di si-
stemi di equazioni lineari che scaturiscono dalla discretizzazione di problemi
differenziali, il numero di iterazioni richieste ¢ di solito molto inferiore alla
dimensione della matrice e la matrice A e sparsa (si veda a questo proposito
'esempio 5.36).

5.33 Esempio. Si applichi il metodo del gradiente coniugato al sistema
lineare Ax = b, dove

7 4 -7 4
A=|4 5 3|, b=]6],
7 -3 8 2

la cui soluzione & x* = [1,1,1]7. Tale sistema ¢ stato gia studiato nell’esem-
pio 5.27. Con il metodo del gradiente coniugato, partendo dal vettore ini-
ziale xg = 0, si ottiene una successione dei residui rg le cui norme sono

|lroll2 = 7.483314
|r1]|2 = 3.712894
|lr2|l2 = 0.2249498
|rs3]|2 = 0.1500715 103
|ra]|2 = 0.6938835 10~°.
Se € = 1075, la condizione di arresto espressa dalla (62) risulta verificata

dopo 4 iterazioni. .

Una limitazione dell’errore al k-esimo passo del metodo del gradiente
coniugato, ¢ data in [4] per la norma definita in (49)

k
p2(A4) —1
lexlla <2 ( m ) leoll - (63)

Si confronti questa relazione con la (50) relativa al metodo dello steepest
descent.

Dalla relazione (63) segue che se p2(A) € un numero prossimo ad 1,
sono sufficienti pochi passi per ottenere una buona riduzione dell’errore
iniziale, mentre se us(A) ¢ elevato, € possibile che siano necessari fino ad n
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passi per ottenere una approssimazione accettabile della soluzione, e se n &
molto grande e possibile che non si riesca ad ottenere una approssimazione

accettabile per la presenza degli errori di arrotondamento.

5.34 Esempio. Sia n = 1000 e siano

a 1 a+1
a+ 2
A= |t ° ER™™ a>2, e b=| :
1 a+ 2
1 o a+1
La soluzione del sistema lineare Ax = b ¢ data da x* = [1,1,...,1]T. Se

xo = 0 risulta
leol|a = Vx*TAx* = y/n(a+2) — 2.

Gli autovalori della matrice A sono

)\i:a+2cosl, 1=1,2,...,n,
n+1

(si veda l’esercizio 2.40), per cui

o+ 2cos

1
p2(A) = nt
o — 2cos

n +

Se o = 20, allora ps(A) = 1.105541, |leg||a = 148.3037 e dalla (63) si ha
lexlla = o¥|leolla, dove o = 0.05012535,

e bastano 7 iterazioni del metodo del gradiente coniugato per ridurre I’errore
di un fattore dell’ordine di 107%. Se invece o = 2.5, allora po(A4) = 2.999968,
lleo]|a = 67.03731 e dalla (63) si ha

lexlla = o"|leolla, dove o =0.4999960,

e bastano 26 iterazioni del metodo del gradiente coniugato per ridurre
I'errore di un fattore dell’ordine di 1076, In pratica, a causa degli errori
di arrotondamento, non ¢ possibile ottenere una soluzione affetta da un er-
rore dell’ordine di 107 se si usa la relazione ricorrente (47) per il calcolo del
residuo ry41: infatti per @« = 20 dopo 6 iterazioni l'errore ¢ dell’ordine di
%10_5 e non diminuisce pili, mentre per o = 2.5 dopo 19 iterazioni ’errore
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¢ dell’ordine di %10_4 e non diminuisce piu. Se invece il residuo viene cal-
colato con la relazione ryy; = b — Axy41, per a = 20 l'errore si riduce
dell’ordine di %10_6 in 5 passi per @« = 20 e in 18 passi per a = 2.5, come
¢ illustrato nella figura 5.12, in cui con i quadratini vuoti sono indicati gli
errori generati nel caso a = 20 e con i quadratini pieni gli errori per o = 2.5.

10—1 i
102 1
10-3 i
10
10—5 i
10 1

>,
T >

0 10

Fig. 5.12 - Errori generati dal metodo del gradiente coniugato
applicato al sistema dell’esempio 5.34.

In alcuni casi e possibile ottenere una migliore convergenza utilizzando
tecniche di precondizionamento, che trasformano il problema originale in un
problema equivalente meglio condizionato.

Le tecniche di precondizionamento, che hanno avuto recentemente con-
sistenti sviluppi, consistono essenzialmente nell’individuare una matrice C
reale e non singolare, in modo che la matrice

B=ClACT"
sia tale che po(B) < p2(A). 1l sistema a cui il metodo viene applicato &
By =c,

dove y = CTx e ¢ = C~'b. Naturalmente, per non aumentare eccessi-
vamente il costo computazionale, la matrice C deve essere scelta di forma
opportuna. La matrice

M =cCCc?t,

reale e definita positiva, & detta precondizionatore ed € quella che inter-
viene nel seguente algoritmo del metodo del gradiente coniugato con pre-
condizionamento. Infatti, poiché il residuo s; del punto yx nel metodo con
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precondizionamento & legato al residuo ry del punto x; nel metodo senza
precondizionamento dalla relazione

S = C_lrk,
allora
sisy =1} M 'ry.

Definito il vettore z; tale che
Mzk = Iy,

si ha
sgsk = Z%I‘k.

L’algoritmo del metodo del gradiente coniugato con precondiziona-
mento risulta allora il seguente:
1. k=0, xg arbitrario, rg = b — Axg
2. seri =0, stop
3. altrimenti si calcoli
z tale che Mz, = ryp,

T
Z, Tk

Bk = (BO = 0)7

T
Zp 1 Tk—1

Pr = 2 + BkPr—1  (Po = 2o),

z;‘grk

o = y
p} Aps

Xi+1 = Xk + Q;Pk,
Tyl =Ty — apApg,
k =k + 1 e si vada al punto 2.

Per la (63) la velocita di convergenza del metodo con precondiziona-
mento puo risultare tanto maggiore quanto piu la matrice B ¢ "vicina” alla
matrice identica, cioeé quanto piu la matrice M € ”vicina” alla matrice A.
Varie sono le tecniche di precondizionamento: di notevole interesse fra di
esse quelle che si applicano a matrici con strutture particolari, come ad esem-
pio le tecniche che si applicano alle matrici tridiagonali a blocchi trattate
in [2].

Semplici tecniche di precondizionamento utilizzano la matrice
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[ a11
a2

L Ann
che ha come elementi principali quelli di A o la matrice

F A
Asa

Ann

diagonale a blocchi, dove i blocchi diagonali quadrati A;; sono i corrispon-
denti blocchi di A. Una tecnica piu raffinata, frequentemente utilizzata e
che ¢ particolarmente conveniente se A e sparsa, ¢ quella basata sulla fat-
torizzazione incompleta di Cholesky, in cui M = LLT, dove L ¢ una matrice
triangolare inferiore, ottenuta nel modo seguente

1—1
2 .
aii—g Iz, i=1,...,n,
r=1
0 se a;; = 0,

1 =
0 [aij - Zlirljr] se a;j # 0,
r=1

La matrice L cosi ottenuta non e la matrice che si ottiene con fattoriz-
zazione di Cholesky di A, in quanto in essa vengono posti a zero gli elementi
che corrispondono a elementi nulli di A. In questo modo, se la matrice A
€ sparsa, anche L risulta una matrice sparsa e la risoluzione del sistema
Mz;, = r;, viene ricondotta alla risoluzione di due sistemi con matrice tri-
angolare sparsa.

I = L j=1,...i—1,i=2,...,n.

5.35 Esempio Applicando il metodo del gradiente coniugato con il precon-
dizionamento a blocchi di ordine 2 al sistema Ax = b dell’esempio 5.34 e
calcolando il residuo esatto ogni 3 iterazioni, la soluzione viene calcolata con
un errore dell’ordine di 107% con 3 iterazioni se o = 20 e con 15 iterazioni
se a = 2.5. "

5.36 Esempio (problema di Dirichlet). Siano €2 il quadrato

Q={(z,y) eR*0<z,y<1}
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e 00 la sua frontiera e siano f(z,y) e g(z,y) due funzioni assegnate, definite
rispettivamente su €2 e su 02, tali che il problema

9*u  O%*u
@—Fa—yg _f(x7y) per (Qf,y) GQa (64)
u(z,y) = g(z,y) per (z,y) € 09,

abbia una e una sola soluzione sufficientemente regolare u(z, y). La soluzione
u(x,y) puo essere approssimata nel modo seguente: si costruisce un reticolo
formato di linee parallele agli assi, di solito ugualmente distanti fra di loro, e
si considera un problema discreto che approssima il problema (64) nei nodi
del reticolo. Piu esattamente, fissato un intero n si considerano i punti

1 .
j=0,...,n+1.

(297, tali che @ = ih, y; = jh, h=—— i,

Il reticolo corrispondente ¢ illustrato nella figura 5.13.

A

y
1

0 Xl X2 e X n 1 X’
Fig. 5.13 - Reticolo per 'approssimazione della soluzione
del problema di Dirichlet.

Per calcolare un’approssimazione della derivata seconda di una funzione
F(x) che si suppone derivabile 4 volte con continuita, si utilizzano le due
espressioni ottenute con la formula di Taylor

h? h3 h*
F(wo — h) = F(ao) = hF'(zo) + 5 F"(w0) — 5 F" (wo) + 7 P (€0),

h2 h3 h4
F(xo+ h) = F(xo) + hF'(x0) + 7F”($0) + gF”/(mo) + EF@) (&2),
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da culi si ricava che

L P(ao — h) — 2F(20) + Flao + h)] + O(h2).

F//(-TO) = h2

Utilizzando questa relazione, la restrizione della prima equazione del pro-
blema (64) ai nodi del reticolo ¢ data da

w(@io1,y5) — 2u(i, y5) + w(@ivr, y5) + u(@i, yj—1) — 2u(xq, y;) + u(i, yj4+1)

= h2[f(z,y;) + O(R?)], i, j=1,...,n. (65)

La restrizione della seconda equazione ai nodi del reticolo & data da

u(mﬂyj):g(xlay])a peri:oei:n—i_l? j:]-v"-ana (66)
eperi=1,...,n, j=0ej=n+1.

Trascurando i termini in O(h?), le relazioni (65) e (66) si riducono ad un
sistema di equazioni lineari che consente di calcolare le approssimazioni u; ;
della funzione u(z,y) nei punti (x;,y;), ¢, 7 = 1,...,n. Il sistema che si
ottiene e il seguente

—Uj 1 — Uim1,j + AU G — U1 — Ui j41 = _hzf($i7yj), i,j=1,...,n,
ulv]:g('rlvy])a peri=0eit=n+1, j=1,...,n,
eperi=1,...,n, j=0ej=n+1.

Per semplicita si studia il caso in cui f(z,y) = 0 per (z,y) € Qe g(z,y) =1
per (z,y) € 99, la cui soluzione & u(x,y) = 1. Il sistema lineare Au = b
ottenuto e

B -1 u; b,
ro . = e (67)
R : :
-1 B u, by,
dove
4 - "y
_ '.. u27
B: 1 4 ' 6:E{TLXTL7 uj: .-7 ERn7 perj:]_,...,n,
. . _1 .
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2 1
1 0
bi=b,=|:|€R", bj=|:|€€R", perj=2,...,n—1
1 0
2 1

La matrice A ha predominanza diagonale ed ¢ irriducibile: per il teorema
2.41 A & non singolare e quindi il sistema (67) ha una e una sola soluzione
u; 4, 4,5 = 1,...,m, che si assume come approssimazione della soluzione del
problema (64). In generale ¢ possibile dimostrare [7] che, sotto opportune
ipotesi di regolarita della funzione u(x,y), per h — 0, cioe al tendere a zero
dell’ampiezza delle maglie del reticolo, la soluzione del sistema (67) tende
alla soluzione u(z,y) del problema (64), nel senso che

ilzig%) i,jr:nf?.).(.,n [l y;) = wij| = 0.

I metodi esposti in questo testo per la risoluzione dei sistemi lineari
sono stati utilizzati per risolvere il sistema (67) nei casi n = 5, 10 e 20, cioe
per sistemi di ordine rispettivamente 25, 100 e 400. E opportuno rilevare
che i sistemi lineari che scaturiscono da problemi reali hanno dimensioni
molto maggiori, dell’ordine di decine di migliaia di equazioni, ed e possibile
risolverli efficientemente solo perché la matrice ha specifiche proprieta di
struttura, quale quella di essere sparsa. Il problema dell’esempio, pur con le
sue ridotte dimensioni, ¢ comunque significativo, per confrontare e mettere
in evidenza le caratteristiche dei metodi proposti.

Si sono utilizzati i seguenti metodi

G metodo di Gauss

GB metodo di Gauss a blocchi metod
C metodo di Cholesky diretti
H metodo di Householder
J metodo di Jacobi
JB metodo di Jacobi a blocchi .
GS metodo di Gauss-Seidel metodi
GSB metodo di Gauss-Seidel a blocchi . ..
S metodo di rilassamento tterativi
SB metodo di rilassamento a blocchi
GC metodo del gradiente coniugato
GCB metodo del gradiente coniugato con metodi del
il precondizionamento a blocchi
GCC metodo del gradiente coniugato con gradiente coniugato

la fattor. incompleta di Cholesky
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Nella tabella 5.1 sono riportati i risultati ottenuti utilizzando i metodi
diretti. t indica il tempo impiegato, misurato in millesimi di secondo, ed
|le]|2 indica la norma 2 dell’errore assoluto della soluzione calcolata.

Nella tabella 5.2 sono riportati i risultati ottenuti utilizzando i metodi
iterativi. E stata usata la condizione di arresto (16) ||x®) — x|, < e
con la tolleranza € = 107° e k indica il numero delle iterazioni richieste.
Come si nota, i risultati ottenuti sono del tutto in accordo con i risultati
dell’esempio 5.31, e in particolare per il caso n=20 con le stime asintotiche
della velocita di convergenza.

Nella tabella 5.3 sono riportati i risultati ottenuti utilizzando il metodo
del gradiente coniugato: si e usata la condizione di arresto (62) [|rglls <
€||bl|2, con la tolleranza ¢ = 107>. Come si nota, il metodo del gradiente
coniugato consente di approssimare la soluzione con una precisione maggiore
e in un tempo minore rispetto agli altri metodi e la precisione richiesta viene
raggiunta con un numero di iterazioni assai inferiore a n?, dimensione della
matrice A.

Per implementare su calcolatore i vari metodi sono state sfruttate le
specifiche proprieta della matrice. In particolare sia il metodo di Gauss che
quello di Cholesky, utilizzando il fatto che la matrice e definita positiva e a
banda di ampiezza n richiedono un numero di operazioni dell’ordine n*/2 (si
veda 'esercizio 4.41). Il metodo di Householder genera una matrice a banda
superiore di ampiezza 2n, e richiede 4n* operazioni (si veda l’esercizio 4.41).
I tempi di calcolo sono legati, oltre che al numero delle operazioni, anche
ad altri fattori (per esempio lindividuazione e il trasferimento dei dati),
che dipendono anche dalle tecniche di programmazione. In particolare per
valori piccoli di n, al numero delle operazioni, va aggiunto il numero delle
radici quadrate per il metodo di Cholesky e di Householder e per quello del
gradiente coniugato con la fattorizzazione incompleta di Cholesky.

A
10° 1 P
o GSB, +GS +H
% . o GB
+
O , GCB, SB . +G
101 + C
GCC GC
10 . . —>
10* 103 10 10t
errore

Fig. 5.14 - Tempo (in millisec.) ed errore dei metodi usati
per risolvere il sistema (67).
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Per il caso n = 20 (ordine del sistema 400) i risultati delle tabelle sono
sintetizzati nella figura 5.14, in cui in ascissa sono riportati gli errori del
risultato generato da ciascun metodo e in ordinata i tempi di esecuzione in
millesimi di secondo. .

Esercizi proposti

5.1 Sia A € C"*". Senza utilizzare il teorema 5.2,

a) si dimostri per ogni norma matriciale indotta || . || che se

lim ||A*| =0 allora p(A) < 1.

k—o0

Posto A = UTUH, U unitaria e T triangolare superiore, se p(A) < 1, si
dimostri che

b) se T ha n autovettori linearmente indipendenti, allora klim Tk = O;
— 00

c) se T non ha n autovettori linearmente indipendenti, si puo costruire
una matrice S € R™"*™ tale che S > |T'|, p(S) < 1 e S ha n autovettori
linearmente indipendenti, e quindi

lim S* = O;
k—o0
d) se p(A) < 1, esiste una norma matriciale indotta || . || per cui

lim [|A¥|| = 0.
k—o0

Sfruttando i risultati dei punti a), b) e c¢), si dia una dimostrazione del
teorema 5.2, in cui si faccia riferimento alla forma normale di Schur, anziché
alla forma normale di Jordan; sfruttando i risultati dei punti a) e d), si dia
un’altra dimostrazione del teorema 5.2.

(Traccia: a) per il teorema 3.10 & ||A*|| > [p(A)]*; b) sia D diagonale tale

che T'= CDC™!, allora TF = CD*C~1, inoltre p(D) = p(T) = p(A) < 1e

quindi klim D* = O; c) poiché p(T) < 1, gli elementi principali di 7" sono
—00

in modulo minori di 1, basta porre S la matrice i cui elementi sono

i perj =i,
a; > |ti;| peri=1,...,n,
sij =< B perj>i, dove
B> |ti;j| peri,j=1,...,n,
0 perj<i,
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in cui gli elementi a; sono tutti diversi fra loro e minori di 1; d) per il teorema
3.12 esiste una norma indotta || . || tale che |A]| < 1, e si tenga conto della
proprieta ||A¥|| < ||A]|*. Per la dimostrazione del teorema 5.2 si ha che se
lem A* = O, allora p(A) < 1 per il punto a); viceversa, se p(A4) < 1, allora
o0
lim A* = lim T* = O per il punto b) oppure lim |A¥| = lim |[T*| <
k—o0 k—o0 k—o0
lim S* = O per il punto c¢). Alternativamente, il viceversa segue dal punto

d). Questa seconda dimostrazione ¢ stata data da Householder.)
5.2  Si determinino due matrici A e B € R?*? tali che

lim A* =0, lim B* =0,
k— o0

k— o0
ma il lim (AB)* non esista.

k—o00

(Risposta: ad esempio

5.3 Sia A € R"*" definita da

1 per ¢ = j,
1 .
aij = 2]',1 per 1 < Js
1 C
=T Dberi>j.
Si dimostri che per ogni a € R tale che 0 < a < vale
oo
AT = aZ(I —aA)k.
k=0
(Traccia: poiché A = — (I — (I — aA)), si imponga la condizione che
a

p(I —aA) < 1, verificando che A ha predominanza diagonale in senso stretto
e quindi e definita positiva, ed inoltre

n—1
1
Ao <m+ Y o <ntl)
k=1
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5.4 Sia

1(3 1
A‘i[l 3]'

Si dica per quali valori di « la successione di vettori {x(*)} definita da

x®) = (I +ad+a?A?)x* D k=12,

*

dove x(9) € C™ ¢ un vettore qualsiasi, converge al vettore x* = 0 per

k — oo.

(Risposta: — 1 < a <0.)

5.5 Sia P € C™*" una matrice nilpotente e q € C™. Si dimostri che il
metodo iterativo

& convergente in un numero finito di passi (per la definizione e le proprieta
delle matrici nilpotenti si vedano gli esercizi 1.10 e 2.32). Si esamini in
particolare il metodo di Jacobi applicato al sistema lineare Ax = b, dove

1 2 -2 1
A=1]11 1|, b=|3
2 2 1 5

Per questo sistema il metodo di Gauss-Seidel ¢ convergente?

(Traccia: sia k tale che Pk = 0, allora e®) = P*e(®) = 0 per ogni e(”) € C”;
nel caso particolare J & nilpotente e J2 = O. Il metodo di Gauss-Seidel non
& convergente. )

5.6 Siano L s
3 2 0 -1
P = 0 2 0 y q = 1 )
0 0 2 1

si dica se il metodo iterativo
& convergente e si studino in particolare le successioni ottenute ponendo

(1) x@ =12,-1,-1)T e (2)x® =[1,1,1)T.

(Risposta: il metodo non ¢ convergente, la successione ottenuta da (1) ¢
convergente, quella ottenuta da (2) no.)
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5.7

Sia A € C™*" singolare e A = M — N, in cui M e non singolare. Si

dimostri che il metodo iterativo

x®) = p—INx(=D 4 p—1p

per la risoluzione del sistema Ax = b non & convergente.

(Traccia: sia x # 0 tale che (M — N)x = 0, allora x = M~ Nx e quindi
p(M~IN) > 1.)

5.8

a)

b)

Siano A € C™*", b € C", w € R, si consideri il metodo iterativo

x(*F) = . (A —wl)x®*=1 4 E
w w

Si determini il limite della successione {x(®)}, nell'ipotesi che il metodo
converga;

se A & hermitiana, si dia una condizione necessaria e sufficiente di con-
vergenza e si dica qual ¢ il valore w, di w per cui il raggio spettrale
della matrice di iterazione e minimo;

si esamini il caso particolare in cui
3 2 1
1
(Traccia: a) posto P(w) =1 — — A, se p[P(w)] < 1, A & non singolare
w

e klim = x* = A7'b; b) A definita positiva o definita negativa, w dello
— 00

A Amin + Amax .
stesso segno degli autovalori di A e |w| > %; Wo = M, in

2
cui Amin € Amax Sono il minimo e il massimo modulo degli autovalori di
A, si veda la figura per il caso in cui A & definita positiva.

A

\ 4
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DO | Ot

)

c) il metodo & convergente per w > 2 e w, =

59 Sia Ae C™™.

a) Si diano delle condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza delle
successioni { X} e {Y (¥} definite da

1) X®=T74+T-A4x*Y  xO_7

2) YW =l + ([T -wA)Y* D yO -5 weR;

b) si dimostri che se i limiti delle due successioni esistono, essi coincidono
e se ne determini il comune valore X*;

c) si dia una maggiorazione della norma dell’errore al k-esimo passo
IX* = X® o [x*—Y®,
nell’ipotesi che
Il —A|l<1l o [I—-wA|<]1;
d) si esamini il caso particolare in cui

1—-3a 1-3« 0

A=| 2« 3 —3a—2|, a€eR.
0 S8a 1— 12«
(Traccia: siano A; gli autovalori di A. (1) [1 =X\ <1peri=1,...,n;
(2) Re (\;) di segno costante per i = 1,...,n, w dello stesso segno e
tale che
o (T}

b) X* = A~1; ¢) per la successione (1) si ha

xk+D) _ x (k) — (I — A)k(X(l) _ X(O))

XD _x®) — 1 Ax® = 4471 — XP)),

e quindi
AT - X = A1 - AR (x D — xO),

da cui passando alle norme

I—A|*
HAfl o X(k)H < || ||

= x ) x0)).
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per la successione (2) si proceda in modo analogo; d) la successione
(1) converge ger § < a < g, la successione (2) converge per a < § e
O<w< g5

3(1 - 3w) )

5.10 Sia A € C™*"., Si consideri in C"*" la successione di matrici { X %)}
cosl definita

X®) = xC-Dr—Ax*-Uy  p=12 .. (68)

a) Si dimostri che se X commuta con A, allora X*) commuta con A
per ogni k;

b) si dimostri che la successione, se & convergente, converge a A~! e, indi-
cate con R®) =T — AX® ¢ E*) = A=1 — X(*) ]e matrici residuo ed
errore al k-esimo passo, si verifichi che

R — [R(k—l)]2 e Ek) — E(kz—l)AE(k—l);

c) si dia una condizione necessaria e sufficiente affinche la successione sia
convergente;

d) si studi il caso particolare in cui la matrice A ¢ definita positiva e si
scelga X(©) = o, con « costante reale non nulla.

La successione (68) definisce quindi un metodo iterativo del ”secondo or-
dine” per calcolare A~! e viene spesso usata, sotto il nome di raffina-
mento iterativo, per migliorare 'approssimazione B di una matrice inversa
B = A~! calcolata con un altro metodo. Si dica qual ¢ il costo com-
putazionale di ogni passo del metodo.

(Traccia: a) si proceda per induzione; c¢) p(R(®) < 1; d) la successione &
2

convergente se 0 < o < —.)

p(A)

5.11 Sia Ax = b un sistema lineare, sia X la soluzione calcolata con il

metodo di Gauss, e siano L e U le matrici effettivamente calcolate della
fattorizzazione LU di A. Si consideri il seguente metodo iterativo:

Xp = i,

per k=1,2,... si calcoli
ry=b— Ax;_1,
yx come soluzione del sistema Ey =ry,
z; come soluzione del sistema Uz = Yi,

X = Xp—1 + Zg.-
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Questo algoritmo, indicato come metodo di correzione post-iterativa, viene
utilizzato per migliorare 'approssimazione della soluzione del sistema li-
neare calcolata con il metodo di Gauss. Si dica sotto quale ipotesi il metodo
e convergente, con quale precisione devono essere eseguiti i calcoli e il costo
computazionale.

(Risposta: p([—;l_lA) < 1, dove A = LU; nel calcolo di ry, si deve utilizzare
una precisione maggiore di quella usata per il calcolo di X, ad esempio la
doppia precisione se il calcolo di X & stato fatto con la precisione semplice;
ogni passo di iterazione richiede 2n? operazioni moltiplicative.)

5.12 Siano

, q€R.

—= O OoON=
O oOwik O

ORI~ O O
ual— O O =

a) Si dica se il metodo iterativo

& convergente;

b) si verifichi che il metodo di Jacobi applicato al sistema (I —P)x = q non
¢ convergente, ma esiste una permutazione delle equazioni del sistema
per cui il metodo di Jacobi € convergente.

(Risposta: a) no; b) e

ORirO O

Bl O O
O Owi O
S O O N

e p(J) = \/g , per cui il metodo non e convergente; scambiando la prima

e I'ultima equazione del sistema, si ottiene una matrice dei coefficienti con
predominanza diagonale in senso stretto.)

5.13 Si determini una condizione necessaria e sufficiente per la conver-
genza del metodo di Jacobi applicato al sistema lineare Ax = b, dove
A € R™™ ¢ la matrice i cui elementi sono dati da

1 peri=j,
aij:{
k  peri# j,
ebeR"
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(Traccia: ¢

0 1 1
J=—k |} .
1 10

e gli autovalori di J sono A1 = k (di molteplicita n — 1) e Ay = —(n — 1)k
(si veda Desercizio 2.37). Quindi il metodo di Jacobi & convergente se e solo

k| < —.
se | |<n—1)

5.14 E dato il sistema lineare Ax = b, dove

1 o -«
A=|[1 1 1|, a€eR
a o 1

a) Si determinino i valori di « per i quali i metodi di Jacobi e di Gauss-
Seidel sono convergenti;

b) per i valori di « per i quali entrambi i metodi sono convergenti, si dica
quale dei due ha il maggiore tasso asintotico di convergenza.

(Risposta: a) p(J) = /|2a — &?|, p(G) = |a], il metodo di Jacobi & conver-
gente per |a—1| < /2 e a # 1, il metodo di Gauss-Seidel & convergente per
la] < 1; b) il metodo di Gauss-Seidel.)

5.15 Sia A € C™ " una matrice a predominanza diagonale in senso

stretto, e siano
J=L+U e G=(-L""',

dove L =D7'BeU = D~'C, le matrici di iterazione di Jacobi e di Gauss-
Seideldi A=D —-B-C.

a) Si dimostri che
n—1 )
(I-L)'=) L' e I<|I-L) ' <I—|L),
1=0

e quindi
[J| =L+ U] e |G < —I[L)~HUY;

b) see=[1,1,...,1]7, si dimostri che

|Gle < |J]e
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e quindi

1Glloe < (1 ]lso-

(Traccia: a) poiché L & triangolare inferiore con elementi principali nulli, &
L' =0 peri>n;b)

Gl <|(I—-L)7 U] < (T - L)~ U]
=1 (I L)' = LI = [U) =T = (I = L) = |T]);

per la predominanza diagonale in senso stretto di A, il vettore (I —|J|)e ha
tutte componenti positive, e poiché (I — |L|)~! > I, risulta

Gle<e—(I—|J])e=]|]]e.)

5.16 Sia A € C?*2. Si dimostri che p?(J) = p(G), per cui

a) 1 metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel sono entrambi convergenti o en-
trambi divergenti,

b) se A & definita positiva entrambi i metodi sono convergenti,

c) se i metodi sono convergenti, il tasso asintotico di convergenza del
metodo di Gauss-Seidel e doppio di quello di Jacobi,

d) si esamini in particolare il caso

1 «
(Traccia: a) segue dal teorema 5.18 o, direttamente, sia A = [ZH Zm},
21 Q22
allora
2 12021
J) = = p(G);
P = | 222 = )

1
d) p*(J) = p(G) = =, quindi i metodi sono convergenti per |a| > 1.)
a

o 1
A=11 1], aceR.
1 o

— Q

Si determini un valore di « per il quale A sia definita positiva, ma per cui
il metodo di Jacobi non sia convergente.

(Risposta: « tale che 1 < a < 2.)
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5.18 Sia Ae C"™™ con A=M — N, dove
a;j per i = joppure :=j+ 1,
mz-j =
0 altrimenti.

Per risolvere il sistema lineare Ax = b, b € C", si consideri il metodo
iterativo
x(F) = px(k=1) 4 q k=1,2,...,

dove P=M"'Neq=M"'b.
a) Si descriva il metodo iterativo in termini di componenti;
b) si dimostri che la predominanza diagonale in senso stretto di A ¢ con-
dizione sufficiente per la convergenza.

(Traccia: a) se a;; #O peri=1,2,...,n, e

n

k 1 k—1 k .
xi ) = a_ bz - Z aljxg ) - a’iﬂ'—lxz(‘_)]_ ) 1= 17 27 e, N
i =1

i
j#i—1

in cui 'ultimo termine nella parentesi non compare se i = 1; b) si proceda
in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del teorema 5.12.)

5.19 Dato il sistema Ax = b, dove

2 0 1 3
A=1|0 2 0|, b=]2],
10 2 1

a) si determini il raggio spettrale delle matrici di iterazione dei metodi di
Jacobi, di Gauss-Seidel e di rilassamento;

b) per il metodo di rilassamento si determini per quali valori di w vi &
convergenza e il valore ottimo w,;

c) si dica quante iterazioni occorrono per i tre metodi affinché le compo-
nenti dell’errore diventino in modulo minori di 1 se si sceglie x(9) =
[1025,1025,1025]%.

(Risposta: a) ¢

00 -3 00 -1
J=|0 0 0|, G=|0 0 O],
10 0 00 -1
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per cui p(J) = 3, p(G) = 1,

- w -

1- 0 s

v 2
2
_%(1—w) 0 1—w—%_

per cui
11— w| per 0 < w < w,,
plH(w)] =

%[w+\/w2+16(w—1)+8]—1 per w > wo;

b) il metodo di rilassamento ¢ convergente per 0 < w < %, wo = 4v5—8; ¢)
per il metodo di Jacobi occorrono 10 iterazioni, circa la meta per il metodo
di Gauss-Seidel, circa un quarto per il metodo di rilassamento con w = w,.)

5.20 Siano A, B € C"*" x,b € C?" e si supponga che A sia non singo-
lare e che la matrice A~'B abbia autovalori reali.

a) Si studi la convergenza del metodo di Jacobi a blocchi, di Gauss-Seidel
a blocchi e di rilassamento a blocchi per la risoluzione del sistema

A B

B A

b) si esamini il caso particolare in cui A = al,,, a € C.

(Traccia: a) si verifichi che det (Jp — Ala,) = det [\2I, — (A~1B)?] e si
applichi il teorema 5.30.)

5.21 Una matrice A € C™"*" si dice consistentemente ordinata se la sua
matrice di iterazione di Jacobi J = D~1(B+C) ha gli stessi autovalori della

1
matrice J, = D™ (aB + —C) per ogni costante a € C, a # 0.
a

a) Si dimostri che sono consistentemente ordinate le matrici appartenenti
alle seguenti classi:

(1) matrici tridiagonali,

(2) matrici ad albero (per la definizione si veda 'esercizio 1.59).
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b) Sia A la matrice n x n tridiagonale a blocchi di ordine m

B -1, 4 -1

—1,, B -1 4
Si dimostri che A ¢ consistentemente ordinata.

c) Si dimostri che se una matrice A ¢ consistentemente ordinata, allora
valgono le tesi dei teoremi 5.18 e 5.28.

d) Si esamini in particolare il caso

—_

0
0
)

b

I
W = ©
o i

Anche la matrice A dell’esempio 5.19 ¢ ad albero. Si dica perché in
questo caso il valore w, trovato differisce da quello fornito dal teorema
5.28.

(Traccia: a) (1) per le matrici tridiagonali si veda la prima parte della
dimostrazione del teorema 5.18, oppure si sfrutti la relazione ricorrente
ottenuta all’esercizio 2.40; (2) per le matrici ad albero, si verifichi che
Jo = DoJDZ1, dove D, & la matrice diagonale i cui elementi principali
sono 1,a,...,aq.

b) Sia Hy, € RF** la matrice bidiagonale simmetrica

0 -1
H, — -1 '0
.-l
-1 0
1
Allora J = Z(In ® Hpy, + Hp, ® I,) (per la definizione e le proprieta del
prodotto tensoriale si veda l’esercizio 1.60). Posto

1

kxk
Sk: .. GCX7
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siha (S, ® Sp)J(Sn ®Sm)_1

(Sp @ S) (I @ Hyy + Hy @ 1) (S @ Sp)

N N

Iy @ (S Hpm S0 + (S H, S @ 1)) = Ja.

c) Nella dimostrazione dei teoremi 5.18 e 5.28 si usa in effetti solo 'ipotesi
che A sia consistentemente ordinata; d) gli autovalori della matrice J sono

8 8
1 =0, po3 = :i:%, quindi p(J) = 3 gli autovalori della matrice G sono

8 8 3 1
A2 =0, A3 = 9’ quindi p(G) = 9’ e w, = 3¢ plH(w,)] = o per quanto

riguarda la matrice dell’esempio 5.19, il valore di w, trovato non corrisponde
a quello del teorema 5.28 perché gli autovalori di J non sono reali.)

5.22 Sia A e C™*"

ax b1

b, an

a) Si dimostri che p(G) = p™(J);
b) si dimostri che per la matrice trasposta vale invece p"~1(G) = p"(J);

c) seguendo la dimostrazione del teorema 5.18, si dimostri che se p ¢
autovalore non nullo di J e A ¢ autovalore non nullo di G, allora A = ™,
ritrovando cosi il risultato ottenuto al punto a);

d) si scriva la relazione che lega gli autovalori non nulli di J agli autovalori
non nulli A della matrice di iterazione H (w) del metodo di rilassamento.

(Traccia: a) si verifichi che

p(J) =
e che G =[O | u], dove
~1
ai
bg ao
u=—b €1
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n

p(G) = lun| = [ ]

=1

bi

a;

9

b) per il metodo di Jacobi & come per il punto a), per il metodo di Gauss-
Seidel si verifichi che

_ b _
0o 2
ay
b
o o =
5]
G=-— ,
bn
an—1
-b1b
0 —2 0
L a0y .
per cui
p(G)

c) si verifichi che SJS~! = aD~1B + D™1C, per a € C, a # 0, dove

S & la matrice definita nel teorema 5.18; d) seguendo la dimostrazione del
teorema 5.28 si dimostri che

n—1

A+w—1)"=A""1p"wm)

5.23 Sia A € C™*". Vale il seguente teorema di Stein:

p(A) < 1 se e solo se esiste una matrice B definita positiva tale che
B — A" BA sia definita positiva.
(Traccia: sia Ax = Ax, x # 0. Se B e B — A" BA sono definite positive,
allora

0 <x"(B—-A"BA)x = (1 - |\?*)x"Bx,

k . .
da cui |A| < 1. Viceversa, se p(A) < 1 posto B = > (AY)H A risulta
i=0
B—ATBA = [ (AF1)H AF+1 che & definita positiva per k sufficientemente
grande.)

5.24 Sia
x®) = DY B+ C)x* Y+ Db
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il metodo di Jacobi per il sistema lineare Ax = b. Si consideri il metodo di
rilassamento applicato al metodo di Jacobi nel modo seguente

x(F) = (k=1) w(y(k) _ X(k—l)), weR,

dove y®* =D YB+ C)x*~Y + D b,
a) Si diano delle condizioni di convergenza del metodo;

b) se gli autovalori della matrice di Jacobi sono reali, si determini il valore
w, di w per cui il raggio spettrale della matrice di iterazione H(w)
minimo e il corrispondente valore H (w,)).

(Traccia: a) la matrice di iterazione &
H(w)=1—-wD A,

si ha convergenza se |1 — w)| < 1, per ogni autovalore A di D~1A. Percio
condizione necessaria affinché esista un w per cui il metodo & convergente e

che i A abbiano parte reale tutti dello stesso segno. Condizione sufficiente di

Re\
convergenza ¢ che w abbia lo stesso segno e |w| < 2min %; b) si proceda

in modo analogo a quanto fatto nell’esercizio 5.8, risulta w, =

b
. . . .. . )\max + )\n}in .
dove Amax € Amin Sono il massimo e il minimo modulo degli autovalori di

/\max - /\min
D' A e p[(H(wo)] = )

5.25 Sia A € R™*". Vale il seguente teorema di Perron-Frobenius (per la
dimostrazione si veda [10]). Se A > O ¢ una matrice irriducibile, allora

1) p(A) > 0 ed esiste un autovalore positivo di A di molteplicita algebrica
1 uguale a p(A);

2) esiste x € R™, x > 0, tale che Ax = p(A)x;
3) se B R"™ ™ ¢ tale che B> A e B # A, allora p(B) > p(A);

4) se A > O, allora p(A) ¢ I'unico autovalore di modulo massimo.

Se A > O non e irriducibile, allora la tesi si indebolisce, cioe
1) p(A) > 0 ed esiste un autovalore non negativo di A uguale a p(A);
2) esiste x € R", x > 0, tale che Ax = p(A)x;
3) se B € R"™ ™ ¢ tale che B > A, allora p(B) > p(A).

Inoltre per ogni matrice A vale la relazione p(A) < p(]A4]).

Sfruttando il teorema di Perron-Frobenius si dimostri che:

a) se la matrice A ha predominanza diagonale ed ¢ irriducibile, allora il
metodo di Gauss-Seidel e convergente.
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b) Sia A > O e irriducibile.

n
Se Y aj; =0, peri=1,...,n, allora p(A) = o; altrimenti posto
71=1

n n

o = min E a;; e = max E @ij,
i=1,....,n i=1,...,n 4 7
]:

<.
Il
—

a < p(A) <p.

c) Sia A™ la matrice di Hilbert di ordine n (si veda I’esempio 4.2). Si
dimostri che p(A™) < p(A+1),

(Traccia: a) dalla relazione |G| < (I —|L|)~!|U]| (esercizio 5.15) segue per il
teorema di Perron-Frobenius che p(G) < p(|G|) < p[(I — |L|)~|U|]; inoltre
la matrice |J| = |L| + |U| soddisfa al teorema di Stein-Rosenberg e poiché
p(|J]) < 1 per lipotesi di predominanza e irriducibilita della matrice A,
ne segue che p[(I — |L|)~|U|] < p(]J]) < 1. b) Per il primo caso si veda
I’esercizio 3.16, per il secondo si considerino due matrici B e C' tali che
O<B<AC>A B, C#A e

bij = a, E cij =08, per i=1,...,n,
1 j=1

n n
1=

dove ad elementi nulli di B e di C' corrispondono elementi nulli di A. B e C
risultano quindi irriducibili e non negative. Si ha p(B) = «, p(C) = [ e per
il teorema di Perron-Frobenius applicato ad A e a B risulta p(B) < p(A) <
p(C). c) Si consideri la matrice B, € RM™+U*(+1) i cui elementi sono

aE?) sei, j=1,...,n,
(e) _ 1
bij_ M1 sei=j=n+1,

€ altrimenti.

Allora se 0 < € < risulta B, < AtV B, # AM+D ¢ per il

2n+1’
teorema di Perron-Frobenius applicato a B. & p(B.) < p(A™*1); vale poi

p(A™) < p(Bo) < p(B.). )
5.26 La decomposizione (5) della matrice A non singolare nella forma

A=M—N, detM #0,
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viene detta partizionamento regolare se M~ > O e N > O. Si dimostri che

a) se A= > O e se la decomposizione (5) & un partizionamento regolare,
allora la matrice di iterazione P = M !N del metodo iterativo (9) &
tale che

p(A"IN)

P = T Ay

<1,

e quindi il metodo iterativo & convergente;

b) se A7t > 0, ese A = M;—N; e A = My— N, sono due partizionamenti
regolari della matrice A, tali che No > Ny, allora

p(M5'Ny) > p(M;Ny),

e quindi il metodo iterativo corrispondente al primo partizionamento
ha una velocita asintotica maggiore od uguale a quello corrispondente
al secondo partizionamento. Si esaminino in particolare i metodi di
Jacobi a blocchi e a elementi e di Gauss-Seidel a blocchi e a elementi
per il sistema (67) dell’esempio 5.36.

(Traccia: a) poiché
P=M'N=(I+A'N)tA"!N,

gli autovalori di P sono della forma A\ =

K , in cui p € un autovalore di
1+
A~1N; inoltre per ipotesi P e A~' N sono matrici non negative e quindi per il
teorema di Perron-Frobenius (esercizio 5.25) hanno entrambe un autovalore
non negativo (positivo se A1 N & irriducibile) uguale al loro raggio spettrale;
b) & A71Ny, > A= Ny, e per il teorema di Perron-Frobenius & p(A~'Ny) >
p(A7INy) e quindi se p; e pp sono autovalori non negativi di A='Nj e
A7INy, da ps > p1q segue che

Ay = K2 > H1o )
IT+pe = 14+ m

5.27 Sia B € R™"™, B > O. Si dimostri che le seguenti condizioni sono
equivalenti:

(a) p> p(B),

(b) det(ul — B) #0e (ul — B)™* > O,

(c) esiste x € R™, x > 0 tale che ux > Bx,
)

(d) gli autovalori delle sottomatrici principali di 4/ — B hanno parte reale
positiva,

(e) gli autovalori di I — B hanno parte reale positiva,
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(f) i determinanti delle sottomatrici principali di I — B sono positivi,

(g) i determinanti delle sottomatrici principali di testa di p/ — B sono
positivi.

Le matrici A tali che A = ul — B, B > O, sono dette M-matrici e inter-

vengono nella risoluzione numerica di certe equazioni differenziali ellittiche.

I metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel per tali matrici corrispondono a par-

tizionamenti regolari (si veda ’esercizio 5.26).

(Traccia: (a) = (b) poiché & u > p(B) & det(ul — B) # 0 e vale
1 1
MI—BZM[I——B}, p(—B)<1,
T [

quindi per il teorema 5.4

(u - B) = %f} (Lp)' =0,

1=

(b) = (c) essendo (ul — B)™' > 0, ¢ x = (ul — B)"ly > 0, dove y > 0.
Risulta allorax >0e (ul — B)x =y > 0;

(¢) = (d) sia D la matrice diagonale con elementi principali z1,...,2p;
ogni sottomatrice principale di D™!(ul — B)D ¢ simile alla corrispondente
sottomatrice principale di ul — B, e vale D™!(ul — B)De > 0, dove e =
[1,1,...,17. Cioe risulta u > b;; e D~ (ul — B)D ha predominanza dia-
gonale in senso stretto, insieme con tutte le sue sottomatrici principali. Si
applichi il teorema 2.41;

(d) = (e) ovvio;

(e) = (a) poiché Re(u — p(B)) > 0, risulta u > p(B);

(d) = (f) segue dal fatto che il segno del determinante di una matrice reale
¢ dato dal segno del prodotto degli autovalori reali;

(f) = (g) ovvio;

(9) = (b) si dimostri per induzione su n utilizzando 1’espressione dell’inversa
e del determinante di B in termini del complemento di Schur (si veda
Iesercizio 1.43).)

5.28 a) Si verifichi che la funzione
f(:z:):owc%—g%—% O<m<zxz<M, « >0,

non ha punti di massimo interni all’intervallo (m, M);
b) si verifichi che la funzione

n

n
a
f(a:l,...,a:n):ZaixiZj, O<m<xz; <M, a; >0,
.7 i
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ha come punti di massimo solo punti le cui componenti sono uguali a
m oppure a M e che

flxy,...,zy) < (Zai) % .

i=1

c) Sia A € C™*" definita positiva e siano Apax € Amin il massimo e il
minimo dei suoi autovalori. Si dimostri la seguente disuguaglianza di
Kantorovich

(XHX)2 4/\max/\min

i Cc".
(xHAx) (xHA1%) = (Amax + Amin) 2’ per ogni x €

d) Siano A € R™*" definita positiva, x* soluzione del sistema Ax = b,
{xr}, K =1,2,..., una successione di punti ottenuta con il metodo dello
steepest descent. Si dimostri che, indicato con e, = x* — xy, risulta

T A < )\max - )\min 2 TA
e epr1 S | —mmm e er
s * )\max + )\min b ’

dove Amax € Amin Sono il massimo e il minimo degli autovalori di A.

(Traccia: b) Fissato i, 1 < i < n, si consideri f(z1,...,x,) come funzione
della sola x; e si applichi il punto a); quindi i punti di massimo della funzione
f(z1,...,x,) possono avere solo componenti uguali a m o M, si supponga
allora che un punto di massimo sia tale che x1 = ... = xp = m e 11 =
...=x, = M. Posto
k n
sl—zai7 S9 = Z A,
=1 i=k+1
si ha
S1 S9 (m — M)2
x ,Tn) < (s1m SM(— —):s s 518
f(z1, n) S (s1mtsaM)(— 4 77 ) = (514 82)" + " s152
(m — M)?
<(s1+s 2(1 + )
c) siano Aq,..., A, gli autovaloridi A e uy,...,u, i corrispondenti autovet-

tori ortonormali, si puod esprimere

n
X = § ciug,
=1
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e quindi
n n
xTx = E ]01-12, Ax = E ;i\ U;,
i=1 i=1
— (2
x Ax = E lci* N, xTA'x = E —_—.
; — )\
=1 =1
Ne segue

R L)
(7 Ax) (T A™E) 3 e

>

n ‘Ci
i=1

Ai
La disuguaglianza segue dal punto b), perché Apin < Ai < Apax, @ =
1,...,n;

T
R r; Iy
d) [§] €pt+1 =€ — Q' = € — Tk rg, Aek = Ax* — AXk =Tk,
r; Ary,
e quindi
T.. \2
T T (rj. rx)
e, 1Aep1 = e, Aep — ———.
k+1 k r%‘Ark

Inoltre e, = A~ 'ry, per cui

efAek = r;‘gA_lrk,

(rirs)?
(ri Arg)(ry A= 'ry)

efHAekH — el Aey |1 —
Si applichi poi la disuguaglianza di Kantorovich.)

5.29 Sia A € R™ "™ definita positiva e siano pi,...,Pn, n autovettori
ortonormali di A. Si dimostri che

a) i vettori py,...,pn sono A-coniugati;
b) se \; & Pautovalore corrispondente all’autovettore p;, & \; = p} Ap; ;

c) se P & la matrice le cui colonne sono i vettori pi,...,ps, allora le
colonne della matrice AP sono vettori A~!-coniugati;

d) se A= LDLY,in cui L ¢ una matrice triangolare inferiore con elementi
principali uguali a 1, allora le colonne di L sono vettori A~!-coniugati
e le colonne di L~7 sono vettori A-coniugati;
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e) sidetermini una n-upla di vettori A-coniugati della matrice tridiagonale
di ordine n

.-l

-102
(Traccia: d) poiché L~'AL™T = D, & ITAl; = d;;, dove 1; e 1; sono la
i-esima e la j-esima colonna di L=7T; e) A ¢ definita positiva, A = LDLT,
dove

_11 - _2 3 -
| 2
2 2
2 1 4
n—1 1 n+1
- n - - n

i vettori cercati sono le colonne L~7.)

5.30 Sia A € R™*" definita positiva. Si consideri la successione di matrici
By=0, Bip=DBi+ o2 k=0, n-1,
Py Apy

in cui i vettori pj sono A-coniugati. Si dimostri che B,, = A™!, e quindi

PLPL

AT = .
— pj Api

Si applichi questa relazione alla matrice dell’esempio 5.29 e), con n = 5.

(Traccia: per k > 1 e ByAp; =p;j per j=0,...,k—1, e quindi B,A =1.)

5.31 Sia A € R™*"™ definita positiva e siano py e ri le direzioni e i
residui generati dal metodo del gradiente coniugato a partire da un vettore
X arbitrario. Si dimostri che per ogni k > 1 per cui ry # 0 &

a) [prll3 > llrell3; b)) pLApr < rf Ary;
1

¢) Amin < — < Amaxs; dOoVe Amin € Amax sono il minimo e il massimo
o

k
autovalore di A;

d) l'angolo fra le direzioni py e pj, per j < k, € acuto.



310 Capitolo 5. Metodi iterativi

(traccia: a) si utilizzi la (51), tenendo conto che r} px—; = 0; b) utilizzando
la (51) e la (53) si ottiene

P} Api = v} Ary, — Bip;_1 APk-_1;

T
x' Ax
c) si dimostri che per ogni vettore x # 0 € Apyin < 7— < Amax, quindi
xT'x
1 piApi _ ppApk
— = > > Amin-
T T
Qy rprg Py Pk
D’altra parte
1 rl Ar
— < kT k S )\max;
L r,Irg

d) si dimostri che p] ), = 0 per j < k, quindi per la (51) &

P; Pk = BeBr-1..-Bj+1P) P; > 0,
essendo per la (57) 3; >0 peri=1,...,k.)

5.32 Sia A € R™*" definita positiva, con m autovettori distinti Aq,...,
Am. Si applichi ad A il metodo del gradiente coniugato a partire da un
vettore xg e si supponga che m < n sia il minimo intero tale che r,, = 0.
Allora il polinomio s,,(\) costruito con la relazione ricorrente

s0(A) = @ () =1,
sk(A) = sk_1(X) — ag_1 A \qr—1(N), } _— N
ak(N) = s1(A) + Brar-1(N), seeey

¢ dato da
sm(A) = (=1)"apar . .. am—1p(N),

dove p(A) ¢ il polinomio minimo di A.
(Traccia: si dimostri per induzione che
rp = si(A)rg e pr = q(A)ro,

per cui $;,(A)rg = 0. Indicati con uy,...,u,, n autovettori linearmente
indipendenti di A, &
n
o = 5 ¢,
i=1
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da cui, essendo solo m gli autovalori distinti, segue che

n m
A rog = /\Z c;u; = /\j dej7
=1 j=1

in cui i vettori x;, j = 1,..., m, sono linearmente indipendenti, e quindi
m
sm(A)ro =Y sm(N)d;x;,
j=1
da cui $,,(A\;) =0 per j =1,...,m. Il polinomio s,,(\) ha grado m e primo

coefficiente (—1)"apaq ... ap—1.)

5.33 Sia A € R™*" definita positiva e siano pj le direzioni generate dal
metodo del gradiente coniugato a partire da un vettore xq arbitrario.

a) Si dimostri che i k vettori po,...,pr—1 sono linearmente indipendenti;

b) sia Sy lo spazio generato dai k vettori pg,...,px—1. Posto per sem-
plicita xo = 0 (se non lo fosse basterebbe considerare il sistema ”tra-
slato” A(x —xg) = b— Axg), si dimostri che i punti x;, determinati dal
metodo del gradiente coniugato sono tali che

®(x;,) = min B(x).
(xx) = min &(x)

k—1
(Traccia: a) se per assurdo fosse p; = Y 7;p; con 7; non tutti nulli, sarebbe
i=0

i#]

k—1
p; Ap; = Y _ vip; Ap; =0;

1=0
1]

b) si indichi con
k—1
X=Y VP
i=0

un punto di Sk, allora

k-1 r k=1 k-1
P(x) = %(Z %‘pz‘) A(Z %‘Pz‘> —b" (Z ’Yz‘pi)
i=0 i=0 i=0
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e poiché le direzioni p; sono A-coniugate, si ha

k—1 k—1
o(x) = + > 4?p! 4p: — b7 (3 v )
1=0 =0

k-2 k-2
= [% > viplApi —b" (Z %Pi)] + [%%3-11’5_114%—1 —Yk-1b"pr_1].
1=0 =0

Il problema di trovare il minimo di ®(x) su S risulta cosi decomposto in
due problemi indipendenti:

. o . . 1 T T
min &(x) = min &(x) + min 3 V’P_1APk-1 —Yb' P-1.

Procedendo per induzione, sia xj_1 il punto di minimo su Si_1 e yx_1 il
punto di minimo del problema

ggg% v*p} | Apr—1 — b pr_1,

cioe
o1 = M
p%;lApkff
allora
Xk = Xg—1 + Vk—1Pk—1-
Poiché
b=r; 1+ Axp_1,
risulta
k—2 T
b pr_1 = (rp_1 +Ax_ 1) 'pr1 =1} _pPr_1 + (Z ’Yz‘Api) Pk—1,
i=0

e poiché le direzioni p; sono A-coniugate, €
T T
b pr-1=r;_1Pr-1-

L’espressione per y,_1 risulta quindi coincidere con ’espressione per a1
data dalla (46). Ne segue che il punto xj ¢ proprio quello determinato dalla

(45).)
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Commento bibliografico

I metodi iterativi scaturiscono in generale dalla necessita di risolvere si-
stemi lineari di grosse dimensioni. Inizialmente tali sistemi si presentarono
nel campo dell’astronomia e piu specificatamente in problemi di minimi
quadrati applicati ad osservazioni astronomiche. Gauss nel 1823 ebbe I'idea
di scomporre il sistema in due o piu sistemi, bloccando temporaneamente
alcune variabili, di risolvere questi sottosistemi e poi di sostituire le approssi-
magzioni cosl ottenute nuovamente nel sistema di partenza. Successivamente
Jacobi, interessandosi a problemi legati allo studio di sistemi fisici sottoposti
a piccole oscillazioni, riprese i risultati di Gauss sui minimi quadrati e nel
1845 propose il metodo che porta il suo nome. Jacobi interesso all’argomento
anche il suo ex-allievo Seidel, che nel 1874 descrisse un metodo derivato da
quello usato da Gauss.

In seguito i metodi iterativi, anche prima che vi fossero dei precisi
teoremi di convergenza, sono stati estensivamente usati, inizialmente nella
scuola tedesca, poi dalle altre. I primi lavori sulla convergenza del metodo
di Gauss-Seidel risalgono al 1885 e al 1892, ad opera rispettivamente di
Nekrasov e di Memke, mentre e del 1929 il lavoro di Von Mises e Pollazek-
Geiringer, in cui si esaminano comparativamente le condizioni sufficienti per
la convergenza dei metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel. Il teorema 5.2 fu di-
mostrato da Hensel nel 1926 e riscoperto indipendentemente da Oldenburger
nel 1940. Di questo teorema esistono altre dimostrazioni che non utilizzano
la forma normale di Jordan di una matrice; nel 1958 Householder ne dette
una che utilizza solo le proprieta delle norme di matrici (si veda 1’esercizio
5.1). La prima dimostrazione completa del teorema che lega la convergenza
del metodo di Gauss-Seidel con le matrici definite positive ¢ quella di Reich
del 1949, anche se dimostrazioni parziali erano gia state pubblicate prima.
La dimostrazione riportata in questo testo si basa su quella di Ostrowski
del 1954.

La possibilita di accelerare la convergenza dei metodi iterativi introdu-
cendo dei parametri ¢ stata presa in considerazione fin dal 1910 da Richard-
son e successivamente altri autori hanno applicato la tecnica al metodo di
Gauss-Seidel. Nel 1950 Frankel e Young, separatamente, stabilirono re-
lazioni fra le velocita di convergenza dei metodi di Jacobi, Gauss-Seidel e di
rilassamento.

Attualmente i metodi iterativi sono usati soprattutto per risolvere si-
stemi di grosse dimensioni che si incontrano nella risoluzione di problemi
alle derivate parziali: si tratta in generale di sistemi con matrici sparse e
fortemente strutturate, per cui esiste un’ampia teoria. Nel libro di Varga
[10] del 1962, in cui e riportata una trattazione sistematica della materia,
la dimostrazione dei teoremi di convergenza dei metodi iterativi si basa
sulla teoria delle matrici non negative introdotta da Perron e Frobenius nel
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1907 e nel 1912 (si veda l’esercizio 5.25); parte dei teoremi sono dimostrati
senza utilizzare il teorema di Perron-Frobenius nel libro di Stoer [9]. Una
trattazione piu recente e completa sui metodi iterativi e sulle tecniche di
accelerazione della convergenza e riportata nel libro di Hageman e Young [5]
del 1981, in cui sono esposti molti schemi di algoritmi e vengono esaminati
anche i problemi pratici che sorgono nella effettiva implementazione dei
metodi. Nel testo di Young [12] del 1971 si trova uno studio pitt approfondito
dei metodi del rilassamento e della scelta dell’w ottimo.

Il metodo dello steepest descent ¢ dovuto a Cauchy (1847), che lo
sviluppo per risolvere sistemi di equazioni non lineari. Il metodo del gra-
diente coniugato fu descritto nel 1952 da Hestenes e Stiefel [6], ma per
quanto destasse subito un certo interesse nell’ambiente matematico, esso
non divenne di uso corrente per almeno una ventina di anni, fino a quando
in un lavoro di Reid [8] del 1971 si suggeri di usarlo per la risoluzione di
sistemi di grosse dimensioni a matrice sparsa, come metodo iterativo, su-
perando cosi la difficolta della perdita di ortogonalita dei residui. Lo studio
della velocita di convergenza del metodo e delle tecniche di precondiziona-
mento e stato ed e oggetto di molti lavori: per problemi particolari sono state
proposte delle tecniche di precondizionamento efficaci (si veda ad esempio
il lavoro di Concus, Golub e Meurant [2]).

La risoluzione numerica del problema di Dirichlet, detto problema mo-
dello, & un esempio classico di approssimazione numerica della soluzione di
un problema ellittico. Uno studio dei metodi alle differenze per le equazioni
differenziali alle derivate parziali & riportato nel libro di Isaacson e Keller
[7]; confronti fra i metodi iterativi utilizzati per risolvere il problema mo-
dello si trovano sul libro di Young [12]. Un testo recente sul confronto fra le
prestazioni dei metodi diretti, dei metodi iterativi e di molti altri metodi ad
hoc per risolvere problemi piui generali, che si incontrano nel trattamento
numerico delle equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico, ¢ quello di
Birkhoff e Lynch [1].
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Capitolo 6

METODI PER IL CALCOLO DI
AUTOVALORI E AUTOVETTORI

1. Teoremi di localizzazione

Poiché gli autovalori di una matrice A sono gli zeri del suo polinomio
caratteristico P(\) = det(A — AI), il calcolo numerico degli autovalori puo
essere effettuato applicando un qualsiasi metodo di iterazione funzionale
(metodo delle tangenti, delle secanti, ecc.) all’equazione P(A\) = 0. Questo
modo di procedere puo essere conveniente se sono disponibili dei metodi effi-
cienti per il calcolo del valore che la funzione P(\) (ed eventualmente la sua
derivata prima) assume in un punto, come nel caso che la matrice abbia al-
cune proprieta di struttura (si veda il paragrafo 6 per il caso in cui la matrice
A sia tridiagonale). Un’altra possibilita potrebbe essere quella di calcolare i
coefficienti del polinomio caratteristico e poi applicare un metodo numerico
per la risoluzione dell’equazione P(A) = 0. Anche se il calcolo dei coefficienti
del polinomio caratteristico ha lo stesso costo asintotico della moltiplicazione
di matrici, ciod O(n?38), questo modo di procedere non & conveniente es-
senzialmente per due motivi: da una parte il costo computazionale rimane
comunque elevato anche per valori grandi di n, dall’altra perché gli errori di
arrotondamento generati nel calcolo dei coefficenti di P(A) possono indurre
elevate variazioni degli zeri del polinomio. Quest’ultimo inconveniente non
si presenta nel caso di matrici hermitiane, considerando gli autovalori come
funzioni degli elementi della matrice (si veda il paragrafo 2). E comunque
evidente che in generale il calcolo numerico degli autovalori di una matrice
puo essere fatto solamente con un procedimento iterativo. In questo capitolo
verranno descritti i principali metodi numerici per il calcolo degli autovalori
di una matrice.

Inizialmente verranno esposti alcuni teoremi di localizzazione che per-
mettono di determinare facilmente sottoinsiemi del piano complesso in cui
si trovano gli autovalori. Di questi teoremi i pili importanti sono i teoremi
di Gershgorin 2.35, 2.37 e 2.38, che per la loro generalita e semplicita di
applicazione sono stati anticipati nel secondo capitolo.

6.1 Teorema (di Hirsch). Sia A € C"*" e sia || . || una qualsiasi norma
matriciale indotta. Allora il cerchio

{zeC: [zl <[A]l}
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contiene tutti gli autovalori di A.

Dim. La tesi segue dal teorema 3.10. .

6.2 Teorema. Siano A € C™"*™ normale, x € C",x # 0 e f una funzione
razionale definita su un sottoinsieme del piano complesso contenente gli
autovalori di A. Allora esiste almeno un autovalore A di A tale che

17 (A2

[1%l2

] < (1)

Dim. Poiché A e normale, per il teorema 2.28 esiste una matrice unitaria
U tale che
A=UDU",

dove D & la matrice diagonale il cui i-esimo elemento principale & uguale a
Ai, autovalore di A, per i =1,...,n. Quindi

1Ax]l> = [UDU x|z = [ DU x|,

in quanto U & unitaria. Posto y = Ufx, ¢ ||ly|l2 = ||x]]2 e
> |d0, S IE
djjyj ) min )\z Yj
[Ax[l> _ [[Dyll2 _ | j=1 I = R
M~ bl | & z ~ A
X 1=1,...,n
2V > [y > [y
i=1 i=1

Per la (20) del capitolo 2 &
f(A) =Uf(D)U"
e quindi

£l _ [0SO e 1FDYle o o

[BS[P x|l lly ]2 i=1,...n

La (1) puo essere utilizzata per determinare delle maggiorazioni a poste-
riori dell’errore che si commette approssimando gli autovalori di una matrice
normale.

Sia ad esempio o un’approssimazione di un autovalore di una matrice
A normale e sia x un vettore che approssima l'autovettore corrispondente.
Allora se

f(Z):Z—O',
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dalla (1) si ha che esiste un autovalore A di A tale che

A—ol
A=) < LA Dx]:, )
%12
se invece
z—0
f(Z) - > )
e A ¢é non singolare, dalla (1) si ha che esiste un autovalore A di A tale che
’)\—O' [(A—ol)A™ x|y
AT [1%l2 ’
e ponendo A" lx =z ¢
A—o (A—ol)z|s
‘ (A= oDyall> 5
A [ Az

La (2) e la (3) danno una stima facilmente calcolabile dell’errore asso-
luto e relativo che si commette assumendo o come approssimazione dell’au-
tovalore A, e possono essere anche usate come criterio di arresto per i metodi
iterativi che approssimano gli autovalori.

Utilizzando il teorema 6.2 si dimostra un teorema di localizzazione in
cui interviene il quoziente di Rayleigh di una matrice A relativo ad un vettore
x #£ 0:

xH Ax

xHx

(4)

7’A<X) =

6.3 Teorema (di Weinstein). Siano A € C"*" normale e x € C",x # 0.
Allora esiste almeno un autovalore \ di A nel cerchio

x" AH Ax
{ 2€C : |z—ra(x)| < \/W — |ra(x)[? }

Dim. Dal teorema 6.2, ponendo

f(z) =z = ra(x),

risulta che esiste un autovalore A di A tale che

A= ra)| < MAZral e \/ xH[AH 73 () 1] [A —ra(x) I] x

1|2 xfx
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B \/XHAHAX —ra(X)XT AT — ry(x)xHAx + |ra(x)]?2xHx
= — 7

xHx
HAH
da cui, poiché x = *_ ra(x), segue che
xHx
xH AH Ax
(A —ra(x)] < \/W — [ra(x)[>.

2. Teoremi di perturbazione

In questo paragrafo, in modo analogo a quanto fatto nel primo para-
grafo del capitolo 4 per il problema della risoluzione dei sistemi lineari, si
studia il condizionamento del problema del calcolo degli autovalori di una
matrice, cioe si analizza la variazione indotta sugli autovalori da una pertur-
bazione degli elementi della matrice. Tali risultati permettono di valutare
I’errore inerente del problema del calcolo degli autovalori, generato dalla
rappresentazione dei dati con un numero finito di cifre.

6.4 Teorema (di Bauer-Fike). Sia || . | una norma matriciale indotta
che verifichi la seguente proprieta

|D|| = max |[di]
=1,...,n

IRRRS}

per ogni matrice diagonale D € C"*™ (una tale norma viene detta norma
assoluta, le norme || . ||1, || - [|2 €] - oo Sono assolute). Sia A € C"*™ una
matrice diagonalizzabile, cioé tale che

A=TDT !,

con D diagonale e T non singolare. Se §A € C"*"™ e £ é un autovalore di
A+ 5A, allora esiste almeno un autovalore A di A tale che

(A =&l < u(T) [[oA],

dove p(T) = || T|| |T~H].

Dim. Se ¢ fosse autovalore di A, la tesi sarebbe verificata. Altrimenti la
matrice A — &I risulta non singolare e dalla relazione

(A+054)y =&y,
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dove y e autovettore di A + dA, si ha
6Ay = —(A—¢&l)y,

da cui

(A=¢&N) 1Ay =~y
e quindi

I(A—¢n)71oA] > 1. (5)
Poiché

(A—en)™t=T(D-en)™'T7
si ha dalla (5)
1< || T(D =)™ T~ A < T IT7H (D — e~ [la Al

e poiché || . || € una norma assoluta, ne segue
1
1 < u(T)——— [[04], 6
()i 194 (6)
=1,...,n
in cui i A\, i = 1,...,n, sono gli autovalori di A e quindi gli elementi

principali di D. Dalla (6) segue che
Cmin_ |~ &) < u(T)[84].

da cui la tesi. n

Il teorema 6.4 esprime un risultato di perturbazione: perturbando gli
elementi di una matrice A, gli autovalori cambiano al piu proporzional-
mente all’entita della perturbazione §A. Il condizionamento del problema
del calcolo degli autovalori di A e legato al numero di condizionamento della
matrice T le cui colonne sono gli autovettori di A: quindi il problema del
calcolo degli autovalori € tanto meglio condizionato quanto piu basso e il
numero di condizionamento (7). Se A ¢ una matrice normale, allora T' &
unitaria, per cui p2(7) =1 e dal teorema 6.4 si ha

A =&l < [I6A]l2,

ossia il problema del calcolo degli autovalori per matrici normali € ben con-
dizionato per tutti gli autovalori.

Per matrici non normali il problema del calcolo degli autovalori puo es-
sere ben condizionato o mal condizionato, a seconda delle proprieta dell’au-
tovalore considerato. Per questa ragione € bene analizzare il comportamento
del problema per un singolo autovalore, distinguendo il caso di un autova-
lore di molteplicita algebrica uno dal caso di un autovalore di molteplicita
algebrica maggiore di uno.
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6.5 Teorema. Sia A € C™*" )\ un autovalore di A di molteplicita algebrica
uno, x,y € C", ||x[|2 = |lyll2 = 1, tali che

Ax = A\x

y7A =y,
Allora & yx # 0 ed inoltre per ogni F € C™*"™ esiste nel piano complesso
un intorno V' dello zero e una funzione \(¢) : V' — C, analitica, tale che
a) M(e) é autovalore con molteplicita algebrica uno di A + €F,
b) A(0) = A,
_ yH Fx

o) X0 ="

’

d) a meno dei termini di ordine superiore in € &

H
F
Ae)—A=¢ yHX.
yHx
Per la dimostrazione si veda [26] (si veda anche ’esercizio 6.9). .

Anche in questo caso risulta che la variazione nell’autovalore dovuta
alla perturbazione eI’ di A ¢ proporzionale ad €. Inoltre il condizionamento
del problema dipende dalla quantita

)

yH Fx
yHx

che, data F, & tanto piu grande quanto pilt piccolo & |y?x|. Nel caso delle
matrici normali ¢ y#x = 1, in accordo con i risultati del teorema 6.4.

Se A ¢ un autovalore di molteplicita algebrica o(A) > 1 e di molteplicita
geometrica 7(\), a cui corrispondono i blocchi di Jordan

c® c® . o)),
di ordine massimo 7, allora si puo dimostrare che esiste un intorno V' di zero
e una costante v > 0, tale che per € € V' la matrice A + ¢F ha autovalori
Ai(e), i=1,...,0(\), tali che

Ai(€) = Al <y [ef'/7.

Se n > 1, il problema del calcolo dell’autovalore A puo essere fortemente
mal condizionato.
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6.6 Esempio. Siano

w1 0 07 0O 0 0 O
10 1 0 10 0 0 O
A_OOul’F_OOOO’
0 0 0 pud 1 0 0 O
allora
e 1 0 0
10 p 1 0
A+€F_00u1
Le 0 0 pu
Si ha

det(A+eF — M) = (u— \)* —¢,

da cui risulta che gli autovalori \; di A + €F' soddisfano alla relazione

N—pl= Ve, i=1,....4.
Quindi ad una perturbazione € dell’elemento a4 corrisponde una variazione
di modulo /[e| negli autovalori. Se ad esempio fosse e = 108 (inferiore alla
precisione di macchina quando si opera con 6 cifre significative esadecimali),

risulterebbe
N —pul=10"% j=1,...,4 .

3. Caso delle matrici hermitiane

Nel caso delle matrici hermitiane il quoziente di Rayleigh (4) assume
una notevole importanza, in quanto e legato a proprieta interessanti, utili
anche per il calcolo. E opportuno richiamare alcune proprieta riguardanti i
sottospazi introdotti nei paragrafi 2 e 6 del capitolo 1.

1- Se S ¢ un sottospazio di C™, allora il sottospazio ortogonale S+ ha
dimensione

dim S+ =n —dim S. (7)
2 - Se S e T sono due sottospazi di C™, allora per il sottospazio SNT vale
dim(SN7T) > max {0,dim S +dim7 —n }. (8)
3-Se Ae C"™*" m <mn,eS eun sottospazio di C", allora per le dimen-
sioni dei sottospazi
T={xeC"talichex=Ay,ye S}

N ={xe€ S taliche Ax =0}

vale la relazione
dim T + dim N = dim S. 9)
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6.7 Teorema (di Courant-Fischer o del minimax). Sia A € C"*"
una matrice hermitiana con autovalori

AL > A > >\,

Allora risulta

An— = mj a 10
n—+1 = min max 74(x), (10)
xeVy
Ar = max min 7(x 11
¢ = max min ra(x) (11)
xeVy

dove Vi, & un qualunque sottospazio di C" di dimensione k, perk =1,...,n.
Dim. Siano x;,7 = 1,...,n, autovettori ortonormali di A corrispondenti

agli autovalori \; e, fissato un indice k, sia S il sottospazio di dimensione
n — k + 1 generato dagli n — k + 1 vettori xg,...,x,. Perla (8) &

dim(S N Vk> >1

e quindi l'intersezione fra S e Vi non puo ridursi al solo vettore nullo. Sia
allora

n
X = Z ;X 75 0
i=k
elemento di S N Vj. Poiché i vettori x; sono ortonormali e vale

AXi:)\iXi, 2:1,...,n,

allora
< 2 - 2
ra(x) = =1 < = = max A = \j.
xHx n 9 n 9 i=k,...,n
> |ajl > oyl
j=k j=k

Quindi si ha

min r4(x) < A. (12)
x#0
xeVy
D’altra parte, se Vi € proprio lo spazio generato da x1, ..., Xy, il vettore xy,
¢ elemento di V}, e vale
ra(Xk) = Ak,

quindi nella (12) vale il segno di uguaglianza, da cui segue la (11). Per
dimostrare la (10) e sufficiente applicare la (11) alla matrice —A. .
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Si osservi che dal teorema del minimax si ottiene in particolare

Al = 1;13()]( ra(x),

An = in;g ra(x).

Inoltre e facile verificare che se A € una matrice reale simmetrica, allora la
funzione f : R” — R,

f(x) = ra(x)

¢ stazionaria nel punto v € R™ se e solo se
Av = v, A = f(v).

Dal teorema del minimax seguono i seguenti teoremi.

6.8 Teorema. Sia A € C™*™ hermitiana, e U € C"*("=1 tale che UHU =
I,_1. Sia inoltre B = UM AU. Allora per gli autovalori \;, i = 1,...,n, di
Acon A1 > X >...2 Mg, ep,i=1,....,n—1,diBconpu, >pus>...>
Wn—1, vale la relazione

AL 2 p1 2 A > g > oo 2> 1 > Ap.

Tale proprieta viene anche espressa dicendo che gli autovalori di B separano
gli autovalori di A.

Dim. Si dimostra dapprima che per k=2,...,n ¢
)\k S MEk—1- (13)
Dalla (11) segue che esiste un sottospazio Zj, di C™ di dimensione k tale che

Ak = in;g ra(X). (14)
xEZk

Sia S il sottospazio di dimensione n — 1 generato dalle colonne di U. Per la
(8) e
dim(ZyNS) >k —1,

per cui, poiché k > 2, esistono vettori x # 0 appartenenti a Z, NS e quindi
dalla (14)
A < min 7r4(x).

x#0
xEZNS
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Per ogni vettore x € S, con x # 0, esiste un solo vettore y € C"~1, y # 0,
tale che
x = Uy,

per cui
y = UHx.

Si considera allora il sottospazio
W={yeC" talichey =U"x, x€ Z, NS }.
Poiché U”U = I, il nucleo di U¥
N={x¢cStaliche U'x=0}
ha dimensione nulla; per la (9) risulta

dimW =dim(Z,NS) >k —1

e quindi
\, < . (x) . xPAx . yHU" AUy
min 74(x) = min = min Y———————
F= %o 4 x£0 xHx y20 yHUHUy
XEZRNS XEZRNS yew
yH

< max min 7 = Uk—1,
v20 yHy T Vi, y#o B(Y) Hi—1
yew YEVi—1
dove Vj;_1 & un qualunque sottospazio di C*~! di dimensione k — 1, da cui
segue la (13).
Applicando la (13) alle matrici —A e —B, i cui autovalori sono

_/\n > _)\nfl > .2 _)\1

e
—fp—1 = —fp—2 = ... = —l1,
si ha
_ATH-l—k < “H(n-1)+1—(k—1), PeT k= 2,...,n,
e quindi
Antl—k = Mnti—k, PET k=2,...,n,
cioe

Ai >, peri=1,...,n—1. "
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6.9 Teorema. Sia A € C™*™ hermitiana e per m < n sia U,, € C™*™
tale che U,f{Um = I,,,. Allora indicati con \1 e A, il massimo e il minimo
autovalore di A e con i1 e fi,, il massimo e il minimo autovalore di U AU,,,,
valgono le relazioni

>\1 > hi, Hm > >\n

Dim. Sia B = U AU,,. Si ha

¥) yIUHT AU,y xH Ax
i1 = max rg(y) = max ——— = max

y#0 y#0 yHy x£0 xHx
yec™ yec™ x=Umy
yeC™

< = A1
< max ra(x) =\
xeC”

Analogamente si procede per fi,. .

6.10 Teorema. Sia A € C™*™ hermitiana, e sia Ay la sottomatrice prin-
cipale di testa di ordine k di A. Allora gli autovalori di Ay separano gli
autovalori di Ag4q1, perk=1,...,n—1.

Dim. Si osservi che se

I, | } Kk righe
U —
of | } 1 riga

allora UHU =1, e A, = UM A1 U. La tesi segue dal teorema 6.8. "

6.11 Esempio. Come illustrazione del teorema 6.10 si consideri la matrice
hermitiana

11 1 11
1 2 2 2 2
A=1|1 2 3 3 3
1 2 3 4 4
1 2 3 45

Gli autovalori delle sottomatrici A principali di testa di ordine k& di A sono

N Ao As s A5

1

2.618033 0.3819660

5.048913 0.6431029 0.3079774

8.290849 1. 0.4260219 0.2831172

12.34352  1.448682  0.5829639 0.3532520 0.2715528

QU W N~ 3
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Gli autovalori sono stati calcolati con il metodo di Jacobi (si veda il para-
grafo 9). .

Facendo ancora uso del teorema del minimax si dimostrano i seguenti
risultati.

6.12 Teorema. Siau € C", 0 € R,0 > 0, e siano A, B € C"*"™ hermi-
tiane, tali che
B = A+ ouu’.

Per gli autovalori

di A, e

=
\Y
=
[\

\Y
\Y
=
S

di B, vale la relazione
MAouTu>p > N >pa > X >0 > Ny >y > A

Dim. Se u = 0, la tesi ¢ banale; si suppone allora che u # 0 e si dimostra
che pu; > A\, per i = 1,...,n. Dalla (10) si ha che per k = 1,...,n, esiste
un sottospazio Z; di dimensione k, tale che

(x) xH Bx XHAX+ |xHul?
_kp+1 = max rp(x)= max = max o
Hon—+ x#£0 x£0 xHx x£0 | xHx xHx
xEZk XGZk; xEZk
S max A% (x) = A
> max > min max 74(X) = A\_g+1-
x#0 xHx Vi x#0 nokt
XEZy, xeVy

Inoltre dalla (10) si ha che esiste un sottospazio W}, di dimensione k tale
che
An— = .
n—ktl = Max ra(x)
XEWk
Sia S il sottospazio di C™ generato dal vettore u e sia x un vettore del
sottospazio T = W}, N S+, cioe tale che

x"u=0.
Allora e
x Bx = x Ax + o|xu|? = x" Ax
e quindi
Akl = r}{l;%( ra(x) = T;%( rp(x). (15)

xeT xeT
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Poiché dim S = 1, per la (7) ¢ dimS+ = n — 1, e quindi per la (8) ¢
dimT > k — 1. Dalla (15) segue che
An—k+1 > min max 7rg(X) = fp—k12-

Vik—1 x#0
xEVi_1

Inoltre dal teorema del minimax si ottiene

(x) x Bx xH Ax |xHul?
(1 = max rg(x) = max = max o
Xx#£0 x£0 xHx x£0 | xHx xHx

e poiché per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (1) cap. 1, &

|XH‘1’2 H
max = =u'u,
x#0 XX

ne segue che

H H

ulgm;%( rA(X) +ou”u= X\ +ou'u. .

6.13 Esempio. La matrice

11 1 11
1 2 2 2 2
A=11 2 3 3 3
1 2 3 4 4
1 2 3 4 5

ha gli autovalori Ay = 12.34352, Ay = 1.448682, A3 = 0.5829639, A\, =
0.3532520, A5 = 0.2715528 (si veda ’esempio 6.11).

Seo=1eu=][l, -1, 0, -1, 0]7, la matrice B = A + ocuu? ha gli
autovalori p; = 12.96301, ps = 2.736083, us = 1.448030, ugy = 0.5076391,
s = 0.3451974, che separano gli autovalori di A e che sono tali che p; > \;,
peri=1,...,5, e p <A +oulu= X +3.

Se 0 = —2, la matrice C = A + ocuu’ ha gli autovalori 1, = 11.65525,

ne = 1.448380, ns = 0.5175053, ny = 0.3456874, 15 = —4.966838, che
separano ancora gli autovalori di A e sono tali che n; < A\;, peri=1,...,5,
ens > s +oulu= X5 — 6. .

6.14 Teorema. Siano A, B,C € C"*" hermitiane, tali che C = A + B.
Per gli autovalori
AM>X > >N,

di A,
H1 2 fo 2 ... 2 fin
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di B,
VW2V 2> ... 2V

- ¥n

di C, vale la relazione
>\k+ﬂngyk§)\k+ﬂl7 kzla"'an'
Dim. Dalla (11) sihaper k=1,...,n

v = max min ro(x) = max min [ra(x) + rp(x)]
xeVy x€Vi

> max I)gig [ra(x)+ pn] = max 1;17113 ra(X) + fin,
xeVy xeVy

= Ak + -
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L’altra relazione si ricava applicando lo stesso procedimento alla matrice

A = C — B, per cui si ottiene

Ak > v+ (—p1).

6.15 Esempio. Si considerino le due matrici A e B € R5*® simmetriche a

banda
6 -4 0 0 O 0 01 0O
4 6 -4 0 O 0 0 01O
A=|0 -4 6 4 0|, B=|1 0 0 0 1
0O 0 4 6 -4 01 0 00
0O 0 0 -4 6 0 01 00O

Gli autovalori di A sono dati da
Ak 26—}-8008%, k=1,...,5
(si veda l'esercizio 2.40), cioe A = 6+ 43 = 12.92820,
Ao =10, A3 =6, Ay =2, A5 = 6 —4V/3 = —0.9282032.
La matrice B ha il polinomio caratteristico
pA) = =A (N =1) (\* - 2)

e quindi ha gli autovalori

pr =V2=1414214, po =1, pus =0, g = —1, ps = —V2 = —1.414214.
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La matrice C = A + B & una matrice pentadiagonale i cui autovalori sono
v1 = 14.10892, v = 9.531118, v3 = 4.678975, vy, = 1.468864, v5 = 0.2120767
e soddisfano le disuguaglianze

)\k—\/§<ljk<)\k+\/§, k=1,...,5. n

Il teorema 6.14 fornisce anche un risultato di perturbazione. Se A e
B € C™*™ sono matrici hermitiane e C = A + ¢B, € > 0, allora per gli
autovalori v4,...,1, di C vale la relazione

M €y, < v < A+ €,

dove A1,..., A, sono gli autovalori di A e uq,...,u, sono gli autovalori di
B, ordinati in ordine non crescente. Cioe la variazione sugli autovalori della
matrice perturbata C ¢ proporzionale all’entita della perturbazione eB.

6.16 Esempio. Sia

11 1 11
1 2 2 2 2
A=11 2 3 3 3
1 2 3 4 4
1 2 3 4 5

la matrice dell’esempio 6.11 e sia B € R°*® tale che b;; = 1 per i, j =
1,...,5. Scegliendo per € i valori 107", r = 1,...,4, si ottengono per
la matrice perturbata C = A + eB gli autovalori riportati nella seguente
tabella.

€ | 141 Vo Vs |Z0 Vs |

1071 12.78558 1.491278 0.5942757 0.3566023 0.2722294
1072 12.38752 1.453030 0.5841669 0.3536236 0.2716302
1073 12.34792  1.449116 0.5830847 0.3532901 0.2715611
10~ 12.34396 1.448725 0.5829763 0.3532561 0.2715544
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4. Introduzione ai metodi

Nei prossimi paragrafi vengono presentati metodi numerici per calco-
lare gli autovalori e gli autovettori di una matrice. Fra i diversi metodi
considerati alcuni hanno carattere generale e sono convenientemente appli-
cabili a matrici dense e senza stuttura, altri utilizzano in modo specifico
eventuali proprieta di struttura o sparsita della matrice, permettendo di
trattare problemi anche con dimensioni molto elevate. Alcuni dei metodi
esposti possono essere utilizzati per calcolare tutti gli autovalori e autovet-
tori di una matrice, altri invece servono per calcolare solo alcuni autovalori,
per esempio quelli che si trovano all’estremita dello spettro, ed i corrispon-
denti autovettori, come é richiesto in molte applicazioni.

I metodi per il calcolo degli autovalori possono essere divisi in due classi.

1) Metodi in cui il calcolo viene effettuato in due fasi: riduzione con metodi
diretti della matrice A in una matrice simile B, di cui sia pit agevole
calcolare gli autovalori, e calcolo degli autovalori di B con un metodo
iterativo. Questi metodi si applicano in generale a problemi di pic-
cole dimensioni, per i quali tutti i dati su cui si opera possono essere
contenuti nella memoria centrale del calcolatore.

2) Metodi completamente iterativi, che richiedono ad ogni passo la molti-
plicazione di una matrice per un vettore, o la risoluzione di un sistema
lineare. Questi metodi si applicano in generale a problemi di grandi
dimensioni, anche nel caso in cui non sia possibile contenere tutti i dati
nella memoria centrale del calcolatore.

Nei metodi della prima classe per la riduzione della matrice A nella
matrice B si utilizzano metodi diretti analoghi a quelli descritti per la fat-
torizzazione delle matrici. Nel caso piu generale la matrice B che si ottiene
e tale che

bij =0, per ¢>j+1,4 j=1,...,n.

Una matrice B con questa proprieta ¢ detta essere in forma di Hessenberg
superiore. Se la matrice A € hermitiana, e la trasformazione viene eseguita
con matrici unitarie, la matrice B risulta hermitiana e tridiagonale.

Se B =T7'AT e A ¢ diagonalizzabile, cioe A = SDS™!, dove D ¢ la
matrice diagonale i cui elementi principali sono gli autovalori di A, allora
anche B e diagonalizzabile e risulta

B=(T"'S)D(T~*9)™'.

La matrice T~1S ha per colonne gli autovettori di B. Poiché per il teorema,
6.4 il condizionamento del problema del calcolo degli autovalori di una ma-
trice diagonalizzabile e legato al numero di condizionamento della matrice
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degli autovettori, € opportuno determinare la matrice T' in modo tale che
il numero di condizionamento di 7-'S sia minore o uguale al numero di
condizionamento di S. Cid ¢ senz’altro vero se u(T) = |T|| ||T]] = 1, in
tal caso infatti

pT718) = TS| (T=18)~
<ITHNT=H IS ISTHE = w(T) 1(S) = u(S).-

In generale conviene utilizzare trasformazioni per similitudine in cui u(7")
sia piccolo.

La trasformazione per similitudine della matrice A nella matrice B ¢
fatta per passi successivi

A(k+1) :Tk_lA(k)Tk’ k: 172’...,m_]~7 (16)

dove
AV =4 e A™ =B,

per cui, posto T =TTy ... Ty,_1, risulta B = T~ AT, e se x ¢ autovettore
di B, T'x ¢ autovettore di A.

Le matrici T}, sono di solito matrici elementari di Gauss o di House-
holder oppure matrici di Givens. Se T} € una matrice di Householder o di
Givens, risulta

1Tl 1T M2 =1,

se T} e una matrice di Gauss con elementi non principali di modulo minore
o uguale ad 1 (massimo pivot per colonne), risulta

I Ticlloo 175 Moo < 4.

I metodi iterativi per il calcolo degli autovalori di B potrebbero essere
anche applicati direttamente alla matrice A. Trasformando pero prima la
matrice A nella matrice B, si abbassa notevolmente il numero delle ope-
razioni richieste da ogni iterazione (ad esempio per il metodo QR, descritto
nel paragrafo 8, si passa da un numero di operazioni dell’ordine n® ad uno
dell’ordine di n?).

Per il calcolo degli autovalori della matrice B, due sono le tecniche pitu
usate:

a) se sono richiesti solo pochi autovalori rispetto alla dimensione della
matrice (non piu del 25%), conviene usare un metodo iterativo che
calcoli un singolo autovalore per volta, come ad esempio un metodo di
iterazione funzionale applicato all’equazione caratteristica o il metodo
delle potenze inverse (paragrafo 11). E questo il modo migliore di
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procedere per matrici hermitiane tridiagonali o per matrici in forma di
Hessenberg superiore e sparse;

b) se sono richiesti tutti o molti degli autovalori, il metodo migliore & in
generale il QR (paragrafo 8).

I metodi della seconda classe sono basati sul calcolo di successioni di
vettori del tipo xx4+1 = BXy, dove la matrice B puo essere, a seconda del
metodo considerato, la A, la A~! oppure una matrice (A—al)~!. In questo
modo ad ogni passo viene effettuata sempre la stessa trasformazione sul
vettore corrente x;. Se la matrice B ha particolari proprieta di struttura o
di sparsita questa trasformazione puo essere fatta senza dover memorizzare
tutti gli elementi della matrice nella memoria principale. Questi metodi sono
particolarmente adatti a problemi di grosse dimensioni con matrici sparse,
quando si richiede il calcolo di un numero limitato di autovalori e autovet-
tori. Se la matrice A ha proprieta di struttura, ad esempio € una matrice a
banda, € possibile ridurre il numero delle operazioni richieste ad ogni passo
sfruttando queste proprieta. Un metodo classico, molto semplice, apparte-
nente a questa classe ¢ il metodo delle potenze (paragrafo 10) che approssima
I’autovalore di modulo massimo e il corrispondente autovettore. Opportune
varianti del metodo delle potenze consentono di calcolare anche altri auto-
valori e autovettori della matrice. In particolare la variante delle potenze
inverse di Wielandt (paragrafo 11) & la piu usata per calcolare autovettore
corrispondente ad un autovalore di cui € nota un’approssimazione. Fra i
metodi di questa seconda classe il metodo di Lanczos (paragrafo 13) e il
pit importante per calcolare gli autovalori di matrici reali, simmetriche e
sparse, di grosse dimensioni.

Un metodo iterativo classico che non appartiene alle due classi sopra
descritte & il metodo di Jacobi (paragrafo 9), che con successive trasfor-
mazioni unitarie costruisce una successione di matrici che converge a una
matrice diagonale e consente quindi di calcolare tutti gli autovalori e gli
autovettori contemporaneamente.

5. Riduzione di una matrice hermitiana in forma
tridiagonale: i metodi di Householder, di Givens
e di Lanczos

Una matrice hermitiana puo essere trasformata in una matrice tridia-
gonale hermitiana mediante trasformazioni per similitudine unitarie utiliz-
zando le matrici di Householder o quelle di Givens, oppure con il procedi-
mento di Lanczos.
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a) Metodo di Householder.

Sia A € C™*™ una matrice hermitiana; si considerino le trasformazioni (16),
con m =n— 1, in cui le matrici T} siano matrici elementari di Householder
(hermitiane e unitarie):

Ty = I — frupuy,

costruite in modo che nella matrice T;, A®*) siano nulli tutti gli elementi della
k-esima colonna, con l'indice di riga maggiore di k£ + 1.
Al primo passo, posto

agll) all | } 1 riga
AN = 4 =
a; B | } n—1 righe

si consideri la matrice elementare di Householder P(1) € C(n=1)x(n=1) ¢q]e
che
P(l)al = a€eq,

dove e; ¢ il primo vettore della base canonica di C"~!. La matrice
1 o

T, = ,
o PO

¢ tale che nella matrice

A®D =171 AT =1 AT
sono nulli tutti gli elementi della prima colonna con indice di riga maggiore
di due e dei simmetrici elementi della prima riga.

Al k-esimo passo la sottomatrice principale di testa di ordine k£ + 1 di
A®) rigulta tridiagonale hermitiana e A*) ha la forma

C*) by O } k—1 righe
A® — | pH a,(jg) all | } 1 riga
O ay, B® ] } n—k righe

dove C*) ¢ C¢k=1)x(k=1) & tridiagonale hermitiana e by, € C¥~1 ha nulle le
prime k—2 componenti. Sia P®*) € C(»=F)x(n=k) 13 matrice di Householder
tale che

P(k)ak = aieq,
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dove e; ¢ il primo vettore della base canonica di C™~*. Posto

I o
T, =
0 Pk
risulta
C*) b @)
AT = TP AWT, = TAWT), = | bl ayy) all pth)

O PHFa, Pk gk) p(k)

Poiché il vettore P®)a;, € C™* ha nulle le componenti di indice maggiore o
uguale a due, la sottomatrice principale di testa di ordine k+2 della matrice
AK*+1) & tridiagonale hermitiana. Applicando il procedimento n — 2 volte si
ottiene la matrice B = A1) tridiagonale hermitiana.

Per calcolare P() B() P() non si utilizza esplicitamente la matrice
P*) ma si procede in modo analogo a quanto fatto nella risoluzione dei
sistemi lineari, sfruttando inoltre il fatto che B®*) & una matrice hermitiana.
Poiché

P®BE pE — (1 — Brupufl) B® (I — Bruull)
= Bk — BkB(k)ukuk — Bruguy, 7Bk + Bku (u kHB(k)uk)ukH
= B® — [8,B®uy, — 18 (uf B BWuy)ug]ul?
— wi[Bru! B® — 184 (uf! 8. B®uy)ufl],

ponendo
ry = B B®uy
e
_ 1 H
qr = rp — 1Bk (ry, up)ug,
si ha:

Pk gk p(k) — gk) _ qrull —u,qll.

La trasformazione A®) — A*+1 richiede allora solo 2(n — k)? operazioni
moltiplicative. Il metodo di Householder per tridiagonalizzare una matrice
hermitiana richiede dunque

n—2
22 n—

n®  operazioni moltiplicative.

B
w| N
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Il metodo di Householder per la riduzione di una matrice hermitiana in
forma tridiagonale gode delle stesse proprieta di stabilita del corrispondente
metodo per la risoluzione dei sistemi lineari. E infatti possibile dimostrare
che la matrice B’ effettivamente calcolata ¢ simile ad una matrice ”vicina”
ad A, cioe che esiste una matrice ortogonale () e una matrice E tali che

B'=Q"(A+ E)Q,

con ||El|r < yul|A||F, in cui v = v(n) & una funzione polinomiale di n di
grado basso e u € la precisione di macchina con cui sono stati effettuati i
calcoli [28].

b) Metodo di Givens.

Sia A € C™*™ una matrice hermitiana; si considerino le trasformazioni (16),
in cui le matrici T}, siano matrici di Givens:

-1 _
1
C —g <_ p
1
Ty, = Gpg =
1
s c <~ q
1
L 1
) )
b q

incui c=cos¢pes=1sing, p € RerpeC,con || =1. EG;ql :Gg.
La matrice A*+D) = GEAM@G,, differisce da A solo nella p-esima

e g-esima riga e nella p-esima e g-esima colonna. Infatti, considerando per
semplicitd il caso in cui A®*) & reale e indicando con ar; gli elementi di A)
e con d,; gli elementi di A®+V i ha

Qrp = Qpy = Capr + SQqr, r#pq r=12,...,n,

(rg = Qgr = —SApy + Cagr, T#Dp,q; T=1,2,...,n,

Qpp = c2app + s2aqq + 2csayg,

Ggq = czaqq + sQapp — 2¢50yq,

a2 2

Aqp = lpg = (€ — 5%)apg — cs(app — aqq), (17)

arj = arj, altrimenti.
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La scelta di Gpq puo essere effettuata in modo che per un assegnato
valore di r risulti
Qgr = Grq = 0.

Infatti se aq, = 0, ¢ sufficiente porre G, = I, se invece aq, 7# 0, si possono
ricavare ¢ ed s dalla condizione

Ugr = —SApy + Cagr = 0,

ossia a a
'S ™
P ed s= d

[ _
/2 2 /2 2
apr + aqr apr + aqr

da cui, procedendo come nel paragrafo 16 del capitolo 4, si ottengono le
formule piu stabili:

CcC =

. a 1
se |apr| > |agr|, allora si pone t = aqr, c= e s = te,
pr
. . Qpr 1
altrimenti si pone t = , §S= ——, c=1s.

Qgr V1+e2

Il processo completo di riduzione in forma tridiagonale, richiede m =
(n—1)(n—2)

5 trasformazioni, con la seguente scelta di indici (p, q) ed 7:

(2,3) (2,4) ... (2,n) conr=1
(3,4) ... (3,n) conr =2

(n—1,n) conr=mn-—2.

Ogni trasformazione A®) — A®*+1) richiede 4(n — 1) operazioni moltiplica-
tive, e per ogni r il numero di trasformazioni richieste € n — r. In totale la
riduzione di una matrice hermitiana in forma tridiagonale con il metodo di
Givens richiede

2
4(n —r)? ~
1

n

n®  operazioni moltiplicative.

Lol

%
Il

Dal punto di vista della stabilita numerica, il comportamento del meto-
do di Givens ¢ analogo a quello del metodo di Householder. Il numero delle
operazioni richieste dal metodo di Householder risulta inferiore a quello
richiesto dal metodo di Givens. Pero il metodo di Givens e piu adatto a
sfruttare ’eventuale presenza di elementi nulli nella matrice A e in quelle
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generate durante il metodo, ed & quindi possibile in questi casi che il metodo
di Givens richieda meno operazioni del metodo di Householder.

6.17 Esempio. Si consideri la matrice A € R**4

4 3 2 1
3 4 3 2
A_2343
1 2 3 4

Applicando il metodo di Householder, al primo passo si ottiene

B£1 = 0.03964327

u; = [0, 6.741657, 2, 1]7,
e quindi

4 -3.741657 0 0
-3.741657  8.285713  -1.301424 -2.254283 |
-1.301424  1.070671 0.9112844 |’
0 -2.254283 0.9112844  2.643615

A2 —

al secondo passo si ottiene

B2 = 0.09839517

uy = [0, 0, -3.904409, -2.254283]%,

e quindi
4 -3.741657 0 0
AB) _ -3.741657  8.285713  2.602978 0
a 0 2.602978  3.039586  -0.2253981
0 0 -0.2253981  0.6746988

Applicando il metodo di Givens, al primo passo siponer =1, p=2, ¢ =3
e si ottiene ¢ = 0.8320504, s = 0.5547003 e quindi

4 3.605551 0 1

3.605551 6.769231 1.153846 3.328201 |
0 1.153846 1.230768 1.386751 |’
1 3.328201 1.386751 4

A2 —
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al secondo passo si poner =1, p =2, ¢ = 4 e si ottiene ¢ = 0.9636238, s =
0.2672612 e quindi

4 3.741654 0 0
AB) 3.741654 8.285707 1.482497 2.139555 |
- 0 1.482497 1.230768 1.027927 |’

0 2.139555 1.027927 2.483513

al terzo passo si pone r = 2, p =3, ¢ = 4 e si ottiene ¢ = 0.5695390, s =
0.8219641 e quindi

4 3.741654 0 0
A4 _ 3.741654 8.285707  2.602977 0

0 2.602977  3.039581  0.2254009

0 0 0.2254009 0.6746972

Si noti che la matrice A, non tenendo conto degli errori di arrotonda-
mento, ¢ uguale a quella ottenuta con il metodo di Householder, a meno di
una matrice di fase reale, cioe, detta H®) la matrice ottenuta con il metodo
di Householder, &

H® =D 1AWD,

dove D ¢ una matrice diagonale con elementi principali ugualia 1l oa-1. =

c) Metodo di Lanczos.

Sia A € C™*™ una matrice hermitiana e ) € C™*" una matrice unitaria le

cui colonne sono qi,qs,...,qs, tali che
ar B
QiAQ=T=|" 2 , (18)
T T 571—1
ﬂn—l Oy

dove a; e Rperi =1,...;,n,e 3, e R, 3 >0peri=1,....n—1. 1l
metodo di Lanczos permette di generare, a partire dalla prima colonna q
di @, attraverso un processo di ortogonalizzazione, le rimanenti colonne di
Q e gli elementi di T'. Infatti scrivendo la (18) come

AQ = QT,

e confrontando le i-esime colonne, per ¢ = 1,2,...,n, a primo e a secondo
membro si ottengono le relazioni

Aq; = a1q;1 + £192,
Aq; = fi—19i—1 + o + BiQiv1, t=2,...,n—1, (19)
Aqn = ﬁnflchlfl + anqp,
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Sfruttando il fatto che i vettori q; sono ortonormali, se 3; # 0, per i =

1,...,n— 1, si ottengono le relazioni
A—a1l)q
oy = Q{{Aﬁh, qz = (ﬁ—l)l, B1= (A —arl)ail2
1

A—a;l)q; — Bi—19i-
a; =qi' Adi, Qi1 = ( ) 5, = (20)

Bi: ||(A—aiI)Qi—5z'—1(lz‘—1HZ, i:27"'an_17

Qp = quqna

che permettono di calcolare gli elementi di T" e le colonne di @ se tuttii 5;
sono non nulli. Se uno dei B; fosse nullo, il procedimento puod proseguire
solo conoscendo il vettore q;4.

Il procedimento di Lanczos comunque si puo applicare a partire da un
qualunque vettore u € C™, tale che ||ulls = 1, scegliendo, se uno dei 5;
risultasse nullo, come q;4+1 un qualsiasi vettore ortonormale ai vettori q;
gia calcolati. Il procedimento puo quindi essere portato a termine in ogni
caso. I vettori q; cosi calcolati sono ortonormali. Vale infatti il seguente
teorema.

6.18 Teorema. Sia u € C", tale che ||u|ls = 1. Scelto q; = u, i vet-
tori q1 e q;, i = 2,...,n, calcolati con la (20) (se B; = 0 si sceglie come
qi+1 un qualunque vettore ortogonale a q, . ..,q;, con ||q;+1||2 = 1), sono
ortonormali. La matrice () avente per colonne i vettori qi,...,qn, € gli a;,
i=1,...,n,eip;,i=1,...,n—1, verificano la (18). Inoltre se i (3; sono
tutti non nulli, la matrice () cosi ottenuta € I'unica matrice per cui vale la
(18) e tale che Qe; = u.

Dim. I vettori qy, ..., q, verificano la relazione ||q;||2 = 1 per costruzione.
Per dimostrarne 'ortogonalita si procede per induzione. Si suppone che i
vettori qi,...,qg siano ortogonali e si dimostra che qx4+1 ¢ ortogonale a
di,...,9%. Per k = 2, i vettori q; e 2 sono ortogonali per costruzione.
Se fBr = 0 lortogonalita e verificata per costruzione. Altrimenti basta di-
mostrare che q41 ¢ ortogonale a q;, j =1,...,k — 2, perché qz41 ¢ orto-
gonale a qi e qx—1 per le (20) e per 'ipotesi induttiva. Si ha dalla (19) per
j=1,...,k—2,

Brari1q; = ap Aq; — Byk—1q;.1q; — arar ;.

e per l'ipotesi induttiva

Braii19; = ai Aq;.
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Poiche per la (19) ¢

Aq; = Bj—1qj-1 + a;q; + Bid41,

si ha
quACIj = Bj—lquqj—l + OéjCIkHCIj + 53‘qu%’+1;
e per l'ipotesi induttiva
Brai 195 =0,

da cui, poiché By # 0, segue che ququ = 0. Per dimostrare che vale la
(18) ¢ sufficiente verificare che valgono le (19). Le prime n — 1 relazioni in
(19) sono verificate per costruzione dai vettori q;. L’ultima delle relazioni
(19) ¢ verificata perché il vettore

vV = Aqn - 6n—1CIn—1 — npQn

risulta nullo essendo ortogonale a qi,...,q,. Infatti q’v = 0 per la
definizione di o, e per j=1,...,n—1¢ qfv = 0, poiché

a)'v =q} (Adn — Br-19n-1 — nGn) = a4} Ady — fn-14) An—1

= (Bj—19j-1 + a;q; + B;q11) " dn — Br1a) Gn1
= 53“1?4.1(171 - ﬂn—quqn—l

e quest’ultima relazione € nulla anche per j =n — 1.
L’unicita della decomposizione (18) nel caso in cui 5; # 0 per i =
1,...,n — 1, segue dal fatto che la (18) e le (20) sono equivalenti se 3; > 0.

In pratica se si genera solo la matrice T e non la matrice @), il pro-
cedimento di Lanczos puo essere implementato utilizzando solamente due
vettori. Se il numero delle operazioni moltiplicative richieste dal prodotto
della matrice A per un vettore & dato da hn (se A & una matrice piena &
h = n, mentre se A ¢ sparsa ¢ h << n), il costo computazionale ad ogni
passo ¢ dato da (5 + h)n operazioni moltiplicative. Se A non & sparsa, il
costo computazionale totale di questo metodo & dell’ordine di n® operazioni
moltiplicative (quindi superiore a quello dei metodi di Householder e di
Givens), se A & una matrice a banda, con 2p 4+ 1 diagonali, allora il costo
totale & di (2p + 6)n? operazioni moltiplicative. Quindi tale metodo sembra
essere molto indicato per matrici sparse e di dimensioni molto grandi.

Il metodo di tridiagonalizzazione di Lanczos presenta grossi problemi di
stabilita numerica: infatti se uno dei g; € piccolo, nel calcolo di q;41 si pos-
sono presentare elevati errori di cancellazione, con una conseguente perdita



342 Capitolo 6. Metodi per il calcolo di autovalori e autovettori

di ortogonalita dei vettori calcolati successivamente. Anche per questo mo-
tivo il metodo di Lanczos non € competitivo con i metodi di Givens e di
Householder e non viene abitualmente usato per tridiagonalizzare matrici
di dimensioni tali da poter essere contenute nella memoria del calcolatore.
Il metodo di Lanczos risulta pero particolarmente utile per il calcolo degli
autovalori estremi dello spettro di matrici (si veda il paragrafo 13).

6.19 Esempio. Si applica il metodo di Lanczos alla matrice A € R**4

— N O
N W bk W
W = W N
IENEGUR Nl

gia vista nell’esempio 6.17, assumendo come vettore iniziale il vettore q; =
er. Si ha
0
0.8017837
ar =4, q2= 0.5345225 | ° b1 = 3.741658,

0.2672612

0
-0.4987068
0.3520293 |’
0.7920648

ap = 8.285710, qz = By = 2.602981,

0.1041032 10~
0.3293015
-0.7683433 ’
0.5488251

oy = 0.6746987.

as = 3.039589, qq = 85 = 0.2253997,

La matrice tridiagonale cosi ottenuta risulta quindi

4 3.741658 0 0
T_ 3.741658 8.285710  2.602981 0

0 2.602981 3.039589  0.2253997

0 0 0.2253997 0.6746987

1
Se si sceglie q; = B (1,1, 1, 1]7, si ottiene

1
alzlla q2:§[_17171a_1]T7 /81:]-7 Oé2:1, 62:
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A questo punto, per poter proseguire occorre scegliere un vettore qs ortonor-

1
male a q; e qz2. Scegliendo q3 = 3 1,1, -1, —1]7 si ha

1
ag = 3, q4:§[17_1717_1]Ta 63:17 ay = 1.

Si € quindi ottenuta la seguente tridiagonalizzazione

A=QTQ",
dove
1 -1 1 1 11 1 0 0
1011 1 -1 1 100
Q=511 1 14 10" T=|0 0 3 1 "
1 -1 -1 -1 0 0 1 1

6. Calcolo degli autovalori delle matrici tridiagonali
hermitiane con la successione di Sturm

Per calcolare gli autovalori di una matrice tridiagonale hermitiana con-
viene utilizzare metodi iterativi che facciano ricorso al polinomio caratteri-
stico solo se il numero degli autovalori che si vogliono determinare € piccolo
rispetto alle dimensioni della matrice. Sia B, € C"*" la matrice tridiago-
nale hermitiana definita da

[ 52 i

52 a2

Bn

L 6n Op

e sia P,(\) = det(B,, — AI) il suo polinomio caratteristico. Se la matrice
B,, ¢ riducibile, cioe se esiste almeno un indice j,2 < j < n, tale che 3; =0,
allora il problema del calcolo degli autovalori di B,, € ricondotto al calcolo
degli autovalori di due matrici di ordine inferiore. Infatti si ha

Oy 0
B, = ,
@ Dy_j
in cui Cj_l S C(j_l)x(j_l),Dn_j_H € C(n_j+1)><(n_j+1) e quindi

det(Bn — )\I) = det(Cj_l — )\Ij—l) det(Dn_j+1 — )\In—j—‘rl)-
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Se le matrici Cj_; e D, _;41 sono a loro volta riducibili, si procede in modo
analogo.

Si consideri percio il caso che B,, sia irriducibile cioe che 8; # 0 per
j=2,3,...,n. Calcolando det(B,, — AI) con la regola di Laplace rispetto
all’ultima riga, si ottengono le relazioni

— A,
( )= Bil2Pi_a(N), i =2,3,...,n,

v
=
—
’D
?_’/
._.

(21)

—
>
N
/\
E:

con cui & possibile calcolare il valore che il polinomio P,(\) assume in
un punto con 2(n — 1) moltiplicazioni (supponendo di aver gia calcolato

1Bil?, i =2,3,...,n).
6.20 Esempio. Si consideri la matrice Bg € R%%% i cui elementi sono dati

da: o
2 seti=17,
bij:{l se |i —j| =1,

0 altrimenti.
Dalla (21) si ha

(22)

da cui

Py(\) = A2 —4X+3

P3(\) = =A% + 6% — 10\ + 4
Py(A) = At —8\3 + 2102 — 20\ +5
P5(A)
Ps(A)

A) = =)\ + 100" — 3603 + 5602 — 350+ 6
=0 —12)\% 4+ 55\ — 12003 + 126)\2 — 56\ + 7.

Per calcolare il valore di Ps(\) in un punto sono richieste 5 moltiplicazioni
e 6 addizioni sia con la relazione ricorrente (22) che con la regola di Ruffini-
Horner che richiede pero un lavoro preliminare per il calcolo dei coefficienti
di Ps(A). Un aspetto particolarmente importante ¢ che con la relazione
ricorrente (22) si ottengono anche i valori P;(\), i = 1,...,5, in un punto,
che consentono di utilizzare un metodo semplice per calcolare gli zeri di
Ps(X) (si veda il teorema 6.22).

La relazione ricorrente (22) e la regola di Ruffini-Horner possono gene-
rare errori algoritmici diversi per valori di A vicini agli zeri di Pg(\). Ad
esempio, per A = 3.8 (uno zero di Ps(\) ¢ 3.801973) si ottengono per Fs(3.8)
i valori
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-0.3596973 con le (22) (sono esatte 4 cifre significative)

-0.3388882 con la regola di Ruffini (& esatta una sola cifra significativa). =

Gli autovalori di B,, vengono quindi calcolati risolvendo 1’equazione
caratteristica
P,(\) =0, (23)

con un metodo iterativo. Se si utilizza il metodo di Newton, il calcolo di
P/ (X\) puo essere fatto con le seguenti relazioni ricorrenti, ottenute derivando
rispetto a A entrambi i membri delle (21):

Py(A) =0, P(A)=-1,
P’L/(A) = (ai - )‘)PZI—I(A) - Plfl()‘) - |5i|2Pi/—2()‘)7 1= 2737 sy

Quindi il rapporto P, (A)/P)()), che interviene ad ogni passo del metodo di
Newton, puo essere calcolato con 4(n — 1) moltiplicazioni e una divisione.
Nel caso in cui si debba calcolare piu di un autovalore, possono essere an-
che utilizzate delle tecniche di deflazione, quale la variante di Maehly della
deflazione implicita (si veda [26]).

Per separare le radici di (23) conviene sfruttare le proprieta delle suc-
cessioni di Sturm. Infatti nel seguente teorema si dimostra che i polinomi
P;(X\) formano una successione di Sturm.

6.21 Teorema. Se 3; # 0, per i = 2,3,...,n, la successione dei polinomi
P;(\), i=0,1,...,n, verifica le seguenti proprieta:
1) Py(A) non cambia segno;
2) se P;(A\) =0, allora P;_1(A\)P;41(A\) <0, peri=1,2,...,n—1;
3) se P,(\) =0, allora P} (\)P,—1(\) <0 (e quindi P, ()\) ha tutti zeri di
molteplicita 1).

Una successione di polinomi che verifica le proprieta 1), 2) e 3) é detta
successione di Sturm.

Dim. La 1) & ovvia. Per la 2), si osservi che da (21) si ha P;,_1(\)P;11(\)
< 0. Ma se fosse P;_1(A)Pi+1(A) =0 e P;(\) = 0, allora sarebbe P;_1(\) =
P;11(N\) = 0, da cui, per ricorrenza, seguirebbe Py(A) = 0, che ¢ assurdo.
Da cio segue anche che gli zeri )\gn), j=1,2,...,n,di P,()\) sono distinti
dagli zeri A"V, j = 1,2,...,n — 1, di P,_1()) e quindi, per il teorema

6.10, gli zeri Aén_l) separano strettamente gli zeri )\g.n), cioe

D S VE NS - RN §
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Da questo fatto, tenendo presente che il coefficiente di A\* in P;(\) & (—1),

e quindi )\lim P;(\) = +o00, segue la 3) (si veda la figura 6.1 per il caso
——00

n=4). .

R(A) | R(X)

P;(A)
Fig. 6.1 - Grafico dei polinomi Py(\), P5(A) e Py(N).

Si consideri, in un punto \*, la successione Py(A\*), P1(A*),..., Py(\")
(se fosse P;(A\*) = 0 per un indice ¢ > 1, si attribuisca a tale valore il segno
di P,_1(\*)) e si indichi con w(A*) il numero di cambiamenti di segno di
tale successione. Vale il seguente teorema.

6.22 Teorema. Se {P;(\)},i = 0,1,...,n, ¢ una successione di Sturm,
il numero w(b) — w(a) é uguale al numero di zeri di P,(\) appartenenti
all’intervallo [a,b).

Dim. Si faccia variare A\ con continuitd da a verso b. Si puo avere una
variazione nel numero w(A) solo quando A incontra uno zero di uno dei
polinomi P;(\). Si consideri percio un \* tale che P;(A*) = 0 per un indice
i. Per la proprieta 1) del teorema 6.21 deve essere i # 0. Si distinguono
allora i due casi:

a) i # n. In questo caso, per la proprieta 2) del teorema 6.21 si ha
Pi—l(A*)Pi—l—l()\*) < 0.

Esiste percio un numero h tale che nellintervallo [A\* — h,A\* + h] ¢

ancora
Pi—l()\)Pi+1()\) <0

P;(A) # 0,

eccetto che nel punto A\*. Poiché per ogni A € [\* — h,\* + h] i due
polinomi P;_1(A) e Pi+1(X) hanno segno discorde, P;()\) deve avere in
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questo intervallo segno concorde con uno dei due e discorde con I’altro.
Quindi nella sequenza P;_1(A), P;(\), Piy1(A) vi & una sola variazione
di segno in tutto l'intervallo [A* — h, A* + h], cioe il fatto che P;()\) si
annulli in A* non comporta variazioni del numero w(A).

b) i = n. In questo caso, poiché per la proprieta 3) del teorema 6.21 il
polinomio P, () ha radici semplici, la sua derivata P/ (\) non si annulla
in \* ed esiste un numero h tale che nell'intervallo [\* —h, \*+h] P/ ()\)
ha lo stesso segno che P, (\) ha in \* 4+ h e segno opposto a quello che
P,(X\) hain \* —h. Se h & tale che nell'intervallo [\* — h, \* 4+ h] anche
P,_1(\) non si annulla, poiché per la proprieta 3) del teorema 6.21
P,,—1(\) ha segno opposto a quello di P/ (X\) per A € [\* —h, \* +h], la
sequenza P,_1(A\* + h), P,(\* + h) presenta una variazione di segno,
mentre la sequenza P,_1(A* — h), P,(A* — h) non presenta alcuna
variazione di segno.

Se ne conclude che il numero di variazioni di segno in tutta la sequenza
Py(N), Pi(N), ..., Py(\) puo cambiare solo nei punti in cui si annulla P, (),
ed esattamente aumenta di 1 ogni volta che si annulla P, ()).
Nella tesi del teorema l'intervallo [a, b) & aperto a destra perché se fosse
P, (b) = 0, poiché a P, (b) viene assegnato lo stesso segno assunto in b da
P,_1(\), che & diverso da zero in un intorno sinistro di b, w(\) non cambia
in tale intorno. Percio la radice b non altera il numero di variazioni di segno.
n

Poiché
lim P;(\) =400, peri=12...,n,
A——o00

esiste © € R tale che per ogni A\ < p & w(\) = 0. Quindi per ogni A\*
il numero di cambiamenti di segno w(A*), per il teorema 6.22, fornisce il
numero di autovalori di B,, minori di A*.

Sul teorema 6.22 & basato il seguente procedimento per calcolare il
k-esimo autovalore A\; di una matrice B, tridiagonale, hermitiana e ir-
riducibile, i cui autovalori sono Ay > Ao > ... > A > ... > A\

1) sia [ag,bo) tale che A\, € [ag, bo),

2) perj=0,1,..., Siaf:%(aj—l—bj),
Sew(é-)zn—k+1, alloraaj+1:ajebj+1:§,
sew(§) <n—k+1,allora aj; 1 =€ ebjy =b;.

Questo procedimento, basato sul principio della bisezione, fornisce una suc-
cessione di intervalli [a;, b;) di ampiezza 277 (by — ag) che contengono Ay ed
e utile per separare gli autovalori di B,,, cioe per determinare intervalli che
contengono un solo autovalore della matrice. Per 'effettiva approssimazione
di un autovalore conviene in generale usare il metodo di Newton.
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6.23 Esempio. Nel caso della successione di Sturm ottenuta nell’esempio
6.20 si ha

A Po(A) Pi(N) Po(A) P3(A) Pa(h) Ps(N) Ps(A) |w()) |
0 1 2 3 4 ) 6 7 0
1 1 1 0 -1 -1 0 1 2
2 1 0 -1 0 1 0 -1 3
3 1 -1 0 1 -1 0 1 4
4 1 -2 3 -4 ) -6 7 6

Dall’ultima colonna risulta che tutti gli autovalori sono positivi, che ve ne
sono due nell'intervallo (0,1), uno nell'intervallo (1,2), uno nell’intervallo
(2,3), due nell'intervallo (3,4). Poiché inoltre w(0.5) = 1 e w(3.5) = 5,
risulta

D<A <05 <A <1 <A <2< A3 <3I<A<35< A <4

Se si vuole ridurre I'intervallo di separazione di A4, si puo applicare ’algo-
ritmo di bisezione all’intervallo [1,2], ottenendo per £ e w(&) successivamente
i valori

§

1.5

1.75
1.625
1.5625
1.53125
1.546875
1.554688
1.558594

S
WY N W W W N
SN—

da cui si ha che
1.554688 < A4 < 1.558594.

Per approssimare A; si puo applicare il metodo di Newton. Scegliendo come
approssimazione iniziale il punto xy = 4, si ottiene la successione

~.

|

3.875000
3.816162
3.802620
3.801939
3.801973
3.801973

SO W N =




Capitolo 6. Metodi per il calcolo di autovalori e autovettori 349

7. Riduzione di una matrice in forma di Hessenberg
superiore

Se applicati ad una matrice A non hermitiana, i metodi di Householder
e di Givens, forniscono una matrice B = T~'AT in forma di Hessenberg
superiore. Il costo computazionale & in questo caso di 5n%/3 operazioni
moltiplicative per il metodo di Householder e di 10n3/3 operazioni molti-
plicative per il metodo di Givens.

6.24 Esempio. Si consideri la matrice A € R**4

— o=
— o= W
— s W N
W N

Applicando il metodo di Householder, al primo passo si ottiene
£1 =0.2113248

u; = [0, 2.732051, 1, 1]7,

e quindi
4 -3.464098 -0.3660240 -1.366024
4@ _ -1.732050  7.666641  -0.5446615 -1.122009 |
B 0 0.08931351  1.877991  1.032692 |’
0 1.244013  -0.6993599 2.455341

al secondo passo si ottiene
B2 = 0.5999027

uy = [0, 0, 1.336528, 1.244013]7,

e quindi
4 -3.464098  1.388726  0.2672625
AB) -1.732050 7.666641 1.158131  0.4629154
o 0 -1.247213  2.476189  -0.7423077 |’
0 0 0.9897442  1.857142

che ¢ in forma di Hessenberg superiore. Applicando invece il metodo di
Givens, al primo passo si pone r =1, j =2, p = 3 e si ottiene

c=s5=0.7071069
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e quindi
4 3.535534 -0.7071069 1
4@ _ 1.414213 6 1 3.535534 |
- 0 -1 1 0.7071069 | ’
1 1.414213 0 4

al secondo passo si pone r =1, 7 =2, p =4 e si ottiene

c = 0.8164967, s = 0.5773506

e quindi
4 3.464101  -0.7071069 -1.224745
4B 1.732049  7.666669  0.8164975 0.9428082 |
0 -0.4082471 2 1.154700 |~
0 -1.178512  -0.5773511  2.333335

al terzo passo si pone r =2, j =3, p =4 e si ottiene

c = 0.3273256, s =0.9449114

e quindi
4 3.464101 -1.388729 0.2672636
A@ _ 1.732049 7.666669 1.158131 -0.4629126
- 0 -1.247218  2.476188  0.7423077 |’
0 0 0.9897417  1.857139

che risulta, non tenendo conto degli errori di arrotondamento, uguale, a
meno di una matrice di fase reale, a quella ottenuta con il metodo di House-
holder. .

Per ridurre una matrice in forma di Hessenberg superiore attraverso
trasformazioni per similitudine, si possono anche utilizzare le matrici ele-
mentari di Gauss. Per questioni di stabilita, analoghe a quelle gia viste per
il caso dei sistemi lineari, & necessario applicare il metodo con la tecnica del
massimo pivot.

Al primo passo, posto

agll) b | } 1 riga
A — g =
a; B | } n—1 righe,
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se a; = 0, si pone A® = AM e Ty = I, altrimenti sia II; € R(—Dx(—1)
una matrice di permutazione tale che il vettore aj = Il;a; abbia come
prima componente una componente di a; di modulo massimo, e si consideri
la matrice elementare di Gauss M; € C(»=D*(n=1) tale che il vettore

Mya) = af
abbia nulle tutte le componenti, esclusa la prima. Allora nella matrice

1 o’ 1 of
A®D =1 AV T =
0 M| |0 I

sono nulli tutti gli elementi della prima colonna con indice di riga maggiore
di due.
Al E-esimo passo, si supponga che A¥) abbia la struttura seguente

c®) by, D®q } k—1 righe
AR = | al(flz) dZ |} 1 riga
O ay B®) ]} n—k righe,

dove CF) ¢ k=Dx(k=1) & in forma di Hessenberg superiore e ¢, € CF~1
ha tutte le componenti nulle eccetto al piu I'ultima. Se a = 0, si pone
AR+ — A() o T3 = I, altrimenti sia IT, € RM™¥)*®=k) yna matrice
di permutazione tale che il vettore aj, = IIjaj abbia come prima compo-
nente una componente di a; di modulo massimo, e si consideri la matrice
elementare di Gauss M}, € C("=F)x(n=k) tale che il vettore

Mya) = aj,
abbia nulle tutte le componenti, esclusa la prima. Allora la matrice

Iy, @ Iy O
A(k+1) _ TkA(k)Tk_l, T, =
O My, @) 11

ha la struttura

Ck+1) brt1 D+ 1 k righe
k41 :
AL = CkH+1 al(c+1,l)€—|—1 dkH+1 } 1 riga

O agy1 Bkt 1 Y n—k —1 righe.
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Al termine del procedimento A=Y & in forma di Hessenberg superiore.
Per moltiplicare la matrice Mj, per IT, B®*) sono richieste (n — k)? ope-
razioni moltiplicative, per moltiplicare la matrice MkaB(k’)Hg per M, !
sono richieste ancora (n — k)? operazioni moltiplicative e per moltiplicare la
matrice D("’)HkT per M, ! sono richieste k(n — k) operazioni moltiplicative.
Per trasformare la matrice A®*) nella matrice A%+1) sono quindi richieste
(n—k)(2n—k) operazioni moltiplicative. Percid per trasformare una matrice
in forma di Hessenberg superiore, sono richieste 5n3 /6 operazioni moltiplica-
tive. Quindi il costo computazionale di questo metodo e inferiore a quello
dei metodi di Householder e di Givens. Pero con questo metodo possono
presentarsi problemi di instabilita numerica, in particolare quando gli ele-
menti delle matrici A*) hanno modulo molto elevato rispetto agli elementi
di A, come accade nel caso dei sistemi lineari. Puo accadere infatti che il
massimo dei moduli degli elementi di A®) sia una funzione esponenziale di
k. Se cio accade, conviene utilizzare metodi di riduzione che fanno uso di
matrici ortogonali (Householder e Givens) e che risultano piu stabili.

6.25 Esempio. Facendo uso delle matrici elementari di Gauss, la matrice

A=

— = =N

3
4
1
1

ok W

1
2
3
4

dell’esempio 6.24 ¢ trasformata successivamente nelle matrici

4 6 2 1
@ _ |1 9 3 2
AT = 0 -1 1 1
0 -3 -2 2
~ 5 -
4 6 = 2
3
1 9 3 3
3) =
! 0 -3 1 2
3
8 5
0o 0 - =
L 9 3 .
La matrice A®) ¢ in forma di Hessenberg superiore e differisce naturalmente
dalle due matrici ottenute con i metodi di Householder e di Givens. "

Anche per le matrici in forma di Hessenberg superiore ¢ possibile cal-
colare il valore assunto in un punto dal polinomio caratteristico senza de-
terminarne effettivamente i coefficienti, con il seguente metodo di Hyman.
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Sia A € C™*™ in forma di Hessenberg superiore e irriducibile. Fissato
un punto A, si determinano un vettore x con 'ultima componente z,, =1 e
uno scalare ~y, dipendenti da A, tali che

(A—A)x = vey, (24)

nel modo seguente: si ricava x,,_1 dall’ultima equazione e procedendo me-
diante sostituzioni all’indietro, si ricava infine x; dalla seconda equazione e
~ dalla prima equazione. Il costo computazionale di questo procedimento ¢
di n?/2 operazioni moltiplicative. Poiché per la regola di Cramer risulta

(-1

Ty = m Y@210432 - .. Gp,n—1,

essendo z,, = 1, si ha
P()\) = det(A - )\I) = (—1)”+17a21a32 -eUpn—1- (25)

E possibile, in modo analogo, calcolare anche la derivata prima

P'(\) = i—A det(A — AI).

Derivando entrambi i membri della (24) si ha
(A= X)X —x =7+eq,

da cui, attraverso il processo di sostituzione all’indietro, € possibile ricavare
x' e 7' dopo avere calcolato x dal sistema (24). Dalla (25) si ha poi:

Pl(>\) = (—1)"+1’y'a21a32 “e an,n—l'

8. Metodo QR per il calcolo degli autovalori

Il metodo QR ¢ il metodo piu usato per calcolare tutti gli autovalori
di una matrice, in quanto e il piu efficiente e puo essere applicato anche a
matrici non hermitiane. Il metodo € assai complicato, sia come descrizione
che come implementazione, anche se il principio su cui si basa € semplice. Il
metodo richiede tutta una serie di accorgimenti, senza i quali non potrebbe
essere efficiente: riduzione preliminare della matrice in forma tridiagonale o
di Hessenberg superiore, per ridurre il costo computazionale ad ogni itera-
zione; utilizzazione di una tecnica di traslazione per aumentare la velocita
di convergenza; riduzione dell’ordine della matrice quando un autovalore e
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stato approssimato con sufficiente precisione, per calcolare un altro auto-
valore.

Il metodo QR, che e stato descritto da Francis nel 1961, utilizza la fat-
torizzazione QR di una matrice; esso deriva da un precedente metodo, detto
metodo LR, proposto da Rutishauser nel 1958, che utilizza la fattorizzazione
LU di una matrice.

La descrizione del metodo si articola nei seguenti punti:

a) algoritmo di base,

b) teorema di convergenza,

¢) costo computazionale e stabilita,

d) convergenza in ipotesi piu deboli,

e) condizioni di arresto e riduzione dell’ordine della matrice,

f) tecnica di traslazione,

g) calcolo degli autovettori.

a) Algoritmo di base

Nel metodo QR viene generata una successione { Ay} di matrici nel modo
seguente: posto

A=A,
per k =1,2,..., si calcola una fattorizzazione QR di A
A = Qr Ry, (26)

dove @y ¢ unitaria e Ry e triangolare superiore, e si definisce la matrice
A1 per mezzo della relazione

Agt1 = RpQ. (27)
Da (26) e (27) risulta che
A1 = QF AxQx, (28)

e quindi le matrici della successione { Ay} sono tutte simili fra di loro. Sotto
opportune ipotesi la successione converge ad una matrice triangolare su-
periore (diagonale se A & hermitiana) che ha come elementi diagonali gli
autovalori di A.

6.26 Esempio. Il metodo QR viene applicato alla matrice
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dell’esempio 6.17. Si ottiene

9.733320 2.834947  0.8783645 -0.2318690
2.834947 3.783903 1.539931  -0.6027983

A2 = 0.8783645  1.539931 1.515015  -0.5091640 | ’
-0.2318690 -0.6027983 -0.5091640 0.9677416
10.95491 1.039794  0.8115560 10~ 0.1726981 10~*
As = 1.039794 3.494645 0.3880183 0.1244645
0.8115560 10~ 0.3880183 0.8236489 0.1754468 ’
0.1726981 10~ 0.1244645 0.1754468 0.7267331

Gli elementi non principali formano successioni decrescenti in modulo, e dopo
9 iterazioni la matrice A1g ¢ data da

11.09831 0.2762247 10~3  0.1729076 10~8  -0.2617231 10~1©
0.2762247 1073 3.414135 0.3305371 10~*  -0.7052673 106
0.1729076 10~8  0.3305372 10~* 0.9003896 -0.1320110 101

-0.2617231 10719 -0.7052673 10~ -0.1320110 10~* 0.5863345

L’elemento non principale di massimo modulo ¢ dell’ordine di 10~2. Ripe-
tendo il procedimento fino a quando il massimo modulo degli elementi non
principali ¢ minore di 1074, gli elementi sulla diagonale principale alla 21-
esima iterazione sono

11.09720 3.414135 0.9008932 0.5857800,

che si assumono come approssimazioni degli autovalori di A. "

b) Teorema di convergenza

Il seguente teorema di convergenza viene dato con ipotesi piuttosto restrit-
tive, allo scopo di renderne pitu semplice la dimostrazione. La convergenza
del metodo si puo dimostrare anche con ipotesi assai piu deboli, che ver-
ranno esaminate in seguito.

6.27 Teorema. Sia A € C™*™ tale che i suoi autovalori \;, 1 =1,2,...,n,
abbiano moduli tutti distinti, cioé

A1l > A2 > ... > |\, > 0. (29)
Indicata con X la matrice degli autovettori di A, tale che

A=XDX Y (30)
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in cui D é la matrice diagonale il cui i-esimo elemento principale & \;,
si supponga che la matrice X' ammetta la fattorizzazione LU. Allora
esistono delle matrici di fase Sy, tali che

lim SFRySy_1 = lim SF  ApSp1 =T, (31)
k—o0 k—o00

lim S QuS, =1,
k— o0

dove T é triangolare superiore con gli elementi principali uguali a A1, Az, . . .,
An. Quindi gli elementi principali di Ay, tendono agli autovalori di A. Se A
é una matrice hermitiana, allora T é diagonale.

Dim. Il teorema viene dimostrato confrontando due fattorizzazioni QR
della matrice A* ottenute in due modi diversi. Una prima fattorizzazione &
data dalla seguente relazione

AF = H U, (32)

dove

Hy =Q1Q2 ... Qx
€ una matrice unitaria e

Up = Ry Ri—1 ... Ry
& una matrice triangolare superiore. Per dimostrare la (32) si procede per
induzione: per k = 1 risulta A = A; = H{U;. Per k > 1, supposta valida
la (32), da (26) e (27) si ottiene

QrAr+1 = ArQk,
da cui
Q1. Qr1QrArt1 =Q1... Q1 AkQr = ... = AQ1 ... Qr1Qr  (33)
e quindi

Hi U1 = Q1 QrQri1 Rip1 Ry ... By
=Q1... Qo1 QrAr 1 Rk Ry—1 ... Ry
= AQ1...Qr1QrRrRi—1... Ry = AH U, = AF1,

cioe AM = Hy 1 Upys.
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Una seconda fattorizzazione QR della matrice A* viene ottenuta dalla
relazione (30). Sia X ! = LU la fattorizzazione LU di X ~!. Allora

AF = XD*X~' = XD*LU = XD*LD*DFU.

Poiché gli elementi della matrice D* LD~* sono dati da

Ai\F

lij(—) per i > j, (34)
Aj

1 per ¢ = 7,

0 per ¢ < 7,

e |\i] < |A;| per i > j, si puo porre
DYLD™F =T+ Ey,

dove
lim E, =0,
k— oo

e quindi e
A* = X(I + Ey,)D*U.

Indicata con
X =QR

una fattorizzazione QR della matrice X, si ha
A¥ = QR(I + E,)D*U = Q(I + RE,R™')RD"U,

e indicata con
I+ RE,R™ = P T, (35)

una fattorizzazione QR della matrice I + RE,LR™1, si ha
A* = (QP,) (TRD*U). (36)

La (36) da una seconda fattorizzazione QR di A*: infatti QP & unitaria e
T, RD*U ¢ triangolare superiore.

Poiché la fattorizzazione QR di una matrice ¢ unica a meno di una
matrice di fase, confrontando le due fattorizzazioni di A* ottenute, cioe la
(32) e la (36) segue che esiste una matrice di fase S tale che

Hy = QP.SE e U, = S TxRD"U.
Risulta

Qr = (Hy1) 'Hy, = S, 1 PL,QPQP.SH = 5, PE | P, SH,
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da cui R R
S, QrSk = P Py,

Ry = Up(Up_1) "' = S, T, RD*UU D FH1R-1T L SH |
= S T,RDR™T, 1 SH |,
e quindi R R
SPRkSy—1 =Ty RDR™'T; .
Poiché klim Ej =0, per la (35) risulta
—00
lim (I + RELR™') = lim PyTy = I,
k—o0 k—o0
e quindi (si veda I’esercizio 6.30) esiste una matrice di fase Sy, tale che

lim PpSy = lim SHT, =1.
k—o0 k—o0

Allora posto Sy, = gkgk, e
lim S ,Q.S, = lim PL P, =1,
k—o00 k— o0

lim S RyS,_1 = lim T,RDR'T; ', = RDR™,
k—oco k—oco

lim S ApSp_1 = lim S QrRrSk_1 = lim S¥ | QrSkSH RySk_1
k—o0 k— o0 k—o0

= lim S7RySy_1 = RDR™*.
k—o0

La matrice T = RDR~! ¢ triangolare superiore e quindi per gli elementi
diagonali di Ay vale
: (k) _ y
klgrolo a;; = Aj.
Se A & hermitiana, dalla (28) segue che le matrici Ay, e quindi le matrici
S,f_lAkSk_l, sono hermitiane. Dalla (31) segue allora che T' ¢ hermitiana
e quindi diagonale. .

c¢) Costo computazionale e stabilita

Il metodo QR applicato a una matrice di ordine n ha ad ogni passo un
costo computazionale dell’ordine di n® operazioni moltiplicative (per calco-
lare la fattorizzazione Ap = Qx Ry e per moltiplicare la matrice triangolare
Ry, per le matrici elementari della fattorizzazione). Per abbassare il costo
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computazionale globale conviene prima trasformare la matrice A in forma di
Hessenberg superiore. Questa trasformazione viene eseguita una sola volta
perché il metodo QR, applicato a matrici in forma di Hessenberg superiore
produce matrici Ay in forma di Hessenberg superiore. Infatti se Ag ¢ in
forma di Hessenberg superiore, la matrice Q) € data dal prodotto din — 1
matrici elementari di Householder (o di Givens) che sono in forma di Hessen-
berg superiore e quindi la matrice A1, prodotto di una matrice triangolare
superiore Ry per una matrice (J; in forma di Hessenberg superiore, risulta
ancora in forma di Hessenberg superiore. Se la matrice A ¢ hermitiana,
la matrice in forma di Hessenberg superiore, ottenuta applicando ad A i
metodi di Householder o di Givens, € ancora hermitiana, e quindi risulta
tridiagonale. Inoltre anche tutte le matrici Ay generate dal metodo QR
sono hermitiane e quindi tridiagonali.

Il metodo QR applicato a una matrice A in forma di Hessenberg su-
periore ha ad ogni passo un costo computazionale di 2n? operazioni molti-
plicative (che & il costo computazionale per calcolare la fattorizzazione Ay, =
Qx Ry, infatti il numero delle operazioni richieste per moltiplicare la matrice
triangolare Ry per le matrici elementari della fattorizzazione e di ordine in-
feriore al secondo). Se A ¢ una matrice tridiagonale, il costo computazionale
di ogni passo del metodo é lineare in n.

In [28] viene dimostrato che il metodo QR gode delle stesse proprieta
di stabilita di cui gode la fattorizzazione QR di una matrice.

6.28 Esempio. Il metodo QR viene applicato alla matrice tridiagonale

4 3.741654 0 0
A, — 3.741654 8.285707  2.602977 0
e 0 2.602977  3.039581  0.2254009 |’
0 0 0.2254009 0.6746972

ottenuta con il metodo di Givens nell’esempio 6.17 dalla matrice A di cui
sono stati approssimati gli autovalori nell’esempio 6.26. Si ottiene

9.733309  2.976943 0 0
A, — 2976943  4.547497  0.7894507 0
2T 0 0.7894507  1.094460 -0.1081211 |’
0 0 -0.1081211  0.6246958
10.95485  1.043100 0 0
1.043100  3.542464 0.2006968 0

A = 0 0.2006968 0.8992355 0.7246423 10~ | °

0 0 0.7246423 10! 0.6033282
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Ripetendo il procedimento fino a quando il massimo modulo degli elementi
non principali & minore di 10™%, alla 18-esima iterazione gli elementi prin-
cipali sono

11.09809 3.414161 0.9008972 0.5857840,

che si assumono come approssimazioni degli autovalori di A. "

d) Convergenza in ipotesi pit deboli

La dimostrazione della convergenza del metodo QR ¢ stata fatta nell’ipotesi
che la matrice X ! fosse fattorizzabile nella forma LU. In questo caso gli
elementi principali di T coincidono, nell’ordine, con A1, Aa, ..., A,. Se X!
non ammette fattorizzazione LU, si puo dimostrare [28] che il metodo QR
¢ ancora convergente. In questo caso gli elementi principali di T coincidono
ancora con i A;, ma non sono piu in ordine di modulo decrescente.

Se I'ipotesi (29) del teorema 6.27, che tutti gli autovalori abbiano modu-
lo distinto, non e verificata, la successione formata dagli elementi diagonali
di A; non converge. Questa ipotesi ¢ troppo restrittiva, e non consente
di utilizzare il metodo QR in casi particolarmente importanti nelle appli-
cazioni, come quelli in cui la matrice A ha elementi reali e autovalori non
reali. Perdo anche in questo caso il metodo QR puo essere applicato con
opportune varianti. Sia ad esempio

Al > o> A = A > o> ] >0,

dove A, e A\,41 sono due numeri complessi coniugati, oppure due numeri
reali. Allora nella (34) la successione degli elementi

; (ArH)k
r+1,r )\T

non converge a zero per k — o0o. Ne segue che le matrici P, e quindi
le matrici S¥ | QxSk, non convergono alla matrice I per la presenza nella
posizione (r 4+ 1,7) di elementi che non tendono a zero. Sia

ai’ el

AP = ’

a®) ok
r4+1,r r+1,r+1

la sottomatrice principale di ordine 2 di A, formata dalle righe e colonne di
indici r e r + 1. La successione {Agk)} non converge, ma gli autovalori delle
sottomatrici Ai’“) convergono a A, € A.41 [28]. Gli elementi principali di A
di indice diverso da r e r 4+ 1 convergono agli altri autovalori. Situazioni
analoghe si presentano quando la matrice A ha piu autovalori di modulo
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uguale e in questo caso il metodo QR genera matrici Ry con struttura

triangolare a blocchi, in cui gli autovalori dei blocchi diagonali convergono
ad autovalori di A.

6.29 Esempio. Si applica il metodo QR alla matrice

4 3.464101 -1.388729 (.2672636
4, _ | 1732049 7.666669 1.158131 -0.4629126
1= 0 -1.247218  2.476188  0.7423077 |’
0 0 0.9897417  1.857139

in forma di Hessenberg superiore ottenuta nell’esempio 6.24. Si ottiene

6.473673  4.062625 0.3739953 10~ -0.7850719 10~}

A, _ | 2302595 4.968325 2.265884 -0.9043741 10~ 1
2 0 -0.6322317 2.717972 -0.9186863 ’
0 0 0.6584795 1.840011
8.314364 2.673093  1.266714  0.3786074
A, — | 1132446 2.832693 2120341  0.3386071
3 0 -0.5868980  2.906489  1.142451 |’
0 0 -0.4178842  1.946413
8.783114 -1.744292 -1.348724 -0.9030869
A, _ | 0.3378619 1073 2.480618 1.925506 0.7184988
10— 0 -0.7168258 2.609033 0.9730009 |’
0 0 0.6583786 10~ 2.126765
8.783008 -1.301571 -1.799058 0.8643191
A | 09932032 1074 2.168211 1.806849 -0.3811607
= 0 -0.8444027 2.947040 -1.116467
0 0 -0.4549125 10~1  2.101224

Come si puo notare, le successioni degli elementi di indici (2,1) e (4,3) sono
decrescenti in modulo, pit rapidamente la prima, piti lentamente la seconda,
mentre questo non accade nella successione delle sottomatrici principali for-
mate dagli elementi delle righe e colonne di indici 2 e 3. Ripetendo il pro-
cedimento fino a quando ’elemento di indici (4,3) risulta inferiore in modulo
a 107*, alla 30-esima iterazione gli elementi principali di indici 1 e 4 sono

a3V = 8782016, a3 = 2.089449,
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che sono delle buone approssimazioni degli autovalori A\; e A4 di massimo e
minimo modulo. La sottomatrice principale Ag?’l) di ordine 2 risulta

4B _ 2.576344  1.940763
2 7 1-0.6846419 2.550408 |’

da cui si ricavano per Ay e A3 le approssimazioni

A2 =2.563376 + 11.152632, A3 = 2.563376 — i1.152632 . .

e) Condizioni di arresto e riduzione dell’ordine della matrice

Fissato un valore € di tolleranza, si procede applicando il metodo QR alla
matrice A in forma di Hessenberg superiore fino a quando per un indice
p, 1 < p < n, 'elemento a;’fgljp diventa sufficientemente piccolo. Un criterio

utilizzato e il seguente
k k
a2 < ellafy) |+ lags 5 ] (37)
Quando la condizione (37) ¢ verificata, nella matrice Ay,

By Dy| }  p righe
A =
Ey Cy | } n—prighe

dove By, € CP*P (), € C(n=P)x(n=p) 14 gottomatrice Fj ha un elemento di
modulo piccolo e gli altri tutti nulli. Si procede quindi operando separata-
mente con le matrici By e Ck. Se la matrice A ¢ hermitiana, gli autovalori
di By e C sono delle buone approssimazioni degli autovalori di Ay (si veda
'esercizio 7.3).

f) Tecnica di traslazione

La velocita di convergenza del metodo QR dipende per la (34) dai rapporti
|Xi/Aj| per i > j, e quindi per I'ipotesi (29) dal numero

Aig1
i |

(38)

max ’
1<i<n—1

Se tale rapporto e vicino ad 1, la convergenza puo essere lenta. In questo
caso per accelerare la convergenza si utilizza una tecnica di traslazione dello
spettro degli autovalori di A, detta di shift.

Sia g un numero che approssima un autovalore A meglio degli altri
autovalori. Le matrici Q@ e Ry, generate dal metodo QR a partire dalla
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matrice A — pl possono essere costruite anche per mezzo delle seguenti
relazioni (metodo QR con shift)

Ay — pl = Qi Ry,
per k=1,2,...
Ap+1 = RpQp + pl,

e risulta

QrArt1 = ArQr — pQp + pQr = A Q.

Tenendo presente che gli autovalori di A — pl sono A; — u e che la velocita
di convergenza ¢ regolata dalla (38), e possibile scegliere un parametro u
in modo da accelerare la convergenza del metodo QR con shift. E conve-
niente scegliere per p un valore che approssima A,. Cio puo essere ottenuto
applicando il metodo QR inizialmente senza shift per un certo numero p di

iterazioni, e scegliendo y = aﬁﬁ? per le successive iterazioni con shift.

Poiché p puo essere modificato ad ogni iterazione ¢ piu conveniente
scegliere
pe=a®, k=12, (39)

Nel caso delle matrici hermitiane ¢ possibile dimostrare [29] che con questa
(k)

nn_1 & del terzo ordine (si

strategia la convergenza a zero dell’elemento a
veda anche 'esercizio 6.31).

Quando la (37) & verificata per p = n—1, si passa a operare sulla matrice
By, di ordine n — 1 ottenuta dalla matrice Ay eliminando l'ultima riga e
I'ultima colonna. Per 'approssimazione degli altri autovalori si procede in

modo analogo.

6.30 Esempio. Si applica il metodo QR con lo shift (39) alla matrice
tridiagonale

4 3.741654 0 0

A = 3.741654 8.285707  2.602977 0
0 2.602977  3.039581  0.2254009 |’
0 0 0.2254009 0.6746972

ottenuta con il metodo di Givens nell’esempio 6.17, di cui sono stati ap-
prossimati gli autovalori negli esempi 6.26 e 6.28. Si ha

10.11023  2.576269 0 0

2.576269  4.380260 0.2509962 0
0 0.2509962 0.9084192 0.6795645 10~% | °
0 0 0.6795645 10~* 0.6010619

Ay =
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r 11.01885 0.7804608 0 0 1
A — 0.7804608 3.494054 0.2471317 10~ ¢ 0
3 0 0.2471317 107! 0.9011788 0.3621320 1072 | °
L 0 0 0.3621320 102 0.5858268
r 11.09302 0.2120095 0 0 1
A, — 0.2120095 3.420040 0.2740411 10~2 0
1T 0 0.2740411 1072 0.9009814 0.4774449 1076
L 0 0 0.4774449 10~° 0.5857852

Poiché 1’elemento afé) soddisfa alla condizione (37) con € = 1079, si passa

a operare sulla sottomatrice di ordine 3 ottenuta eliminando 'ultima riga e
colonna. Dopo altre 3 iterazioni, si ottiene la matrice

11.09874 0.4131589 102 0
A7 = | 0.4131589 102 3.414158 -0.3791176 10~° | ,
0 -0.3791176 10~° 0.9009783

che puo essere a sua volta ridotta. Gli altri due autovalori possono essere
calcolati direttamente dalla sottomatrice principale di testa di ordine 2. Si
ottengono cosi le approssimazioni degli autovalori di A

A1 = 11.09835, Ao = 3.414142, A3 =0.9009783, A4 = 0.5857852. =

Il metodo QR con shift puo essere applicato anche ai casi in cui esistono

piu autovalori con lo stesso modulo. In particolare, se |A\,—1| = |\,|, allora
conviene scegliere come p®), k= 1,2, ..., Pautovalore della sottomatrice
(k) (k)
(k) a’n—l,n—l an—l,n
S (k)
an,nfl ann

N k
che & piu vicino ad aSNB .

In questo caso, anche se la matrice A ha elementi reali, 'utilizzazione
dello shift puo portare ad una matrice Ay ad elementi complessi, con con-
seguente aumento del costo computazionale. Questo puo essere evitato ese-
guendo due iterazioni successive

Ak — Ak+1 — Ak+2,

e usando come costanti di traslazione u*) = o e pb*1 = 3, dove a e f8
sono i due autovalori della sottomatrice Aff_)l. Si ha infatti

Ay — al = Qp Ry,
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Apt1 = RpQr + al, (40)
Apy1 — B = Qr+1Ri+1,
Apto = Rp1Qpy1 + B,

e quindi
QrQr+1Rit1 Ry = Qu(Ar1 — B Ry = Qr(RiQr + ol — IRy,

= QrRi(QrRy, + ol — BI) = (A — al) (Ax — BI). (41)

La matrice M = (Ax — al)(Ai — 5I) ha elementi reali se Ay, e reale, perché
«a e 8 sono radici di un’equazione di secondo grado a coefficienti reali. Ne
segue che ponendo

Z=QrQr+1 e S = Rgi1Ry,

dalla (41) si ricava che ZS ¢ una fattorizzazione QR della matrice reale M e
quindi Z e S sono, a meno di moltiplicazione per una matrice di fase, matrici
reali rispettivamente ortogonale e triangolare superiore. D’altra parte dalle
(40) risulta che

Z Ay = QuQrr1Art+2 = QrQri1 Rpt1Qu+1 + BRLAQk+1 = QrAr+1Qr+1
= QrRrQrQri1 + aQrQri1 = ArQrQry1 = ArZ,

da cui
Apyo =21 ALZ.

E quindi possibile ricavare Agyo direttamente da Ay utilizzando la fatto-
rizzazione QR della matrice reale M. Questo modo di procedere pero ha
un consistente costo computazionale, in quanto la sola costruzione della
matrice M, che non ¢ in forma di Hessenberg superiore anche se lo ¢ la Ay,
richiede n3 /6 operazioni moltiplicative.

Per superare questo inconveniente si utilizza il seguente procedimento
suggerito da Francis, che richiede 6n? operazioni moltiplicative:

1. si costruisce la prima colonna m; della matrice M e la matrice ele-
mentare di Householder P, tale che

Pom; = ey, dove |y|=[myls.

2. si costruiscono le matrici di Householder Py, Ps, ..., P,_5 tali che, posto
7' = PyPy ... P,_5, la matrice (Z") Ay Z’ sia in forma di Hessenberg
superiore. E possibile dimostrare che le matrici

Apyo =28 A,Z e A= (2" AZ
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sono ”essenzialmente” uguali, cioe uguali nel senso che esiste una ma-
trice di fase reale D, tale che

Apto = D_lA;erzD

(si vedano come esempio di matrici essenzialmente uguali le due matrici
AB) e H®) ottenute nell’esempio 6.17).

6.31 Esempio. Applicando il metodo QR con lo shift (39) alla matrice

4 3.464101 -1.388729 0.2672636
A4, _ | 1732049 7.666669 1.158131 -0.4629126

1= 0 -1.247218  2.476188  0.7423077 |’
0 0 0.9897417  1.857139

in forma di Hessenberg superiore ottenuta nell’esempio 6.24, si ottiene (il
metodo senza shift ¢ stato applicato alla matrice A; nell’esempio 6.29)

7.989221  2.992575  1.020255 -0.6292015
1.667174  3.078217  2.177103 -0.5580172

4z = 0 -0.7987912 2.882763  -1.142143 |~
0 0 0.1381161  2.049773

8.842974 -1.227221 1.630806 0.8734073

A — | 02213716 2.623399 0.7493563 -0.9821870

3 0 -1.915713 2.440961 0.6386327

0 0 -0.3020395 1072 2.092627

Dopo altre due iterazioni 1’elemento aff? soddisfa alla condizione (37) con

e = 10710, 11 valore
all) = 2.089537

viene assunto come approssimazione di A4 e si passa a operare sulla sot-
tomatrice di ordine 3 ottenuta eliminando l'ultima riga e l'ultima colonna.
In questa matrice gli autovalori di minimo modulo sono due e sono com-
plessi, per cui si applica il procedimento suggerito da Francis, ottenendo
dopo altre 2 iterazioni la matrice

8.783265 1.081047 -1.955143
Ag = |0.2728484 10~ 2.064380 -1.694178 |,
0 0.9313574  3.062660

, , 9) . . : e 9 .
in cui I'elemento aél) ¢ in modulo minore di 107!, L’elemento agl) viene

assunto come approssimazione dell’autovalore A1, mentre gli autovalori A5 e
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A3 vengono approssimati calcolando gli autovalori della sottomatrice prin-
cipale Agg). .

g) Calcolo degli autovettori

Con il metodo QR si ottiene la forma normale di Schur della matrice A.
Infatti dalla (33) si ha
Hy Ay = AH,

e per la (31) ¢
klim SHHFEAOLS, =T,
— 00

in cui T' € una matrice triangolare superiore e HyS) € una matrice unitaria.
Se la matrice A ¢ normale, ¢ facile dimostrare (si veda lesercizio 6.29)
che esiste una sottosuccessione { Hy,S, } della successione { HyS) } che
converge alla matrice unitaria le cui colonne sono gli autovettori di A. Il
costo computazionale del calcolo degli autovettori ¢ elevato perché ad ogni
passo ¢ richiesta la costruzione e la memorizzazione della matrice Hy =
Hi_1Qy. Per il calcolo degli autovettori conviene ricorrere al metodo delle
potenze con la variante di Wielandt, descritto pit avanti.

9. Metodo di Jacobi

Il metodo di Jacobi e un metodo classico per calcolare gli autovalori e gli
autovettori di matrici hermitiane. Per la semplicita con cui puo essere im-
plementato viene ancora oggi usato nel caso di matrici di piccole dimensioni,
quando sono richiesti tutti gli autovalori. Inoltre questo metodo si presta
bene per una utilizzazione in ambiente di calcolo parallelo, dove si assume
che ad ogni passo possano essere effettuate simultaneamente p operazioni
aritmetiche, con p > 1.

Il metodo di Jacobi & un metodo iterativo che utilizza trasformazioni
della forma (16)

A — A, Ak+1) _ kalA(k)Tk’ k=1,2,...,

in cui le matrici T}, sono matrici di Givens. T}, viene scelta in modo da ren-
dere nullo un opportuno elemento non principale di A%+1). La successione
{A(k)}, se e convergente, converge ad una matrice diagonale D.

Considerando per semplicita il caso in cui A®) ¢ reale e seguendo la
notazione del paragrafo 5, in cui si indicano con a,; gli elementi di Ak) ¢
con a,; gli elementi di A®*+Y | la matrice Ty = G, viene determinata in
modo che risulti a,, = 0 (se apq = 0, basta porre T}, = I). Dalla (17), posto
t = tg ¢, risulta

(1- tz)apq — t(app — agq) =0,
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da cui si ottiene ’equazione
2+2mt—1=0,
dove

App — Qqq
20pq

m =

Fra le due soluzioni dell’equazione si sceglie quella di minimo modulo, per
cui |¢| < 7, calcolata nella forma

_ sgn(m)
Im| 4+ V1 + m?

per evitare possibili fenomeni di cancellazione. Si calcola poi

1
c=—— ¢ s=tc
V14t
Con questa trasformazione si annulla quindi un elemento non principale
della matrice, che in generale puo essere modificato al passo successivo. Lo

scopo del metodo e quello di ridurre ad ogni passo la quantita

A(k) Z |a(k)

r,j=1
]

Tenendo conto delle relazioni, riportate nel paragrafo 5, che legano gli ele-
menti di A®) e di A¥#+D ¢ del fatto che ¢ + s? = 1, si ricava che

’app|2+ ’aqq‘2+2|am|2 ’app|2+ ’aqq‘2+2|apq|2

|a7“p|2 + ’arq‘Q |a1“p|2 + |Grq| per r 75 D, ¢

Poiché gli altri elementi delle due matrici A% e A**1 non cambiano, si ha

Z |am|2 Z |a,«]|2

r,j=1 r,j=1

e quindi, avendo imposto la condizione che a,, = 0, se ap, # 0 si ha

SAFF) = 3 | - Z [
J,l =

(42)
:Zw? Zw — 2apgl? = S(AW) = 2]ay,[?

rj=1

< S(A®),
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La successione dei numeri positivi {S(A®))} risulta allora decrescente.
Si puo dimostrare che questa successione tende a zero solo individuando ad
ogni passo un’opportuna strategia per la scelta degli elementi da azzerare.
Nella strategia classica al k-esimo passo si sceglie un elemento non principale
di massimo modulo di A®). Il procedimento si arresta quando tale modulo
risulta inferiore ad una quantita prefissata che dipende dalla precisione che
si vuole ottenere.

6.32 Teorema. Sia {A*)} la successione ottenuta applicando il metodo
di Jacobi alla matrice hermitiana A € C"*" secondo la strategia classica.
Allora. lim S(A®)) =0 e quindi il Jim A®) & una matrice diagonale.

—00 —00

Dim. Poiché a,, ¢ un elemento non principale di massimo modulo di Ak
risulta

(k)
s S(A®)

pa = nn—1)

Dalla (42) si ha allora

25 (AR

S(ARFDY < §(AR)) - 22 £ = 45(AP) 43
(A+D) < §(40) - 2208 = (A (13)
dove v =1 — ﬁ < 1 per n > 2. Applicando in modo ricorrente la

n(n —
(43) si ha
S(AFTD) < AF5(AW),
da cui la tesi. .

Per individuare nella matrice A%*) un elemento non principale di mas-

n(n —1)
2

strategia classica ha un costo computazionale elevato, e per questo motivo
¢ preferibile adottare una strategia ciclica in cui la scelta della successione
degli indici (p, ¢) avviene nel modo seguente

(1,2) (1,
(2

simo modulo si devono confrontare fra di loro elementi. Percio la

3)
73)

(n —‘l,n)

e tale successione viene ripetuta ciclicamente saltando gli indici (p, q) cor-
rispondenti a elementi che in modulo sono minori di una quantita prefissata.
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Anche per il metodo di Jacobi applicato con la strategia ciclica si puo
dimostrare un teorema di convergenza analogo al 6.32. Inoltre sia per la
strategia classica che per quella ciclica & possibile dimostrare [27] che se A
€ hermitiana con autovalori distinti A;, ¢ = 1,2,...,n, allora da un certo
passo k in poi risulta

25(Ak))2
S(A(iH-N)) < % ,

dove N = w

convergenza localmente quadratica.

e = n;ln |Ai — Ajl, cioe il metodo di Jacobi ha
i#]

6.33 Esempio. Applicando il metodo di Jacobi con la strategia classica
alla matrice

4 3 2 1
3 4 3 2
A= 2 3 4 3
1 2 3 4
dell’esempio 6.17, si ha
k| p | q| S(A™)
1 1 2 72.00000
2 2 3 53.99997
3 2 4 28.99997
4 3 4 5.540541
5 1 4 2.681776
6 1 2 1.627234
7 2 4 1.058018
8 2 3 0.5056292
9 1 3 0.5161846 10!
10 3 4 0.2429459 102
11 1 4 0.1281016 103
12 1 2 0.5892318 104
13 2 3 0.2793697 10~*
14 2 4 0.1687663 10~°
15 1 3 0.1030698 107

Gli elementi principali della matrice A5 sono

0.9009814 11.09902 0.5857867 3.414210,
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che si assumono come approssimazioni degli autovalori della matrice A. Con
la strategia ciclica, per ottenere le stesse approssimazioni degli autovalori,
sono richiesti due passi in pit. .

Posto Qi = T Tk_1...171, la matrice
Q= lim Q
k—o00

ha per colonne gli autovettori di A.

10. Metodo delle potenze

Il metodo delle potenze & un classico metodo iterativo per approssimare
I’autovalore di modulo massimo di una matrice e il corrispondente autovet-
tore. Sulla base di questo metodo sono stati sviluppati altri metodi che sono
particolarmente adatti per approssimare gli autovalori di matrici sparse di
grosse dimensioni. E facile dimostrare la convergenza del metodo nel caso
che la matrice sia diagonalizzabile e abbia un solo autovalore di modulo
massimo.

Sia A € C™*™ | con n autovettori xy,Xs,...,X, linearmente indipen-
denti e autovalori A1, Ao, ..., A\, tali che

|)\1| > |)\2| > ... 2 |)\n|7

cioe I'autovalore di modulo massimo ha molteplicita algebrica 1 e non esi-
stono altri autovalori con lo stesso modulo.
Fissato un vettore ty € C™, si genera la successione {yx}, £k =1,2,...,

cosl definita
Yo = t()a

44
Yk:AYk:—la ]{,’21,2, ( )

Poiché i vettori x1,Xo,...,X, sono linearmente indipendenti, il vettore tg
puo essere espresso per mezzo della combinazione lineare

n
to = E X,
i=1

e si supponga scelto in modo tale che a4 # 0; risulta quindi

n n n )\l k
Y = Akto = ZaiAkxi = Zaz)\fxz = )\lf [Ole + ;O&Z()\—l> Xi] .

i=1 i=1
(45)
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Indicate con y( ) e con x,(ni) le r-esime componenti dei vettori y e x;, per

gli indici j per cui y #0 e x( ) # 0, si ha

k+1 .
(k+1) )+ Z ( ) zf!
Y, A1 J
Y; alxj ) 4+ z ai<)\—l) sz
i=2 1

e poiché |A\;/A1| <1 per i > 2siha

(k+1)
lim J = Al.

Quindi da un certo indice k in poi l autovalore A1 puo essere approssimato
(k+1)

mediante uno dei rapporti Y; /

Con questo metodo si puo approssnnare anche 'autovettore x;. Dalla

(45) risulta infatti

lim y_: = o1Xq,
k—oco )\1
e quindi per j=1,...,n, e
k
lim yj( ) :alx(l)
k—o0 /\lf J 7
e y X
k—o00 yj J;j

per tutti gli indici j per cui xﬁ-l) # 0. Poiché per k sufficientemente elevato
I’indice m di una componente di massimo modulo di y; rimane costante, la
successione yy / yfvf ) converge all’autovettore x; normalizzato in norma co.

Questo metodo richiede ad ogni passo il calcolo del prodotto di una ma-
trice A per un vettore: se A non & sparsa ogni passo richiede n? operazioni
moltiplicative, mentre se A & sparsa ogni passo richiede 8 operazioni molti-
plicative, dove § << n? & il numero di elementi non nulli di A (ad esempio
se A ¢ tridiagonale, il numero degli elementi non nulli di A & 3n — 2).

Pero operando in aritmetica finita, con la (44) dopo pochi passi si
possono presentare condizioni di overflow o di underflow. Per evitare che cio
accada € necessario eseguire ad ogni passo una normalizzazione del vettore

ottenuto, costruendo una successione tg, k =1,2,... cosl definita
u, = Aty_q,
1 }, k=1,2,..., (48)
tk = —— Ug,

k
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dove B € uno scalare tale che ||ty|| = 1, per qualche norma vettoriale || . ||.
Si ha allora

1
th = — yr = —A tg, dove v = Hﬁ“
Vi Yk iy

e poiché

1
w1 = — AFtig,
Tk

operando come nella (46) si ha che il rapporto fra le j-esime componenti di
ui1 e tg, per gli indici j per cui tg.k) #0e arg-l) # 0, e dato da

e ML G
o, (kD) + Z < ) 5
J A
= )\1 (49)
*) Ko
tj (1) + Z ( ) (@)
A1
e quindi
uFH
i t<—k> =

Si esaminano ora in dettaglio i casi particolari in cui la normalizzazione sia
fatta con la norma oo o con la norma 2.

Utilizzando la norma oo, sia ||tp|lcc = 1 e sia fx una componente di
massimo modulo di ug, cioe tale che

Br = u®.  con ]ugf)] = max ]ugk)| = ||uk||co-
7j=1 n

I vettori tj ottenuti con la (48) sono quindi tali che ) = 1. Dalla (49)

risulta \
= (100(R))
1

Poiché si puo assumere che da una certa iterazione in poi l'indice m, cor-
rispondente a una componente di massimo modulo di ug, resti sempre lo
stesso, ne segue che la successione dei 5, converge a A e che l'errore che
si commette approssimando A1 con [ tende a zero come |\y/ /\1|k. Inoltre,
poiché ||tg]|ec = 1, dalla (47) risulta

. X1
lim tk = W’
k—o0 Tom
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e quindi la successione t; converge all’autovettore x; normalizzato in norma
0.

Fissata una tolleranza e, come condizione di arresto del metodo itera-
tivo si puo utilizzare una delle condizioni seguenti:

1Br+1 — Br| <€, (50)
° Bis1 — B
k+1 — Mk
B <

6.34 Esempio. Si consideri la matrice

15 -2 2
A=11 10 -3
-2 1 0

che, come si & visto nell’esempio 2.36, ha due autovalori A1 e Ay in
{z€C:|z—15|<3}U{zeC:|z—-10] <3},

e un autovalore A3 in
{zeC:|z| <3 }.

Il metodo delle potenze, applicato ad A normalizzando rispetto alla norma
o0, a partire dal vettore to = [1,1,1]7, fornisce le seguenti successioni di
valori che approssimano ’autovalore A; e 'autovettore corrispondente:

| B bk |
15.00000 1.000000 0.5333333 -0.06666667
13.80000 1.000000 0.4734299 -0.1062801
13.84058 1.000000 0.4373472 -0.1102966
13.90471 1.000000 0.4102466 -0.1123829

ISNGUIN NI

41 14.10255 1.000000 0.3303270 -0.1183949

Con il criterio di arresto (50) e la tolleranza e = 1075, il metodo si arresta
al 41-esimo passo fornendo i valori approssimati

A1 = 14.10255

x; = [1.000000, 0.3303270,-0.1183949] . "
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Utilizzando la norma 2, sia ||to]l2 = 1 e sia B = ||ug||2. Questa scelta
di 8 e particolarmente conveniente nel caso che la matrice A sia normale,
perché si ottiene una successione che converge a A piu velocemente che nel
caso precedente. Infatti, tenendo conto che gli autovettori x1,Xs,...,x, di
una matrice normale A possono essere scelti ortonormali, risulta che

tH At  (AMto)H (ART1tg)
tht,  (AFtg)H (APt)

n X 12k /7 )\
2 2 |22 M
o+ o 3 (3)

n \; |12k
a2 + 3 Jaaf? |2
=2

A1
= ro(2)]

La successione dei o), converge a A1 e 'errore che si commette approssimando
A1 con oy, tende a zero con |Ag /A ‘21@' Quindi la successione dei o converge
piu rapidamente della successione dei Fg.

In questo caso, invece della (50), poiché la matrice A ¢ normale, si puo
utilizzare come criterio di arresto la condizione

H
o =ty up =

— N1

||uk+1 — O'k;tk”Q < €, (51)

che oltre ad essere facilmente applicabile, fornisce una maggiorazione dell’er-

rore assoluto: infatti per la (2) risulta che esiste un autovalore A di A tale

che

[(A — orl)ty|2
[[tk]2

In modo analogo, se la matrice A non ¢ singolare, una condizione di arresto
) )
per I’errore relativo ¢ data da

A —ox| < = [lups1 — oxtrllz <e

|ups1 — ontil2

bl

1|2

infatti per la (3) risulta che esiste un autovalore A di A tale che

‘/\1 —Uk‘ I(A—orl) A" aprallz _ [[9ki1 — ot

A1 lugs1ll2 [ugs1ll2

Si noti che con la normalizzazione in norma 2 la successione {t;} puo non

t
avere limite, ma per la (47) ogni successione {(—:), tg-k) # 0 } ha per limite
L

I'autovettore x; opportunamente normalizzato.
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6.35 Esempio. Alla matrice

A=

N W
N W ks W
NV V]
=W N =

3

dell’esempio 6.17 si applica il metodo delle potenze con la normalizzazione
di tj, rispetto alla norma oo a partire dal vettore tq = [1,1,1,1]7 e rispetto
alla norma 2, a partire dal vettore to = [0.5,0.5,0.5,0.5]7. Nella figura 6.2
sono riportati gli errori |8 — A1| (indicati con i quadratini vuoti) e |o) — A1
(indicati con i quadratini pieni).

A

N
>

k

0 2 4 6 8

Fig. 6.2 - Errori del metodo delle potenze con la normalizzazione
rispetto alla norma oo e alla norma 2.

Fissata la tolleranza ¢ = 1079, il metodo si arresta alla settima ite-
razione quando la normalizzazione viene fatta rispetto alla norma oo e si
usa il criterio (50) e alla quarta iterazione quando la normalizzazione viene
fatta rispetto alla norma 2 e si usa il criterio (51). Si noti la maggiore
velocita di convergenza della successione dei op. "

Il metodo delle potenze ¢ convergente anche nel caso in cui 'autovalore
di modulo massimo abbia molteplicita algebrica maggiore di 1, cioe A\ =
Ao = ...= A, con

Infatti al posto della (45) si ha

.
Yk = )\’f[zaixi +
=1

> (3

1=r+1
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I’autovalore A1 si approssima con la successione dei B o dei i, e 'errore
dell’approssimazione tende a zero come (A +1/A1)* o come |A\,.41/A1[?*. In-
oltre

' ™
oyke 1 _ (4)
klg{)lo W=7 E a;x;, dove 0; = E T,
yj J i=1 i=1

e quindi la successione {yx/ ygf)}, dove m ¢ 'indice di una componente di
massimo modulo di yg, converge ad un autovettore normalizzato in norma
oo appartenente allo spazio vettoriale generato da x1,xa,...,X;.

Se invece esistono piu autovalori di modulo massimo diversi fra loro, il
metodo delle potenze non & convergente (si veda ’esercizio 6.35).

6.36 Esempio. La matrice

8 -1 -5
A=1-4 4 -2
18 -5 -7

ha gli autovalori 2+ 4 1ie 1. Gli autovalori di modulo massimo sono quelli
complessi e quindi sono distinti. Con il metodo delle potenze, applicato a
partire dal vettore to = [1,1,1]7, normalizzando t, rispetto alla norma oo,
si ottiene la successione:

| B

6.000000
-4.666667
3.714286
4.769224
-5.096744

QU W N | 3

44 -3.377194
45 5.844138

che risulta non convergente. .

Il metodo delle potenze puo essere modificato in modo da approssimare
anche autovalori distinti con lo stesso modulo, come nel caso di autovalori
complessi coniugati [28] (si veda anche 'esercizio 6.34).

Come risulta dalle considerazioni precedenti, la condizione a # 0 ¢, in
teoria, necessaria per la convergenza a \; della successione (46). Se infatti
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fosse ac; = 0, ag # 0 e |A2] > |As|, allora ¢ possibile dimostrare con argomen-
tazioni analoghe che la successione {yj(-kH) / yj(k)} tende all’autovalore As. In
pratica pero, anche se tg fosse tale che a; = 0, per la presenza degli errori
di arrotondamento, i vettori t; effettivamente calcolati sarebbero comunque
rappresentabili come combinazioni lineari degli autovettori con una compo-
nente non nulla rispetto a x;. Percio la successione effettivamente calcolata
convergerebbe ugualmente a A;. Inoltre nel caso che le componenti del
vettore ty vengano scelte casualmente nell’insieme dei numeri complessi, la
probabilita di ottenere un vettore per cui «y = 0 € nulla.

11. Varianti del metodo delle potenze

Varianti del metodo delle potenze consentono di calcolare anche gli altri
autovalori e i corrispondenti autovettori.

a) Variante di Wielandt (metodo delle potenze inverse)
Se A ¢ una matrice non singolare, diagonalizzabile, con autovalori

Ai, ©=1,...,n, tali che

Al > .o > 1] > A >0,

1
la matrice A~! ha autovalori o i=1,...,n, tali che
i
1 S 1 S S 1
LY R P e P¥1

A1
Per calcolare "autovalore di modulo minimo di A si applica il metodo delle
potenze alla matrice A~!, nel modo seguente

Auy =ty
. k=12, (52)

k= 5 Uk

B
dove ) € uno scalare tale che ||ty || = 1, per la norma scelta. Ogni passo del
metodo richiede la risoluzione del sistema lineare Au, = t,_1. Per k — oo
la successione dei (B, se si usa la || . |00, 0 dei oy, se si usa la || . ||z e la
matrice A & normale, tende a — e t, tende al corrispondente autovettore

n
della matrice A~! (e quindi di A).
Se di un autovalore \; ¢ nota una stima p, tale che

0<|p=XNl<|p—=Xil J#4,
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questo autovalore puo essere calcolato, applicando il metodo delle potenze
alla matrice (A — uI)~1, nel modo seguente

(A - /’LI)uk = tk‘—ly
1 L k=1,2,.... (53)
ty = B ug,
dove i & uno scalare tale che ||tx|| = 1, per la norma scelta. Per k — oo

la successione dei B o dei o tende a e ti tende al corrispondente

Aj = 1
autovettore della matrice (A — uI)™! (e quindi di A).
L’autovalore A; viene calcolato a meno di un errore che tende a zero
con

( [Aj — )k

wmin{ 1 — ]+ Ayes ]}/

Questo metodo & spesso usato per migliorare 'approssimazione di un au-
tovalore ottenuta con altri metodi. Va pero rilevato che piu p e vicino a
Aj piu rapida ¢ la convergenza del metodo, ma aumentano le difficolta nu-
meriche nel calcolo di uy perché la matrice A — ul tende a diventare mal
condizionata.

Per il calcolo effettivo della (52) o (53), conviene prima fattorizzare,
con un costo computazionale di n3/3 operazioni moltiplicative, la matrice
A o la matrice A — ul nella forma LU. Poi ad ogni passo si risolvono due
sistemi con matrice dei coefficienti triangolare e il costo computazionale di
questo metodo e quindi confrontabile ad ogni passo con quello del metodo
delle potenze.

6.37 Esempio. Fissata la tolleranza ¢ = 1079, si applica il metodo di
Wielandt, normalizzando tj rispetto alla norma oo, alla matrice

15 -2 2
A=11 10 -3
-2 1 0

dell’esempio 6.34, ponendo p = 14 e to = [1,1,1]. Si ottengono le succes-
sioni:

| Br | th |
9.399977 1.000000 0.3191492 -0.1276596
9.782953 1.000000 0.3305786 -0.1183123
9.749693 1.000000 0.3303205 -0.1183960
9.750801 1.000000 0.3303275 -0.1183950
9.750768 1.000000 0.3303272 -0.1183950
9.750769 1.000000 0.3303273 -0.1183950

UL W N
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cioe = 9.750769, da cui si ricava Ay = 14.10256.

AL —

Con il metodo di Wielandt il risultato viene raggiunto con 6 passi,
mentre con il metodo delle potenze (si veda ’esempio 6.34) occorrono 41
passi.

Ponendo = 13 oppure p = 15 e partendo dallo stesso vettore tg, si
ottengono ancora successioni convergenti, ma il numero di iterazioni richie-
ste per ottenere la stessa precisione € maggiore (rispettivamente 17 e 9
iterazioni). Ponendo invece p = 12 e partendo dallo stesso vettore tg, la
successione dei B converge in 50 iterazioni a —0.6193352, da cui si ricava
I’autovalore Ao = 10.38537.

Per approssimare I'autovalore A3 della matrice A, si pone yu = 0 (in
questo caso il metodo di Wielandt coincide con il metodo delle potenze
applicato alla matrice A~1!) e si ottiene per S la successione:

| B

2.160000
1.959506
1.953039
1.952810
1.952802
1.952801

SO W N~ |

1
cioe - 1.952801, da cui si ricava ’approssimazione Az = 0.5120849. =
3

Anche per il metodo di Wielandt valgono le stesse considerazioni fatte
per il metodo delle potenze. In particolare, se i si trova alla stessa distanza
da due autovalori distinti, allora il metodo non & convergente, come risulta
anche dall’esempio seguente.

6.38 Esempio. La matrice

33 16 72
A=1-24 -10 -57
-8 -4 -17

ha gli autovalori Ay = 3, Ao = 2, A3 = 1. Ponendo p = 2.5, a partire da
to =[1,1, I]T , si ottiene la successione:
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ko | Bk

1 73.99426
2 3.657217
3 0.4363987
4 10.16883

97 0.2937573
98 13.61612
99 0.2933033

La successione S non e convergente perché il valore scelto per p € equidi-
stante dai due autovalori A1 e As. .

b) Metodo delle iterazioni del quoziente di Rayleigh

Questo metodo & una variante del metodo di Wielandt applicato a una
matrice hermitiana con la normalizzazione in norma 2. La (53) viene cosi

modificata "
pr—1 =ty Aty _1q,

(A — pp—1D)ug = tp_q, , k=1,2,... (54)
1
tk = T U,
[ |2

Si puod dimostrare [17], in modo analogo a quanto fatto nel caso del metodo
delle potenze, che la successione dei pg converge ad un autovalore A della
matrice A e che localmente la convergenza & del terzo ordine (per il caso
che la matrice abbia autovalori distinti, si veda ’esercizio 6.30). Pero ogni
passo del metodo richiede in generale un numero di operazioni moltiplicative
dell’ordine di n3/6, perché la matrice del sistema (54) cambia ogni volta ed
¢ hermitiana. Inoltre all’aumentare di k¥ aumenta il numero di condiziona-
mento della matrice A — ux_11 e quindi aumentano le difficolta numeriche
del calcolo di uy.

6.39 Esempio. Si calcola 'autovalore Ay della matrice

N W
N W bk W
W = W N
=W N =

dell’esempio 6.17 con il metodo di Wielandt con la normalizzazione in norma
o0, u=10ety = [1,1,1,1]T, il metodo di Wielandt con la normalizzazione
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in norma 2, u = 10 e to = [0.5,0.5,0.5,0.5]7, e il metodo del quoziente di
Rayleigh con ug = 10 e to = [0.5,0.5,0.5,0.5]7. Nella figura 6.3 sono ripor-
tati gli errori assoluti della successione [ (indicati con quadratini vuoti),
ottenuta con il metodo di Wielandt con la normalizzazione in norma oo, gli
errori assoluti della successione oy, (indicati con quadratini pieni), ottenuta
con il metodo di Wielandt con la normalizzazione in norma 2 e gli errori as-
soluti della successione puy, (indicati con triangolini), ottenuta con il metodo
del quoziente di Rayleigh. Si confrontino questi risultati con quelli ottenuti

con metodo delle potenze e riportati nella figura 6.2. .
A
10" - o Wielandt, norma co
=  Widandt, norma 2
10 1 s quozientedi Rayleigh
10—3 i
10—4 i
10°® A
10—6 i
0 2 4 6 8 k

Fig. 6.3 - Errori delle soluzioni ottenute con il metodo di Wielandt con
la normalizzazione rispetto alla norma co e alla norma 2 e con il metodo
del quoziente di Rayleigh.

¢) Variante dell’ortogonalizzazione - 1

Sia A normale e tale che [A\1| > [A2] > ... > |\,|. Dopo aver calcolato
A1 e X1, con ||x1||2 = 1, si considera un qualunque vettore y € C", y #0 e
si applica il metodo delle potenze con la normalizzazione rispetto alla norma
2 partendo dal vettore

Z
to=——, z=y— (x{'y)xi, (55)
1z]|2

ortogonale a x;. Poiché i vettori tj generati con il metodo delle potenze
sono (in teoria) ortogonali a x1, il metodo calcola \y. In pratica pero, per
effetto degli errori di arrotondamento, i vettori t; effettivamente calcolati
hanno una componente diversa da zero lungo la direzione x; che si accentua
al crescere di k. Quindi per ottenere una successione dei oy, che non converga
nuovamente a A1, occorre riortogonalizzare, dopo un certo numero di passi,
t, rispetto a x;. Cioe ogni m passi, dove m €& un intero opportuno, si
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sostituisce il vettore t; con il vettore

!/

z =t — (x7tp)x;.

E= )
[EalP
In modo analogo, calcolati gli autovalori Ai, A2,...,A; e i corrispondenti
autovettori xi,Xg,...,%;, tutti di norma 2 unitaria, ¢ possibile calcolare

Aj+1 scegliendo

J
z
t0:m7 Z:y_Z(XiHy)Xi;
i=1

in modo che tg risulti ortogonale a x;,Xs,...,X;. Anche in questo caso oc-
corre effettuare ogni m passi il processo di riortogonalizzazione, che richiede
2jn operazioni moltiplicative.

d) Variante dell’ortogonalizzazione - 2

Sia A normale e tale che |A1| > [A2| > ... > |\,]. Siha

n
§ : H

A= )\ixixi 5.
=1

dove x1,...,X, sono autovettori ortonormali. La matrice
H
A1 =A- )\1X1X1

ha autovalori Ao, Az, ..., \,, € 0. Quindi calcolati A\; e x1, il metodo delle
potenze, applicato ad A; approssima Ao. In generale, calcolati A, Aa,..., A
e X1,Xa,...,X;, per calcolare \j,; si applica il metodo delle potenze alla
matrice

J

2 : H
A— /\ixixi .

=1

Se la matrice A & sparsa, per utilizzare questa proprieta ad ogni passo il
metodo delle potenze viene applicato nel modo seguente

J
ug :Atk’fl _Z)\Z(X?tkfl)xw k= 1727"’7
=1

con un aumento ad ogni passo di 2jn operazioni moltiplicative.
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6.40 Esempio. Fissata una tolleranza ¢ = 1076 si applica il metodo delle
potenze alla matrice dell’esempio 6.17

_= N W o
N Wk W
W = W N
=~ W N

per approssimare tutti gli autovalori (si veda per confronto il calcolo con il
metodo QR nell’esempio 6.30). Calcolato il primo autovalore A; = 11.09901
e il corrispondente autovettore x;, e posto y = [0.5,0.5,0.5,0.5], si calcola
il vettore to, ortogonale a x;, con la (55). La successione dei oy, che si
ottiene e la seguente

k | O

1 0.7694202
2 2.590006
3 3.351716
4 3.410331

10 3.414937
11 3.421915
12 3.494808
13 4.188173
14 7.579575
15 10.53008
16 11.04131

Si noti come dopo la decima iterazione per effetto di una progressiva perdita
di ortogonalita di tj rispetto a x1, la successione dei o} tenda nuovamente
a A1. Se invece si riortogonalizza ogni 5 passi ty rispetto a x1, si ottiene la
successione

k Ok

3.410331
3.413966
3.414192
3.414209
3.414209

0~ O T e
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che converge a Ao = 3.414209. 1l calcolo dei successivi autovalori diventa
sempre piu complicato: riortogonalizzando ogni 5 passi si determina Ag
solo dopo 18 iterazioni, mentre non si riesce a determinare A4. Solamente
riortogonalizzando ogni 2 passi si riesce a calcolare A\y = 0.5857863 in 7
iterazioni.

Con la seconda variante, applicando il metodo delle potenze alle matrici

A1 = A — >\1X1X¥1, A2 = Al — )\2X2X§, Ag = A2 — )\3X3X§,
si ottengono risultati migliori: il numero di passi richiesti risulta infatti di
9 per Ao, 4 per A3 e 7 per \4. .
e) Variante della deflazione

Sia |A1] > |A2|. Calcolati A\; e x;, di norma 2 unitaria, si considera la
matrice di Householder P tale che Px; = ey; risulta

o 0f T
PAPH = ,
| 0 Ay |
se A ¢ hermitiana o _ )
)\1 aH
PAPH = ,
| 0 Ay |

se A non lo e.

Si applica il metodo delle potenze alla matrice A; di ordine n — 1 e si
calcolano Ag e il corrispondente autovettore yo di A;. L’autovettore x5 di
A corrispondente a Ao € dato da

0 0 se A e hermitiana,
xo = PH , con 0= ally,

—= se Anonloé.
Y2 Ao — Ay

Procedendo in questo modo si costruisce la forma di Schur della matrice A.
Poiché la trasformazione A — PAPH puo distruggere la eventuale struttura
e sparsita di A, questo procedimento pud non essere indicato per matrici
sparse.

6.41 Esempio. Fissata una tolleranza ¢ = 107, si applica il metodo delle
potenze con la variante della deflazione alla matrice

4 3 2

1

4 3 2

A= 3 4 3
2 3 4

— N W
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dell’esempio 6.17 (si veda ’esempio 6.40 per la variante dell’ortogonalizza-
zione). Calcolato il primo autovalore A\; = 11.09901 e il corrispondente
autovettore x1, si ottiene la matrice

0.7225373 0.1001084 -0.1358454
A; = | 0.1001084 1.477678  1.173688
-0.1358454 1.173688  2.700763

Applicando nuovamente il metodo delle potenze ad A;, a partire dal vettore

1
to = — [L 17 1]Ta

V3

si calcola il secondo autovalore Ay = 3.414209 e il corrispondente autovettore
y2 di A; in 9 passi. Si ottiene poi la matrice

0.8919271  0.05264682

A2 = 0.05264682  0.5948396 |’

a cui si riapplica il metodo delle potenze, a partire dal vettore

1
to = — [1,1]7,
0 \/5 [ ]
e occorrono 18 iterazioni per calcolare Ag. .

12. Metodo delle iterazioni ortogonali

Questo metodo, noto anche con il nome di metodo delle iterazioni di
sottospazi, € un’estensione a blocchi del metodo delle potenze ed & partico-
larmente conveniente quando la matrice A ¢ sparsa e di grandi dimensioni
e sono richiesti solo pochi dei suoi autovalori di maggior modulo. Come il
metodo delle potenze, anche questo si basa sul fatto che se A\, Ao, ..., A,
sono autovalori della matrice A, allora A¥, A5, ... AF sono autovalori di A*
e che se alcuni di essi sono dominanti sugli altri, cioe di modulo maggiore
degli altri, questa dominanza diventa sempre piti grande per gli autovalori
di A%, al crescere di k.

Il metodo puo essere applicato a matrici qualsiasi, anche se qui viene
presentato solo il caso delle matrici hermitiane con autovalori di modulo
distinto, per le quali e possibile applicare una tecnica di accelerazione che
rende il metodo molto efficiente.

Sia A € C™*" hermitiana, siano A1, Ao, ..., A\, 1 suoi autovalori, tali
che

IA1] > A2 > ... > A,
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e siano X1, Xo, ..., X, 1 corrispondenti autovettori, che si suppongono orto-
normali. Sia p un intero tale che 1 < p < n. GIi autovalori Ai, Ag,..., A,
sono detti autovalori dominanti e i corrispondenti autovettori sono detti
autovettori dominanti, mentre il sottospazio S, generato da x;,Xs,...,X, €
detto sottospazio invariante dominante. 11 seguente metodo delle iterazioni
ortogonali consente di approssimare un tale sottospazio.

Sia Qo € C™*P, una matrice le cui colonne sono ortonormali, cioe¢ tale
che QI Qo = I,,. Si considerino le successioni di matrici Qx, Ry, Yy € C™*P
per k =1,2,..., definite nel modo seguente:

a) si calcoli Yy = AQk—1,
b) si calcolino le prime p colonne della matrice unitaria Hy, e la matrice
Ry, di una fattorizzazione QR della matrice Y}, cioe

Y. = Hi Ry,

e sia Qi la matrice formata dalle p colonne calcolate di Hy.

La successione dei sottospazi Sf,k) generati dalle colonne delle matrici Qx
tende al sottospazio invariante dominante S,. Vale infatti il seguente teo-
rema (per la dimostrazione si veda ’esercizio 6.41).

6.42 Teorema. Sia U € C" P, p < n, la matrice le cui colonne sono
X1,X2,...,Xp. Posto

de = |UUY — QuQ |2, k=1,2,...,

se do < 1 risulta
p+1

Ner ARy

Inoltre per gli elementi diagonali della matrice Ry, si ha

‘ k

Ait1 [P Ai By
]rgf)—)\i]:OQ ;1’ —}—‘)\ ),221,2,...,]9, (56)
i i—1

A
dove si assume /\—1 = 0. La quantita dj misura la distanza fra i due sottospazi
0

S e 5, .

A differenza del metodo delle potenze, in cui il sottospazio invariante
che viene determinato € di dimensione 1, generato cioe da un solo autovet-
tore di A, nel metodo delle iterazioni ortogonali € possibile scegliere la di-
mensione del sottospazio invariante che si vuole determinare, e quindi il
numero degli autovettori dominanti.
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6.43 Esempio. Si applica il metodo delle iterazioni ortogonali con p = 2
alla matrice simmetrica

4 3 2 1
3 4 3 2
A_2343
1 2 3 4

dell’esempio 6.17 (i cui autovalori A; = 11.09902, Ao = 3.414210, A3 =
0.9009814, X4 = 0.5857867 sono stati determinati in vari esempi di questo
capitolo, fra cui il 6.26). Posto

Qo = [61 ! 62],

si ottiene la seguente successione di matrici:

-5.477224 -5.842374 10.17839 3.911512
0 -1.966382 0 3.128832
= 0 0 o = 0 0 :
0 0 0 0
11.00446 1.3683387 r11.08995 0.4257860
0 3.404015 0 3.414426
R3 - O 0 bl R4 - 0 O )
0 0 J L 0 0
11.09813 0.13111317 r11.09890 0.04034042
0 3.414291 0 3.414214
R5 0 0 ) RG — 0 0 )
0 0 J L 0 0

Le successioni {rﬁ)} e {ré’;)} degli elementi principali delle matrici Ry, con-
vergono rispettivamente ai primi due autovalori di A, con velocita di con-
vergenza determinate dai due rapporti

A A
2 ~03, 22=x025
A1

Arrestando il metodo all’ottava iterazione, quando

max [ri)) — V] <1077,
=1,

si ottengono i valori

ri® =11.090808 e {3 =3.414203,
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che si assumono come approssimazioni di A1 e Ao. Inoltre si ha

-0.4483709  0.6532544
~1-0.5468667 0.2705123
@s = -0.5468036 -0.2706826 | ’

-0.4482216 -0.6533069

le cui colonne si assumono come approssimazione di x; e Xs.

Applicando lo stesso metodo con p = 2 alla matrice non simmetrica
(non & necessario che la matrice sia hermitiana per poter applicare il metodo)
dell’esempio 6.24

4 3 2 1
1 4 3 2
A_1143
1 1 1 4

(i cul autovalori \; = 8.782016, Ay = 2.563376 + 1.152632 i, A3 = Ao,
Ay = 2.089449 sono stati determinati nell’esempio 6.29) a partire dalla
stessa matrice QQg, si ottengono per gli elementi principali delle matrici Ry
le successioni

k k
7"§1) 7"52) |

-4.358897 -3.153938
6.870981 2.365515
8.391135 2.291078
8.730016 2.895477

W N =

49 8.783383 3.458923
50 8.783383 3.145504

Mentre la successione delle prime componenti converge, la seconda non con-
verge perché Ay e A3 hanno lo stesso modulo. .

La velocita di convergenza, che per la (56) dipende dai rapporti A;+1/A;,
e bassa quando due autovalori successivi A; e A\;+; hanno moduli che dif-
feriscono di poco. E possibile ottenere una convergenza migliore se si cal-

colano gli autovalori della matrice By, restrizione di A al sottospazio S;,(;k)
By, = ViH AV, (quoziente di Rayleigh generalizzato),

dove Vi € una matrice le cui colonne formano una base ortonormale per

SZ(,k). Si ottiene cosi il seguente metodo delle iterazioni ortogonali con acce-
lerazione di Ritz. Posto Qo € C™*P, tale che Qi Qo = I, per k =1,2,...
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a) si calcoli Yy = AQk—1,
b) si calcoli la matrice Vj, formata dalle prime p colonne della matrice
unitaria Hj della fattorizzazione QR della matrice Yy,
c) si calcoli By = VkHAVk,
d) si determini la decomposizione di Schur di By:
By = UpDiU},

in cui Dg e Up € CP*P gono matrici rispettivamente diagonale e uni-

taria,

e) si calcoli Qx = Vi.Uy.

Il passo d) richiede ovviamente la determinazione degli autovalori e
degli autovettori normalizzati della matrice hermitiana By, di dimensione
.

Indicati con dgk) gli elementi principali di Dy, si puo dimostrare [22]
che

by k
#-n=0( 52 ). 113

(k)

(k)

e quindi i valori d;’ convergono pill velocemente dei valori

6.44 Esempio. La matrice A € R**4:

1427 -280 -64 1974
1 |-280 407 -1024 -492
T 45 | -64 1024 4241 -114
1974  -492  -114 3060

ha gli autovalori Ay = 100, Ao =99, A3 = 3 e Ay = 1. Applicando il metodo
delle iterazioni ortogonali con p = 2 a partire dalla matrice

Qo = [el ! 82],

si ottengono per gli elementi principali delle matrici Ry le successioni

k k k
7“51) Té2) 7”:(33)

-54.50334 -24.34186 -9.440650
98.97675 99.51717 2.877560
99.06108 99.93756 2.983708
99.06239 99.93680 2.998173

W N =

49 99.14136 99.85713 3.000000
50 99.14386 99.85464 3.000000
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La convergenza al primo e al secondo autovalore ¢ molto lenta perché e
governata dal rapporto | A2 /1], la convergenza al terzo autovalore, che viene
approssimato in 8 iterazioni, dipende dai rapporti [A3/Az| e [A\4/A3| e quindi
¢ piu rapida. Invece applicando ’accelerazione di Ritz al calcolo dei primi
due autovalori si ottengono le successioni

k k
k 7"%1) 7"52) |
1 99.58009 98.44128
2 100.0032 98.99542
3 100.0027 98.99692
e la velocita di convergenza & governata dal rapporto [Az/A1| = 0.03. .

13. Metodo di Lanczos

Come il metodo precedente, anche il metodo di Lanczos € particolar-
mente conveniente per matrici hermitiane sparse e di grandi dimensioni. Il
metodo viene qui descritto per il caso di una matrice A ad elementi reali e
simmetrica.

In questo metodo viene generata una successione di sottospazi Sy, k =
1,2,...,n, di dimensione k, tali che gli autovalori all’estremita dello spettro
della restrizione di A ad Sy meglio approssimano gli autovalori estremi di
A. Sia qi,qo2,...,qs una base ortonormale di S e Qr € R™** la matrice
che ha per colonne i vettori q;, 7 = 1,2,...,k. Dal teorema 6.9 segue che,
se A\1 e A\, sono il massimo e minimo autovalore di A e ,ugk) e ,ul(j) sono il
massimo e minimo autovalore di Q;;FAQk, allora

< p® e <y

All’aumentare di k, la successione dei ,ugk) e crescente e per kK = n si ha

ugk) = A1, e la successione dei ,u,(ck) ¢ decrescente e per k = n si ha ,ugck) = A\n.
Nel metodo di Lanczos ¢ fondamentale determinare i vettori q, detti vettor:

di Lanczos, in modo tale che la successione dei ug ) cresca il pilu rapidamente

possibile, e la successione dei ,u,(f) decresca il piti rapidamente possibile.
La matrice QT AQ,, ottenuta dopo n passi dovrebbe in teoria avere
gli stessi autovalori di A. Pero a causa degli errori di arrotondamento cio
non accade. Per questo il procedimento, come si vedra in seguito, viene
utilizzato come metodo iterativo, arrestando il calcolo al k-esimo passo e

approssimando gli autovalori all’estremita dello spettro.



392 Capitolo 6. Metodi per il calcolo di autovalori e autovettori

Il metodo si basa sul calcolo della direzione di massima crescita del
quoziente di Rayleigh (4) di una matrice A relativo ad un vettore x # 0

xT Ax

xTx

ra(x) =

)

direzione che ¢ quella individuata dal gradiente di r4(x), cioé dal vettore
g(x), la cui componente i-esima g;(x), ¢ = 1,2,...,n, & la derivata parziale
di 74(x) rispetto alla componente z; del vettore x. Poiché

0 xTAx 1 o0(xT Ax) 0(xTx)
gi(x)_ﬁ_sci xTx  xTx [ ox; —rax) ox;

2 n
= == [E aija;j—rA(X)xi], i=1,...,n,
xT'x
i=1

risulta
2

g(x) = Tx [Ax — 74 (x)X].
Cioe il vettore g(x) appartiene al sottospazio generato da x e Ax. Si noti
che allo stesso sottospazio appartiene anche il vettore —g(x), che individua
la direzione di massima decrescita.
Sia allora k = 1 e q; un vettore di R™, ||q1||2 = 1; per 'autovalore ugl)
di QT AQ; risulta

pV = al Aqy = ralan).

Per quanto visto sopra, le direzioni di massima crescita e di massima de-
crescita di r4(x) nel punto x = q; appartengono al sottospazio generato
da q; e Aq;. Se il vettore Aq; ¢ linearmente indipendente da q;, come
vettore qo si sceglie un vettore, ortogonale a q; tale che i due vettori q; e
g2 costituiscano una base ortonormale per il sottospazio S generato da q;
e Aqi. In questo modo il vettore g(q;) appartiene a So. Se invece Aq; ¢
linearmente dipendente da qi, allora q; ¢ un autovettore di A e ,ugl) e un
autovalore di A. Se in questa eventualita si vuole continuare ad applicare il
metodo di Lanczos alla ricerca di un altro autovalore, si sceglie come vettore
g2 un vettore ortonormale a q.

In generale al k-esimo passo, k > 1, sia Sy, il sottospazio, che si suppone
di dimensione k, generato da qi, Aqq,..., A" 'q; e siano qi,qz,...,qx i
vettori di una base ortonormale di Si. Poiché per il teorema 6.7 risulta

H1 x#0 xT'x y#0 A ’
YESk
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esiste un vettore v € Si, v # 0, tale che

k
i =ra(v).

Analogamente, poiché risulta

k) — min —XTQEAQICX = min r4(y)
Hr x7#0 xTx y#0 A ’
YESk

esiste un vettore u € S, u # 0, tale che

) =rau).

La direzione di massima crescita di 74(x) nel punto x = v & quella indivi-
duata dal vettore g(v), che appartiene al sottospazio generato da v e
Av. Poiché il vettore v appartiene al sottospazio generato da qi, Aq, ...,
Ak=1qy, il vettore g(v) appartiene al sottospazio generato da qi, Aqy, ..
Akqy. Seil vettore A¥q; ¢ linearmente indipendente dai vettori q;, Aqy, . . .,
AF=1qy, come vettore qi4 si sceglie allora un vettore, ortogonale a q, qa,

..,qg, tale che i vettori q1,qe, . .., qg+1 costituiscano una base ortonormale
per lo spazio Sjy1 generato da qp, Aqi, ..., AFq;. Lo stesso ragionamento
si puo ripetere per la direzione di massima decrescita —g(u). Il sottospazio
Sk+1 risulta quindi includere le direzioni g(v) e —g(u).

Se invece il vettore AFq; ¢ linearmente dipendente dai vettori q;, Aqq,
..., A¥=1q, allora il sottospazio Sj ¢ invariante, cioé & generato da k au-
tovettori u,,,Us,,..., Uy, di A. Percio ulteriori iterazioni del metodo di
Lanczos produrrebbero sempre vettori appartenenti ad Si. Questo fatto
puo essere sfruttato per calcolare autovalori corrispondenti agli autovettori
u,,, ¢ = 1,2,...,k, ma non ¢ possibile, partendo dal vettore q;, approssi-
mare i successivi autovalori. Volendo comunque continuare ad applicare il
metodo di Lanczos per calcolare i successivi autovalori, occorre generare un
vettore qi+1 ortonormale a qi1,qg, ..., k.

Il problema della determinazione dei vettori di Lanczos e cosi ricondotto
al problema della determinazione di una base ortonormale del sottospazio
generato da qi, Aq, ..., A*qi, dove q; & un vettore fissato inizialmente, tale
che ||qi||2 = 1. Questa base viene determinata utilizzando il procedimento
di tridiagonalizzazione di Lanczos, descritto nel paragrafo 5, che viene qui
riportato:

*Y

siano a1 =qf Aqi, fo =0,
pert=1,2,...,n—1, si calcoli

ri = (A—a;l)q; — Bi—19i-1,
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Bi = HI'Z'H%

T

=, se fi #0, (57)
di+1 = !

un vettore ortonormale a qi,...,q;, se f; =0,

_ T
Qi1 = qz’+1AQi+1-

I vettori q1, qo, - - ., q, cosl generati sono, per il teorema 6.18, ortonormali e
se 1 (; sono tutti diversi da zero, coicidono con i vettori di Lanczos cercati.
Infatti, indicata con ) la matrice che ha per colonne i vettori q1,q2,...,qn,
e con T’ la matrice tridiagonale
a; B
_ | B a2
T= ' ,
Bn—l
671—1 Qp

risulta che ' .
Aqu :QTZel, z':0,1,...,n, (58)

come si pud dimostrare per induzione su i. Per i = 0 la (58) segue dal
teorema 6.18, mentre per ¢ > 0 e

Alqy = A(A7 qy) = A(QTer) = QTQRY QT 'e; = QT'e;.
Per la (58) ¢ allora
[Oh ’ Aql ‘ N ’ Anilql] = Q[91 ‘ Te1 ’ e ‘ Tnilel], (59)

e poiché la matrice 7" & a banda, di ampiezza i, il vettore T%e; ha nulle tutte
le componenti di indice superiore a i+ 1, e quindi la (59) & la fattorizzazione
QR della matrice

[qi | Aqy | ... | A" aqul.

I vettori di Lanczos sono quindi le colonne della matrice ortogonale @ la cui
prima colonna & q; e tale che la matrice Q7 AQ sia tridiagonale.

Se la matrice [q; | Aq; | ... | A" !q;] ha rango k < n, nella matrice
T e nullo 'elemento [k, e quindi il metodo di Lanczos si arresta alla k-
esima iterazione, e viceversa. Se un tale elemento si annulla durante la
costruzione della matrice T, cio indica che e stato individuato un sottospazio
S} invariante.

Il procedimento di Lanczos consiste nell’applicare 'algoritmo prece-
dente con arresto al k-esimo passo: si ottengono cosl i vettori q;, ¢ =
1,2,...,k e la sottomatrice principale di testa T} della matrice tridiagonale
T. Dalle (19) si ha che

AQy. = QrTy. + Brqrs1ef (60)
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dove 5qu+1e£ ¢ la matrice i cui elementi non nulli compaiono solo nella
k-esima colonna, che € uguale a Srqr+1, € quindi si ha

QY AQy = T + BrQi arr1et .

Poiché Q¥'qy+1 = 0, ne segue che
Ty, = QF AQk.

Percio la matrice T}, rappresenta la restrizione della matrice A al sottospazio
Si. 1 suoi autovalori estremi ,ugk) e /A](Ck) possono essere poi determinati
con uno dei metodi descritti per calcolare gli autovalori di matrici tridia-
gonali simmetriche. Vale la seguente stima degli autovalori, per la cui di-

mostrazione si rimanda a [7].

6.45 Teorema. Sia A € R™ ™ una matrice simmetrica i1 cui autovalori
sono
AM>X > >N,

e i corrispondenti autovettori sono uj, U, . .., u,. Sia T € R*** ]la matrice
tridiagonale ottenuta al k-esimo passo del metodo di Lanczos, a partire dal
primo vettore di Lanczos q;. Allora per gli autovalori estremi ugk) e ,u,(gk) di

Ty, valgono le seguenti limitazioni

(A1 — An)tg?(¢1)

A1 Zuﬁ'“) > A —

B [er—1(&)]? 7
(k) (A = An)tg* (Pn)
Ap < g, <A+ [Ck—l(gn ]2 )

dove
cos(¢;) = |qiu,|, perj=1,n,
A1 — A2 An—1 — An
=1+2 +—F n=1+21— "7
& + P 3 + N

e cx—1(x) e il polinomio di Chebyshev di 1* specie di grado k — 1, definito
ricorsivamente per mezzo delle relazioni

co(x) =1
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Anche per gli altri autovalori di T} si ha convergenza ad autovalori di
A, ma ’approssimazione € migliore per gli autovalori estremi dello spettro
di A e comunque il metodo non consente di valutare la molteplicita di un
autovalore.

Come condizione di arresto per il metodo di Lanczos si puo usare una
qualunque delle condizioni usate per i metodi iterativi, applicate alla succes-
sione dei ,ugk) 0 ,u,(f) calcolati. Un criterio semplice, che consente di valutare
la precisione raggiunta dagli autovalori di T}, quando si disponga anche dei
corrispondenti autovettori, si basa sul teorema 6.2 e si ottiene nel modo
seguente.

Sia

Ty = U.D, UL,

la forma normale di Schur di T}, dove Uy e ortogonale e Dy € diagonale.
Ponendo Y), = Qi Uy, dalla (60) si ha

AYy, = Vi Dy, + Brayti1ef, Uy. (61)

Perla (57) € Bxqk+1 = Tk, tale che |rg|l2 = Bg. Peri =1,2,... k, indicando
con y; la i-esima colonna di Y}, detto i-esimo vettore di Ritz del sottospazio
Sk, si ha dalla (61)

(k)

k
Ay = p; Yi + ThUki,

dove uy; € l'elemento di indici (k,) di Ug. Dalla (2), poiché |y;ll2 = 1,
segue allora che esiste un autovalore A\ di A tale che

k k .
A= 1P < Ayi — 1Pyilla = il lIrelle = 1Be] lursl, i=1,... k.

Il metodo di tridiagonalizzazione di Lanczos presenta grossi problemi
di stabilita numerica. Se ) € piccolo, nel calcolo di ry si possono presentare
elevati errori di cancellazione, con una conseguente perdita di ortogonalita
dei vettori qi, per cui i risultati ottenuti possono essere del tutto inat-
tendibili. Si puo in parte ovviare a questo inconveniente utilizzando la tec-
nica della riortogonalizzazione completa, cioe riortogonalizzando il vettore
calcolato qy rispetto ai vettori q;, j = 0,1,...,k — 1. Pero questo com-
porta un aumento del costo computazionale che fa perdere di competitivita
al metodo di Lanczos, e un aumento sostanziale dell’ingombro di memoria,
poiché tutti i vettori q; devono essere conservati.

Una tecnica piu efficiente consiste nella riortogonalizzazione selettiva,
in cui il vettore calcolato qj viene riortogonalizzato solo rispetto ad alcuni
dei vettori q;, j = 0,1,...,k — 1, gia calcolati. E stato infatti dimostrato
da Paige [14] che la perdita di ortogonalita del vettore calcolato qy, dovuta
agli errori di arrotondamento, diventa sempre piu consistente quanto piu qy
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e i corrispondenti autovalori ,ugk) e u,(fk) si avvicinano ai loro limiti e inoltre
che la perdita di ortogonalita si accentua nella direzione di quei vettori di
Ritz y; per i quali si e gia avuta convergenza. Con la riortogonalizzazione
selettiva e sufficiente memorizzare i soli vettori di Ritz y; per cui si & avuta
convergenza e riortogonalizzare rispetto ad essi ogni vettore qy.

Vi e infine da riportare una variante del metodo di Lanczos che non
utilizza tecniche di riortogonalizzazione e che anzi sfrutta gli effetti degli
errori di arrotondamento. Infatti a causa di questi errori & molto difficile
che gli elementi (B effettivamente calcolati diventino nulli, anche se viene
approssimato un sottospazio invariante, e addirittura anche se k = n. Con
questa variante si prolunga ’applicazione dell’algoritmo per un numero di
passi maggiore di n (ad esempio fino a kK = 2n o 3n). Senza riortogonaliz-
zazione il processo tende a ripartire quando si perde l'ortogonalita ad un
vettore di Ritz per cui si ¢ avuta convergenza; si vengono cosi a generare
approssimazioni multiple allo stesso autovalore e si ottiene alla fine una
matrice T} (ad esempio di dimensioni 2n o 3n) in cui vi possono essere pil
autovalori corrispondenti ad un autovalore di A. Esistono pero dei criteri
per individuare quali fra gli autovalori di T} sono quelli corrispondenti ad
autovalori di A.

In modo analogo a quanto fatto per il metodo delle potenze, & possibile
definire un metodo di Lanczos a blocchi.

6.46 Esempio. Le frequenze di vibrazione di una membrana elastica, vin-
colata al bordo 90 di un dominio 2 € R?, possono essere determinate
risolvendo il seguente problema:

0u  9%*u 9
@ + 8_342 - —)\ u su Q,
u=20 su 012,

dove u ¢ una funzione definita su 2 U 9€2 a valori in R, e se 7 e p sono la
tensione e la densita superficiale della membrana, le frequenze f sono date

A
da f = or T si supponga che €2 sia un triangolo equilatero di lato 1.
T\ p

Procedendo in modo analogo a quanto fatto nell’esempio 5.36, e fissato un
intero m che determina il passo di discretizzazione, & possibile restringere

la funzione w ai punti di un reticolo a maglia triangolare di lato ol
m

ottenendo il problema di autovalori
Apu = —Nu,

in cui la matrice 4,, € R™*™ & simmetrica, tridiagonale a blocchi, e della
forma
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By,  Hp
T
4 2 Hyy B m(m + 1)
n=-——— , conn=——=
3(m +2) . . 2
I H B |
dove le sottomatrici B; € R™?, per i = 1,...,m, sono tridiagonali e le
sottomatrici H; € R0~ peri=1,...,m — 1, sono bidiagonali
6 -1 -1
B, = -1 .6 ’ H, = -1 '
: | R |
-1 6 -1

Per valori grandi di n le matrici A,, sono sparse: se m = 100 (tale valore
¢ normale nelle applicazioni) n risulta dell’ordine di 5000, mentre ogni riga
della matrice ha al massimo 7 elementi non nulli. Delle matrici A4,, si conosce
Pespressione esplicita degli autovalori; per esempio, per m = 8, la matrice
Asg ha 19 autovalori distinti, di cui 4 semplici, 14 di molteplicita 2 e uno,
A17 = 8, di molteplicita 4.

Per il caso m = 8, si e applicato il metodo di Lanczos per approssimare
gli autovalori di Asg, assumendo come vettore iniziale qg = e; e si ¢ appli-
cato il procedimento per k = 1,2,...,10. Gli autovalori di ogni matrice T},
sono stati successivamente calcolati con il metodo QR e sono riportati nella
figura 6.4. Con i quadratini neri sono indicati i 19 autovalori distinti di Asg,
e per ogni k con i quadratini bianchi sono indicati i k autovalori di T}.

Proseguendo 'applicazione del metodo fino a k = 36, la matrice T} ha
come autovalori tutti gli autovalori di Asg, oltre ad altri autovalori molto
vicini ad essi, e questo non consente di determinare la molteplicita degli
autovalori di Asg. Ad esempio, in corrispondenza all’autovalore minimo di
Asg Mg = 0.7639322, di molteplicita 1, nella matrice T35 compaiono i tre
autovalori p§0) = 0.7650051, 3% = 0.7650557, us? = 0.7643948, mentre
in corrispondenza all’autovalore A7 = 8, che ha molteplicita 4, nella matrice
T3¢ compaiono solo i due autovalori ué?iﬁ) = 7.999630, u$6) = 8.000580.
L’approssimazione degli autovalori estremi dello spettro € comunque buona,

gia per bassi valori di k.
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Fig. 6.4 - Metodo di Lanczos.

Nella figura 6.5 sono riportate in scala logaritmica, al crescere di k, le dif-

ferenze

k
|)\1 - p’g )|7

cioe la successione degli errori di approssimazione dell’autovalore massimo.
Dopo un’iniziale diminuzione, per k > 17 "andamento oscillante degli er-
rori indica che I'accumulo degli errori di arrotondamento non consente una
approssimazione migliore.

100
10-1
1024
1034

10—4 .

N
>

T T T T T T T k
0 5 10 15 20 25 30 35

Fig. 6.5 - Errore dell’approssimazione del primo autovalore di Asg con
il metodo di Lanczos
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Per il caso m = 18, cioe n = 171, il metodo di Lanczos & stato appli-
cato con riortogonalizzazione selettiva, usando la doppia precisione. I primi
10 autovalori sono stati calcolati con un errore assoluto massimo di 10713
dopo 53 iterazioni, per un tempo totale di 3.04 secondi. Per confronto, il
metodo delle iterazioni ortogonali, applicato con dimensione del sottospazio
10, fornisce i primi 10 autovalori con un errore assoluto massimo di 1077
dopo 472 iterazioni per un tempo totale di 26.36 secondi. .

Esercizi proposti

6.1 La matrice
1 2 3 4
2 2 3 4
A= 3 3 3 4
4 4 4 4

ha un autovalore A approssimato da 13 e il corrispondente autovettore ap-
prossimato dal vettore [0.675, 0.725, 0.830, 1]7. Si dia una limitazione su-
periore dell’errore da cui e affetta I’approssimazione data.

(Traccia: si applichi la (2).)

6.2 Sia A € R™*" la matrice tridiagonale
a B
A=|F @

.. /6

5«

Si dica se esistono autovalori A di A tali che

V2 V2
A—al<BX2. () Ph—a|> (2 _ —)
@ Pal<B2. @ eal> (2= Y2
(Traccia: si consideri il vettore x = [1, 1, —1, —1, 1, 1,...]7 e si applichi la
(2) con 0 = a per la (a), il vettore x = [1, 1, ...]T ela (2) con 0 = a + 28

per la (b).)
6.3 Siano Alla A12, A22 S Cnxn’ con All e AQQ hermitiane e sia
All A12

A=
AlL Ao
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a) Si dimostri che per ogni autovalore p di Ap; esiste un autovalore A di
A tale che |\ — u| < ||A12||2;
b) se
0 @)
Ao = )
€ 0

si dica di quanto distano gli autovalori di A da quelli di A7 e Ags.

(Traccia: a) si applichi la (2) con x = {g}, dove A1y = py, |ylla=1e
o= b) A= < el

6.4 Sia A € C™*"™ normale. Si dimostri che per ¢ = 1,...,n, esiste
almeno un autovalore A di A nel cerchio

{ZEC D —an] <

(Traccia: si applichi il teorema 6.3 con x = e;.)

6.5 Si calcolino gli autovalori A;(e€) e gli autovettori x;(e) delle matrici
1 1 1 1 1 1+e€
] [ e
Si dica se il problema del calcolo degli autovalori della matrice
11
=[]

puo essere mal condizionato.

(Traccia: gli autovalori sono rispettivamente 1+ /e, 1 —+/¢; 1, 1 + ¢ 1.
Gli autovettori corrispondenti sono [1, —/€]T, [1,/€T; [1, 0T, [1, —1]T;
[1, 07

6.6 Sono date le tre matrici

2 1 2 1 0 0 101 -1
Ar=1{2 1 0|, A,=10 -1 0|, B=|1 -1 1
0 0 1 0 0 0 101 -1

a) Si verifichi che A; e Ay hanno gli stessi autovalori;
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b) si dica di quanto risultano perturbati gli autovalori di A; e As se le
matrici sono perturbate nel modo seguente: A; +eB e Ay +€B, 0 <
€ < 1 (si trascurino i termini di ordine superiore al primo in €);

c¢) si indichi per la matrice As + €B la maggiorazione della perturbazione
prodotta sugli autovalori che si ottiene applicando il teorema 6.14.

(Traccia: b) posto Ay =1, Ao =0, A3 = —1, gli autovalori di A; + eB sono
A1(€) = 14¢€, Aa(e) = —6€, As(e) = —1 + 2¢, gli autovalori di As + €B sono
A(€) =1 —€, Aa(€) = —¢, A\3(€) = —1 — ¢, a meno di termini di ordine
superiore al primo in €; ¢) —e < \;(€) — \; < 2e.)

6.7 Una stima della perturbazione indotta sugli autovalori puo essere
ottenuta anche nel modo seguente: se A = SDS~!, dove D ¢ diagonale, gli
autovalori di A + B sono anche gli autovalori di D + eS~!BS e possono
essere localizzati con i teoremi di Gerschgorin.

a) Si utilizzi questa tecnica con le matrici dell’esercizio 6.6.

b) Sia A € C™*™ tale che |a;;| < e peri, j=1,...,n, i # j. Supponendo
che € sia sufficientemente piccolo, si determini un numero reale o > 0
tale che, posto

o o
S = 9
0 I, 1

il primo cerchio di Gerschgorin di SAS~! sia il pilt piccolo possibile e
disgiunto dagli altri. Quale risultato di perturbazione si ottiene?

(Traccia: a) per Ay +eB siha —4e < A\1(€) —A\1 < 6¢, —12¢ < Aa(€) — A2 < 0,
—2¢ < A3(€) — A3 < 6¢; per Ay + €B si ha —3e < \j(e) — \; <€, 1=1,2,3;
b) il primo cerchio di Gerschgorin ha centro in a1; e raggio minore o uguale
a (n — 1)eo, l'i-esimo cerchio, per i # 1, ha centro in a;; e raggio minore o

uguale a (n — 2)e + < Si deve pertanto determinare il minimo z per cui
o
€
-1 -2 — <4, 6=mi — Q-
(n—1ex+ (n—2)e+ ~ <9 min la11 — ag;l

Si ha quindi

J:minx:(s_(n_Z)e_\/[5_(n_2)6]2_4(n_1)62 _ o«
2(n —1)e 0

+ O(€?)

A —a] < (
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6.8  Sideterminino degli intervalli di localizzazione degli autovalori della
matrice

3 05 € 0
05 1 - 0

A= e - 2 -1\
0 o -1 2

dove € e un numero reale di modulo sufficientemente piccolo, e si determini
un valore €, tale che per € < € gli autovalori di A siano separati.

(Traccia: si scriva A = B + €F, si determinino gli autovalori di B e si
applichi il teorema 6.14.)

6.9 Sia A € C™*" e siano A un autovalore di A di molteplicita algebrica
1 e x l'autovettore corrispondente, tale che ||x||2 = 1.

a) sey e un autovettore sinistro di A normalizzato in norma 2, corrispon-
dente a A, cioeé un vettore y tale che

yTA=xy", |yl =1,

si dimostri che y#x # 0;
b) sia F' € C"*" ||F|l2 = 1 e sia A(¢) un autovalore di A + €F cor-
rispondente all’autovettore x(€). Sapendo che A(¢) e le componenti di
x(€) sono funzioni analitiche di € in un opportuno intorno dello zero, si
dimostri che
yH Fx

Ale) — A=
©-r=e X

+0(e%);

c) dalla relazione trovata al punto b) si ottiene

[Ae) = Al < el + O(?), (62)

yx
da cui segue che una perturbazione dell’ordine di |e| sugli elementi di
A genera sull’autovalore A una perturbazione dell’ordine di |e|/|yx|.
La quantitd 1/|y® x| viene detta numero di condizionamento di \. Si
determini una matrice F' tale che la relazione (62) valga con il segno di
uguaglianza;

d) si determini il numero di condizionamento dell’autovalore A = 1 della
matrice

1 «
A= [ 0 2} , a€R,

e si valuti la perturbazione generata su A dalla perturbazione

0 0
el F—[l O]’
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introdotta sulla matrice A. Se o = 103 e € = 1079, si verifichi che la
perturbazione ¢ dell’ordine di 10~3;

e) sidetermini un numero di condizionamento per autovettore x, cioé un
~ tale che
[x(€) = xl2 < 7lel,
e si metta in relazione tale numero con gli autovalori di A; si esamini
in particolare il caso in cui A & hermitiana;

f) si determini il numero di condizionamento dell’autovettore x relativo
all’autovalore A = 1 della matrice

1 0
A:|:O ﬁ:|’ 6€Ra

e si valuti la perturbazione generata su x dalla perturbazione

0 0
eF, F—[l 0],

introdotta sulla matrice A. Se 3 =1—10"2 e € = 107, di che ordine
¢ questa perturbazione?

(Traccia: a) Sia U = [x | U;] una matrice unitaria, con U; € C**(=1),
tale che
A ct
U AU = ,
0 B

in cui A non & autovalore di B. Si verifichi che il vettore {z] ,z€ C" ! dun

autovettore sinistro di UH AU se z = ¢ (M — B)~!, e quindi w = U E}

€ un autovettore sinistro di A, per cui

LA 1 U[l]
w2 /T+]z3 Lz

Si ha poi

1
whx =[1|27 U x=[1|z"]e1 =1, e yx=

V1|3

b) poiché A(e) e le componenti di x(e) sono funzioni analitiche di e, esiste
pu € Ceqe C™taliche M(e) = A+eu+O(e?), x(€) = x+eq+ O(e?). Dalla
relazione

(A+eF)(x+eq) = (A + ep)(x +eq) + O(e?),
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tenendo conto che Ax = Ax si ottiene
(F — ul)x = (M — A)q + O(é?). (63)

Premoltiplicando per y*’, e tenendo conto che y# A = Ay e che yfx # 0,
si ottiene

yH Fx
yHx
o) & [yFx"| < ||F2 < 1; F = yx™;
e) & x(€) = x+eq+O(e?), per cui v = ||q||2. Inoltre, poiché si pud supporre
che q’x = 0, da (63) si ha

o= +0(e);

Hip wo_ [0 H 2
U (F —pul)UU7x = {0 B_ I U"q+ O(e”),
da cui . .
lallz = 1U"allz < [[(B = AL) ™ [|2[|(F — pI)x||2
H
B y7 Fx
< (B = AI)™! (1 )
<18 = a1+ o
1
Se A e hermitiana, e ||(AI — B)71||2 = m N
£
dove \;, i = 1,...,n, sono gli autovalori di A. Quindi un autovettore & tanto

meglio condizionato quanto piu 'autovalore corrispondente e separato dagli
altri. Questo non ¢ vero, in generale, per una matrice non hermitiana; f)

1
1-p5"

x=|o] 107-B) -

<=0 ) o= - Lo’
/=0 J1+[e/0a=p)2 Le/(1=5)
Quindi il numero di condizionamento ¢ elevato se § & vicino a 1. Nel caso

=10% e ||x(e) — x|[2 ~ 1073.)

} +O(é?).

particolare e

11— 2|
6.10 Sia A € R™™ "™ la matrice 1 cul elementi sono
1 sei =7 #1,
ai; =94 —1 se1 <y,
0 altrimenti.

a) Si determini il numero di condizionamento dell’autovalore A =0 di A e
si valuti la perturbazione generata su A da una perturbazione di modulo
e sull’elemento (i, j)-esimo, con (i,5) # (1,1),
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b) si determini una maggiorazione del numero di condizionamento per
I’autovettore x relativo all’autovalore A = 0.

(Traccia: a) &

3 1 24 4n-1
= =/ [1,1,2,2% ..., 2" 37T =4/
X el,y 2+4n_1[7 y &y ) ) ] 9 yTX 3 1)

{0 sej#£1, vT Fx {0 sej#1,
Fx =

Tw .
y 202 sej=1,i+# 1.

. X
e sej=1,

Percio la perturbazione generata su A ¢ dell’ordine di 2:72|¢| se j = 1, di
ordine superiore al primo in € se j # 1; b) si ha U = I, quindi

S S R 11 2 ... 272
1 -1 . 1 1 :
B-\XM=B= 1 . 1|, Bl'= 1 .2
-1 1

1 | 1

e||B7 2 < v l|B7 e =2"" V0. )

6.11 Si dica quali sono i numeri di condizionamento degli autovalori
della seguente matrice di ordine 20
(20 20 i
19 20
18 20
A= ) .
2 20
L I

(Traccia: per A = 20 si ha x = ey, il vettore y soddisfa alle equazioni
20y; —1Yi+1 =0, i =1,...,19,
e quindi, a parte il fattore di normalizzazione, si ha

1w — 90 207 20t 20"
y1=1=41 Y2 = y Yz = 2 a"'vyz_(i_l)!v"'ayQO_ 19!

n 202(i—1)

=1
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e la radice quadrata di tale valore € il numero di condizionamento di A = 20.
Per il generico autovalore A = r, si dimostri che

20— (20—7)(19 — 1) (20 — 7)! T
X—|:1, 50 (202 ,...,W, ,...,0}

207"—2 20r—1 T
(r—2)!"7 (r—1)! } ’

a parte i fattori di normalizzazione. I numeri di condizionamento effettiva-
mente calcolati sono dati nella seguente tabella

y= {0,...,0,1,20,...,

ro |yl | | Yy
1, 20 8.45 107 6, 15 6.94 101
2,19 1.46 10° 7, 14 1.57 102

3, 18 1.21 1010 8, 13 2.84 102
4,17 | 6.39 1010 9, 12 4.18 10'2
5,16 | 2.42 10! 10, 11 5.07 1012

6.12 Sia A € C™*" normale, con autovalori [A1| > [Ao| > ... > |\, €
U, V € C™*™ unitarie. Indicati con \;(UA), X\;(AV), \;(UAV) gli autova-
lori di UA, AV, UAV, si dimostri che

Al = [Ai(UA)] = | A
A > (NAV) > A 2, i=1,...,n.
A = [M(UAV)] = [
(Traccia: posto u = \;(UA), si ha UAx = ux, ||x||2 = 1, per cui
xTATUHU Ax = |uf?, e quindi |p|* = xT A7 Ax.

Essendo A# A hermitiana, per il teorema 6.7 |u|? & compreso fra il massimo
e il minimo autovalore di A¥ A. Poiché A ¢ normale, esiste Z unitaria tale
che A = ZDZH, D diagonale, e quindi A#A = ZDHDZH  per cui gli
autovalori di A A sono i quadrati dei moduli degli autovalori di A. Si
dimostrino le altre due relazioni in modo analogo.)

6.13 Sia A € C™*™ hermitiana. Si dimostri che se A ha un autovalore A
di molteplicitd algebrica m, allora ogni matrice U? AU, dove U € C"*(n—1)
¢ tale che U U = I,,_1, ha l'autovalore A di molteplicitd almeno m — 1.
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(Traccia: si applichi il teorema 6.8, essendo \; = ... = A\jy,,—1 = A, risulta
ANi =i = XNig1 =0 = figtm—2 = Aifm—1- )

6.14 Sia A € C™*™ hermitiana e per m < n sia U, € C™*™ tale che
UTIZUm = I, esiano \; > Ao > ... > \, gli autovalori di A e p1 > po >

. > iy gli autovalori di UH AU,,. Si dimostri che valgono le seguenti
relazioni

/Lié)\i,izl,...,m, /\n,ngum,Hl,i:l,...,m.

(Traccia: si consideri una successione di matrici V;, ¢ = 1,...,n — m, tale
che V; € Cin=it)x(n=i) "V HY, — [ e ViVy...Vy_yy = U, e si applichi
il teorema 6.8 alle matrici A; = V. A;_1V;, con Ag = A.)

6.15 Sia A € C™*" hermitiana, con autovalori A\ > Xy < ... > )\, e sia
k intero, k < n. Indicato con U) 'insieme delle matrici U € C"*k tali che
UHU = I, si dimostri che

H _
(Ijne%{}itr (UTAU) =AM+ Ao+ ...+ A,

min tr (UFAU) =\ 4+ Mt + oo+ Air1

Uely,
(Traccia: per l'esercizio 6.14 & tr (UHAU) < Ay + Xg + ... + \p. Dlaltra
parte, se U = [uy | ... |uy ], dove Au; = Ay, |[wille = 1, & tr (UFAU) =

A1+ A2 + ...+ Ag. Si dimostri altra relazione in modo analogo.)

6.16 Siano A e B € C™ ™ hermitiane e A sia definita positiva. Si
dimostri che se |[A7Y|2 | B]j2 < 1, allora A + B ¢ definita positiva.

(Traccia: si dimostri, applicando il teorema 6.14, che

Ai — |Bll2 < i < Ai +||Bll2,

dove A\;, i, i = 1,...,n, sono gli autovalori di A e di A+ B. Se A\, e il
1
minimo dei )\Z', e >\n — ||BH2 < iy 1= 1, ...,n, e >\n = m)
2

6.17 Sia A € C™*"™ hermitiana.

a) Si dimostri che la matrice
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ha almeno un autovalore A tale che |\ — o < ||b||2;

b) si dica sotto quale ipotesi gli autovalori di A separano strettamente
quelli di B.

(Traccia: a) si applichi la (2) con x = 0], 0cR"eo=a;b) Aha

1
autovalori distinti e la matrice [ A — uI | b] ha rango n per ogni autovalore

wdi A)

6.18 Siano A1 > Ao > A3 e 1 > po > sz gli autovalori delle matrici

2 3 -2 21 29 -2
A=13 1 0 e B=129 09 0.1
-2 0 -1 -2 01 -1
Si determini un numero « tale che |\; — p;| <, i =1,...,3.

6.19 Sia A € C™*"™ normale e sia A = QR, @ unitaria, R triangolare
superiore. Si dimostri che

~min A <|rj;] < max [N, j=1,...,n,
i=1,...,n i=1,...,n

incui A;, i =1,...,n, sono gli autovalori di A.

(Traccia: posto A = UDUH, U unitaria, D diagonale, risulta A7A =
UDHDUM = RER, da cui DD = UFRHRU. Sia x tale che Ux = e;,
quindi x¥x=1¢e

J
x"DHDx = e[ R"Re; = |ry;|*.
i=1
Poiché x D¥ Dx < max |)\;|?, segue che |rj;| < max |Ai|. Per laltra
1=1,...,n 1=1,...,n
disuguaglianza se r;; # 0 per ogni j, si proceda in modo analogo, essendo

(DED)"! =UHR'R™HU.)

6.20 Sia A,, € R™*™ una matrice reale e simmetrica ad albero, cioe della
forma

[ a2 a3 -+ Qp
as By 0 0
A, = as 0 )
o Balr O
Lo, O - 0 B
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con o; # 0, peri =1,...,n e f; a due a due distinti per i = 2,...,n. Si
dimostri che gli autovalori di A,,_; separano strettamente quelli di A,,.

(Traccia: per la separazione debole si applichi il teorema 6.8, con U =
I, _ . . . .
{ ng ]; si supponga che X\ # (3;, i = 2,...,n — 1, sia autovalore di A,,_1 e

di A, e si concluda che «,, = 0; si dimostri poi che non ¢ possibile che ;
sia autovalore di A, e A,,_1.)

6.21  Siano a; e a; due diverse colonne di una matrice A € C"*", tali

che
H

a; a; = elaill2 [[ajll2, lef <1,

dove € da una misura dell’angolo compreso fra i due vettori a; e a;. Si
dimostri che o A & singolare, oppure

p2(A) >

(Traccia: se A & non singolare, sia B = A A, allora la matrice

H, .H,.
a;’a; a;'a;

C =
aJHai afaj
e sottomatrice principale di B. Indicando con A(B) e A(C') gli autovalori di

Bedi C, e con Apax € Amin gli autovalori massimo e minimo, vale

Amin(B) < )‘(C> S )\max(B)v

per cui
Amas (B) _ Amas(C)
)\min(B) o )\min(c)

Si dimostri poi che il valore minimo del numero di condizionamento di C' si

13(4) = — 12(C).

1
ha quando aj’a; = af’a; e vale 1 * IGI )
— e
6.22 Si trasformi la matrice
4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
A= -1 0 4 -1
0 -1 -1 4

in forma tridiagonale con i metodi di Householder, di Givens e di Lanczos.
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6.23 Si applichi il metodo di tridiagonalizzazione di Givens alla matrice

1 V2 V2 2
A V2 V2 1 V2
V2 o1 V2 V2
2 V2 V2 -3

6.24 Sia A € C"*™ hermitiana. Si dica come modificare il metodo di
tridiagonalizzazione di Householder affinché la matrice A~1 tridiagonale
ottenuta sia reale.

(Traccia: con la notazione del paragrafo 5, si costruisca la matrice

_ I o
pk) — Yk pk) T, =

o] o P®

6.25 Sia A € C™ " antihermitiana (cioe A¥ = —A). Si dica che strut-
tura ha la matrice A(®~1 ottenuta applicando il metodo di tridiagonaliz-
zazione di Householder ad A.

(Traccia: A~V risulta tridiagonale antihermitiana, si sfrutti il punto b)
dell’esercizio 1.21.)

6.26 Sia B, la matrice tridiagonale hermitiana

a1 32
B. = /82 Qg
=
B
B an
Si dimostri che se 8; # 0, 7 = 2,...,n, allora gli autovalori di B,, sono tutti

distinti.
(Traccia: se A fosse autovalore di molteplicita maggiore di 1 di B,,, poiché gli

autovalori di B,,_1 separano quelli di B,,, A dovrebbe essere anche autovalore
di B,,—1 e per la (21) anche di B;, per i =n —2,...,0, il che & assurdo.)

6.27 Sia A € C™ ™ in forma di Hessenberg superiore. Si dimostri che
se A ha un autovalore A di molteplicita algebrica e geometrica maggiore di
1, allora A ha un elemento sottodiagonale nullo.

(Traccia: sia A tale che Ax = Ax, Ay = \y, con x e y linearmente indipen-
denti. Si supponga che z,, = y,; posto z = x — y, si ha

Az =Xz, z#0, z,=0.
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Posto

A— A = , Z= ,
B d 0

in cui c,d,v € C" ! ¢ B € C»=Dx(n=1) & triangolare superiore con ele-
menti principali uguali agli elementi sottodiagonali di A. Dalla relazione
(A — X))z = 0 segue che Bv = 0, in cui v # 0. Percio uno almeno degli
elementi principali di B deve essere nullo.)

6.28 Sia B, la matrice tridiagonale hermitiana dell’esercizio 6.26. Si
dimostri che se B, ha un autovalore A di molteplicita algebrica m, allora
almeno m — 1 elementi sottodiagonali 3; di B,, sono nulli.

(Traccia: per I'esercizio 6.27 esiste un indice j, 2 < j < n, tale che §; = 0.
Si consideri la sottomatrice di B,, ottenuta cancellando la j-esima riga e
la j-esima colonna. Per l'esercizio 6.13 tale matrice ha ’autovalore A di
molteplicita almeno m — 1.)

6.29  Siano Ae D € C"*" e sia {Qk} una successione di matrici unitarie
tali che

lim Q7 AQ = D.

k—o00

a ) Si dimostri che esiste una sottosuccessione {Qy, } tale che
lim Qr, =Q e Q"AQ = D;
1— 00
b ) si trovi una successione {@y} di matrici non unitarie tali che
lim Q. 'AQy = D,
k—o0
ma il lim Qf, non esiste per nessuna sottosuccessione {Qy, }.

71— 00

(Traccia: a) e sufficiente dimostrare che I'insieme delle matrici U unitarie &
un compatto; cio segue dal fatto che tale insieme ¢ limitato essendo ||U||z = 1
per ogni U unitaria, e chiuso, essendo l'insieme degli zeri della funzione
continua U — |[U2U —I||; b)

1 0

6.30  Sia {Aj} una successione di matrici tali che

lim Ay =1.
i A
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Indicata con A = Qi Ry una fattorizzazione QR della matrice Ay, esistono
matrici Sy diagonali e unitarie (matrici di fase) tali che

lim QrSr = lim SpQr =1, lim SFR;, = lim RpS{ =1.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

(Traccia: vale hm (QkRk — I) = O e quindi, poiché gli elementi di Qy

hanno modulo hmltato si ha
lim (R — QF) = lim Q7 (QwRx — 1) = O.
k—o0 k—o0
Poiché R; e triangolare superiore, segue che
(k) S
kl;n;oqji =0, peri>j.

Da cui, poiché @) € unitaria, si ottiene

lim q;; =0, peri<j.

Quindi q 75 0 da un certo indice k in poi, e posto

6"
(k) (k)
Sp = b2 o) _ Gii
k . ’ ! ‘q(k)‘ ’
0’,(1]{) K22
si dimostri che
lim SpQf = lim Qf Sy =1.)
k— o0 k— o0
6.31 Sia A € C™*™ la matrice tridiagonale hermitiana
(051 32
Ak — 52 (€5))
/Bn an

in cui 8; # 0, per i = 2,...,n. Si applichi ad Aj un passo del metodo QR
con lo shift u = «ay,, ottenendo la matrice A1 nel modo seguente

Ay — ol = Qi Ry, App1 = RpQr + a1,

dove Qi € unitaria ed Ry e triangolare superiore. Posto



414 Capitolo 6. Metodi per il calcolo di autovalori e autovettori

o 32 '
/ /
Ap1 = b
.. /Bn !/
B o,
si dimostri che
3 2
)~ 1Bnl , |8n| .
Bl < " lem—an[ <o d= . min A — o,
dove A1, ..., A\,_1, sono gli autovalori della sottomatrice principale di testa

di ordine n — 1 di Ak. Quindi, poiché A ha autovalori distinti, nel metodo

QR con lo shift p = aﬁﬁ? la convergenza a zero dell’elemento sottodiagonale
e del terzo ordine.

(Traccia: posto

Ak - anI = , 8= /Bnenfla

siano Q € C(~1Dx("=1) yna matrice unitaria tale che
B =QR,

dove R ¢ triangolare superiore, e G € C?*? la matrice di Givens

dove
. 'n—1,n—1 o Bn
c= , S§=— .
\/’7”7171,71,71’2 + |Bn|2 \/‘rn717n71|2 + |/Bn|2
Si ha
Q 0 In—2 @
Ak — OénI = Rku
of 1 o G

dove Ry e triangolare superiore e risulta

k 5 T H
'rﬁm) =sf,e, 1Q" e,_1.
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Inoltre
Q O I,_o O B h
Ak+1 = Rk —+ OénI = y
o7 1 O GH hl o
dove
h=-357ke, |, of = 4.

Sostituendo, passando ai moduli e tenendo conto che gli elementi principali
di @) sono in modulo minori di 1, si ha

B IBP

”rn—l,n—l‘z + ’51@’2 o ’Tn—l,n—l‘z

18] <

2 2
|05/n_04n| S |ﬁn| |7‘ng1,nfl| 5 S |Bn| )
|Tn—1,n—1| + ‘5n‘ |Tn—1,n—1|

Si dimostri poi che |ry,—1,,—1] > d (per I'esercizio 6.19).)

6.32 Si applichi il metodo delle potenze alla seguente matrice di Bodewig

2 1 3 4

1 -3 1 5
A= 3 1 6 -2|°

4 5 -2 -1

assumendo come vettore iniziale to = [1, 1, 1, 1]T. La successione converge
molto lentamente. Perché?

(Risposta: ¢ |A1/A2] =~ 0.998, inoltre il vettore ty, ¢ ”quasi” ortogonale
all’autovettore x;.)

6.33 Si applichi il metodo delle potenze alla matrice

0 -1 1
A=|1 0 -1],
11 0

assumendo come vettore iniziale to = [1, 1, —2]7.

(Risposta: si ottiene

61 = _37 t1 = [17 _17 0]T7
By =—2, ty=[-0.5, -0.5, 1]7,
63 =15, t3= [17 —1, O]T7

Bit2 = Pi, tiyo=1t;, peri>2.)
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6.34 Sia A € R™*™, tale che 'autovalore A\; di modulo massimo sia
complesso.

a) Si esamini il comportamento della successione yy ottenuta con il meto-
do delle potenze;

b) si dica come ¢ possibile ricavare un’approssimazione di A\; da tale suc-
cessione e come calcolare 'autovettore corrispondente.

(Traccia: a) siano |A;| = [A1] > |A3] > ... > |A\,| gli autovalori di A e
X1, X1, X3,..., X, 1 corrispondenti autovettori. Allora ty € R™ puo essere
espresso come

n
to = ax; +aix; + g ;X

1=3
e si ha
Arty = M| | <A1>kx +a (Xl >k§ +§n:a (’\i>kx
0 — 1 1 TN | 1 1 TN 1 7 T~ 1 7
| A1l | A1l Py | Al
da cui

— k

AP by
AFty = |\ | 2L a [ 2L) %
0 ’1| [%(P\ll) X1+a1<‘)\1’ X1

Posto A\; = |A1|(cos¢ + ising), a1 = |az|(cosf + isinf) e indicando la
j-esima componente di x; con |z;|(cos§; +isin§;), si ha
k>

quindi, a meno di termini dell’ordine di [A3/A3]", le componenti del vettore
Y& ruotano ad ogni passo di un angolo ¢ attorno all’origine del piano com-
plesso; b) sia A2 + pA 4+ ¢ = 0 I'equazione che ha come soluzioni \; e Aj,
allora per k sufficientemente grande si ha

A
y](k) = (Akto)] = 2|)\1|k |Oél| |J)J‘ COS(k¢+ 0 +€]) +0 ( )\—z

’ k

Yito + Dykt1 + qye = (A2 4 p AT 4 ARt

okt
~ a2+ pATT + D)X +an ()

2 <kl —k

+p\,  +4g)\ )X =0.
I due coefficienti p e ¢ possono essere approssimati con le successioni pg, gx
tali che yry2 4+ pryr+1 + qxyr = 0. Poiché in generale questi sistemi di n
equazioni nelle due incognite pi e ¢ non sono risolubili, si determinano py
e gx con il metodo dei minimi quadrati (si veda il capitolo 7)

min + « =+ ,
o |Yit2 + ayie+1 + BYykl2
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ricavando [p , qr]T come soluzione del sistema normale

Y£+1Yk+1 ygﬂﬂ: o yg+13’k+2
YiYe+1  Yiye o} Vi V42

Per calcolare 'autovettore corrispondente, per k sufficientemente grande si
ha

YVERAXI X e Yir1 = Ay &y ix) + X,

per cui se yx; =z +iw e A\ = 4 iv, si ha
YER2zZ e yrpy1 ~2(pz —vw),

da cui, a meno di un fattore di normalizzazione, si ricava

X1 R vyEr +i(uyr — Ye+1)- )

6.35 Sia A € C™ ™ una matrice con due autovalori reali A\; e Ay di
modulo massimo, tali che Ay = =Xy e |A\;| < |A1]| per i > 2.
a) Si esamini il comportamento della successione y ottenuta con il meto-
do delle potenze;

b) si dica che cosa accade quando si applica il metodo delle potenze alla
matrice traslata A — al, a € R, a # 0;

c) si studi in particolare il caso della matrice dell’esercizio 6.33.

(Traccia: a) per k pari sufficientemente grande si ha

(1)

(2)
J )

k
yj( ) ~ A’f(oqa: + oz,

k1 1 2
y](. LRV )\’fﬂ(oqx; ) _ azxg )),

y§k+2) ~ )\’f”(alxg-l) + a2x§-2)),
per cui
(k+2)
lim L — =)\%
k b

b) la matrice A — al non ha piu due autovalori di modulo massimo, ma uno
solo il cui modulo ¢ |A1|+ |a|. Scegliendo opportunamente « si puo ottenere
una buona velocita di convergenza.)
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6.36 Si analizzi la convergenza del metodo delle potenze nel caso di
matrici con autovalori di molteplicita geometrica minore della molteplicita
algebrica.

(Traccia: Si supponga dapprima che A sia un unico blocco di Jordan della
forma

e si consideri un vettore

Si ha
VT (e
A ;
A= (v |
L AP J
per cui

(j—1)!
k(k—1)... (k—j+2)

Per kK — oo tutti i termini fra parentesi, escluso il primo, tendono a zero,

per cui, posto
- o\ kgt
_ —J
0, = E o <] B 1) A ,

J=1

J=lg.
M7 ejl.

risulta

A - o k
=1 Ak = | 1 -J k—j+1 _
o, k;H;OZ o T | 2, <J_1>A e =en
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e quindi si ha convergenza verso ’autovettore e;. Per k abbastanza grande
si ha

(Akto)l ~ Z Q;j (.] >)‘k_J+1 = )\kpn—l(k)7

; —1
=1

dove p,,—1(k) € un polinomio in k di grado n — 1, per cui

lim (Ak+1t0)1

k—o00 (Akto)l =

La convergenza ¢ pero molto lenta. Si ripeta poi il ragionamento per il caso
in cui la matrice sia formata da piu blocchi di Jordan.)

6.37  Si analizzi la convergenza del metodo delle potenze inverse nel caso
di matrici con autovalori di molteplicita geometrica minore della molteplici-
ta algebrica.

(Traccia: Si supponga dapprima che A sia un unico blocco di Jordan della
forma

A
A= A )
1
A
si consideri un vettore .
t() = Z Oéjej
j=1
e sia p un’approssimazione di A. Indicato con f;, j = 1,...,n, il vettore
soluzione del sistema
(A - :uI)fj = €y,
si ha .
tl = Z Otjfj,
j=1
dove
(_1)j_1 - - T
f; = Oy (L= =), A=) (1) A = )7 H,0,...,0]

Se 1 & una buona approssimazione di A, si ha t; = fe; + O(A — p), dove

=3 s =

1 ol = " 1400 - p)].

: (A —n)

1=
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Quindi con una sola iterazione si ottiene un vettore t; che apprrossima
I’autovettore Se; con un errore dell’ordine di A— . Si ripeta il ragionamento
per il caso in cui la matrice & formata da piu blocchi di Jordan.)

6.38 Sia A € C™" € C distinto da ogni autovalore di A, e sia
tpeC" ety = (A — MI)_lto.

a) Sidimostri che t; ¢ autovettore, corrispondente all’autovalore y, di una

t
matrice A+ E, dove |[|Ells = Itoll2 :
[t1]]1
b) da questa relazione si derivi un controllo utile in fase di implemen-

tazione del metodo delle potenze inverse.

(Traccia: a) siano Uy e Uy le matrici di Householder tali che Uptg = ape; e
Ultl = 1€y, dove ‘Oé()‘ = Hto”g (§ ’011’ = Ht1H2' Allora —to = Etl, dove

E=-2ystuy,
aq

e quindi

«Q
(A4 Bt =totuta+ Bty sty e Bl = 122
1

b) ||E||2 ¢ tanto minore quanto piu grande ¢ ||t1]|2 rispetto a ||to||2, per cui
se ||t1]|]2 & piccolo, & opportuno cambiare vettore iniziale, scegliendone uno,
magari ortogonale al precedente.)

6.39 Sia A € C™*™ hermitiana e si supponga che A abbia autovalori
distinti. Si dimostri che la successione dei py calcolati con il metodo delle
iterazioni del quoziente di Rayleigh ha convergenza locale del terzo ordine
ad un autovalore A di A.

(Traccia: sia (A — pg—1D)ug = tg_1, con |[tg_1ll2 =1e px—1 = tkH_lAtk_l,

u

t, = ﬁ Si puo supporre, senza ledere la generalita, che A sia diagonale
Ug||2

con elementi principali dy,ds, ..., d,, e che uy — di. Posto ex, = |ur — di],

vale

er = [t (A —diD)ty| < 162 |d; — dy
=2

o n (k)2: (k)2
max |d; dl\z;\tz P=0> [t"

1=2

IN
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(k—1) (k—=1)2 (k)
t, t u;
Poiché ul(-k) =t el > | L | , ed essendo tl(-k) =t
di — ptk—1 €r—1 [[arl2
ne segue che esiste una costante v tale che
k)2 2 k—1)2
DI <k Y oIP
i=2 i=2
per cui
n
k
Z \t§ )\2 < F(er—1er—2...€0)?%
i=2
e quindi
k_ k—1 k—1
e < OvF(ep—1€p_z...e0)2 <A /243 e k>1
cioe il metodo ha convergenza cubica.)
6.40 Siano A € C™*" hermitiana con autovalori distinti e v € C". Si

consideri il seguente metodo iterativo per il calcolo di un autovalore della

matrice A:
(A—pp—1D)ug =v

U-kHAllk k:1,2,
Pk = =7 —
u; ug
a) Se klim wr = A, si dimostri che esiste ¢ € R tale che, posto e, =
—00
€L S ¢ei—17
e quindi la convergenza ¢ localmente del secondo ordine;

b) si dica sotto quali condizioni sul vettore v e su pg la successione ge-
nerata dal metodo converge ad un autovalore di A.

(Traccia: si puo supporre, senza ledere la generalita, che A sia diagonale

con elementi principali dy,ds,...,d,, e che A = d;. Allora
> [uPP( - di)
uf (M -Aw, =
AT e = ufuy B L)
k w2
; Ju;|
da cui
> a2
er <0 iz2 , 8>0
) ’u(k)|2
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Utilizzando la relazione uy = (A — pugx_11)"1v, si dimostri che esiste una
costante 1) > 0 tale che

> P
1=2

= <wep_y,
AORIE
1=1 !

e quindi, posto ¢ = ¥, ne segue che
2 : 2k 1 ok
er < ¢ej_y, dacui ep < ¢ ey -
Una condizione sufficiente di convergenza si ottiene imponendo che ¢eq < 1.)

6.41 Siano V e W € C™*"™ due matrici unitarie, sia 1 < p < n e si
considerino le decomposizioni

V:[V1|V2] (S WI[W1|W2],
in cui Vi, Wy € C"*P_ V,, Wy € C**("=P) La quantita
d= [V —wiw |,

¢ detta distanza fra il sottospazio di C™ generato dalle colonne di V; e il
sottospazio generato dalle colonne di Wj.

a) Si dimostri che
d* = pW{TVaV " W) = VT W3

(per la norma 2 delle matrici non quadrate, si veda il paragrafo 3 del
capitolo 7);

b) se d < 1, si dimostri che la matrice V¥ W; & non singolare e che
1 .

V1—d?’

c) si sfruttino queste relazioni per dimostrare il teorema 6.42.

VWil <1 e (VW) Y2 =

(Traccia: a) si ha

ViVt —waw{ o = (VW VT = wiw W,

VH
S=vHEWwnveT —wiwhw = . (VVE —WiW i [Wy | Wa]
Vs
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VH - VEW,WH o VHW,
= (W [ Wa] =
- ‘/QH Wi WlH - V'QH Wy O

Inoltre, poiché VoViH =1, — ViV e WoWH =1, — Wi WH &
WHEWVEW, = 1, - WEWVEW, e VEW, WV, = 1, - VEW, W,
e poiché le matrici
wHWvVEW, e VHEW,WHW

hanno gli stessi autovalori (eccetto eventualmente 1’autovalore nullo), e le
matrici
vEwwlEv, e wHEwWvHEW,

hanno gli stessi autovalori, ne segue che le due matrici
wWHEWVEW, e WHEWVHEW,

hanno lo stesso raggio spettrale, e quindi p(SHS) = p(WHVLVHW);

b) poiché WHWVHEW, = I, — WHWLVHEW, e d < 1, gli autovalori di
WHVLVHW, sono tutti positivi e minori o uguali a 1 e il minimo autovalore
¢ 1 — d?; ne segue che V;# W, & non singolare e che

1

pl[(W{ViVIWy) 1 = T—gZ'

c) sia A= XTXH dove X € C"*" unitaria e T € C"*" diagonale,

X=[U|Z] e T= [TI O} ., UeCmr r T, e CP*P,
O T
in cui gli elementi principali di T} sono Ay, A2, ..., A, e gli elementi prin-
cipali di T3 sono Ap41, ..., A,. Inoltre sia

Hp,=[Qr| Px] e Rk:|:%€:|7

dove Sy, € CP*P ¢ triangolare superiore. E
A*Qo = QiSy...S1, percui TEXHQy=X"QLS) ... 54,
e quindi

TFUHQy =U"QpSy... 81 e TEzHQo=2"Q1S; ... 51,
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da cui, se U7 Q ¢ non singolare e X\, # 0, si ricava
Z"Qy = T3 2" Qo(U" Qo) T UM Q..

Per i punti a) e b), in cui si ponga Vi = U, Vo = Z, W7 = Qo oppure
W1 = Q, si ottiene che la matrice U7 Qg ¢ non singolare e che

do = UV = QoQ{'l2 = 12" Qoll2 e di, = [UUT — QrQi |2 = |27 Qx ]2,
per cui passando alle norme si ha

di = 12" Qullz < 72013 127 Qoll2 (U7 Qo)™ ll2 1T I3 U7 Qrll2,

e poiché
H -1 1 H k 1= 1
U Qo) 2 = ==, U7 Qkllz <1, |T2]l5 = [Apta|, IT7 I3 5>
V1—dj Ap]
si ha i
dkﬁ dO >\p+1
Ji—& | N

Per dimostrare la (56), si consideri la i-esima colonna ql(-k) della matrice Q
poiché QL AQr_1 = Sk, vale

H
i = g,

(k)

per cui se q; = = 0;%; + egk), dove 6; ¢ un opportuno fattore di fase, si ha

lim e =0, ¢
k—o0
H N
r® = (0%, + e HAWBx; + ¥ ) = N + Nbiel x; + XfixH el
+e§k))HAez(-k_1).

Basta dunque dimostrare che

Hegk)HQ _ O(’A;—:l ’k k>

|

Ai
i1
Per questo si consideri la matrice

B, =UOy®" _ ;E;) ;E;)

Y
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dove U™ ¢ Ql(f) sono matrici costituite dalle prime ¢ colonne rispettivamente

di U e di Q. Si osservi che qualunque sia p > ¢, la matrice Q,(f) & sempre

la stessa, e quindi
Ait1 |k
1= 0(|5]).

Si ha allora

H
Ei=FE_ 1 +xxI — qgk)qgk) ;
da cui
Ixixt’ = aPa® " |2 < Bl + 1Bl = 0|52+ |2,

Sia 6; un fattore di fase tale che HiXZH qz(-k) sia reale e non negativo, allora

k k
16:%x; — a2 =2(1 — [xFq(M)).

k) (k)H
" qMq®

%

1 xfq
(k)H ' y

-q; 7 X —1

Gli autovalori della matrice x;x sono uguali, a parte lo zero,

a quelli della matrice

(si veda D'esercizio 2.24) e quindi

k) (k)H k 1 k k
Iixt =@M a2 = 1= P = 5 (1 x g Dlleix — a3

i
per cui

k k) (k)H
16:%; — @i |12 < 2|xixF — aMal™ 7 |2.)

6.42 Siano A, B € C™*™. 1l problema generalizzato agli autovalori € il
problema di determinare i numeri A tali che

Ax = ABx, x#0. (64)

I X\ sono detti autovalori del problema generalizzato o autovalori general-
1zzati e le soluzioni x sono dette autovettori. Gli autovalori del problema
generalizzato sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

det(A— AB) =0.
Se la matrice B & non singolare, il problema (64) & equivalente al problema

B 'Ax =Xx, x#0,
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se la matrice A ¢ non singolare, il problema (64) ¢ equivalente al problema
1 1
A" Bx = 3% X # 0.

a) Si dica sotto quali ipotesi il problema (64) ha n autovalori (contati con
la loro molteplicita);

b) si risolva il problema (64) nei seguenti casi

o =l 2] <[t 1)

c¢) si dimostri che se A & hermitiana e B & definita positiva, posto B =
LLY vale

L7 YAL "y = )y, y = Lx,

la matrice L='AL~H & hermitiana e quindi gli autovalori generalizzati
sono reali;

d) se le matrici A e B sono reali e simmetriche, e B ¢ definita positiva,

xH Ax
allora la funzione definita su R" f(x) = — e stazionaria nel punto
x" Bx
v € R" se e solo se
v Av
A= —— 65
Gy’ (65)

si mostri con un controesempio che la (65) non vale se B non ¢ definita
positiva;

e) si dimostri il seguente teorema del minimaz per il problema (64): siano
A hermitiana e B definita positiva e siano Ay > Ay > ... > A, gli
autovalori del problema (64), allora

\ . x" Ax \ o xH Ax

_k+1 = min max p = Imax min

nek Vi x£0 xHDBx'’ Vi x#0 xHBx’
xeVy, xeVi

dove Vi, € un qualunque sottospazio di C™ di dimensione k, per k =
1,...,m;
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f) siano A hermitiana e B definita positiva e siano A\; > Ao > ... > A,
e (i1 > Mo > ... > U, rispettivamente gli autovalori dei problemi
generalizzati

Ax = ABx
e
A1z = uBiz,

dove A7 e By sono le sottomatrici principali di testa di ordine n — 1 di
A e B. Si dimostri che

AL 2 p1 = Ao 2> 2 2o 2 1 = Apj

g) siano A hermitiana e B definita positiva, allora
x Bx > |x Ax| per ogni x € C™,x # 0 se e solo se p(B™'A) < 1;

h) si risolva il problema (64) nel caso in cui A, B € R™ sono le matrici
tridiagonali simmetriche

a f v 0

A |8
. B PR
B« b v

(Traccia: a) si dica che cosa accade se N(A)NN(B) # {0} o se B ¢ singolare;
d) come controesempio si consideri il caso

11 0 1
=il e

e) si applichi il teorema 6.7 alla matrice L='AL~; g) per il punto e)
I'autovalore di modulo massimo di B~'A ¢ uguale a

x7 Ax . XHAX.
S#o xABx PP LU0 xHABx
h) si noti che
a—Xdy B—=X
A-\B — B—X a—Ny 7
B— A6
B—A0 a— Ny

e si sfrutti I'esercizio 2.40.)
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Commento bibliografico

Il problema del calcolo degli autovalori e degli autovettori ¢ uno dei
piu importanti problemi computazionali dell’algebra lineare: il calcolo degli
autovalori e richiesto in molti problemi, spesso di grandi dimensioni, in cui
le matrici sono sparse e generalmente dotate di struttura.

Il testo fondamentale su cui si basano gran parte degli studi sui metodi
per il calcolo degli autovalori ¢ il libro di Wilkinson [28], che riporta lo stato
dell’arte in questo settore al 1965. Sistematiche presentazioni dei metodi
per calcolare gli autovalori e gli autovettori di matrici sono riportate anche
nei libri di Golub e Van Loan [7], Parlett [18], Schwarz, Rutishauser e Stiefel
[21], Stewart [23]. T programmi in Algol dei principali metodi sono riportati
nel libro di Wilkinson e Reinsch [30]. Un’esposizione elementare sul calcolo
degli autovalori & riportata nel libro di Atkinson [1].

In questo libro I'esposizione della teoria della perturbazione e stata
fatta tenendo conto di quanto riportato nel libro di Stoer e Bulirsch [26],
l'ordinamento dei metodi segue lo schema riportato in Stewart [24], e la
descrizione dei metodi segue la presentazione fatta nel pit recente libro di
Golub e Van Loan [7].

Una trattazione sistematica della teoria della perturbazione nel calcolo
degli autovalori ¢ stata elaborata da Wilkinson [28] sulla traccia di risultati
sia classici (il teorema sulla separazione degli autovalori delle sottomatrici
principali delle matrici simmetriche ¢ stato dato da Cauchy nel 1823), sia
pit recenti (il teorema del minimax ¢ riportato da Courant e Hilbert nel
1953 e il teorema di Bauer-Fike ¢ del 1960).

La riduzione in forma tridiagonale delle matrici hermitiane e in forma
di Hessenberg superiore utilizza le matrici elementari di Householder, in-
trodotte nel 1958. Una trattazione completa di queste matrici & riportata
nel libro di Householder [9] del 1964; per un’analisi accurata dell’errore
delle trasformazioni di Householder si veda, oltre a [28], il libro di Lawson
e Hanson [13] del 1980.

Il metodo di Givens, presentato nel 1954 [6], che puo essere considerato
un precursore del metodo di Householder, utilizza le matrici di rotazione
introdotte da Jacobi nel 1846. In [6] viene anche proposta per la prima
volta 1'utilizzazione della successione di Sturm per la separazione degli au-
tovalori di matrici tridiagonali simmetriche. Per rappresentare una succes-
sione di trasformazioni di Givens in forma compatta, analoga a quella usata
per le matrici di Householder, si puo utilizzare una tecnica, descritta da
Stewart [25]. Una variante del metodo di Givens, detta fast Givens trans-
formations, che non richiede il calcolo di radici quadrate, e che ha un costo
computazionale confrontabile con quello del metodo di Householder, & stata
proposta da Gentleman [5].

La riduzione di una matrice in forma di Hessenberg superiore con ma-
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trici elementari di Gauss € esposta in Businger [2], con lo studio della sta-
bilita numerica. Il metodo di Hyman ¢ descritto in [10].

Il metodo QR & stato sviluppato da Francis nel 1961 [4] e rappresenta
uno sviluppo del metodo LR di Rutishauser [20] del 1958. In molti lavori
successivi la convergenza del metodo QR & stata studiata nei suoi aspetti
sia teorici che pratici. Una descrizione sistematica delle tecniche di shift e
stata fatta da Wilkinson [29], e lo studio della stabilita numerica & riportato
in Wilkinson [28].

Il metodo di Jacobi, presentato da Jacobi nel 1846, ¢ stato il metodo
principe per il calcolo degli autovalori delle matrici hermitiane non sparse
fino all’introduzione del metodo QR. Nel 1949 ne fu suggerita da Goldstine
I'utilizzazione sui primi calcolatori. Nel 1953 il metodo e stato implementato
sul calcolatore ILLIAC presso ’Universita dell’lllinois. Vari autori, sulla
traccia dei primi lavori di Henrici [8] del 1958 e di Wilkinson [27] del 1962,
hanno individuato la convergenza quadratica del metodo di Jacobi, sia con
la strategia classica che con quella ciclica. Sono stati fatti dei tentativi,
senza grossi successi, per estendere il metodo anche a classi di matrici non
hermitiane. A questo proposito si veda la bibliografia riportata in Golub e
Van Loan [7]. La tecnica, descritta in questo testo, per la costruzione della
matrice di rotazione, ¢ dovuta a Rutishauser (1971).

Il metodo delle potenze si basa sulle proprieta asintotiche delle potenze
di matrici ed ¢ stato suggerito nel 1913 da Miintz. Il metodo delle potenze
inverse e stato proposto da Wielandt nel 1944. Sulle proprieta delle potenze
delle matrici si basa anche il metodo di Leverrier (1840) che ¢ il piu vecchio
metodo pratico per il calcolo dei coefficienti del polinomio caratteristico.
Per il metodo delle potenze e delle sue varianti si veda il libro di Wilkin-
son [28], in cui viene anche studiato estensivamente 1'uso del metodo per
approssimare gli autovalori complessi. La convergenza cubica del metodo
di Rayleigh nel caso di matrici hermitiane ¢ stata dimostrata da Parlett
[17]. La dimostrazione del teorema di convergenza del metodo delle itera-
zioni ortonormali e riportata in [7]. L’accelerazione di Ritz per il caso delle
matrici hermitiane € stata suggerita da Stewart [22].

Il metodo di Lanczos ¢ stato presentato nel 1950 [12]. Questo metodo
nella versione originale presenta instabilita numerica. L’algoritmo di tridia-
gonalizzazione qui descritto, introdotto da Paige [15] nel 1972, & una delle
varianti piu stabili. Lo studio della velocita di convergenza del metodo di
Lanczos si basa sui risultati della teoria di Kaniel-Paige, elaborata nei due
lavori di Kaniel [11] e di Paige [14]. Nei successivi lavori di Paige, in par-
ticolare [16], sono esposte le tecniche di ortogonalizzazione che rendono piu
stabile il metodo. Vari tentativi sono stati fatti per individuare varianti
del metodo che non richiedano la riortogonalizzazione; per una trattazione
generale del metodo di Lanczos e in particolare per la variante del prolunga-
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mento del metodo oltre le dimensioni della matrice, si veda il libro di Cullum
e Willoughby [3], in cui si danno delle indicazioni per individuare quali degli
autovalori che si vengono a determinare sono accettabili oppure no. Per un
confronto critico dei metodi di Lanczos e delle iterazioni ortogonali, con la
descrizione del software esistente, si veda [19].
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Capitolo 7

IL PROBLEMA LINEARE DEI
MINIMI QUADRATI

1. Le equazioni normali
Sia
Ax=Db (1)
un sistema lineare in cui la matrice A € C™*" dei coeflicienti ¢ tale che
m > n. Se m > n, il sistema (1) ha pit equazioni che incognite e si dice
sovradeterminato. Se il sistema (1) non ha soluzione, fissata una norma
vettoriale || . ||, si ricercano i vettori x € C™ che minimizzano la quantita

||Ax —b||. In norma 2, il problema diventa quello di determinare un vettore
x € C" tale che

Ax —b|jz = min ||Ay —b|jz = 1. 2
|4x — bl = min ||y —bllz =~ (2)

Tale problema viene detto problema dei minimi quadrati.
Il seguente teorema caratterizza l'insieme X dei vettori x € C™ che
soddisfano alla (2).

7.1 Teorema. Valgono le seguenti proprieta:
a) x € X se e solo se
AP Ax = Afp, (3)
Il sistema (3) viene detto sistema delle equazioni normali o sistema
normale.
b) X é un insieme non vuoto, chiuso e convesso.

¢) L’insieme X si riduce ad un solo elemento x* se e solo se la matrice A
ha rango massimo.

d) Esiste x* € X tale che

1"z = min [lx]]2. (4)

II vettore x* ¢ I'unico vettore di X che appartiene a N(AT A)+ ed &
detto soluzione di minima norma.

Dim. a) Siano

S(A)={yeC™" : y=Ax, xe€ C" }
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S(A)t={zeC™ : 2y =0, per ogniy € S(A4) }

il sottospazio di C™ immagine di A, e il sottospazio ortogonale a S(A)
(si vedano i paragrafi 2 e 6 del capitolo 1). Il vettore b puod essere cosi
decomposto

b =b; + by, doveb; € S(A)eby c S(A)*,
per cui per il residuo
r=b; —Ax+by=y+by, dovey=b; —Ax € S(A) ebyc S(A)*

vale
Ir)l3 = (y + b2) " (y + b2) = [ly|l3 + [|b2]13,

in quanto y”by = bfy = 0. Poiché solo y dipende da x, si ha che ||r|]3
¢ minimo se e solo se b; = Ax, cioe se e solo se il vettore r appartiene a
S(A)* ed & quindi ortogonale alle colonne di A, cioe

Ay = AR (b — Ax) = 0.

Ne segue quindi che x € X se e solo se x ¢ soluzione di (3). Inoltre risulta
7?2 = [[bal3.

Nel caso di R? con una matrice A di rango 1 si pud dare la seguente
interpretazione geometrica, illustrata nella figura 7.1. Il vettore b = r — Ax
risulta decomposto in un sol modo nel vettore by = r € S(A)* e nel vettore
b; = Ax € S(A). 1l vettore Ax & quindi la proiezione ortogonale del vettore
b sul sottospazio generato dalle colonne di A.

A

Ax  SA)

Fig. 7.1 - Proiezione ortogonale del vettore b.

b) Da quanto detto precedentemente, segue che I'insieme X & non vuoto.
Se xg e tale che
AP Axy = Ab
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allora risulta
X={xeC" : x=xp+v, ve N(A7A) }.

Quindi X & una varieta lineare affine, parallela ad N (A A), passante per
X, e poiché N (AH A) ¢ chiuso e convesso, X & un insieme chiuso e convesso.

c) La matrice A ha rango massimo se e solo se la matrice A7 A & non
singolare (si veda il paragrafo 6 del capitolo 1) e quindi se e solo se il
sistema (3) ha una e una sola soluzione x*. Percio I'insieme X ¢ costituito
dal solo elemento x* se e solo se la matrice A ha rango massimo. In tal caso
I'insieme N(AH A) & costituito dal solo elemento nullo.

d) Tesistenza della soluzione di minima norma & ovvia nel caso in cui X
si riduce al solo elemento x*. Se X non si riduce al solo elemento x*, sia
Xo € X e si consideri 'insieme

B={xeC" : [x]2<|xoll2 }.
Poiché, se x € X, ma x ¢ B, risulta ||x||2 > ||x0]|2, allora

mip [x]l2 = _min x|
L’insieme X N B & un insieme non vuoto, limitato e chiuso, in quanto inter-
sezione di insiemi chiusi, e quindi compatto; essendo la norma una funzione
continua, esiste un x* € X N B per cui vale la (4).

Inoltre x* & l'unico vettore di X appartenente a N (A7 A)L. Infatti
esistono e sono unici y € N(A#A) e z € N(AH A)* tali che x* = y + z.
Poiché x* & soluzione di (3), ¢ AT A(y +z) = Afb, da cui A7 Az = Afbe
quindi z ¢ soluzione del problema (2). Se y non fosse uguale a 0, z avrebbe
norma 2 minore di ||x*||2, cid che & assurdo perché x* & la soluzione di
minima norma: ne segue che x* =z € N(A2A)+

Nel caso di R? con una matrice A di rango 1, si puo dare l'interpreta-
zione geometrica illustrata nella figura 7.2, in cui € riportata la varieta X,
parallela alla varieta N(A7 A). 1l punto xq & un qualunque punto di X. Il
punto x* e quello di minima norma, e quindi quello piu vicino all’origine O

dello spazio C™. .
A
NV
X* Z( 0 X
>
O N A)

Fig. 7.2 - x* ¢ la soluzione di minima norma.
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Se la matrice A ha rango massimo, allora la soluzione del problema dei
minimi quadrati puo essere ottenuta risolvendo il sistema (3). In tal caso,
poiché la matrice A A ¢ definita positiva, si puo utilizzare per la risoluzione
il metodo di Cholesky. Determinata la matrice L triangolare inferiore tale
che

LLT = A A,

la soluzione x* di (3) viene calcolata risolvendo successivamente i due sistemi
di ordine n con matrice dei coefficienti triangolare

Ly = Afb
Lix =y.

Il costo computazionale ¢ di n?m/2 operazioni moltiplicative per la costru-
zione della matrice hermitiana A% A e di n®/6 operazioni moltiplicative per
il calcolo della soluzione del sistema (3). Quindi in totale il calcolo della
soluzione del problema dei minimi quadrati per mezzo della risoluzione del
sistema (3) con il metodo di Cholesky ha un costo computazionale di

2

filn,m) = %(m + %) operazioni moltiplicative. (5)

7.2 Esempio. Si consideri il problema dei minimi quadrati (2) con

14 32 -38 1

1 1-44 58 8 1

A= a8 96 510 P71

63 -36 54 1

Per determinare una soluzione di (2) si costruiscono

1 257 -244 64 1 1
AT A = o | 244 596 88, AT = 3|10
64 88 281 5

Poiché la matrice AT A ¢ non singolare, si applica il metodo di Cholesky,
ottenendo la fattorizzazione LL”T, dove

257 0 0
1 |-244 306 0
V2T 2124 243

64 2o V25T

17 17
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La soluzione x* risulta

46
1
2
Sostituendo nella (2) si ha che
* 1 T
Ax* b= [1, -4, 2, 2",
e quindi v =||Ax* —b|]s = 1. .

Se la matrice A non ha rango massimo, non si puo risolvere il sistema
(3) con il metodo di Cholesky, ma si puo applicare il metodo di Gauss con
la variante del massimo pivot.

7.3 Esempio. Si consideri il problema dei minimi quadrati (2) con

6 12 -72 1
1]-16 -7 -8 1
A=51ss 16 w04 P= |1
87 24 156 1
Si ha
449 128 772 3
ATA=—1128 41 184 |, ATb=|1],
772 184 1616 4

e la matrice AT A ¢ singolare. Calcolando la fattorizzazione LU della matrice
AT A con il metodo di Gauss si ottiene

1 0 0] 449 128 772
128 1
L=|— 1 0| v==—1p9 2025 ) 16200
449 81 449 449
772
281
e L 0 0 0

Ne segue che la matrice A ha rango 2. L’insieme X risulta formato dai

vettori )
— — —4h
5

x=| B gy |, hecC
5

h
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Il vettore di minima norma x* puo essere ricavato calcolando il valore di h
per cui la funzione

F(h) = |13

¢ minima. Tale valore ¢ h = — 5 a cui corrisponde il vettore

1
x* = —[13, 7, -4]T.

15
Sostituendo nella (2) si ha che
* 1 T
Ax* —b =2 [1, 4, -1, 0,
e quindi v = ||Ax* — b|js = V2. .

Operando in aritmetica finita il sistema (3) puo risultare non risolubile,
e in tal caso non puo essere utilizzato per risolvere il problema (2).

7.4 Esempio. Sia u la precisione di macchina con cui si eseguono i calcoli.
Si consideri il problema (2) con

dove a & un numero tale che u < a < 1 e a® < u. Si ha

T, [25 25 A
AA_[25 25+o¢2]’ Ab_{7+a]‘

Applicando il metodo di Cholesky, si calcola la matrice L della fattoriz-
zazione LLT di AT A:
5 0
e-[3 2}

da cui si ricava la soluzione del problema (2) :
.o[7 o1 17"
X'=|l=-—, = .
25 a «

Pero operando con precisione u, poiché a? < u, la matrice effettivamente
calcolata al posto della AT A &

25 25

25 25



438 Capitolo 7. II problema lineare dei minimi quadrati

e ha rango 1. Con tale matrice al posto della AT A il sistema (3) non sarebbe
risolubile. .

2. Metodo QR per il calcolo della soluzione del
problema dei minimi quadrati

Si esamina ora un altro procedimento, detto metodo @R, che opera
direttamente sulla matrice A fattorizzandola nella forma QR.

Si supponga dapprima che la matrice A € C™*™ abbia rango massimo
k =n < m. Si applica il metodo di Householder alla matrice A, ottenendo
una successione di matrici di Householder

P e cm*m k=1, ... n.
Posto Q¥ = PO PR P rigulta
A=QR, (6)
dove la matrice R € C™*" ha la forma

Ry } n righe
R= (7)
) }  m —nrighe

ed R; e una matrice triangolare superiore non singolare in quanto A ha
rango massimo. Dalla (6) si ha

1A% = b2 = |[QRx — b2 = |Q(Rx — Q"b) |2 = || Rx — Q"b]|2

= ||RX — C||2.

(8)

dove ¢ = Q"b. Partizionando il vettore ¢ nel modo seguente

c } n componenti
C =
C2 } m —n componenti
per la (7) vale
Rix—cy
Rx —c=
—cy

Per la (8) risulta

i A —b2: i — 2: 1 — 2 2
Juin [ Ax —bl; = min |[Rx —c[; = min [[[Rix —ci]l; + [czl3]

_ 2 : 2
= lleall2 + min [[Rix — eif.
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Poiché R; e non singolare, la soluzione x* del sistema lineare
R1X = Ci (9)
¢ tale che

min
XEC"

R1X — C1H2 = HRlx* — 01H2 =0.
Ne segue che x* ¢ la soluzione del problema (2) e

v = [lealf2.

Analogamente al caso della risoluzione dei sistemi lineari, il metodo
pud essere applicato senza calcolare effettivamente né le matrici P*) k =
1,...,n, né la matrice ). Si puo procedere infatti nel modo seguente: sia

pk) :I—Bkvkv,‘?, k=1,...,n,
secondo la notazione del paragrafo 12 del capitolo 4. Si considera la matrice
TW = [A | b]
e si costruisce le successione delle matrici 7 tali che
TR+ — pk)pk) — plk) _ Bk:VkaHT(k)-
Al termine dopo n passi si ottiene la matrice

T+ = [R| ¢].

Il costo computazionale di questa fattorizzazione & di n?(m —n/3) ope-
razioni moltiplicative (si veda il paragrafo 13 del capitolo 4); il costo com-
putazionale della risoluzione del sistema triangolare (9) ¢ di n?/2 operazioni
moltiplicative. Quindi il costo computazionale del calcolo della soluzione del
problema dei minimi quadrati e di

fa(n,m) = n*(m — %) operazioni moltiplicative. (10)

Confrontando questo costo computazionale con quello riportato nella (5)
risulta che
fa(n,m) > fi(n,m) per m >n,

per cui il metodo QR richiede in generale piti operazioni di quante sono
richieste risolvendo con il metodo di Cholesky il sistema normale (3). Se
m = n i due metodi hanno lo stesso costo computazionale.
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La matrice R, ottenuta con il metodo QR e la matrice L ottenuta
applicando il metodo di Cholesky alla matrice A7 A sono uguali a meno
della moltiplicazione per una matrice di fase. Infatti dalla (6) si ha

LI = A" A= REQHQR = RYR = RER,,
dove sia la L che la R; sono triangolari superiori. Quindi
R, = DLY,
dove D € C™*" ¢ una matrice diagonale unitaria.

7.5 Esempio. Per calcolare la soluzione del problema dei minimi quadrati
(2) dell’esempio 7.2, si applica il metodo QR. Si considera la matrice

14 32 -38 45
1 [-44 58 8 45
1 — S
T 4 1] 45 [-18 96 51 45|’

63 -36 54 45

e dopo 3 passi si ottiene la matrice

957 244 64 27
2124 4221
0 -306 - 2%
T _ {31 C1:| _ 1 17 17
1O c| 9y 243 9
21Ty g S s Y e
17 17
L0 0 0 9v257 |

Risolvendo il sistema (9) si ricava la soluzione x* gia trovata nell’esempio
7.2. Inoltre e

Coy = [1],

e quindi v = |lcaf2 = 1. .

Se la matrice A non ha rango massimo, la matrice R; ottenuta ha
almeno un elemento diagonale nullo e quindi non & possibile calcolare la
soluzione del sistema (9). Questa difficolta viene superata applicando il
metodo QR con la tecnica del massimo pivot per colonne nel modo seguente:
al k-esimo passo, costruita la matrice A%) della forma

c®) D) } k —1 righe
Ak) —

0 B®) } m—k+1righe
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si determina la colonna di B*) la cui norma 2 & massima. Sia 7, 1< <
n—k+1, I'indice di tale colonna. Se j # 1, si scambiano fra loro la k-esima e
la (k4 j — 1)-esima colonna della matrice A*). Quindi si applica la matrice
elementare P*) alla matrice con le colonne cosi permutate. Se il rango di
A & r < m, questo procedimento termina dopo r passi, e si ottiene una
decomposizione del tipo

All = QR, (11)

dove IT € R™ ™ & una matrice di permutazione, Q € C™*™ ¢& una matrice
unitaria ed R e della forma

Ry S } r righe
R = (12)
0 O } m —r righe

in cui Ry € C"™*" & triangolare superiore non singolare e S € C™*("=") Gli
elementi diagonali di R; risultano positivi e ordinati in ordine di modulo
non crescente. Dalla (11) si ottiene

|Ax — by = |[RII"x —c|lz, dove c=Q"b.
Partizionando i vettori y = II”x e ¢ nel modo seguente

yi| } r componenti ci| } r componenti

y = C =
y2 | } m—r componenti ca | } m —r componenti

per la (12) risulta
Riy1 + Sy2 — ¢
RII"x —c =
—Co
Poiché per ogni vettore yo € C™" ™", esiste un vettore y; € C”, tale che
Ryy1 = c1 — Syo,

la soluzione del problema

min || Ry + Sy2 — c1|
y1€C
yo€C™ T

non € unica e risulta

Y1 Ry (c1 — Sys)

y2 Y2
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Y1
x =1

Y2

Si osservi che se la matrice S € nulla, la soluzione x* di minima norma
si ottiene ponendo y, = 0, mentre cio non e vero nel caso generale.

Dal punto di vista pratico si fissa una costante €, che dipende dalla
precisione con cui si eseguono i calcoli, e il procedimento termina quando
tutte le colonne di B*) hanno norma minore di e.

7.6 Esempio. Applicando il metodo QR al problema dell’esempio 7.3, si

ha

6 12 -72 45
1 |-16 -7 -8 45
1) _ _
r _[A’b]_45 58 16 104 45|’

87 24 156 45

e dopo 3 passi si ottiene la matrice

-449 -128 -772  -243
T(4)_[R1 S cl]_ 1 0 -45 360 -117
- T 9ya49 | 0 0 0  9v449

0 0 0 9449

Quindi la soluzione x non € unica e dipende da un parametro h. Se si pone
uguale ad h la terza componente x3 di x, le altre due si ottengono risolvendo

il sistema
-449 -128 T -243 | h -772
0 -45 T -117 360 |-
Inoltre ¢
o 1
2 — 1 )
e quindi v = ||call2 = V2. .

La fattorizzazione QR puo essere ricavata anche utilizzando il metodo
di Givens, che puo essere conveniente quando la matrice A e sparsa.

Il metodo QR consente infine di risolvere alcuni problemi come quello
dell’esempio 7.4, in cui il sistema normale non puo essere effettivamente

risolto, a causa degli errori di rappresentazione degli elementi della matrice
AR A,
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7.7 Esempio. Applicando il metodo QR al problema dell’esempio 7.4 si
ha

71 —

O B w
O B w

1

L,

1

e dopo 3 passi, operando con la precisione di macchina wu, si ottiene

- 7 -
5 25 o=

TW=10 -a -1],

0 O 1
L 5
da culi si ricava
. [7 1 1]"
= 25 o al -

3. Norme di matrici non quadrate

Il concetto di norma puo essere esteso anche a matrici non quadrate.
In particolare, se A € C™*", dove m e n sono interi qualsiasi, le norme
matriciali indotte, considerate nel capitolo 3, vengono definite per mezzo
della relazione

|A]l = max | Ax]|",
[I[I'=1
dove || . ||" e || . ||"” sono norme vettoriali rispettivamente su C™ e su C™.

Si puo dimostrare, in modo analogo a quanto fatto nel caso delle matrici
quadrate, che nel caso in cui le due norme vettoriali coincidano con la norma
2, la norma matriciale indotta che si ottiene ¢ data da

[All2 =/ p(ATA).

Anche per matrici non quadrate si definisce la norma di Frobenius di A nel
modo seguente

JAllr = \for (a7 4),
Inoltre se U € C™*™ e V € C™*" sono matrici unitarie, poiché

(U AVYE (U AV) = VH AR AV,
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risulta
UM AV |2 = \/p(AFA) = || A2

IUTAV||p = y/tr (A A) = ||A|p.

4. Decomposizione ai valori singolari di una matrice

Lo studio della soluzione del problema dei minimi quadrati puo essere
condotto anche utilizzando la decomposizione ai valori singolari di una ma-
trice.

7.8 Teorema. Sia A € C™*"™, Allora esistono una matrice unitaria U €
C™*X™M o una matrice unitaria V&€ C™*" tali che

A=UxvH (13)

dove la matrice X € R™*" ha elementi o;; nulli per i # j e per i = j ha
elementi o;; = o;, con

o1 >09>...>20,>0, p=min{m,n}.

La decomposizione (13) & detta decomposizione ai valori singolari della

matrice A, mentre i valori o;, per i = 1,...,p, sono detti i valori singolari
di A. Indicate con u;,i=1,...,m,ev;, i =1,...,n, le colonne rispettiva-
mente di U e di V, i vettori u; e v;, 1 = 1,...,p, sono detti rispettivamente

vettori singolari sinistri e vettori singolari destri di A. La matrice X &
univocamente determinata, anche se le matrici U e V non lo sono.

Dim. Si considera per semplicita il caso m > n (se m < n, si sostituisce
A con AH). Si procede dimostrando per induzione su n che la tesi vale per
ogni m > n.

Pern=1¢ A=ae C™ Siponeo; = ||a|l2 e si considera come
matrice U la matrice di Householder tale che Ua = o1e;. La matrice V ¢
la matrice V' = [1].

Per n > 1 si dimostra che se la tesi vale per le matrici di C**(»=1 | con
k > n — 1, allora vale per le matrici di C™*"™, con m > n. Sia x € C", tale

che ||x|l2 =1 e ||Al|2 = ||Ax]|2. Si consideri il vettore
y = Ax m
[RESIP

Allora |lyll2 =1 e Ax = 01y, con o1 = ||A]|2. Siano poi V; € C"*" e U; €
C"™*™ matrici unitarie le cui prime colonne sono uguali rispettivamente a
x e y. Poiché

UBAVie, = U Ax =Ulloyy =01[1,0, ..., 0]T,
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o1 will 1 1 riga
A =UP AV, =

0 B } m — 1 righe

incui w e C" !, B e Cclm=x(n=1) ¢ 0 ¢ C™~!. Si dimostra ora che
w = 0. Si supponga per assurdo che w # 0 e si consideri il vettore z =

g1 .
{w} # 0, per cui

ot +wiw [
Alz = =
Bw Bw

> Si ha
|A1z]l5 = |1z + | Bwl]5 > ||=])3,

da cui, dividendo per ||z||3 si ottiene

| Avz][3 >
5 > |z
|13 .
e quindi
14113 > of + w''w. (14)
D’altra parte ¢ ||A1]2 = [|A]|2, in quanto A; & ottenuta da A con trasfor-
mazioni unitarie e quindi
[A1ll2 = o1 (15)

Dal confronto fra la (14) e la (15) segue I'assurdo. Quindi

g1 OH
A =

0 B

Dalla (15) segue che
o1 > | Bll2. (16)

Infatti

o? o

of = A1} = p(Af A1) = o( ) = max o3, p(B" B)]
0 B"B

> p(B" B) = ||Bll3.
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Poiché B € Cm=Dx(n=1) o yp — 1 > n — 1, per lipotesi induttiva si ha
UR BV, = 5,

dove le matrici Uy € Cm—Dx(m=1) ¢ 1, ¢ Cn=1x(n=1) gono unitarie e

Yy € Rm=Dx(n=1) hy elementi g9 > ... > op. Poiché oy = ||Bl|2 < 01 per
la (16), la tesi segue con

1 o 1 o oal o
U=1U, , V=W R ye
0 U2 0 ‘/2 0 22

Le matrici U e V non sono univocamente determinate: infatti se
A=UxvH

¢ una decomposizione ai valori singolari di A, e se S € C™*™ & una matrice
di fase e Z € C(m=m)x(Mm=7) & yna matrice unitaria, anche

S o)
A=U ysHyH
o) A

¢ una decomposizione ai valori singolari di A. Inoltre se 0; = 0j41 = ... =

0itj, per j > 1, detta P una qualunque matrice unitaria di ordine j + 1 e
considerata la matrice diagonale a blocchi

., O 0
Q=0 P o |,

O 0 I,

si ha che
Q (0]
A=U »QUIVvH
@ Imfn
€ una decomposizione ai valori singolari di A. .

Dal teorema 7.8 segue che

p
A=UsV =3 o] (17)
i=1
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AV@‘IO'illi .
, t=1,...,p.

H
A u; = o0;V;

7.9 Esempio. La matrice A dell’esempio 7.2 ha la decomposizione ai valori
singolari

A=UxVvH
dove
2 4 14 3 300
4 407
1|8 -1 -4 12 1 020
U_Ell82—6’v_§§éj’2_001
6 12 3 6 000

La matrice A dell’esempio 7.3 ha la decomposizione ai valori singolari

A=UxVH,
dove
4 14 2 3 5 0 0
4 7 -4
1 |-1 4 8 12 1 010
U_E8211-6’V_§éi§’2_000
12 3 -6 6 i 00 0

Dal teorema 7.8 segue il
7.10 Teorema. Sia A € C™*"™ e sia
A=vuxv?
la sua decomposizione ai valori singolari, dove
012022 ...20>0kt1=...=0,=0.

Allora valgono le seguenti proprieta

k
a) A=U X VE =3 oyuvE,  dove
i=1
U, € C™** ¢ la matrice le cui colonne sono uy, ..., uy,
Vi, € C"*F ¢ la matrice le cui colonne sono vi,. .., Vg,

X, € REXF & la matrice diagonale i cui elementi principali sono

01y...,0k.
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b) Il nucleo di A é generato dai vettori Vii1,..., V.
¢) L’immagine di A é generata dai vettori uy,...,uy, e quindi
rango di A = k.
d) o, i =1,...,p, sono gli autovalori della matrice AHA (se m < n i

restanti autovalori sono nulli) e quindi

k
1AIE =) o?,
i=1

|All2 = o71.

e) Sem =n e A é normale, allora o; = |\;|, i = 1,...,n, dove i \; sono
gli autovalori di A, e i vettori singolari destri e sinistri coincidono con
gli autovettori di A.

Dim. Si supponga per semplicita che p =n < m (se n > m si sostituisce A
con AT).

a) La matrice X' ha la forma

Xk ol } k righe
) =
O O| } m—krighe

per cui, partizionando le matrici U e V' nel modo seguente
U=[Uk|Upnsl, V=1[Vil Vil

dalla (17) risulta che
A=U,X, V. (18)

b) Se x € C", la condizione Ax = 0 per la (17) & equivalente alla con-

dizione
UXvix =0,

e, poiché U e non singolare, e equivalente a
Tvix =o0. (19)
Il vettore z = XV x puo essere partizionato nel modo seguente
YViHEx] } k componenti,

0 } m — k componenti,
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per cui la (19) pud essere scritta come Y V;Fx = 0, ossia V;Fx = 0.
Quindi Ax = 0 se e solo se x ¢ ortogonale alle prime k colonne di V,
ed essendo V' unitaria, se e solo se x & generato dalle restanti colonne
di V.

c) Dalla (18) si ha
y = Ax = UkEkaHX = Uz, (21)

dove z = EkaH x € CF. Quindi y ¢ generato dalle colonne di Uj,. Vice-
versa dalla (20) si ha che, poiché la matrice EkaH e di rango massimo,
per ogni x € C",x # 0, esiste uno z # 0 per cui vale la (21).

d) Dalla (17) si ha che
ATpA=vxiyyH

dove X3 ¢ R™*™ ¢ la matrice diagonale i cui elementi principali sono

o2, ... ,0}23. Poiché la traccia e il raggio spettrale di due matrici simili

sono uguali, si ha

[AlF = tr (A"A) = > of =3 o}
i=1 i=1
IA]3 = p(A" A) = oF,
e poiché o1 > 0, risulta ||Al|2 = o1.
e) Se A ¢ normale, dalla forma normale di Schur di A

A=UDU",

segue che
AP A =UD"DUH,

percio gli autovalori o2 di A® A sono tali che
U:XzAz:P\z’Qy perizl,...,n.

7.11 Esempio. La matrice A dell’esempio 7.2 ha rango 3 (infatti la matrice
AT A & non singolare); come risulta dall’esempio 7.9 i suoi valori singolari
sono o1 = 3,09 = 2,03 = 1. Per il punto d) del teorema 7.10 risulta

1Alr = V14, (|42 =3.
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La matrice A dell’esempio 7.3 ha rango 2: infatti oy = 5,00 = 1,03 = 0,
come risulta dall’esempio 7.9. Per il punto d) del teorema 7.10 risulta

1Alr = V26, (|4l =1,

e I'insieme degli x € R? tali che Ax = 0 & generato dal vettore

-4, 8, 1]T. .

O =

V3 =

7.12 Esempio. La matrice hermitiana

1 -656 76 104
A= 31 76 -206 8
104 8 109

¢ tale che A = UDU", dove U, matrice unitaria, e D, matrice diagonale,
sono

TE R 30 0
U=g|8 1 4|, D=]0 2 0
1 8 4 0 0 -1

Poiché gli autovalori di A sono A\; = -3, Ao = 2, A3 = -1, i valori singolari di
A sono 01 = 3,09 = 2,03 = 1 e la decomposizione ai valori singolari di A &
data da

A=UxVvH,
dove
4 4 -7 3 0 0
V==|8 1 4|, ¥=10 2 0
-1 8 4 0 0 1

Dal teorema 7.10 si puo ricavare anche un procedimento per calcolare
i valori e i vettori singolari di A. Per semplicita si suppone m > n (se fosse
m < n basta riferirsi alla matrice A7). Questo procedimento si articola nei
seguenti passi:

a) si calcolano gli autovalori e gli autovettori, normalizzati in norma 2,
della matrice A” A e si considera la seguente decomposizione in forma
normale di Schur della matrice A7 A

AHA — QDQH, De Rnxn’ Q c (jn><n7 (22)

in cui gli elementi principali di D sono gli autovalori in ordine non
crescente di A7 A e Q ¢ la corrispondente matrice degli autovettori (un
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metodo stabile per calcolare la decomposizione (22) sara descritto nel
paragrafo 9);

b) si calcola la matrice
C =AQ e C™*", (23)

e si determina, utilizzando la tecnica del massimo pivot per colonne, la
fattorizzazione QR della matrice

Ry
Cll=UR=U , (24)
O

dove I € R™ ™ ¢ una matrice di permutazione, U € C"™*™ & una
matrice unitaria ed Ry € C™*™ e una matrice triangolare superiore con
gli elementi principali reali non negativi e ordinati in modo non cre-
scente. Le condizioni imposte sull’ordinamento degli elementi principali
di R; rendono unica questa fattorizzazione se gli elementi principali di
Ry sono tutti distinti.

Da (23) e (24) si ottiene
A=URITQY, (25)

da cui
AR A = QIREUHURIT QY = QIRYRITQY = QIURAR, TT Q¥
e quindi per la (22) risulta
RER, = I DII

Poiché la matrice IT7 DIT risulta essere diagonale, ne segue che RF R, ¢
diagonale, e quindi Ry non puo che essere diagonale. Inoltre, poiché gli
elementi principali di Ry e di D sono ordinati in modo non crescente, se gli
autovalori di A” A sono tutti distinti & I7 = I. Quindi la (25), se si pone
Y = R eV = QII, rappresenta la decomposizione ai valori singolari di A.

La decomposizione ai valori singolari di una matrice consente anche di
risolvere il seguente problema di minimo: data una matrice A € C™*" di
rango k, e fissato un intero r < k, qual & la matrice B € C™*™ di rango r
piu "vicina” ad A? Vale infatti il seguente
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7.13 Teorema. Sia A € C"™*"™ e sia
A=UZVH
la decomposizione ai valori singolari di A, dove
012022 ...20> 041 =...=0p =0,

e sia r un intero positivo minore o uguale a k. Indicando con

T
AT: E O'iuZ'VZH
i=1

e con
S={BeC™" : rangodi B=r },

si ha
min |4~ Bz = A = 4[|z = o1

Dim. Sia X, € R™*™ la matrice i cui elementi sono o;; = o; peri =1,...,r

e 0;; = 0 altrimenti. Allora vale
U"AV =2,
e quindi per il punto ¢) del teorema 7.10 ¢ rango di A, = r. Risulta inoltre
1A= Arllz = [UT(A = AV ]2 = |2 = Zpll2 = 0741, (26)

in quanto 0,41 € il massimo degli elementi non nullidi ¥’—X,.. Sia B € S. 1l
nucleo di B ha dimensione n —r perché B ha rango r. Poiché l'intersezione
fra N(B) e il sottospazio T di C™ generato dai vettori vi,...,v,, v,41 non
puo ridursi al solo vettore nullo, in quanto dim 7+ dim N(B) = n + 1,
esiste un elemento z € N(B)NT, z # 0. Si supponga che ||z|]|2 = 1; essendo
z elemento di T, si puo scrivere

r+1

zZ = ZO&jVj. (27)
=1

Per il punto a) del teorema 7.10 si ha

r+1

k
Az = Zaiui(vfz) = Z oiu;(vi'z), (28)
i=1 i=1
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in quanto, essendo z € T e V unitaria, ¢ vz = 0 per i = r +2,...,k.
Poiché z € N(B), ¢ Bz =0 e si ha

|IA— BIf3 > [[(A — B)ell3 = || Az])3. (29)
D’altra parte per la (28), poiché i vettori u;, i = 1,...,r+ 1, sono ortonor-
mali, si ha
r+1
14z]5 = > oF vz,
i=1
Poiché o7 > U?Hv i=1,...,7+1,si ha
r+1
1Az]5 > 071, Y vzl (30)
i=1
Per la (27) ¢
r+1 r+1 r+1 2 r+1 r+1 2 r+1
PRI 910 DY D ol p POl
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
= |lzll3 = 1,
e quindi dalla (30) segue
[Az[l2 > oryq. (31)
Confrontando la (31) e la (29) si ha che
|A—=Bll2 2 o741,
e poiché per la (26) ¢ |A — A,||2 = 0,41, ne segue che
in||A—Bl|s=|A-A.|2 =0r41.
min |4~ Bllo = A~ Al = 0,1 .

L’importanza del teorema 7.13 risiede nel fatto che esso consente di
quantificare esattamente, tramite il valore singolare o,41, la distanza in
norma 2 della matrice A dalla ”piu vicina” matrice di rango r, e quindi
di stimare l’errore che si commette quando la matrice A, a seguito di ope-
razioni eseguite in aritmetica finita, viene sostituita con una matrice di rango
r. Questa stima non ¢ ottenibile facilmente utilizzando le fattorizzazioni LU
e QR, che hanno lo scopo di trasformare la matrice A in una matrice della

forma
B

O
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in cui B ¢ triangolare superiore: il rango di A viene ricavato mediante il
numero di elementi principali di B che sono diversi da zero a meno di una
precisione prefissata. Questo modo di procedere non garantisce assoluta-
mente un buon risultato perché e molto difficile stimare bene il rango di
una matrice triangolare. Si esamini a questo proposito il seguente esempio
dovuto a Wilkinson.

7.14 Esempio. Si consideri la matrice triangolare superiore B di ordine n
i cui elementi sono
1 sei=7j,
bij:{—l se i <7,
0 sei> 7]

(la matrice BT & stata usata nell’esercizio 4.19). La matrice ha rango n. Se
perd 'elemento di indici (n, 1) viene perturbato della quantitd e = —2277,
la matrice cosi ottenuta ha rango n — 1. Quindi una piccola perturbazione
introdotta su un elemento non principale altera il rango della matrice trian-
golare B. Infatti se si calcolano i valori singolari di B si ottiene:

n | On_1 | On

5 1.509442 0.9298509 101
10 1.502146 0.2929687 102
15 1.500909 0.9170198 10~4
20 1.500494 0.2969867 10~5

Quindi al crescere di n la matrice B € sempre piu vicina ad una matrice di
rango n — 1, anche se questo non appare evidente dagli elementi principali,
che sono gli autovalori di B. .

5. Risoluzione del problema dei minimi quadrati con i
valori singolari

Utilizzando il teorema 7.10 e possibile dare una formulazione esplicita
della soluzione x* di minima norma del problema dei minimi quadrati e
del corrispondente v, anche nel caso in cui la matrice A non sia di rango
massimo.
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7.15 Teorema. Sia A € C™*" di rango k, con m > n > k, e sia
A=UxvH

la decomposizione ai valori singolari di A. Allora la soluzione di minima
norma del problema (2) é data da

k
. uf’b
X = E V;
‘ 05
=1

m
=Y b

i=k+1

Dim. Poiché la norma 2 & invariante per trasformazioni unitarie, si ha
IAx — b3 = U (Ax — b)|3 = U AVVHx — UTb]]3,
e posto y = VHx, si ha

|Ax —b|3 = | Zy — U"b|3 = 3 |oyyi —ul'b]2+ > [ul’b]?
=1

i=n+1
k m
= 2 lowi —uib?+ 3 [uf'bl, (32)
i=1 i=k+1
dove y; , i =1,...,n, sono le componenti di y. Il minimo della (32) viene
raggiunto per
ul’b
0

Fra tutti i vettori y € C™ per cui vale la (33), il vettore di minima norma
y* e quello per cui

H

, peri=1,...,k,
0, peri=k+1,...,n.

Poiché x = Vy, e ||x*||2 = [ly*||2 e quindi

k k
X =Vy = Y; Vi = Vi,
=1 ; F)
1=
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e dalla (32) risulta

m
7 =Ax bl = Y [ufb. .
i=k+1

7.16 Esempio. Dalla decomposizione ai valori singolari della matrice A
dell’esempio 7.2
A=UxVvH,

dove U,V e X sono quelle riportate nell’esempio 7.9, si ha

., ulb ul’b ulb
X = A4 Vo + V3,
01 02 03
e poiché uffb =1, peri =1,...,4, risulta
1 1 1
= - = — [46, 43, 2|7,
X 3V1+2V2+V3 54 [ ]

e v = [ullb| = 1.

Dalla decomposizione ai valori singolari della matrice A dell’esempio 7.3
A=UxvH,

dove U,V e X sono quelle riportate nell’esempio 7.9, si ha

., ulb ul’b
= Vi Va,
01 g9
e poiché ullb =1, per i = 1,...,4, risulta
1 1
*=C =— [13, 7, -4]7
X' =cvitve =2 (13,7, 4],
e v= /Bl § [ulbP = V2 .

6. Pseudoinversa di Moore-Penrose

Se la matrice A & quadrata e non singolare, la soluzione del sistema (1)
e del problema dei minimi quadrati (2) coincidono e possono essere espresse

nella forma
x* = A7 'b,
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per mezzo della matrice inversa A~'. Il concetto di matrice inversa puo
essere esteso anche al caso di matrici A per cui A~! non esiste. In questo
caso si definisce una matrice pseudoinversa di A, indicata con il simbolo
AT che consente di scrivere la soluzione di minima norma del problema (2)
nella forma

x* = A"b.

7.17 Definizione. Sia A € C™*" una matrice di rango k. La matrice
At € C™™ tale che
AT =VEXTUH,

dove X € R™™ ¢ la matrice che ha elementi o;; nulli per i # j e peri = j

ha elementi
1 .
—, peri=1,...,k,
0, pert=k+1,...,p,

¢ detta pseudoinversa di Moore-Penrose di A. .

Valgono le seguenti proprieta (si veda 'esercizio 7.11):

a) Lamatrice X = AT & 'unica matrice di C"*™ che soddisfa alle seguenti
equaziont di Moore-Penrose:

1) AXA=A,
2) XAX =X,
3) (AX)H = AX,
1) (XA)H =XA.

b) Se il rango di A ¢ massimo, allora

se m >mn, At = (AHA)~1 AR
se m < mn, AT = AH(AAH)L,
sem=mn= rango di A, At = A1,

E immediato verificare che per il teorema 7.15 risulta

x* = ATb

v=I(I — AAT)bll2.
Inoltre A ¢ la soluzione dei seguenti problemi (si veda lesercizio 7.29)
min ||AX — L, |2,
XGCnXm

min ||AX — L, ||F.
X€Cn><m
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Utilizzando la matrice AT & anche possibile estendere il concetto di
condizionamento alle matrici quadrate singolari e alle matrici non quadrate.

7.18 Definizione. Sia A € C™*™ una matrice di rango k. Si definisce
numero di condizionamento di A 1l numero

u(A) = |IA] AT
dove || . || & una qualsiasi norma matriciale. .

Si osservi che se la norma usata & la norma 2, per il teorema 7.10 d) &

pa(A) = 21, (34)

Tk
ed inoltre, poiché la matrice (A7 A)* ha per valori singolari non nulli le
quantita

1
—2, izl,...,k,
a;

2

pa(AT4) = 7L, (35)
ag
k

Confrontando le (34) e (35), ne segue che
pa (AT A) = [ua(A)). (36)

L’importanza della matrice pseudoinversa AT di A & essenzialmente di
carattere teorico, in quanto il calcolo della pseudoinversa di una matrice
puo risultare molto instabile: infatti, se una piccola perturbazione degli
elementi di A modifica il rango della matrice, si pud generare una grossa
perturbazione degli elementi di A™.

7.19 Esempio. Siano

1 6 -8 c 4 3
A:B 6 -8 s 6A:E -8 -6 ; 6#0
3 -4 8 6

La decomposizione ai valori singolari di A ¢

1 0
A:Umﬂ,U:é 2 2 1|, X=10 0], vz%{34y
0 0
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e quindi la matrice A ha rango 1 e risulta

A+:V2+UT:V[1 0 O]UT:i[G 0 3].

0 0 O 15 |-8 -8 -4

La decomposizione ai valori singolari di A+ §A ¢

10
A+5A=UXVT, X' =10 €|, U eV come sopra,

0 0

e quindi la matrice A + dA ha rango 2 e risulta

+ 1+ T 1 O 0 T _ + L 4 —8 8
(A+6A)" =VX'"U _V{O 1/e O]U =A +156 3 6 6|

La perturbazione §A ¢ tale che ||[0A||2 = || e genera sugli elementi di AT
una perturbazione la cui norma 2 &

1

el

+ _ g+ _L 4 -8 8 —
I(A+0a) — AT =5 |l |5 5 6l =

Se per esempio € = 1075 una perturbazione §A tale che ||§Al; = 1076

produce una perturbazione sugli elementi della pseudoinversa tale che ||(A+
§A)T — At| = 10°. .

Nel caso in cui il rango della matrice A+dA non sia diverso da quello di
A, la matrice AT risulta affetta da una perturbazione assai minore che nel

caso precedente. Vale infatti il seguente teorema, per la cui dimostrazione
si veda [12].

7.20 Teorema. Siano A, A € C™*"  tali che |AT|2]|6Al|2 < 1 e rango
di (A+ 6A) < rango di A. Allora

rango di (A+ 6A) = rango di A

e
I(A+5A)T = ATz _  p2(A)ea
1A+ ]2 1 pa(A)ea’
_ lI6A]l2 N :
dove €4 = W e a & una costante positiva minore di 2.
2

7. Condizionamento del problema dei minimi quadrati

Nel caso in cui la matrice A sia di rango massimo, vale il seguente
teorema di perturbazione del problema dei minimi quadrati (per la di-
mostrazione si veda [12]).
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7.21 Teorema. Siano m > n, A € C™*" una matrice di rango massimo,
A € C™*" tale che ||[AT| ||64]] <1,b € C™ b #0 e db e C™. Allora la
matrice A+ A é ancora di rango massimo e, indicata con x+0x la soluzione
del problema dei minimi quadrati perturbato

min [|[(A+ 5A)y — (b + 6b)]|,
yeCn

risulta

loxle _ pa(A) [( ) ) bz
< 1+ pg(A)—— ) eqa+ —1—12 |, (37
Wz = 1= cam(d) X ALRE ) A T Tk ) 7

dove ~y ¢ il residuo del problema definito in (2) e

sl bl
Al bl

Questo teorema consente di trarre alcune indicazioni riguardo al meto-
do da scegliere per risolvere il problema dei minimi quadrati, in modo da non
pregiudicare I'accuratezza della soluzione. Quando la matrice A ha rango
massimo con il metodo QR, effettuata la fattorizzazione (6), si risolve il
sistema (9), la cui matrice Ry ¢ tale che

p2(R1) = p2(R) = pa(A),

cio¢ la stabilita del metodo ¢ legata a pu2(A). Se invece la soluzione del
problema (2) viene ottenuta attraverso il sistema delle equazioni normali,
la cui matrice & A7 A, la stabilita del metodo & legata a us(AH A), che per
la (36) & uguale a [ua(A)]%

D’altra parte dalla (37), che si puo anche assumere come maggiorazione
dell’errore inerente, segue che l’errore €4 di perturbazione della matrice A
¢ amplificato dal fattore

7
[A]l2]1x]l2

ca
1 —eapa(A)’

Se il residuo « € cosi piccolo, che il secondo termine di ¢4 risulta minore
del primo, allora la maggiorazione dell’errore inerente ¢ dominata da ps(A).
In questo caso non & conveniente ricorrere alla risoluzione del sistema nor-
male, il cui condizionamento & [u2(A4)]?, e conviene usare il metodo QR. Se
invece il residuo € tale che il secondo termine di c4 risulta dominante,
la maggiorazione dell’errore inerente ¢ dominata dal termine [u2(A)]2. Al-
lora dal punto di vista della stabilita, il metodo QR e i metodi basati sulla
risoluzione del sistema normale, sono equivalenti. In questo caso, e nel caso
in cui non sia possibile determinare a priori se per un dato problema di

dove cq4 = ua2(A) + [MQ(A)]2
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minimi quadrati il residuo v € piccolo oppure no, per la scelta del metodo
occorre tenere presente:

a) il costo computazionale, che in generale ¢ maggiore per il metodo QR;

b) eventuali proprieta di struttura delle matrici A e A% A, per esempio
eventuale sparsita della matrice A che non si trasmette alla matrice
A" A, per cui il costo computazionale del metodo QR ¢ minore;

c) la disponibilita di memoria centrale del calcolatore che, quando m sia
molto piu grande di n, puo essere sufficiente per contenere la matrice
A" A ma non la matrice A;

d) la precisione di macchina, che puo essere sufficiente a rappresentare gli
elementi della matrice A ma non quelli della matrice AZ A (si veda
I'esempio 7.4, in cui nel calcolo di A7 A si perdono informazioni fon-
damentali). Inoltre gli elementi di A” A potrebbero non essere rappre-
sentabili a causa di overflow o di underflow.

7.22 Esempio. Sia A € R"*"™ la matrice con elementi
aij:)\z_l, j:1,...,n,

dove i numeri \;, ¢ = 1,...,m sono a due a due distinti. Questa matrice,
che interviene nell’interpolazione di funzioni, ha rango massimo e se m = n
e detta matrice di Vandermonde.

Gli elementi della matrice C = AT A sono

m

_ k+j—2 -
ij—g A , k,j=1,...,n.
i=1

Tale matrice appartiene alla classe delle matrici di Hankel, i cui elementi
sono definiti da 2n — 1 parametri ag, k= 1,...,2n — 1, nel modo seguente

hij:ai+j—l7 i:1,...,n, jzl,...,n

(la matrice dell’esempio 4.21 ¢ una matrice di Hankel). In questo caso per
risolvere il problema (2) ¢ conveniente, dal punto di vista del costo com-
putazionale, passare attraverso la risoluzione del sistema normale, perché
la costruzione della matrice AT A e del vettore ATb richiede un numero
di operazioni moltiplicative dell’ordine di 2mn, ed inoltre esistono metodi
per risolvere sistemi lineari con matrici di Hankel che hanno un costo com-
putazionale dell’ordine di nlog% n.

Se pero i numeri A; sono troppo piccoli o troppo grandi, e possibile che
gli elementi c; non siano rappresentabili a causa di overflow o di underflow.
In tal caso € necessario ricorrere al metodo QR. .
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Se la matrice A non ha rango massimo, allora la risoluzione del pro-
blema (2), e in particolare il calcolo della soluzione di minima norma, &
molto piu delicata. La difficolta piu grossa si incontra nella determinazione
del rango della matrice A. Quando la matrice A e fortemente mal condizio-
nata, solo la determinazione dei valori singolari di A consente un’effettiva
comprensione della natura del problema. Infatti:

a) se la matrice A e il vettore b sono ottenuti da dati sperimentali, per
Ieffetto congiunto dell’incertezza sui dati e del mal condizionamento
della matrice si possono ottenere piu soluzioni del problema (2) che,
pur essendo molto diverse fra di loro, hanno tutte norma molto vicina
alla norma minima e quindi sono tutte accettabili come approssimazioni
della soluzione di minima norma.

b) Se il malcondizionamento della matrice A & generato dalla presenza di
un certo numero di valori singolari vicini fra di loro e molto piu piccoli
degli altri, puo essere utile considerare il problema approssimato che si
ottiene eliminando i valori singolari piut piccoli ed esprimere la soluzione
utilizzando solo i valori singolari piu grossi e i corrispondenti vettori
singolari. Il valore del residuo + che si ottiene operando in questo modo
puo dare una misura di quanto la soluzione calcolata e accettabile.

c) il calcolo dei valori e dei vettori singolari di una matrice ¢ un problema
ben posto, come si vedra nel prossimo paragrafo, e il metodo per cal-
colare i valori e i vettori singolari che fa uso dell’algoritmo di Golub e
Reinsch, descritto nel paragrafo 9 & stabile [9)].

E opportuno rilevare pero che il costo computazionale del calcolo dei
valori e dei vettori singolari risulta in generale superiore a quello richiesto
dai metodi diretti, come il metodo di Cholesky applicato al sistema normale
o il metodo QR. Lawson e Hanson [12] stimano che il costo computazionale
richiesto per la risoluzione del problema (2) tramite il calcolo dei valori
singolari sia circa il doppio di quello del metodo QR quando m ¢ molto piu
grande di n, e fino a 9 volte quello del metodo QR quando m & poco piu
grande di n.

8. Teoremi di perturbazione per i valori singolari

A differenza di quanto avviene per il problema del calcolo degli autova-
lori di una matrice, il calcolo dei valori singolari € un problema sempre ben
condizionato, perché, come si vedra, piccole perturbazioni degli elementi
della matrice inducono nei risultati perturbazioni non superiori a quelle dei
dati.

Sia A € C™*", con m > n (se m < n le considerazioni che seguono si
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applicano ad Af) e si consideri la matrice hermitiana

0] A
B= e Cm+n)x(m+n) (38)
A" 0O

Sia A = UXVH la decomposizione ai valori singolari di A e siano

v-wivl =g

dove U; € C™*" Uy, € C™*(m=1) ¢ ¥ € R"™". La matrice

U, U, V2 U,
7 - - e glmtn)x(m+n)
V2 ly Ly 0

¢ unitaria e tale che

ho O O
O A
B = =Z| 0 -¥ o\ ZzY,
A" 0O
O O O

e quindi le colonne di Z costituiscono un insieme ortonormale di autovettori
di B. La matrice B ha come autovalori i numeri o; e —0;, 7 =1,...,n, dove
o sono i valori singolari di A, oltre ad m —n autovalori nulli, poiché m > n;
se il rango k di A € minore di n, la molteplicita algebrica dell’autovalore
nullo € m +n — 2k. I seguenti teoremi derivano dai corrispondenti teoremi
di perturbazione degli autovalori.

7.23 Teorema. Siano A € C™*" ¢ A ¢ C™*(=1) |3 matrice ottenuta

da A eliminando una colonna. Se o;, i = 1,... ,min{m,n}, sono i valori
singolari di A e 7;, i = 1,...,min{m,n — 1}, sono i valori singolari di A,
risulta

sem >mn 012712022 ...2Tp12>0, 20,

sem <mn 01 2T 2022 ...2 0 = T = 0.

Dim. Si consideri la matrice B e g(mtn—1)x(m+n-1) ottenuta a partire da
A, in modo analogo alla matrice B della (38). Quindi B si puo ottenere da
B eliminando una colonna e la riga corrispondente. Per il teorema 6.10 gli
autovalori di B separano quelli di B. .
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7.24 Teorema. Siano A e A € C™*". Se o;, T, e Y;, i =1,...,n, sono i
valori singolari di A, di A e di A+ 0A, risulta

Vi — ol <11 =[|0A]]2, i=1,...,n.

Dim. Se m > n, la matrice

ha autovalori
T ZTQ Z...>Tn2—Tn2...Z—T1,

oltre a m — n autovalori nulli. Per il teorema 6.14 segue che
0i —T1 S i S 0+ T,

da cui
|¢i—gi|§71:||514||2: ,Lzlvan

Se m < n, la dimostrazione puo essere condotta in modo analogo. "

Da questo teorema risulta che la perturbazione generata sui valori sin-
golari da una perturbazione §A sugli elementi della matrice A & limitata
superiormente da ||6A]|2.

7.25 Esempio. Siano

01 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 O
A= 0 0 0 1}~ 04 = 00 0 O
0 0 0 O e 00 O
Per il teorema 7.24 i valori singolari o; e ¢;, ¢ = 1,...,4 rispettivamente

delle matrici A e A 4 §A verificano la relazione
i —oil <lel, i=1,...,4.

Gli autovalori \; e p;, @ = 1,...,4di A e di A+ JA verificano invece la
relazione (si veda l’esempio 6.6)

A — il < Vel
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In effetti i valori singolari di A sono 01 = 09 =03 = 1, 04 = 0 e quelli di
A+ §A sono Yy = Py = P35 = 1, Py = |¢|, mentre gli autovalori di A sono
nulli e gli autovalori di A + §A sono i ju; tali che uf =e,i=1,...,4.

Ad esempio, nel caso che € = 1078, introducendo una perturbazione
sull’elemento a4; di modulo pari ad €, i valori singolari risultano affetti
da un perturbazione uguale, mentre gli autovalori risultano affetti da una
perturbazione di modulo pari ad 1072. .

Questo esempio illustra come il problema del calcolo dei valori singolari
di una matrice risulti essere ben posto, anche se ’associato problema del
calcolo degli autovalori ¢ mal posto, caso che puo presentarsi quando la
matrice non e diagonalizzabile.

Se la matrice ¢ normale autovalori e valori singolari hanno lo stesso
modulo. Se la matrice non ¢ normale la differenza fra i moduli degli au-
tovalori e i valori singolari puo essere arbitrariamente grande, come risulta
anche dall’esempio 7.25. Vale il seguente teorema.

7.26 Teorema. Sia A € C™"*™. Per ogni autovalore \ di A vale
on <A < oq.
Dim. Sia Ax = A\x, x # 0. Allora
xM A Ax = [\ x]l3. (39)
Dalla decomposizione ai valori singolari di A segue che
AT A =V 32V H,

in cui V € C"*™ ¢ unitaria, e quindi posto y = Vx, ¢
n
xH AT Ax =y 5%y = Z o?|yi|?,
i=1

e poiché

n
arllylz <> atluil® < otliyl3
=1

e [lyll3 = lIx[13, per la (39) risulta

O'nSP\ISO'l. ]
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Se la matrice A € C™*™ ¢ non singolare, il suo numero di condiziona-
mento in norma 2 ¢ per la (34)

mentre per il teorema 7.26 risulta in generale

pa(A) =

oG

con il segno di uguaglianza se A € normale. Quindi una matrice non normale
puo essere malcondizionata anche se il rapporto fra il massimo e il minimo
modulo degli autovalori non & grande.

Queste considerazioni hanno suggerito studi e ricerche per individuare
matrici ”quasi normali”, cioé con autovalori ”vicini” in modulo ai valori
singolari, e per migliorare quindi il condizionamento del problema del calcolo
degli autovalori.

7.27 Esempio. La matrice triangolare B dell’esempio 7.14 ha gli autovalori
tutti uguali a 1. Pero al cresce di n il minimo valore singolare tende a zero,
per cui la matrice risulta mal condizionata, anche per valori non troppo
grossi di n. Al variare di n il numero di condizionamento ps(A) = 01/0y, €
riportato nella seguente tabella

n p2(A)

5 2.942748 10!
10 1.918453 103
15 9.512388 10*
20 3.996832 106

9. Calcolo della forma normale di Schur di A7 A4

Per quanto visto nel paragrafo 4, gli autovalori di A¥ A sono i quadrati
dei valori singolari o1, ...,0, di A e il calcolo della decomposizione ai valo-
ri singolari di A richiede, come primo passo, che si calcolino gli autovalori
e gli autovettori di A#A. Per semplificare questo primo passo conviene
trasformare prima la matrice A in una matrice B bidiagonale superiore a
elementi reali, con il seguente algoritmo di Golub e Reinsch, che utilizza una
successione di trasformazioni unitarie. Se la matrice A € sparsa puo essere
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conveniente utilizzare trasformazioni di Givens al posto di quelle di House-
holder. Per semplicita si suppone m > n (se m < n si applica I’algoritmo
alla matrice A7).

Posto A = A, si costruisce la prima matrice elementare di House-
holder P in modo che la matrice

A2 — p() g(1)

abbia nulli gli elementi della prima colonna al di sotto di quello principale.
La matrice A® risulta

o c
A2 — 7

in cui ¢ € C* 1. Si costruisce poi la matrice elementare di Householder
KM ¢ ¢cn=Dx(n=1) tale che il vettore K¢ abbia nulle tutte le com-
ponenti di indice maggiore o uguale a 2. Indicata con H™) la matrice
elementare di Householder

HL — ,

la matrice A®) = A@ H®) ha nulli gli elementi della prima riga che hanno
indice di colonna maggiore o uguale a 3 e gli elementi della prima colonna
che hanno indice di riga maggiore o uguale a 2. Si ripete il procedimento
per n — 2 volte, annullando alternativamente gli elementi delle colonne e
delle righe, e proseguendo poi sull’ultima colonna se m > n, come indicato
nella figura 7.3 per il caso particolare n =4, m > 4.

Fig. 7.3 - Riduzione a forma bidiagonale.
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La successione A = A, A®) . AR yiene costruita nel modo
seguente:

ARK) — p(k) g(2k—1)

A@k+1) — A2k) (k)
A(2n—=2) _ p(n—1) g(2n-3)
ACn=1) — p(n) A2n=2) g6 > n,

dove P*) ¢ ¢m*m L = 1,2,...,n, & una matrice elementare di House-
holder che annulla gli elementi della k-esima colonna di A=Y con indice
di riga maggiore o uguale a k +1 (se m =n & P =1), e H® ¢ C"*,
k=1,2,...,n—2, ¢ una matrice elementare di Householder che annulla gli
elementi della k-esima riga di A*) con indice di colonna maggiore o uguale
a k+ 2. Dopo 2n — 2 passi risulta quindi

p  pRpML)AFMO) @) | fn-2

[a1 b1 i
az [
= .. n righe
. ﬁn—l
Qn
} m — n righe
incul o, : = 1,...,ne B, i = 1,...,n — 1, sono in generale numeri

complessi.
Se gli a; e i B; non sono tutti reali, esistono due matrici di fase S e T
(si veda 'esercizio 7.35) tali che

[a1 B1 ] [oa| |81 ]
az P laa| | B2
S K T =
ﬁn—l ’Bn—1|
L Qp L ’Oln‘ |
Posto
S @)
P = p  p@pl) ¢ gmxm
O Imfn

H=HWYH® g 2T ¢ Cr*",
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risulta allora
B

PAH = ,
0

dove B € R™ ™ e una matrice bidiagonale superiore.
L’algoritmo di Golub e Reinsch richiede

2
o2mn? — =n3
3

operazioni moltiplicative [9].
Se m > gn si riduce il costo computazionale se, prima di applicare il
metodo di Golub e Reinsch, la matrice A viene fattorizzata nella forma QR

13].

7.28 Esempio. Sia

-50 230 235
1 50 -142 81
=— 50 38 -159
100

100 -4 122
-150 126 -343

Posto A = A, con I’algoritmo di Golub e Reinsch si ha

1 1
P(l) =71 — ,Blvlvir, con vy = 5 [-5, 1, 1, 27 'S]Ta 51 = ga
10 -9 12
110 -3 4
AP =pLAO =Z10 6 -8|,
5lo 8 6
0 -6 -17
12 5
H(l) =1- 71W1W{7 con wp = — [07 _27 1]T7 =55
5 72
2 3 0
01 0
A® = ABHED =10 2 0],
0 0 2
0 -2 -3
1

P® =T — Byvovl con vy = [0, 4, -2, 0, 2|7, By = —
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2 3 0
0 -3 -2
AD —p@ABG — |o 0 1 ’
0 0 2
0 0 -2
1
P® =T — Byvsvl convs =0, 0, 4, 2, -2]7, By = 13’
2 3 0
0 -3 -2
AG) = pB AL — | o 0 -3 ’
0 0 O
0 0 O
da cui si ha
B
A=pT HT,
(0]

dove

-45 45 45 90 -135
=75 -45 135 30 75

1
P:P<3>P<2>P<1>:§ 145 69 -51 -62 13 |,
35 -33 -93 134 59
50 150 30 40 70
2 3 0
B=1{0 -3 -2,
0 0 -3
5 0 0
H=HY=_10 -3 4
0 4 3

Dopo aver applicato l'algoritmo di Golub e Reinsch la matrice A risulta
quindi della forma
B
A=pH HY,
(0]

in cui P e H sono matrici unitarie e B € R™*" ¢ bidiagonale superiore e
poiché
AP A= HBTBH"Y, (40)
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2 2

gli autovalori di BT B sono ancora 02,0%,...,02. Per calcolare 01,09, ...,

oy basta quindi calcolare gli autovalori della matrice simmetrica, semidefi-
nita positiva e tridiagonale BT B.

Con il metodo QR per il calcolo degli autovalori descritto nel capitolo
6 si ottiene la decomposizione

BTB=wDWT, (41)
in cui D € R™*"™ & la matrice diagonale avente come elementi principali i
af, 1 =1,...,n, ordinati in modo non crescente, e W € R™*"™ & una matrice
ortogonale. Da (40) e (41) si ottiene
ATA = HWDWTHH,
che coincide con la (22) se si pone Q@ = HW.

7.29 Esempio. Per la matrice A dell’esempio 7.28 si ha

ATA=HB"BHT,

dove
1 5 0 0
H:5 0 -3 4],
0 4 3
4 6 0

BTB=16 18 6
0 6 13

Gli autovalori di BT B calcolati con il metodo QR sono

0? =23.34213, o5 =10.31179, o2 = 1.346078,
e quindi i valori singolari di A sono

o1 =4.831369, o9 =3.211198, o3 = 1.160206,

e la matrice A risulta di rango 3.
La matrice ortogonale degli autovettori di BT B &

0.2591518 -0.3622751 0.8953192
H = |0.8354232 -0.3810986 -0.3960196
0.4846731 0.8505999  0.2038906
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Posto

1.863326  2.755032  0.01697129
1.067666  -1.305669  -0.2788946
C=AQ =AHW = | -1.438590 -0.1623822 0.9091571 |,
1.433844  -0.1479529  0.6420239
-3.821606  0.9841209 -0.1710005

si fattorizza la matrice C nella forma QR con il metodo di Householder;
risulta

C =UR,
dove
4.831369 0 0
0 3.211198 0
R = 0 0 1.160206
0 0 0
0 0 0

0.3856735  0.8579459  0.01462799 -0.2087997 0.2671558
0.2209868  -0.4065989  -0.2403848 -0.2269533 0.8225245
U= 1-0.2977611 -0.05056683 0.7836169 -0.5247251 0.1392329
0.2967787 -0.04607503 0.5533710  0.7317119 0.2611086
-0.7910007  0.3064681  -0.1473861 0.3068481 0.4056067

La decomposizione ai valori singolari di A e allora data da
A=URVT,
dove

0.2591518 -0.3622751  0.8953192
V=Q=HW = |-0.1135125 0.9091362 0.4007223
0.9591415  0.2054818 -0.1944808

In questo caso la matrice A ha rango massimo e il problema dei minimi
quadrati (2) con
b=1[1,1,1,1, 1"

ha un’unica soluzione, che per il teorema 7.15 ¢ data da

Ty Tp Ty
<* — q; t, + q3 to + q3 ts,
01 02 g3
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in cui i vettori q; e t;,j = 1,2,3 sono rispettivamente le prime tre colonne
della matrice U e della matrice V. Risulta allora

x* = [0.6592600, 0.5244430, -0.1560473]%. .

Il metodo QR per il calcolo degli autovalori di BT B, matrice tridia-
gonale, richiede ad ogni iterazione un numero di operazioni moltiplicative
lineare in n. Poiché B ¢ bidiagonale, anche il calcolo di BT B richiede
un numero di operazioni moltiplicative lineare in n. In [9] & esposta una
particolare tecnica che consente di utilizzare il metodo QR per il calcolo
degli autovalori di BT B senza calcolare esplicitamente gli elementi di BT B.
Anche questa tecnica richiede ad ogni iterazione un numero di operazioni
moltiplicative lineare in n.

Come ¢ gia stato rilevato, uno dei problemi piu delicati ¢ quello del
calcolo del rango della matrice A. In pratica, fissata una tolleranza e, si
assume come rango di A il numero degli elementi principali b; di B tali
che |b;;| > €. La scelta di € assume quindi un ruolo molto importante nella
risoluzione del problema.

In generale, prima di calcolare gli autovalori e gli autovettori della
matrice BT B, ¢ opportuno esaminare se uno degli elementi o;; o 5; di B &
nullo, perché in tal caso il problema del calcolo degli autovalori di BT B &
ricondotto al calcolo degli autovalori di due matrici di ordine inferiore.

a) Se esiste un indice i, 1 <i < n — 1, per cui §; = 0, allora la matrice B
ha la forma
B O | } ¢ righe
B =
) By | } n—irighe

dove B; e Bs sono blocchi quadrati, e risulta

BT By O
BTB = : (42)
0] BB,

in cui le matrici B By e B By hanno rispettivamente ordine i e n — i;

b) se esiste un indice i, 2 < i < n — 1, per cui a; = 0 e B; # 0, allora la
matrice B ha la forma
By O
B = )
@) By

dove B; € RU=Dxi ¢ By ¢ R(=i+1)x(n=1) per cui BTB ¢ ancora della
forma (42).
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7.30 Esempio. La matrice bidiagonale

3 -1 0 0 0
0 0 -2 0 0
B=1{0 0 2 -1 0],
00 0 V6 2
00 0 0 V3

ha I’elemento byy = 0. Il problema del calcolo degli autovalori di BT B viene
ricondotto al calcolo degli autovalori delle due matrici

0 3 8§ -2 0
BlTBlz{?) '1}, e BIBy=|2 I iV6 .
) 0 V6 7
3

10. Calcolo della soluzione di minima norma con il
metodo del gradiente coniugato

Il metodo del gradiente coniugato descritto nel capitolo 5 per la risolu-
zione dei sistemi lineari puo essere utilizzato anche per calcolare la soluzione
di minima norma del problema dei minimi quadrati

min

it Ay —b|3, dove A€ R™™ebecR™, con m>n.
ye n

In questo caso il funzionale che si deve minimizzare ¢ dato da
|Ay — b5 = 2(;y" AT Ay — b" Ay) + b"b, yeR"
e soluzione del problema dei minimi quadrati € un vettore x tale che

®(x) = min P
(x) = min o(y),

dove
O(y) = 1Ay — b[2 = bTb = 1yTAT Ay — bT Ay.

Si puo quindi applicare il metodo del gradiente coniugato utilizzando 1’algo-
ritmo esposto nel paragrafo 7 del capitolo 5 con 'ovvia modifica che la
direzione del gradiente negativo di ®(x) nel punto x; ¢ data da

—V(I)<Xk) = AT(b - AXk) = ATrk,

dove ry ¢ il residuo del punto x;. L’algoritmo risulta allora il seguente:
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1. k=0, xq arbitrario, rg = b — Axg
2. seri =0, stop

3. altrimenti si calcoli

Sk :ATI'k,
2

Sk
—1112

Pr =Sk + BkPr—1  (Po = so, per k =0),

o = skl
| Aps |3’

Xp11 = Xk + Qi Pk,

Tyl =Ty — o Apg,
k =k + 1 e si vada al punto 2.

Come condizione di arresto si puo usare la stessa condizione di arresto usata
nel capitolo 5, cioe
Iskll2 < el[bllz,

dove € & una tolleranza prefissata.

7.31 Esempio. Si applica il metodo del gradiente coniugato al problema
di minimi quadrati (2) con

50 230 235
50 -142 81
A=—1|5 38 -159|, b=

1001990 4 122

-150 126 -343

G S Syt

(la soluzione e stata calcolata per mezzo dei valori singolari negli esempi 7.28
e 7.29). Fissato xo = 0, con 'algoritmo descritto si ottiene la successione

E X sl |
1 0. 0.2432537 -0.06277519 1.508581

2 0.1100399 0.3457329 0.001886844 1.271655

3 0.6592587 0.5244448 -0.1560494 0.8422623 10~°

Si assume quindi x3 come approssimazione di x*. "
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Se la matrice A ha rango massimo, con questo algoritmo si ottiene
un’approssimazione della soluzione x* del problema (2); se A non ha rango
massimo si ottiene un’approssimazione di una soluzione x del problema (2),
che dipende dalla scelta del punto iniziale xy. Scegliendo xy = 0 si ottiene
un’approssimazione della soluzione x* di minima norma. Infatti per ogni
x € N(A), si ha

xTs;, =xTATr, =0 per ogni k,

e poiché pg = sp e xg = 0, procedendo per induzione su k, si ha
T T T
X Pr =X Sk + kX pr-1 =0,

T T T
X' Xpy1 =X Xp + X pr =0,

ciod xp41 appartiene allo spazio N(A)*. Poiché in aritmetica esatta la
successione {xj}, dopo al pit n passi, raggiunge una soluzione del pro-
blema (2), questa deve appartenere allo spazio N(A)*, ed essendo N(A)L =
N(AH A)L (si veda I’esercizio 1.38), coincide con x*, che & I'unica soluzione
di (2) appartenente a N (A7 A)L.

7.32 Esempio. Si applica il metodo del gradiente coniugato al problema
dei minimi quadrati (2) con

6 12 -72 1
1 |-16 -7 -8 1
A‘E 58 16 1040 P= |1
87 24 156 1

gia studiato nell’esempio 7.3, la cui soluzione di minima norma é stata calco-
lata ricorrendo ai valori singolari nell’esempio 7.16. Fissato xo = [1, 1, 1]%,
si ottiene la successione

| Xk Ik 2 |
0.4538005 0.8656725 -0.1101770 0.2133383

k
1
2 0.6197463 0.9604924 -0.2049520 0.3888539 103
3 0.6197532 0.9604941 -0.2049382 0.5444772 107

e x3 approssima la soluzione (si veda ’esempio 7.3)

1
— - —4h
5

x=| 13 _ g, |, perh=-02049382,
5

h
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che non e di minima norma, con l'errore effettivo
|x3 — x||2 = 0.1013279 10~°.

Fissato xg = 0, la successione che si ottiene e

| X}, lIskl2 |

0.1246007 0.04153361 0.1661344 0.9774478
0.8666654 0.4666667 -0.2666695 0.8394349 104
0.8666668 0.4666670 -0.2666665 0.1644842 1076

W N~ |

e x3 approssima la soluzione di minima norma x* con 'errore effettivo

|x3 — x*||2 = 0.4525244 107°. .

7.33 Esempio (approssimazione polinomiale). Sia f(z) una funzione
reale e siano x;,7 = 1,2,...,m, m punti, a due a due distinti, appartenenti
al dominio di f(z). Fra tutti i polinomi

Prn1(z) =ap+oarx+...+a,_ 2"t

di grado minore o uguale a n — 1, quello per cui lo scarto quadratico
m
Z [pn—1(z:) — f(ﬂfi)]2

=1

¢ minimo viene detto polinomio di approssimazione ai minimi quadrati di
f(x). I coefficienti del polinomio di approssimazione ai minimi quadrati pos-
sono essere determinati con una delle tecniche descritte in questo capitolo,
risolvendo il problema (2) in cui la matrice A € R™*™ e i vettoriy € R" e
b € R™ hanno gli elementi

_ J-1 _ _ ; -
aij—:ci s yj—aj_l, bz—f(l'l), 2—1,...,m,j—1,...,n.

Poiché i punti z; sono a due a due distinti, la matrice A (come si & rile-
vato nell’esempio 7.22) ha rango massimo e quindi il problema dei minimi
quadrati (2) ha una e una sola soluzione, che fornisce i coefficienti del poli-
nomio di approssimazione dei minimi quadrati di grado n — 1.

Un confronto fra i metodi esposti viene ora fatto per il caso particolare
T = %, i=1,...,m, f(x) = y/x, per m = 10 in cui al variare di n —
1 il numero di condizionamento ps(A) e il minimo 7 del problema sono
approssimativamente i seguenti:
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n—1 | p(d) | v
2 2% | 0.5366
3 153 | 1.112
4 969 | 2.323
5 6561 | 5.334
6 48520 | 6.500
7 397678 | 14.41

I metodi sperimentati sono:

NR risoluzione del sistema normale con il metodo di Cholesky (par. 1)
QR metodo QR (par. 2)

VS calcolo per mezzo dei valori singolari (par. 5)

GC calcolo per mezzo del gradiente coniugato (par. 10).

I risultati ottenuti sono riportati nella seguente tabella, in cui ¢ € il tempo
di calcolo impiegato, misurato in millesimi di secondo, ed ||e[|2 & la norma
2 dell’errore assoluto dei coefficienti determinati.

n—1=2 n—1=3 n—1=4
metodo
t lell2 t lefl2 t lell2
NR 0.22 0.16 1074 0.24 0.13 1072 0.37 0.11 10°
QR 0.18 0.27107° 0.25 0.11 1074 0.37 0.18 1073
VS 2.34 0.84107° 3.67 0.6210°% 5.28 0.18 1073
GC 0.59 0.76 107° 1.10 0.98 10~* 2.34 0.29 1073

n—1=5 n—1=6 n—1=7
metodo
t lell2 t lell2 t lell2

NR - - — — — —

QR 0.46 0.43 102 0.57 0.36 10! 0.80 0.10 10°
VS 7.02 0.15 1072 9.13 0.65 102 10.7 0.58 10!
GC 3.87 0.92 1073 8.00 0.11 107! 7.18 0.37 10?

Dai risultati riportati in questa tabella, risulta che, in accordo con
quanto esposto nel paragrafo 7, il metodo NR ¢ il meno stabile e addirittura
non consente di calcolare la soluzione per n > 6, perché la matrice AT A ¢
cosi malcondizionata che, a causa della limitata precisione di calcolo, non
viene riconosciuta come definita positiva dal metodo di Cholesky. Il metodo
QR consente di calcolare la soluzione x* in un tempo minore del metodo
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NR e nettamente minore dei metodi VS e GC. Il tempo di esecuzione del
metodo GC dipende dal valore della tolleranza e fissata per la condizione di
arresto: e possibile ridurre il tempo di esecuzione utilizzando una tecnica di
precondizionamento. Per quanto riguarda l’errore della soluzione, i metodi
QR., VS e GC hanno un comportamento confrontabile, con un errore che
e legato a ps(A).

Comunque queste tecniche non sono adatte a risolvere il problema
dell’approssimazione polinomiale quando n e grande per 1’elevato malcon-
dizionamento della matrice A. Altre tecniche, basate sull’'uso di oppor-
tuni polinomi ortogonali, consentono una migliore risoluzione di questo pro-
blema. u

11. Il metodo di Lanczos per il calcolo dei valori e dei
vettori singolari

In molte applicazioni la matrice A del problema (2) & di grosse dimen-
sioni e sparsa: in questi casi le tecniche esposte nei paragrafi precedenti
possono non essere praticamente applicabili se le matrici intermedie gene-
rate non sono sparse. Inoltre talvolta possono essere richiesti solo pochi
valori e vettori singolari. Se la matrice A & reale il metodo di Lanczos puo
essere convenientemente applicato anche in questo caso.

Nel paragrafo 8 si e visto che gli autovalori della matrice B definita
nella (38) e i corrispondenti autovettori, consentono di calcolare i valori e i
vettori singolari della matrice A. Se m = n risulta U; = U e

Uy Uy

Z=— ,
V2 v oy

e quindi gli autovettori z di B sono tutti della forma

u
z=— » o hallz = ivllz = 1.

V2 |y
Se m > n, allora vi sono degli autovettori z di B della forma
u
z = , ueC” fulz=1, (43)
0

corrispondenti all’autovalore nullo, che, essendo dovuti al fatto che la ma-
trice A e rettangolare, non corrispondono ad alcun valore singolare di A.
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Percio quando si determinano gli autovettori di B, si devono eliminare quelli
della forma (43).

L’ordine della matrice B ¢ dato dalla somma delle dimensioni di A, ma
se A ¢& sparsa, anche B risulta essere sparsa. Il seguente teorema illustra
come una scelta opportuna, suggerita in [7], del vettore iniziale q; consenta
di ridurre sia il tempo di esecuzione che lo spazio di memoria necessario a
contenere i vettori generati dal metodo di Lanczos.

7.34 Teorema. Sia A € R™*" m > n, e sia B la matrice definita in (38).

Si applichi a B il metodo di Lanczos descritto nel paragrafo 5 del capitolo

6, scegliendo come vettore iniziale q; un vettore di una delle due forme
[u, 0], ueR™, |ju,=1, 0€R",

44
0, v]", veR" |v[z=1, 0eR"™ “

La matrice tridiagonale T ottenuta ha gli elementi principali nulli e i vettori
q; generati assumono, alternativamente, una delle due forme (44).

Dim. Se q; = [u; , 0]7, allora per le (20) del capitolo 6 si ha

1 1 0 0
o1 = qf' Bq; =0, Q2=5—BQ1=6— = ;
1 1 AHul Vo
dove 81 = ||Afuy |2, e quindi ||va|2 =1,
as = q3' Bqz =0,
Avay — 1wy us
1 1
q2 = - (Bqz — fra1) = = ;
62 62 0 0
dove By = ||Avy — B1uy |2, e quindi |jus||s = 1, e cosi via, fino a qy,.
Se q; = [0, v1]7T, si procede in modo analogo. .

Scegliendo come vettore iniziale un vettore che abbia una delle forme
(44), basta memorizzare ogni due passi un vettore di lunghezza m+n; anche
il costo computazionale del calcolo di Bq;, ¢ = 1,...,n — 1, diminuisce
proporzionalmente. Un’ulteriore semplificazione si puo ottenere tenendo
conto del fatto che la matrice tridiagonale T ha gli elementi principali nulli.

11 calcolo con il metodo di Lanczos dei valori singolari piu grandi di A
non presenta in generale grosse difficolta, mentre piu delicato puo risultare
il calcolo dei valori singolari piu piccoli, in particolare se sono molto vicini
allo zero, perché la matrice B ha come autovalori anche i valori singolari



Capitolo 7. II problema lineare dei minimi quadrati 481

di A cambiati di segno, ed inoltre ha gli autovalori nulli dovuti al fatto
che la matrice A e rettangolare. Per cui, se il minimo valore singolare non
nullo o, di A, & piccolo, nellintervallo [—o,., 0, si trovano m + n — 2r + 2
autovalori molto vicini fra loro e quindi di difficile approssimazione. In
[4] Cullum e Willoughby espongono un algoritmo che consente un’agevole
approssimazione anche degli autovalori singolari piu piccoli.

7.35 Esempio. I valori singolari della matrice A € R™*"™, m =n + 3, di

elementi ) o
1 set—3<j5 <4,
Qij = {

0 altrimenti,
sono tutti minori di 4 e lim o7 = 4. Per n = 1000 si calcola o7 con il
n— oo

metodo di Lanczos, scegliendo come vettore iniziale il vettore

a =100 v, 0cR™ v;= L, peri=1,...,n.
Vn
Operando in precisione semplice (con sei cifre esadecimali), o viene ap-
prossimato con un errore minore di 10~% in 5 passi; non si puo ottenere
un risultato migliore a causa degli errori di arrotondamento. Per ottenere
un risultato migliore si ricorre alla doppia precisione (con 14 cifre esadeci-
mali), che fornisce il valore approssimato o1 = 3.999889, affetto da un errore
minore di 107% in 40 passi. .

Esercizi proposti

7.1 Sia A € C™*™, Si dimostri la seguente proprieta dell’alternativa
di Fredholm: o il sistema Ax = b & risolubile per ogni b € C™, oppure il
sistema omogeneo Ay = 0 ha soluzioni non nulle.

(Traccia: se Ax = b ¢ risolubile per ogni b € C™, allora m < n e rango di
A=m.)

7.2 Siano
1 -1 1
A=|-1 1|, b=]1|, «a=1oppurea=-2.
2 « 1

Si risolva il sistema Ax = b nel senso dei minimi quadrati, cioe si risolva il
problema dei minimi quadrati

min |[Ax — b||2,
x€R?
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con i diversi metodi descritti nel capitolo.

7.3 Si risolvano il sistema lineare nel senso dei minimi quadrati
T+ a2 =1 T1+x2 =1 1+ T2 =2
(1) 221 +2x9 =0 (2) 21 =0 (3) 1 — 20 =0
—T1 — X9 =2 -1+ 3x9 =2 201 + 19 =2
. T . 1, 1 T
(Risposta: (1) x = [x1,x2]", tali che 1 + x5 = X =713 1, 1]%;
1 1
2)x=x*=—[1,10";3)x=x"==[5, 6] .
(2)x=x"=3; 1, 10" @) x=x" == [5, 6]"")

7.4 Si determini la migliore approssimazione lineare nel senso dei minimi
quadrati ai dati

(Risposta: indicata con y = zi1x + x2 Pequazione della retta cercata, i
coefficienti x1 e x5 devono soddisfare, nel senso dei minimi quadrati, il

sistema lineare
1+ =1

2.%’1 + X9 = 0
31’1 + 20 = 1
Risulta [z1,22] = [0, 2].)
7.5 Si calcoli la decomposizione ai valori singolari e la pseudoinversa di

Moore-Penrose delle seguenti matrici A

1 0
2 1 0 1
W [1 2]7 @) [1 0}, 3 |o 1],
10
2 14 L [36 27 1 (3 .1 5 1
(4) G 8 191, (5 T 24 18|, (6) 5 3 -1 1 -5],
20 10 8 6 3 5 1 1

1 1 1 3 0
(Risposta: (1) U=V = — , X = , AT = A1
V2 1

V=1, At =AY

QD U=A X = [(1) (1)]
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L V2 0 L0
B)YU=—1]0 v2 0|, X=]0 1 ,V:{O 1],
V2 1 0 -1 0 O
1(1 0 1
+_ = .
A _2{0 2 0}’
1 -2 -2 2 0
1 1
4HU==-1-2 1 2|,X=1(0 1 ,V—g[_?:l ﬂ,
2 -2 1 0 0
4e_ L [18 2 -22]
30 |-16 14 -4 |’
9 2 -6 5 0
1 1 - 1
() U==16 6 7|, 2=]0 0 ,V:g[g j],/ﬁ - AT
2 9 6 0 0
22 Looo] [Pl
6)U==1|-2 1-2,2:0100,1/:—1'1 :1 L
1 -2 -2 0 01 0 111 1
AT = AT )
7.6 Si dimostri che i valori singolari di A e di A¥ sono uguali.

(Traccia: & AT = VXUH))

7.7 Si dimostri che se A € C™*™, allora

‘ det A| = ﬁai.
i=1

(Traccia: det AT A = |det AJ2.)

7.8 Sia A € C™*" m > n.

a) Si dimostri che A A & definita positiva se e solo se le colonne di A sono
linearmente indipendenti, cioe se A ha rango massimo;

b) sia

1000
1000
1000
1000

A=

1020
1000
1000 |’
1000

si calcoli AT A utilizzando un’aritmetica con base 10 e 4 cifre significa-
tive, e si verifichi che la matrice AT A effettivamente ottenuta non &
definita positiva.
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7.9 Sia A € C™*" ¢ sia A = QR una fattorizzazione QR di A, con
Q € C™*™ unitaria e R € C™*"™ triangolare superiore. Si dimostri che i
valori singolari di A e di R sono uguali.

(Traccia: segue dal fatto che A# A = RHR.)

7.10 Sia A € C™*™. Si definisce radice quadrata di A una matrice
B € C™ " tale che B? = A. Si dimostri che

a) A ¢ definita (semidefinita) positiva se e solo se ha una radice quadrata
B definita (semidefinita) positiva;

b) se B ¢ una radice quadrata di A, allora rango di A = rango di B;

c¢) la radice quadrata definita (semidefinita) positiva ¢ unica e si indica
con A'/2:
d) gli autovalori di (A7 A)Y/2 e (AAT)'/2 coincidono;
e) gli autovalori di (A A)!/2 sono i valori singolari di A.
(Traccia: a) se A & definita (semidefinita) positiva, sia A = UDU* la sua
forma normale di Schur. Si definisca B = UDoU, Dy matrice diagonale
i cui elementi principali sono y/\;, dove \; & autovalore di A; viceversa se

B? = A, gli autovalori di A sono i quadrati degli autovalori di B; d) segue
dall’esercizio 2.13; e) segue dal teorema 7.10.)

7.11 Sia A € C™*"_ Si dimostri che

a) esiste un’unica matrice X che soddisfa alle seguenti equazioni di Moore-

Penrose:
1) AXA=A,
2) XAX =X,

3) (AX)H = AX,
4) (XA =X4;

b) se A ha rango massimo tale matrice &
(AHA)7LAH  se m > n,

X =
AT(AAT)=1 sem <

c) ¢ X = AT dove AT & la pseudoinversa di Moore-Penrose, definita in
7.17.

(Traccia: a) per assurdo siano X; e X, due matrici che soddisfano alle
equazioni; da 2) e 3) si ottiene

XH_xH - AX, XE - Xo,x1),
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per cui X1 — XH ha colonne appartenenti a S(A), dove S(A) & 'immagine
di A; da 1) e4)siottiene AAH (XH — XIT) = O, per cui X{T— X ha colonne
appartenenti a N(AA”) = N(AH) = S(A)*. Ne segue che X = XH;

b) per m >n da 1) e 3) si ha A” = AHXHAH = AH AX e poiché ATA ¢
non singolare, X = (A¥ A)"1AH; per m < n si proceda in modo analogo;
¢) basta verificare che AT soddisfa alle equazioni di Moore-Penrose.)

7.12 Si descriva la classe delle matrici A € R3*2 tali che

At = AT,

(Traccia: si dica come devono essere i valori singolari di A.)

7.13 Si dica quali sono le decomposizioni ai valori singolari e le pseu-
doinverse di Moore-Penrose delle seguenti matrici

a) un vettore v e C",
b)  una matrice nulla O € C™*™,

c) unadiade A =xy’, xc C™, y c C".

(Traccia: a) sia ) la matrice elementare di Householder tale che

Qv = —||v||20e1, dove § = %, sev; #0, 0 =1, se v; =0,
1

allora

v=UXVT, dove U=—0Q", ¥ =|v|ser, V=11],

1 H.

)

+ - _ -
Ivli3

c) ATA=yxfxy? = |x|iyy" = QDQ (si veda I'esercizio 2.23), dove
D € C™™ ¢ la matrice nulla a parte di; = ||x/|3|ly||3, e @ € C"*" & una
qualunque matrice unitaria la cui prima colonna ¢ y/||y||2. La matrice C' =
AQ = xy"@Q € C™*" ha la prima colonna uguale a ||y|2x e le altre nulle.
Si costruisce la matrice U come al punto a), tale che ||y||2x = U||y||2]/x]|2€1-
Risulta quindi

[[xl2[y |2
xy? =uxv?, x= . , V=1,
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1 1
AT = (xy)t =vEtul = —(UEVH) = —=r5 (X yH)H
1|13 1ly1l3 (I3 11y (I3
1 H
= oYX )
1x[131ly113
7.14 Sia A € C™*", Si dimostri che la matrice AT, pseudoinversa di

Moore-Penrose, verifica le seguenti proprieta

1) (AT =(AnH,

2) (ozA)*— 1AJr per ogni o € C, a # 0,
3) (AF)*

§ (Aan) = <A+>HA+

5) (ATA)T = AT(AN)M.

(Traccia: ci si riferisca alla definizione 7.17)

7.15 Si dimostri che sono chiuse rispetto all’operazione di pseudoinversa
di Moore-Penrose le seguenti classi di matrici:

matrici normali,
matrici hermitiane,

matrici definite (semidefinite) positive.
7.16 Sia A € C™*"™ pnormale. Si dimostri che
(1) ATA=AAT, (2) (AM)T = (A"

(Traccia: si dimostri che, poiché A & normale, U = VS, dove S & una
matrice di fase.)

7.17 Siano A € C™*", B € C™*" due matrici di rango massimo. Si
dimostri che
(AB)t = BT A™.

Si trovi un controesempio che dimostri come questa relazione puo non valere
se una delle due matrici non ¢ di rango massimo.

(Traccia: si verifichi che X = BT AT soddisfa alle equazioni di Moore-
Penrose; si consideri ad esempio
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per cui e

[2,2,-1], BTA"T = 1 [2,2,-1].)

(AB)T = 30

W

7.18 Sia A € C™*". Si dimostri che X e la pseudoinversa di Moore-
Penrose di A se e solo se XAA” = AH ed esiste una matrice hermitiana
B € C™"™ per cui X = BAH.

(Traccia: si sfruttino le equazioni di Moore-Penrose e si ponga B = XX
Per il viceversa, si ha AX = ABA” = ABH A" = XH A da cui segue
la terza equazione di Moore-Penrose; per le altre tre equazioni si dimostri
prima che A = X7 AH A, sfruttando il fatto che la matrice AAY = AATAX
& hermitiana.)

7.19 Sia A € C™*" ¢ sia A = UXVH la sua decomposizione ai valori
singolari.

a) Si determinino le decomposizioni ai valori singolari delle matrici

P1 = A+A, P2 =1- A+A, P3 = AA+, P4 =1- AA+;

b) si verifichi che le matrici P;, ¢ = 1,...,4, sono idempotenti (per la
definizione e le proprieta delle matrici idempotenti si vedano gli esercizi
1.9 e 2.31);

c) si dimostri che l'insieme X delle soluzioni del problema dei minimi
quadrati (2) & costituito dai vettori della forma

x=Atb+ (I — AT A)v,

dove v € C™ ¢ arbitrario;

d) si dimostri che la soluzione di minima norma & proprio
x* = A"hb.

(Traccia: a) se k ¢ il rango di A, si ha

_ Ik O H _ In—k 0 Ty, H
Pl—V{O O]V, PQ—VH|:O O]HV,

I, O

P3:U[0 0

}UH, P4:UH’[I’“O’“ g]H’TUH,

dove IT e II' sono opportune matrici di permutazione; b) si noti che le
quattro matrici sono diagonalizzabili e hanno autovalori uguali a zero o a
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uno; c¢) si dimostri che i vettori x della forma data soddisfano il sistema
normale (3): per questo si osservi che AT AAT = A e viceversa che tutti
i vettori del nucleo di A¥ A sono della forma (I — ATA)v, v € C"; d) si
dimostri che i vettori Atb e (I — AT A)v sono ortogonali e quindi [|x||3 =
|A*b||2 + ||(I — AT A)v||3; per questo basta dimostrare che (AT) (I —
ATA)=0.)

7.20 Sia A € C™*™ m > n. Si dimostri che
onlxll2 < [|Ax|2 < 012,

per ogni x € C™.

(Traccia: segue dal punto d) del teorema 7.10.)

7.21 Sia A € C™*"™ m > n, di rango massimo e sia B una sottomatrice
di A ottenuta cancellando una o piu colonne. Si dimostri che

p2(B) < pa(A).
(Traccia: si sfrutti il teorema 7.23 e la (34).)

7.22 Sia A € C™*™ non singolare.

a) Si dimostri che
_ 1
1A ]2 = —;

o

n

b) Se A ¢ triangolare, si dimostri che

Cmax |aj
i,9=1,....n

A > 22—
/JQ( )_ 'min ‘CL”’

=1,...,

(Traccia: a) si noti che la matrice (A A)~! ha gli stessi autovalori della
matrice A~ A~ (si veda l'esercizio 2.13); b)

1 _ 1
o= Al > max J|ayl, —=[A4""2> ——F—,
=1 n On Ar{un |(J,“|
i=1,...,n

) geoey

perché gli elementi principali di A~! sono i reciproci di quelli di A.)

7.23 Sia A€ C™*" m >n,y € C" e B la matrice
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Indicati con o1, ...,0, i valori singolari di A e con 74,...,7, quelli di B, si

dimostri che
L <A/NAIE +Iyl3, 7 > 0.

(Traccia: si sfruttino i teoremi 7.10 e 6.12.)

7.24 Sia A € C™*™ m > n. Si dica qual e la decomposizione ai valori
singolari della matrice
O A
B =
AH O

(Traccia: sia A = UXVH la decomposizione ai valori singolari di 4, e sia

U (@)
W = ;
O Vv

si esamini la struttura della matrice WH BW e si determinino le opportune
matrici di permutazione.)

7.25 Siano A, B € C™*". Si dica quali sono le decomposizioni ai valori
singolari delle matrici

A B A —-B
Cl = 9 02 =
B A B A

(Traccia: seguendo la traccia dell’esercizio 2.26, si determini una matrice
unitaria Z tale che
X O
ZCZH = ,
O Z//

dove X', X" € R™*™ sono le matrici diagonali i cui elementi principali
sono i valori singolari di A+ B e di A — B. Si determinino poi delle oppor-
tune matrici di permutazione. Si proceda in modo analogo con la seconda
matrice.)

7.26 Sia A € C™*" della forma
A Aia
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con Aq; € Cka, Ap € Ckx(n—k)’ Agg € C(m—k)x(n—k), e siano o1 > 09 >
... >0, > 01 valori singolari di A. Si dimostri che g1 < ||A2z]|o.
(Traccia: sia
A A1z
B =
@) (@)

Per il teorema 7.13 ¢ ||A — Bl|2 > 0,41, dove r ¢ il rango di B.)

7.27 Sia A € C™*", e sia A = UXVH la sua decomposizione ai valori
singolari. Si dimostri che

|A=0VHlp = min A=W,
wHw=r1

cioe la matrice UV & la matrice unitaria pit vicina alla matrice A nel
senso della norma di Frobenius.

(Traccia: basta dimostrare che ||A — UVH|p < ||A — W||F per ogni W €
C™X" unitaria; moltiplicando per U a sinistra e per V a destra, si vede che
basta dimostrare che ||X — I||p < |2 — Z||r per ogni Z € C™*" unitaria.
Poiché Z & unitaria e |Re(z;;)| <1, e quindi

NE

|1~ Z|lp=tx(X? -2Z-ZEX 4+ 1) = (02 —0i2i — 0% + 1)

1

.
I

(07 —20i+1) = | ¥ —I|p.)

I

I
—

=> (07 —20:Re(z;) + 1) >
=1

7

7.28 Siano A € C™*™ ¢ b € C" della forma

B v C
S MEREN]
dove B e CF*(n=1) v cec CF, w, de C" e e Cmkx(n=1) ¢ una

matrice nulla. Si dimostri che se B ha rango massimo, allora

" wl|?

w13

in || Ax — b3 = ||| -
Jmin [|Ax — bl = [|d]|3

Traccia: postox = |V |, y € C» Y, » € C, si ha
( 2

lAx = bl = [|By + vz —clf3 + [[wz — d||3;
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poiché per ogni z si puo determinare un y tale che By + vz —c =0, ¢

in || Ax — b3 = mi —d|3.
Jmin [|Ax — bz = min |wz —d|)3.)

7.29 Sia A € C™*",_ Si dimostri che AT & la soluzione dei seguenti

problemi
min [JAX — I,||2,
XeCnxm

min [|[AX — I,||F,
X€Cn><7n

e si dica quanto vale il minimo nei due casi.

(Traccia: per la norma 2 si considerino gli n problemi dei minimi quadrati

Jnin [|Ay — eil2,

dove e; per i = 1,...,m e l'i-esima colonna della matrice I,,. Il minimo
risulta uguale a zero se m < n e A ha rango massimo, 1 altrimenti. Per la
norma di Frobenius, sia AX = UXVH U, V € C™*™ la decomposizione ai
valori singolari di AX; si ha ||[AX — L,||r = || ¥ — URV||F, e tale quantita
¢ minima quando UH®V = T (si veda l'esercizio 7.27), quindi V = U; ne
segue che ||~ — I||p € minima se gli elementi non nulli di X sono uguali a 1
e risulta
min ||AX —I,,||p = Vm —k,

XeCnxm
dove k ¢ il rango di AX. Percio AX = UXUY, dove 0y = ... = 0}, = 1,
Opg1 = ... =0m = 0. Posto A = UX'VH deve essere X = VX"UH tale
che X' X" = X. )
7.30 Sia A € C™*™ 'm > n, i cui valori singolari sono o1 > 09 > ... >
on > 0. Si dimostri che per k=1,...,n ¢

On—k+1 =min max || Ax||2,
Vi Ix|2=1
xeVy,

or =max min | Ax]|2,
Vi llx|l2=1
xeVy
dove Vi € un qualunque sottospazio di C™ di dimensione k.

(Traccia: si applichi il teorema 6.7 alla matrice A7 A.)
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7.31 Siano A, B, C, D € C"*" (' = AB, D = A+ B, e siano «;, (3;,
i, 0i, @ =1,...,n, 1 loro valori singolari. Si dimostri che

Yitj+1 < @ir1Bi41

1, 7=0,....,.n—1, 14+757+1<n.
ditjt1 Sai+1+5j+1} J J

(Traccia: siano u,, r =1,...,ne vg, s =1,...,n, tali che
H 2 H 2
AA"u, = a;u,, B"Bvg=fIvg,

e siano U; e V; i sottospazi di C™ generati dai vettori u,, r =1,...,7 e v,
s=1,...,j. Sia AB = UX V! la decomposizione ai valori singolari di AB.
Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz si ha, posto x =Uz e y = Vz,

0 <z"¥z =2"U" ABVz = x" ABy < ||A"x|||By|>.
Se x e y appartengono rispettivamente ai sottospazi U;- e VjL, si ha
A x> < aip1, e || Byllz < Bjt1-

Sia Z linsieme dei vettori z tali che Uz € U+ e Vz € Vji, allora k =
dim Z > n — (i + j) e per il teorema del minimax &

: H
air1Bj41 > min max  z Xz =Y, g1 > Vigji1
Vi [xlezt

xeVy

La corrispondente relazione per la somma si dimostra in modo analogo.)

7.32 SianoAeB e C""eslanoo; > 09> ... > 0, €T; > To > ..
i loro valori singolari. Si dimostri che

-2 Tn
lo; — 7| <||A— B2, peri=1,...,n.
(Traccia: si veda il teorema 7.24.)

7.33 Sia A € C™*"_ Si dimostri che

|y Ax|
01 = max +———— .
S
yeC
x#0
y#0

(Traccia: posto A = UXVH | si considerino i vettori u = Ufly e v = Vx,
per cui e
y7Ax| _ [uf ¥y ul"]v]

- >~ 01 =
Ixll2llyllz [all2flvil2 [ull2f[vll2

g1.
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Si determinino poi due vettori u e v per cui il valore oy viene effettivamente
raggiunto.)

7.34 Sia A € R™™ bidiagonale superiore. Si dimostri che se A ha
un valore singolare di molteplicita maggiore di 1, allora almeno uno degli
elementi della diagonale o della sopradiagonale sono nulli.

(Traccia: la matrice A” A & tridiagonale con elementi sopradiagonali della
forma «;8;, i =1,...,n — 1, dove «; sono gli elementi principali di A e S;
sono gli elementi sopradiagonali. Se a;f3; # 0, allora gli autovalori di A” A
sono tutti distinti (si veda 'esercizio 6.26). )

7.35 Sia A € C™*" la seguente matrice bidiagonale superiore
[a1 B i
az B2
A= s
Bn—l
L Qp

Si costruiscano due matrici di fase S, T' € C™*™ tali che la matrice B = SAT
abbia elementi reali.

Q@
(Risposta: t11 = 1, Sii — M,
aq
|1Bi—1| || :
tyy = — Si; = eri=2,...,n.
Y Bicisiciior itis P o)
7.36  a) Si dimostri che una matrice A € C™*™ puo essere scritta in uno
e un sol modo nella forma
A=HQ,

dove H ¢ semidefinita positiva e () € unitaria. Tale decomposizione viene
detta decomposizione polare.

b) Si calcoli la decomposizione polare della matrice

7 -1
=[]
c) si dimostri che A* = QHH™.

(Traccia: a) sia A = UXVH la decomposizione ai valori singolari di A, si
ponga H =UXUH, Q=UVH;D)

ni 3 ) el i)
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7.37 Siano A € C"™*" C € C™*" b€ C™, d € C" tali che il sistema
lineare

Cy=d (45)

sia consistente. Si consideri il seguente problema lineare dei minimi quadrati
con vincoli di uguaglianza

in || Ay — b]>. 4
Juin, | Ay — bl (46)

La soluzione di questo problema e quindi un vettore x che soddisfa il sistema
(45) e che minimizza la norma 2 del residuo. Indicati con s < min{r,n} il
rango di C e con C = UXVH la decomposizione ai valori singolari di C, si
dimostri che

a) l'insieme delle soluzioni del sistema (45) e dato da
Y={yecC":y=0%td+Voz, zc C"*},

dove Va € C"*("=5) & 1a matrice formata dalle ultime n — s colonne di
Vi

b) Vo(AVo)t = (AZ)T, dove Z=1-C*C;

c¢) la soluzione di minima norma del problema (46) ¢ data da

x*=CTd+ (AZ)T(b - ACTd);

d) la soluzione x* & 'unica soluzione di (46) se e solo se la matrice
C
A

e) posto g = {g}, si determini la matrice F € C™+7)X" tale che la

ha rango n;

soluzione di minima norma x* del problema (46) possa essere espressa
come
x* =F'g;

f) si applichi il metodo QR per il calcolo di una soluzione del problema
(46) nellipotesi che s =7 < n.

(Traccia: a) basta dimostrare che CV, = O, infatti
H H
C%:UZP%]%:UZPG%]:UE{O}

VvQHVZ In—s
ol o]
o] ] -0
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b) si dimostri che
Z=1-CtC=1-V\Vf =WVl

e si verifichi che
(AVRV) T = V3 (AV,)*

per mezzo delle equazioni di Moore-Penrose; ¢) la soluzione x* di minima
norma di (46) puo essere espressa come

x* =CTd + Vaz*,
dove z* ¢ la soluzione di minima norma di

néin |A(CTd + Vaz) — bz = Héil’l |AVoz — (b — ACTd)|]2,  (47)
zeCn—s zcCn—s

si dimostri infatti che i vettori C*d e V5z* sono ortogonali. Inoltre risulta
z* = (AV)T (b — ACTd);

d) si consideri la matrice

cl, _[c _[ewvi cw] _[cvi O
[A] V= [A] Vil Vel = [AVl AVJ B [AV1 AVJ '

Poiché la matrice CV; € C"** ha rango s, la matrice {i} ha rango n se

e solo se r +m > n e la matrice AV, ha rango n — s, cioe se e solo se il
problema (47) ha la sola soluzione z*; e)

x = o7 - (azyact | (az)7] [1].

per cui

F* = [0* = (AZ)FAC | (AZ)*];
si dimostri che la matrice
o C
T (AZ)(AZ)TA
verifica le equazioni di Moore-Penrose, sfruttando le relazioni

CVo=VHCt =0, (AZ)T =Vp(AW)', AZCT =C(AZ)" =0,
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A(AZ)T = AVa(AVR) T = AV VIV, (AV,) T = AZ(AZ)T,
(crto) =cre, (cchHf =ccet,
[AZ(AZ)T) = AZ(AZ)T, [(AZ)TAZ)" = (AZ)T AZ;
f) sia Q € C™ " unitaria tale che C* = QR, R € C™*" triangolare supe-
riore, dove
Ri| } r  righe,

R—
O | } n—r righe,

e Ry € non singolare; allora
C RH O

Q=
A Ay As

Si calcola la generica soluzione del sistema Cy = d per mezzo del sistema
equivalente [R¥ | O)Qfy = d, ottenendo

—-H
QHy: |:Z1:| — |:R1 d:| , 29 € loldm

Zo Zo
Sostituendo si ha

Ay —b =AQQ"y —b = Ayzy — (b — Ayz1).
Si calcola zs come soluzione del problema dei minimi quadrati

min HAQZ - (b — A1Z1>H2
zeCn—r

e si ricava

yzQ[zl]»

Z3

Commento bibliografico

Il metodo dei minimi quadrati, che si basa su alcuni metodi pitt 0 meno
empirici usati dagli astronomi nel 18° secolo, e stato pubblicato per la prima
volta da Legendre nel 1805, ma gia dal 1795 era stato usato da Gauss per
determinare le orbite dei corpi celesti. Comunque ¢ stato Gauss il primo
che nel 1809 ha individuato i rapporti fra il metodo dei minimi quadrati e
la teoria della probabilita. Questo metodo riveste una grande importanza
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storica, perché & proprio per risolvere i sistemi lineari generati da esso che
sono state sollevate molte delle piu importanti problematiche dell’algebra
lineare numerica. Il metodo che Gauss suggerisce per risolvere il problema
dei minimi quadrati & quello della risoluzione del sistema normale.

Problemi di minimi quadrati si incontrano in tutte le aree della scienza
e della tecnica: si veda ad esempio il libro [1], in cui & riportato un pro-
blema di aggiustamento di dati geodetici, un problema di ricostruzione di
immagini e un problema di trasporto. Per questo tipo di problemi, in cui
si possono presentare moltissime equazioni, anche dell’ordine di milioni,
vengono utilizzate particolari tecniche di partizionamento e sfruttate tutte
le specifiche proprieta di struttura della matrice, in particolare la sparsita,
che deve essere mantenuta per quanto possibile, in ogni fase della risoluzione
(si veda ad esempio [2]).

La trattazione piu esauriente sul problema dei minimi quadrati lineari
e dei metodi numerici per risolverlo & quella di Lawson e Hanson che nel loro
libro [12] del 1974 hanno raccolto in maniera sistematica i contributi dati
alla risoluzione del problema nei venti anni precedenti. In questo periodo
si e sviluppata una intensa attivita sia dal punto di vista teorico che da
quello computazionale, a partire dal 1954, anno in cui Givens [6] suggerisce
di usare trasformazioni ortogonali operando su matrici non quadrate per ri-
solvere il problema dei minimi quadrati, e dal 1958, anno in cui Householder
[11] propone di usare le matrici che portano il suo nome. Ma il nome che
ricorre piu frequentemente in questo campo e quello di Golub, a cui si deve
I'uso dei metodi basati sui valori singolari [7] e le tecniche numeriche fonda-
mentali [8]. In [12] si trova anche Iindicazione che il metodo QR consente
di risolvere in pratica una classe pit ampia di problemi di quelli risolti con
il sistema normale, cioé tutti quelli per cui il condizionamento della matrice
A & dell’ordine della radice della precisione di macchina.

Tentativi per definire un’estensione del concetto di inversa di una ma-
trice, valido anche nel caso di matrici singolari, sono stati fatti varie volte
nell’ultimo secolo. Moore [13] fu il primo nel 1920 ad affrontare uno stu-
dio sistematico delle inverse generalizzate, ma il suo lavoro non ricevette
alcuna attenzione fino al 1950. Nel 1955 Penrose [15], che pero non era a
conoscenza del lavoro di Moore, riscopri le inverse generalizzate e dette un
tale impulso a questo argomento, che nel 1976 Nashed nel suo libro [14] pote
elencare piu di 1700 titoli di bibliografia sulle inverse generalizzate.

La decomposizione ai valori singolari, che ¢ una delle decomposizioni
pit importanti del calcolo matriciale e che consente di trattare in modo
profondo il problema della determinazione pratica del rango di una ma-
trice, ¢ stata introdotta e formalizzata negli anni 30 da Eckart e Young,
che nel 1936 e nel 1939 [5] hanno formulato e dimostrato i teoremi fon-
damentali della decomposizione ai valori singolari per matrici qualsiasi. Il
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caso particolare della decomposizione di una matrice quadrata ad elementi
reali era stato dimostrato da Sylvester nel 1889. La prima utilizzazione dei
valori singolari si € avuta nell’ambito della localizzazione degli autovalori.
La limitazione o,, < |A| < 07 ¢ stata dimostrata da Browne nel 1928, ma si
riallaccia ad un risultato di Bendixson che nel 1900 aveva dimostrato che gli
autovalori di una matrice reale A sono compresi in modulo fra il massimo e
il minimo autovalore di §(A 4+ AT). Secondo O. Taussky, il termine valore
singolare & dovuto a Weyl, che nel 1949 [16] ha dimostrato alcune impor-
tanti relazioni fra gli autovalori e i valori singolari di una matrice. Negli
anni ’50 una notevole mole di risultati riguardanti relazioni fra autovalori e
valori singolari delle matrici 4, §(A + A7) e &(A — A7) e fra prodotti e
somme di matrici, sono dovuti a Horn e Amir-Moez.

I metodi per il calcolo della decomposizione ai valori singolari sono de-
scritti in [9]: il metodo di Golub e Reinsch [8] per la riduzione della matrice
A a forma bidiagonale, la variante di Chan [3], utile quando m ¢ maggiore
di m, e la tecnica per calcolare gli autovalori della matrice tridiagonale BT B
operando con il metodo QR direttamente sulla matrice B.

Per I'applicazione del metodo del gradiente coniugato alla risoluzione
del problema dei minimi quadrati si veda [10], per 'applicazione del metodo
di Lanczos al calcolo dei valori singolari di una matrice si veda [4].
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A-coniugati, vettori, 275, 277, 308-312
a-posteriori, stima dell’errore, 207
accelerazione di Ritz, 389
aggiunta, matrice, 12, 34, 50
albero, matrice ad, 40, 100, 299, 409
algebrica, molteplicita, 53, 54, 57, 59, 321
algoritmico, errore, 136, 177
algoritmo di Golub e Reinsch, 466
alternativa di Fredholm, 481
ampiezza di banda, 27, 210
analisi dell’errore, 136
all’indietro, 140, 165
del metodo di Gauss per la fattorizza-
zione LU, 167
del metodo di Gauss per la risoluzione
di un sistema lineare, 170
del metodo di Householder, 187
nella risoluzione del sistema triango-
lare, 165
analitico, errore, 136
angolo di due vettori, 5, 410
antihermitiana, matrice, 26, 34
antisimmetrica, matrice, 26, 30, 33
approssimazione ai minimi quadrati,
polinomio di, 477
arco orientato, 18
aritmetica intera modulo p, 224
arrotondamento, errore di, 164
asintotica media, riduzione, 239
asintotico, tasso di convergenza, 241
assoluta, norma, 131, 319
autovalore, 45-107
numero di condizionamento di un, 403
autovalori
condizionamento del problema del cal-
colo degli, 320
del prodotto di Kronecker, 102, 270
di una matrice definita positiva, 73
di una matrice hermitiana, 68
di una matrice normale, 70, 448
di una matrice tridiagonale, 100, 270
di una matrice unitaria, 48, 87
dominanti, 387
generalizzati, 425
metodi iterativi per, 331, 353, 367
metodo di Jacobi per, 333, 367-370,
428

metodo di Lanczos per, 333, 391-397,
429
problema generalizzato agli, 425-427
teoremi di localizzazione degli, 76-80,
313, 316-319, 401
teoremi di perturbazione, 319
teoremi di separazione, 324-330
teoria della perturbazione, 136, 137,
428
autovettore, 45-107
numero di condizionamento di un, 403
autovettori
dominanti, 387
linearmente indipendenti, 52-53, 57,
371
ortonormali, 69, 70

banda
ampiezza di, 27, 210
matrice a, 27, 210, 213, 220
base
cambiamento di, 55
canonica, 6, 9, 110
della rappresentazione, 164
di un sottospazio, 6
ortonormale, 9, 56, 63
Bauer-Fike, teorema di, 319
ben condizionata, matrice, 138
ben condizionato, problema, 136
ben posto, problema, 136
Binet, regola di, 12, 33
bisezione, procedimento di, 347
blocchi
matrice a, 16, 17, 30, 31, 34, 41, 59, 66,
89-93, 129, 133, 257, 300, 489-490
matrice tridiagonale a, 221, 259, 269
predominanza diagonale a, 222
Bodewig, matrice di, 415
Brauer, 107
Brioschi, 106
Browne, 498

calcolo
degli autovalori, 334-397
dei valori singolari, 448, 479
del determinante, 178
del rango, 179, 190, 454, 473



della forma normale di Schur di A% A,
450, 466
della matrice inversa con i vettori A-
coniugati, 309
della matrice inversa con un metodo di-
retto, 163, 181, 186
della matrice inversa con un metodo
iterativo, 294
cambiamento di base, 55
cammino orientato, 19
canonica, base, 6, 9, 110
caratteristica, equazione, 45, 54, 105
caratteristico, polinomio, 45, 51, 83, 100,
101
Cassini, ovale di, 104, 107
Cauchy, 42, 106, 314, 428
Cauchy-Schwartz, disuguaglianza di, 4, 28,
109, 112, 117, 123, 492
Cayley, 42
Cayley-Hamilton, teorema di, 50, 106
centroantisimmetrici, vettori, 96
centrosimmetrica, matrice, 96, 97, 219
centrosimmetrici, vettori, 96
cerchi di Gerschgorin, 76, 134, 402
unione disgiunta di, 79
Chebyshev, 135
polinomio di, 395
Cholesky
costo computazionale del metodo di,
200, 223
fattorizzazione incompleta di, 283, 286
fattorizzazione LL™ con il metodo di,
198, 435
metodo di, 143, 149, 198, 218, 226, 286,
435, 478
ciclica, strategia per il metodo di Jacobi,
369
cifre della rappresentazione, 164
circolante, matrice, 40, 98
Clasen, 226
classica, strategia per il metodo di Jacobi,
369
colonna, vettore, 4, 17
colonne linearmente indipendenti di una
matrice, 13, 29, 57
commutative, matrici, 21, 25, 87, 89
compatte, tecniche, 149, 196
complemento di Schur, 31, 201, 211, 219,
306
completa, riortogonalizzazione, 396
componenti di un, vettore, 4

condizionamento
del problema dei minimi quadrati, 459
del problema del calcolo degli autova-
lori, 320
di un autovalore, 403
di un autovettore, 403
di una matrice, 137, 140, 176, 203-208,
226, 410, 458, 466
condizione di arresto
del metodo del gradiente coniugato,
278, 475
del metodo delle potenze, 374
del metodo QR, 362
di un metodo iterativo, 241
coniugata, matrice trasposta, 1, 47
coniugato, v. gradiente coniugato
connesso, grafo fortemente, 19
consistente, sistema lineare, 15
consistentemente ordinata, matrice, 299
continuita della norma, 110
controllo della convergenza, 238
convergente
metodo, 236
successione, 231, 289
convergenza
controllo della, 238
del metodo del gradiente coniugato,

279

del metodo dello steepest descent, 274,
307

del metodo di Gauss-Seidel, 247, 250,
296, 303

del metodo di Jacobi per il calcolo degli
autovalori, 369
del metodo di Jacobi per il sistema li-
neare, 247
del metodo di rilassamento, 262, 263
di un metodo iterativo, 236, 237
di una successione di matrici, 232, 234,
289, 290, 412
per il metodo del quoziente di
Rayleigh, 420
per il metodo QR, 355, 360, 363, 414
per matrici tridiagonali, 254, 265
per matrici tridiagonali a blocchi, 259,
269
tasso asintotico di, 241
convesso, insieme, 25, 122, 433
correzione post-iterativa, metodo di, 295
costo computazionale, 141
dei metodi diretti, 201



dei metodi iterativi, 242
dei metodi per i minimi quadrati, 435,
439, 461
del metodo di Cholesky, 200, 223
del metodo di Gauss, 159, 162, 163,
200, 223, 352
del metodo di Gauss-Jordan, 180
del metodo di Givens, 194, 220, 337
del metodo di Householder, 185, 220,
335, 439
del metodo di Lanczos, 341
del metodo QR, 358
della risoluzione del sistema triangola-
re, 143
Courant-Fisher, teorema di, 323
Cramer, 42
regola di, 15
Crout, metodo di, 149, 197, 226

decomposizione
ai valori singolari, 444, 447, 497
polare, 493
definita negativa, matrice, 10
definita positiva, matrice, 10, 13, 25-28, 32,
41, 73, 74, 82, 93, 94, 117, 127, 148,
198, 211, 212, 250, 309, 408, 426
autovalori di una, 73
metodo di Gauss-Seidel, convergenza
per una, 250
sottomatrici principali di una, 11
sottomatrici principali di testa di una,
74
teorema di Ostrowsky-Reich per una,
263
teorema di Stein per una, 302
deflazione
implicita, 345
variante della, 385
delta di Kronecker, 8
determinante, 11, 35, 42, 57, 73, 74, 237
calcolo del, 178
diade, 14, 91, 128, 485
diagonale
a blocchi, matrice a predominanza, 222
elemento, 1
in senso stretto, matrice a predominan-
za, 82, 211, 212, 247, 296
matrice, 1, 13, 47, 131, 180
matrice a predominanza, 82, 247, 258,
303

diagonalizzabile, matrice, 57, 69-71, 88, 94,
120, 130
dimensione di un sottospazio, 6, 90
Dirichlet, problema di, 283, 314
discreta di Fourier, trasformata , 99
distanza fra sottospazi, 387, 422
disuguaglianza
di Cauchy-Schwartz, 4, 28, 109, 112,
117, 123, 492
di Hadamard, 93, 94, 225
di Holder, 123, 134
di Kantorovich, 307
di Minkowski, 123, 134
triangolare, 108
dominanti, autovalori e autovettori, 387

elementare, matrice, 149, 154, 227, 332

di Gauss, 150, 157, 332, 350

di Householder, 151, 183, 332, 334,

349, 428

fattorizzazione mediante, 154
elemento

diagonale, 1

principale, 1, 63, 82
eliminazione, metodo di, 157, 160
equazione caratteristica, 45, 54, 105
equazioni

di Moore-Penrose, 457, 484

lineari, sistemi di, 15, 136-315

normali, 433
equivalenza delle norme, 110, 111, 121, 131
errore

algoritmico, 136, 177

analisi dello, 136, 140, 165, 167, 170,

187

analitico, 136

di arrotondamento, 164

di troncamento, 136

inerente, 136, 177

riduzione media per passo, 239

stima a-posteriori, 207
esponente della rappresentazione, 164
esponenziale di una matrice, 103, 131
esterno, prodotto, 4

fase, matrice di, 148, 220, 356, 413, 468, 493
fattorizzazione
incompleta di Cholesky, 283, 286
LDLH, 218
LDR, 216
LLM 143, 148, 198, 217, 435



LU, 143, 144, 148, 157, 159, 162, 167,
170, 208, 210, 213, 356, 436
LU a blocchi, 221
mediante le matrici elementari, 154
QR, 144, 148, 182, 187, 191
Fibonacci
matrice di, 35
numeri di, 36
fill-in, 231
forma canonica o normale
di Jordan, 59, 119, 232, 240
di Schur, 63, 69, 106, 289, 449, 450, 466
reale di Jordan, 61
reale di Schur, 66, 95
formula
di Sherman-Morrison, 33, 214
di Woodbury, 33
fortemente connesso, grafo, 19
Fourier, trasformata discreta di, 99
Francis, procedimento di, 365
Fredholm, alternativa di, 481
Frobenius, 43, 106, 135
matrice di, 81, 85
norma di, 117, 118, 226, 443, 448

Gauss, 226, 313, 496
matrice elementare di, 150, 157, 332,

350
Gauss, metodo di, 143, 149, 157-179,
226, 228, 286
analisi dell’errore per la fattorizzazione
LU, 167

analisi dell’errore per la risoluzione di
un sistema lineare, 170
costo computazionale del, 159, 162,
163, 200, 223, 352
implementazione, 178
per il calcolo del determinante, 178
per il calcolo del rango, 179
per il calcolo dell’inversa, 163
per la fattorizzazione LU, 157
per la riduzione in forma di Hessenberg
superiore, 350
per la risoluzione del sistema lineare,
159
Gauss-Jordan, metodo di, 180-181, 226
costo computazionale del, 180
per il calcolo dell’inversa, 181
Gauss-Seidel, metodo di, 242, 252, 286, 313
condizione di convergenza, 247, 296,
303

per matrici a blocchi, 257, 259
per matrici definite positive, 250
per matrici tridiagonali, 254
generalizzata, norma, 132-134
generalizzato
autovalore, 425
problema agli autovalori, 425-427
geometrica, molteplicita, 53, 54, 57, 59
Gerschgorin, 106
cerchi di, 76, 134, 402
teoremi di, 76-80
Givens, 226, 497
matrice di, 191, 336, 367, 428
Givens, metodo di
costo computazionale del, 194, 220, 337
per la fattorizzazione QR, 191-196
per la riduzione in forma di Hessenberg
superiore, 349
per la tridiagonalizzazione, 336
Goldstine, 223, 428
Golub, 497
e Reinsch, algoritmo di, 466
Gram-Schmidt, metodo di ortogonalizza-
zione di, 9
gradiente, 273
gradiente coniugato, metodo del, 272, 275,
286
con precondizionamento, 281
condizione di arresto, 278, 475
convergenza del, 279
per il problema dei minimi quadrati,
474, 478
tecniche di precondizionamento, 281,
286
grado di nilpotenza, 24
grafo orientato, 18
fortemente connesso, 19
Grassman, 43

Hadamard, 107, 226
disuguaglianza di, 93, 94, 225

Hamilton, 42, 106

Hankel, matrice di, 175, 461

Hermite, 43, 106

hermitiana, matrice, 2, 13, 25, 34, 41, 68,
73, 74, 82, 93, 116, 140, 151, 211,
322, 343, 386, 408, 411, 426

Hessenberg superiore, matrice in forma di,
210, 212, 213, 331, 349, 350, 353,
411, 428

Hilbert, matrice di, 138, 304



Hirsch, teorema, 316
Holder, disuguaglianza di, 123, 134
holderiana, norma, 123, 134
Householder, 226, 290, 313, 497
matrice elementare di, 151, 183, 332,
334, 349, 428
Householder, metodo di
analisi dell’errore, 187
costo computazionale, 185, 220, 335,
439
implementazione, 185, 186, 335
nell’algoritmo di Golub e Reinsch, 467
per i minimi quadrati, 438, 497
per la fattorizzazione QR, 144, 149,
182-191, 286
per la riduzione in forma di Hessen-
berg superiore, 349
per la tridiagonalizzazione,
334-336, 411
per il calcolo del rango, 190
per il calcolo dell’inversa, 186
Hyman, metodo di, 352

idempotente, matrice, 24, 29, 94
identica, matrice, 2, 116
immagine, 13, 30, 433, 448
implementazione
del metodo di Gauss, 178
del metodo di Householder, 185, 186,
335
implicita, deflazione, 345
incompleta di Cholesky, fattorizzazione,
283, 286
indotta, norma, 114, 119, 239
inerente, errore, 136
insieme convesso, 25, 122, 433
intera, aritmetica modulo p, 224
interno, prodotto, 4
invariante
dominante, sottospazio, 387
sottospazio, 393
inversa, matrice, 12, 47, 118
calcolo della, 163, 181, 186
con i vettori A-coniugati, calcolo della,
309
con un metodo iterativo, calcolo della,
294
inverse, metodo delle potenze, 333, 378, 419
inversione, operazione di, 12, 13
involutoria, matrice, 22, 24

irriducibile, matrice, 17-20, 80, 81, 247,
258, 303
iterativi, metodi
condizione di arresto, 241
convergenza dei, 236, 237
costo computazionale dei, 242
per gli autovalori, 331, 353, 367
per i sistemi lineari, 136, 231, 235-
315
iterativo
metodo per il calcolo dell’inversa, 294
raffinamento, 294
iterazione, matrice di, 236
iterazioni
del quoziente di Rayleigh, metodo del-
le, 381, 420
di sottospazi, metodo delle, 386, 400,
422
ortogonali, metodo delle, 386, 400, 422

Jacobi, 42, 106, 313, 428
metodo per gli autovalori, 333, 367-
370, 428
metodo per la risoluzione dei sistemi
lineari, 242, 247, 286, 313
per matrici a blocchi, 257, 259
Jacobi, matrice di, v. matrice tridiagonale
Jordan C., 106, 226
forma canonica o normale di, 59, 119,
232, 240
forma normale reale di, 61
Jordan W., 226

Kahan, teorema di, 262
Kantorovich, disuguaglianza di, 307
Kronecker

delta di, 8

prodotto di, 40, 41, 102, 135, 270, 300

Lagrange, 105
Laguerre, 43
Lanczos
costo computazionale, 341
metodo per il calcolo degli autovalori,
333, 391-397, 429
metodo per il calcolo dei valori singo-
lari, 479
metodo per la tridiagonalizzazione, 339
vettori, 391, 393
Laplace, 42
regola di, 11, 12, 34, 36, 101, 344



Leibniz, 42
Legendre, 496
legge del parallelogramma, 28
Leverrier, 429
Levy, 106
L’Hospital, 42
linearmente dipendenti
colonne o righe di una matrice, 12, 14
vettori, 6
linearmente indipendenti
autovettori, 52-53, 57, 371
colonne o righe di una matrice, 13, 29,
57
vettori, 6, 28
Liouville, 105
localizzazione degli autovalori, teoremi di,
76-80, 133, 316-319, 401
LR, metodo, 354, 428
lunghezza euclidea di un vettore, 5

M-matrice, 306
macchina
numero di, 164
operazioni di, 165
precisione di, 164
Maehly, variante di, 345
mal condizionata, matrice, 138, 140
mal condizionato, problema, 136
mal posto, problema, 136
mantissa della rappresentazione, 164
Markov, 106
massimo pivot, 172, 177, 215
parziale, 172, 177
per colonne, 190, 440
totale, 174
massimo, rango, 15, 435, 443, 476, 486
matrice, 1, 43
a banda, 27, 210, 213, 220
a blocchi, 16, 17, 30, 31, 34, 41, 59,
66, 89-93, 129, 133, 257, 33, 489-490
a predominanza diagonale, 82, 247,
258, 303
a predominanza diagonale in senso
stretto, 82, 211, 212, 247, 296
ad albero, 40, 100, 214, 299, 409
aggiunta, 12, 34, 50
antihermitiana, 26, 34
antisimmetrica, 26, 30, 33
ben condizionata, 138
centrosimmetrica, 96, 97, 219
circolante, 40, 98

consistentemente ordinata, 299

definita negativa, 10

definita positiva, 10, 13, 25-28, 32, 41,
73, 74, 82, 93, 94, 117, 127, 148,
198, 211, 212, 250, 263, 302, 309,
408, 426

di Bodewig, 415

di fase, 148, 220, 356, 413, 468, 493

di Fibonacci, 35

di Frobenius, 81, 85

di Givens, 191, 336, 367, 428

di Hankel, 175, 461

di Hilbert, 138, 304

di iterazione, 236

di Jacobi, v. matrice tridiagonale

di permutazione, 3, 17, 39, 145, 161,
174, 190, 214, 217, 441, 451

di riflessione, 151

di Toeplitz, 97

di Vandermonde, 39, 223, 461

diagonale, 1, 13, 47, 131, 180

diagonalizzabile, 57, 69-71, 88, 94, 120,
130

elementare, 149, 154, 227, 332

elementare di Gauss, 150, 157, 332, 350

elementare di Householder, 151, 183,
332, 334, 349, 428

esponenziale di una, 103, 131

hermitiana, 2, 13, 25, 34, 41, 68, 73,
74, 82, 93, 116, 140, 151, 211, 322,
343, 386, 408, 411, 426

idempotente, 24, 29, 94

identica, 2, 116

in forma di Hessenberg superiore, 210,
212, 213, 331, 349, 350, 353, 411, 428

inversa, 12, 47, 118, 294, 309

involutoria, 22, 24

irriducibile, 17-20, 80, 81, 247, 258, 303

mal condizionata, 138, 140

nilpotente, 24, 95

non quadrata, 433, 443

normale, 2, 13, 25, 69, 70, 89, 93, 317,
318, 401, 448

ordine di una, 1

ortogonale, 2, 66, 93, 153

persimmetrica, 97, 219

polinomio di una, 21, 48, 72, 89

quadrata, 1

radice quadrata di una, 484

riducibile, 17-20

scalare, 1



semidefinita negativa, 10
semidefinita positiva, 10, 115, 471
simmetrica, 2, 69,391, 409
singolare, 12, 31
spettro di una, 45
trasposta, 1, 47
trasposta coniugata, 1, 47
triangolare, 1, 13, 25, 47, 63, 141, 143,
156, 203, 208
triangolare in senso stretto, 1, 24
tridiagonale, 1, 27, 35, 37, 100, 158,
212, 213, 254, 265, 270, 299, 343,
394, 400, 411, 413, 471
tridiagonale a blocchi, 221, 259, 269
unitaria, 2, 13, 25, 27, 41, 48, 56, 63,
68, 70, 87, 93, 98, 112, 117, 128, 151
matrici
commutative, 21, 25, 87, 89
operazioni fra, 4, 12, 13
simili, 56, 57
successione di, 231-234, 289, 290, 412
matriciale, norma, 113
media
per passo dell’errore, riduzione, 239
riduzione asintotica, 239
metodi diretti
per i sistemi lineari, 136-228 | 231
metodi iterativi
per gli autovalori, 331, 353, 367
per i sistemi lineari, 136 , 231, 235-315
metodo
convergente, 236
degli spostamenti simultanei, 243
degli spostamenti successivi, 243
del gradiente coniugato, v. gradiente
coniugato
del quoziente di Rayleigh, 381, 420
delle iterazioni di sottospazi, 386, 400,
422
delle iterazioni ortogonali, 386, 400,
422
delle potenze, 333, 371, 374, 416-419,
429
delle potenze inverse, 333, 378, 419
dello stepeest descent, 274, 307, 314
di Cholesky, v. Cholesky
di correzione post-iterativa, 295
di Crout, 149, 197, 226
di eliminazione, 157, 160
di Gauss, v. Gauss
di Gauss-Jordan, v. Gauss-Jordan

di Gauss-Seidel, v. Gauss-Seidel
di Givens, v. Givens
di Householder, v. Householder
di Hyman, 352
di Jacobi, v. Jacobi
di Lanczos, v. Lanczos
di Newton, 347
di ortogonalizzazione di Gram-
Schmidt, 9
di rilassamento, v. rilassamento
di sottorilassamento, 261
di sovrarilassamento, 261
di Strassen, 202, 228
di Wielandt, 378, 429
iterativo per il calcolo dell’inversa, 294
LR, 354, 428
QR,v. QR
SOR, 261
minima norma, soluzione di, 433, 442, 455,
474, 476, 487
minimax, teorema del, 323, 426, 428, 491
minimi quadrati
con vincoli di uguaglianza, 494-496
condizionamento del problema, 459
metodo del gradiente coniugato, 474,
478
metodo di Householder, 438, 497
polinomio di approssimazione ai, 477
problema lineare dei, 433-443, 454, 496
risoluzione con i valori singolari, 454,
478
minimo, polinomio, 51, 81, 83, 86, 87
Minkowski, 107
disuguaglianza di, 123, 134
mobile, sistema in virgola mobile, 164
modulo p, aritmetica intera, 224
molteplicita
algebrica, 53, 54, 57, 59, 321
geometrica, 53, 54, 57, 59
monico, polinomio, 51
monotona, norma, 131
Moore, 497
Moore-Penrose
equazioni di, 457, 484
pseudoinversa di, 457, 486
Muir, 42
Miintz, 429

negativa
matrice definita, 10
matrice semidefinita, 10



Newton, metodo di, 347
nilpotente, matrice, 24, 95
nilpotenza, grado di, 24
nodo di un grafo, 18
non quadrata, matrice, 433, 443
norma, 108-135
assoluta, 131, 319
continuita della, 110
di Frobenius, 117, 118, 226, 443, 448
di matrici non quadrate, 443
di Schur, v. norma di Frobenius
generalizzata, 132-134
holderiana, 123, 134
indotta, 114, 119, 239
matriciale, 113
monotona, 131
soluzione di minima, 433, 442, 455,
474, 476, 487
vettoriale, 108
norma 1, 108, 114, 121
norma 2, 108, 114, 121, 375, 443, 448
norma oo, 108, 114, 121, 373
normale
matrice, 2, 13, 25, 69, 70, 89, 93,
317-318, 401, 448
sistema, 433, 478, 496, 497
normali, equazioni, 433
normalizzato, vettore, 8
norme
equivalenza delle, 110, 111, 121, 131
proprieta delle, 118-121
nucleo, 13, 30, 53, 432, 434, 448, 476
numeri di Fibonacci, 36
numero
di condizionamento di un autovalore,
403
di condizionamento di un autovettore,
403
di condizionamento di una matrice,
137, 140, 176, 203-208, 226, 410, 458,
466
di macchina, 164

omogeneo, sistema, 15
operazioni
di macchina, 165
fra matrici, 2, 12, 13
fra vettori, 4
ordinata, matrice consistentemente, 299
ordine di una matrice, 1
ortogonale

matrice, 2, 66, 93, 153
proiezione, 7
sottospazio, 7
ortogonali
metodo delle iterazioni, 386, 400, 422
vettori, 6
ortogonalizzazione
di Gram-Schmidt, metodo di, 9
variante della, 382, 383
ortonormale, base, 9, 56, 63
ortonormali
autovettori, 69, 70
vettori, 8
Ostrowski, 135, 313
Ostrowski-Reich, teorema di, 263
ovale di Cassini, 104, 107
overflow, 165, 178

parallelogramma, legge del, 28
Peano, 43, 135
Penrose, 497
permutazione, matrice di, 3, 17, 39, 145,
161, 174, 190, 214, 217, 441, 451
Perron-Frobenius, teorema di, 303-306, 314
persimmetrica, matrice, 97, 219
perturbazione
teoremi per gli autovalori, 319
teoremi per i valori singolari, 462
teoria della, 136, 137, 428
pivot, 161
massimo, 172, 174, 177, 215
massimo per colonne, 190, 440
variante del, 161, 178
polare, decomposizione, 493
polinomio
caratteristico, 45, 51, 83, 100, 101
di approssimazione ai minimi quadrati,
477
di Chebyshev, 395
di una matrice, 21, 48, 72, 89
minimo, 51, 81, 83, 86, 87
monico, 51
positiva
matrice definita, 10, 13, 25-28, 32, 41,
73, 74, 82, 93, 94, 117, 127, 148,
198, 211, 212, 250, 263, 302, 309,
408, 426
matrice semidefinita, 10, 115, 471
post-iterativa, metodo di correzione, 295
potenze, metodo delle, 333, 371, 416-419,
429



condizione di arresto, 374

inverse, 333, 378, 419
precisione di macchina, 164
precondizionamento, tecniche di, 281, 286
precondizionatore, 281
predominanza diagonale

a blocchi, 222

in senso stretto, matrice a, 82, 211,

212, 247, 296
matrice a, 82, 247, 258, 303
principale
di testa, sottomatrice, 3, 74, 144, 158,
326

elemento, 1, 63, 82
sottomatrice, 3, 11, 45, 54
problema
ben condizionato, 136
ben posto, 136
di Dirichlet, 283, 314
generalizzato agli autovalori, 425-427
lineare dei minimi quadrati, 433-443,
454, 459, 474, 496
lineare dei minimi quadrati con vincoli
di uguaglianza, 494-496
mal condizionato, 136
mal posto, 136
procedimento di
bisezione, 347
Francis, 365
prodotto
diretto, v. prodotto di Kronecker
esterno, 4
interno, 4
scalare, 5, 28
tensoriale, v. prodotto di Kronecker
prodotto di Kronecker, 40, 135, 300
autovalori del, 102, 270
sottoinsiemi chiusi rispetto al, 41
proiezione, 5
ortogonale, 7
proprieta
degli autovalori, 47-51, 86
degli autovettori, 52-54, 86
delle norme, 118-121
pseudoinversa di Moore-Penrose, 457
sottoinsieme chiuso rispetto all’opera-
zione di, 486

QR, metodo per il calcolo degli autovalori,
332, 353, 367, 428, 471, 497
algoritmo di base, 354

con shift, 363, 428
condizione di arresto, 362
convergenza del terzo ordine, 363, 414
convergenza in ipotesi piu deboli, 360
costo computazionale, 358
procedimento di Francis per, 365
tecnica di traslazione, 362
teorema di convergenza, 355
quadrata, matrice, 1
radice di una, 484
quadrati, minimi, v. minimi quadrati
quoziente di Rayleigh, 318, 323-330, 392
generalizzato, 389
metodo delle iterazioni del, 381, 420

radice n-esima dell’unita, 98
radice quadrata di una matrice, 484
raffinamento iterativo, 294
raggio spettrale, 45, 114-116, 232, 234, 236,
239
rango, 13, 15, 29-31, 43, 452, 455, 459
calcolo del, 179, 190, 454, 473
massimo, 15, 435, 443, 476, 486
rappresentazione
base della, 164
cifre della, 164
esponente della, 164
mantissa della, 164
Rayleigh, quoziente di, 318, 323-330, 392
generalizzato, 389
metodo delle iterazioni del, 381, 420
regola
di Binet, 12, 33
di Cramer, 15
di Laplace, 11, 12, 34, 36, 101, 344
di Ruffini-Horner, 344
residuo, 207, 273, 277
riducibile, matrice, 17-20
riduzione
asintotica media, 239
in forma di Hessenberg superiore, 349,
350
media per passo dell’errore, 239
riflessione, matrice di, 151
riga, vettore, 4, 17
righe
linearmente indipendenti di una ma-
trice, 13, 29, 57
scalatura per, 221
rilassamento, metodo per la risoluzione dei
sistemi lineari, 261-269, 286, 313



condizione di convergenza, 262, 263
per matrici a blocchi, 269
per matrici definite positive, 263
per matrici tridiagonali, 265
riortogonalizzazione
completa, 396
selettiva, 396
risultante, 42
Ritz
accelerazione di, 389
vettore di, 396
Rohrbach, 107
rotazione di un vettore, 192
Ruffini-Horner, regola di, 344

scalare, matrice, 1
prodotto, 28
scalatura per righe, 221
Schur, 106
complemento di, 31, 201, 211, 219, 306
di AT A, calcolo della forma normale
di, 450, 466
forma normale o canonica di, 63, 69,
106, 289, 449, 450, 466
forma normale reale di, 66, 95
norma di, v. norma di Frobenius
teorema di, 130
Seidel, 313
selettiva, riortogonalizzazione, 396
semidefinita negativa, matrice, 10
semidefinita positiva, matrice, 10, 115, 471
separazione degli autovalori, teoremi di,
324-330
Sherman-Morrison, formula di, 33, 214
shift, metodo QR con, 363, 428
convergenza del terzo ordine, 363, 414
simili, matrici, 56, 57
similitudine, trasformazione per, 56
simmetrica, matrice, 2, 69, 391, 409
simultanei, metodo degli spostamenti, 243
singolare, matrice, 12, 31
singolari
valori, v. valori singolari
vettori, 444, 448
sistema in virgola mobile, 164
sistema lineare, 15, 136-315
consistente, 15
omogeneo, 15
metodi di risoluzione, 136-228, 242-315
normale, 433, 478, 496, 497
sovradeterminato, 433

triangolare, 141, 165
soluzione di minima norma, 433, 442, 455,
474, 476, 487
somma diretta di sottospazi, 7
SOR, metodo, 261
sostituzione
all’indietro, 142
in avanti, 142
sottoinsiemi chiusi rispetto
al prodotto di Kronecker, 41
alla moltiplicazione, 3
all’operazione di inversione, 13
all’operazione di pseudo-inversa, 486
sottomatrice, 3
principale, 3, 11, 45, 54
principale di testa, 3, 74, 144, 158, 326
sottorilassamento, metodo di, 261
sottospazi
distanza fra, 387, 422
metodo delle iterazioni di, 386, 400,
422
somma diretta di due, 7
sottospazio, 6, 7, 13, 14, 322-324, 452
base di un, 6
dimensione di un, 6, 90
invariante, 393
invariante dominante, 387
ortogonale, 7
sovradeterminato, sistema, 433
sovrarilassamento, metodo di, 261
spettrale, raggio, 45, 114-116, 232, 234, 236,
239
spettro di una matrice, 45
spostamenti
simultanei, metodo degli, 243
successivi, metodo degli, 243
stabilita, 141
steepest descent, metodo dello, 274, 307,
314
Stein, teorema di, 302
Stein-Rosenberg, teorema di, 253, 304
stima a-posteriori dell’errore, 207
Strassen, metodo di, 202, 228
strategia ciclica o classica per il metodo di
Jacobi, 369
Sturm, 105
successione di, 345, 346, 428
successione
convergente, 231
di matrici, 231-234, 289, 290, 412
di Sturm, 345, 346, 428



di vettori, 231
successivi, metodo degli spostamenti, 243
Sylvester, 43, 106, 498

tasso asintotico di convergenza, 241
Taussky, 107, 498
tecnica di traslazione per il metodo QR, 362
tecniche
compatte, 149, 196
di precondizionamento, 281, 286
teorema
del minimax, 323, 426, 428, 491
di Bauer-Fike, 319
di Cayley-Hamilton, 50, 106
di Courant-Fisher, 323
di Hirsch, 316
di Kahan, 262
di Ostrowski-Reich, 263
di Perron-Frobenius, 303-306, 314
di Schur, 130
di Stein, 302
di Stein-Rosenberg, 253, 304
di Weinstein, 318
teoremi
di Gerschgorin, 76-80
di localizzazione degli autovalori,
76-80, 133, 316-319, 401
di perturbazione per gli autovalori, 319
di perturbazione per i valori singolari,
462
di separazione per gli autovalori,
324-330
teoria della perturbazione, 136, 137, 428
testa, sottomatrice principale di, 3, 74, 144,
158, 326
Toeplitz, matrice di, 97
traccia, 26, 45, 57, 237, 408
trasformata discreta di Fourier, 99
trasformazione per similitudine, 56
traslazione per il metodo @R, tecnica di,
362
trasposta coniugata, matrice, 1, 47
trasposta, matrice, 1, 47
triangolare
disuguaglianza, 108
in senso stretto, matrice, 1, 24
matrice, 1, 13, 25, 47, 63, 141, 143, 156,
203, 208
sistema lineare, 141-143, 165-167
tridiagonale, matrice 1, 27, 35, 37, 100, 158,
212, 213, 254, 265, 270, 299, 343,

394, 400, 411

a blocchi, 221, 259, 269

autovalori di una matrice, 100, 270

fattorizzazione LU, 210
tridiagonalizzazione

metodo di Givens, 336

metodo di Householder, 334-336, 411

metodo di Lanczos, 339
troncamento, errore di, 136
Turing, 226

underflow, 165, 178

unione disgiunta di cerchi di Gerschgorin,
79

unita, radice n-esima della, 98

unitaria, matrice, 2, 13, 25, 27, 41, 48, 56,
63, 68, 70, 87, 93, 98, 112, 117, 128,
151

valori singolari, 444
calcolo dei, 448
condizionamento del problema dei, 459
decomposizione ai, 444, 447, 497
di una matrice normale, 448
metodo di Lanczos per, 479
risoluzione del problema dei minimi
quadrati con, 454, 478
teoremi di perturbazione dei, 462
Vandermonde, 42
matrice di, 39, 223, 461
variante
del pivot, 161, 178
della deflazione, 385
dell’ortogonalizzazione, 382, 383
di Maehly, 345
di Wielandt, 378
vettore
colonna, 4, 17
componenti di un, 4
di Lanczos, 391, 393
di Ritz, 396
lunghezza euclidea di un, 5
riga, 4, 17
rotazione, 192
vettori
A-coniugati, 275, 277, 308-312
angolo di due, 5, 410
centroantisimmetrici, 96
centrosimmetrici, 96
linearmente dipendenti, 6
linearmente indipendenti, 6, 28



normalizzati, 8
operazioni fra, 4
ortogonali, 6, 8
ortonormali, 8
singolari, 444, 448
successioni di, 231
vettoriale, norma, 108
vincoli di uguaglianza, metodo dei minimi
quadrati con, 494-496
virgola mobile, sistema in, 164
Von Neumann, 225

Weierstrass, 106

Weinstein, teorema di, 318
Weyl, 498

Wielandt, metodo di, 378, 429
Wilkinson, 226, 227, 428
Woodbury, formula di, 33
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L’opera

L’algebra lineare € una parte essenziale del bagaglio culturale di base richiesto
in molti campi della matematica e piu in generale della scienza. La risoluzione
di gran parte dei problemi scientifici comporta la risoluzione di problemi di
algebra lineare. Questo fatto ha portato ad un forte interesse per lo sviluppo
e lanalisi di metodi numerici computazionalmente efficienti per risolvere tali
problemi. L’introduzione, e la sempre piu vasta diffusione, dei calcolatori nel
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