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Punti regolari per una classe di operatori ellittie

non lineari

Nota di HUGO BEIRAD DA VEIGA (a Roma) (%)

Summary — In this paper we studied regular boundary points for
Dirichlet’ s problem with respect to non-linear elliptic second order equa-
tions in divergence form.

INTRODUZIONE — Considereremo in questo lavoro 1’ operatore dif-
ferenziale

(0.1) Lu=div A (yu

ove A (p) & un’applicazione continua di R~ in 88, # una funzione reale de-
finita su un aperto di R¥ e yu il suo gradiente. Faremo sull’ applicazlone
A (p) le geguenti ipotesi:

(0.2) A =0,

(0.3) AP —A@)-(p—9 >0 80 ps=gq,
(0.4) Apprpzalpl se  [plzp,,
(0.5) [Apl=atipi s |p|lzp;

a>0 p,=0e¢>1 gono costanti. Con |z | e z -y indichiamo rispetti-
vamente la norma ed il prodotto scalare in Rv,

Supponiamo note al lettore le definizioni degli spazi di funzioni che
useremo in questo lavoro; precisiamo comunque che H'# () viene definito

come completamento di O (@) (o equivalentemente di Lip (Q)) rispetto alla

(*) Borsista dello «Instituto de Alta Cultura » (Portogallo).
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norma |||, = || »|l; + ||y 2|[.. Per semplicitd seriveremo ||V v ||, invece
di [[191].

Sia @ un aperto limitato di R~ di frontiera dQ e consideriamo il pro-
blema di Dirichlet

Lu=20 su Q@
(0.6)
U = @ su 0Q ,

con ¢ € C°(Q); tale problema ammette (cfr. teor. 2.4) una ed una sola

soluzione » € H'

loe
dato che A (p) si suppone soltanto continua. Diremo che un punto y € 2R
8 regolare, relativamente a Q e L, se per ogni ¢ € C°(0Q) la goluzione w (z)
di (0.6) soddista la condizione

(Q) N C° (Q). La soluzione % va intesa nel senso debole

(0.7) lim « (z) = ¢ (y).
®—> Y
Per 1’ operatore di Laplace (ciod A (p)= p) tali punti sono stati carat-
terizzati da Wiener; cfr. Wiener [14], [15] Frostman [6]. Per operatori li-
neari a coefficienti discontinui (ciod A (p) = Z ay (2) p; con Z ay (%)
i ij

EE=vVvI|EIP, v>0, a; €EL” (Q) e 2,7 —=1,..., N) una tale carat-
terizzazione & stata data da Littman, Stampacchia e Weinberger in [9].

Nei numeri seguenti daremo delle condizioni necessarie e sufficienti
affinechd un punto di frontiera sia regolare relativamente all’operatore
definito in (0.1) in termini d’'un opportuno potenziale capacitario; allo
scopo di illustrare i risultati ottenuti occorrono delle definizioni e dei ri-
sultati che ora esponiamo.

Dato y € R¥ e p > 0 indicheremo con I (y, p) la sfera aperta di
centro y e raggio p; se A C R¥ porremo A (yy e)=A NIy p. Fi

nalmente C A e A indicano rispettivamente il complementare e la chiu-
sura di A.
Posto V = H'*(Q), consideriamo la forma

(0.8) a (v, ) :[A(V v) -y ¢ du
!

-

definita su V = V oppure su H;O: (Q) < 9 (R). Diremo che v & una sopra-

soluzione [risp. una sottosoluzione] in Q rispetto all’operatore L se
(0.9) a(v,) =0 VIea(Q), =0 [risp. ¢ = 0].

Ovviamente se v € V, D (Q) pud essere sostituito con V, = H," ().
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DerFINIZIONE 0.1 — Diremo che in un punio y €0Q esiste un sistema
di barriere relativamente a L se dali due numeri posilivi arbilrari p e m
esistono in Q unae soprasoluzione V =0 ed wuna softosoluzione U =0 ap-
partenenti a HY (Q) M C*(Q) tali che

(i) VzmeU=—msudQQCI(ype (),

(i) lim V (z) = lim U () = 0.

R @y

La definizione 0.1 generalizza la nozione di barriera secondo Perron;
cfr. Courant - Hilbert [2], pp. 306 -312 e 341.
Nel numero 3 dimostreremo il seguente risultato:

TeorREMA A — Il punio y €dQ @ regolare se e solo se esite in y un
sistema di barriere.

Allo scopo d’enunciare un altro criterio di regolariti premettiamo
ancora qualche osservazione e qualche definizione; siano m > 0, ¢ € V
ed E C Q un insieme chiuso, e consideriamo i seguenti convessi chiusi
di V:

(0.10) Vo,={v€EV:v—9€V,{ cong€V,
(0.11) K,,,:%vEVD tv=zm su E{ (%),
(0.11) K_mzw-Km=%v€Vn:'u§—~m su E {.

8i verifica facilmente che: (i) a(v, » — u) — a (¥, v — u) = 0 per
ogni coppia %, » € V (monotonia) (ii) @ (¥ + {v, w) & una funzione con-
tinua della variabile reale ¢{ per ogni terna wu, », w € V (emicontinuita)
(i) e (v, v —u) —a (u, v — u) =0 implica vy u =1y v su Q; se
inoltre % — » €V, allora w=w (iv) per v € V,, v€K, oppore v €K,
si ha (coercivita)

a(v, v)

(0.12) = < co.

Hvlly =+ | v “ht

Dalle proprieta (i), (ii), (iii) e (iv) e da noti teoremi generali (cfr. Hart-
man - Stampacchia [6] (°)) segue I’ esistenza e I’unicita delle soluzioni dei tre

() V=m ed U= — m nel senso introdotio da Stampacehia; cfr. ad esempio
[12], definizione 1.1.

(*) v = m nel senso riferito nella nota (1).

(*) efr. anche Lions [8] teoremi 8.2 e 8.3.
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seguenti problemi di equazioni e di disequazioni variazionali

(0.13) uw, €V, , a(w, v) =20 YoveV, ;
(0.14) u, €K, a(tg, v—u) =0 Voe€K,;
(015) Uy g K—m; a (u3l o= uﬂ) = 0 V v € K—m'

Cid posto, introdurremo la

DEFINIZIONE 0.2 — Dati un reale positivo m, UN sottoinsieme chiuso B
di B ed una sfera aperta 3 O E, chiameremo potenziali capacitari di
E (relativi rispettivamente ai valori m e —m) le soluzioni di (0.14) e (0.15)
ove si considers Q = 2.

I potenziali capacitari introdotti si ricollegano alla nozione di capacita
adoperata da Serrin in [11].

Dato ora 1’ aperto limitato Q fissiamo una sfera aperta I tale che
¥ DR (e 3 O Q); per ogni coppia ¥, p con y €0Q e 0 <p <

< dist (Q, dX) porremo B, = CcN L e)- Indicheremo con %,, ©
u i potenziali capacitari degli insiemi E, relativi ai valori m e — 7.

—m,

Nel numero 4 dimostreremo il seguente risultato:

TroreMA B — Condizione necessaria e sufficiente affinché un punto
y € 0Q sia regolare é che

lim %, (z) = m,
o= Y

(0.16)

lim ©_,, (z)y =— M,
w=r

per ogni coppia di pumeri positivi p e ™ (o equivalentemente : per una
successione (pu, M) goddisfacente (P, m,) —> (0, + co)).

CoroLLARIO C — Ogni punto dé frontiera & regolare rispetlo allo
operatore (0.1), se t>N.

1] eorollario & una conseguenza del teorema B e della immersione di

Hi (2) in OV (D).
11 teorema B insieme ad altri risultati permette di dimostrare il
geguente criterio sufficiente nel caso ¢ < N (cfr. Conti-da Veiga [1] ):




TeorEMA — Condizione sufficiente affinche ¥ €08 sia regolare
rispetto all’ operatore L & che y werifichi la proprietd di cono esterno
(N — 1) - dimensionale (*).

Sia ora o (p) la densitd rispetto alla misura di Lebesgue dello insieme
C Q nel punto y i.e. a(p) = | C Q (y, P) /11y, p)|, ove |A| indica in
generale la misura di Lebesgue dell’insieme A. Si dimostra che « esiste
una costante positiva e, tale che y € 9Q & regolare sempre che si abbia
[0 ()] = ¢, (log log p7),' per ogni p positivo in un intorno dello
ZeTO » .

Con ¢, ¢y, ¢, ece., indichiamo delle costanti dipendenti al pitt da ¢, N,
@, po e d (cfr. (2.3)); il valore di una costante pud cambiare durante una
dimostrazione senza che il simbolo adoperato sia modificato.

Ringrazio il Prof. G. Stampacchia per i suoi utili consigli.

1. In questo numero enunceremo dei risultati legati al principio di
massimo le cui dimostrazioni si eseguono con note tecniche introdotte
da Stampacchia in [18]; efr. anche M. Miranda [10] e De Giorgi- Stam-
pacchia [3].

Osservazione 1.1 — Definiamo
(1.1) B(p)=—A(—p);
la funzione continua B (p) soddisfa le proprieta (0.2) ... (0.5). Conside-

riamo 1’ operatore L w = div B (v w). La trasformazione w —p — w ap-

plica le soluzioni di (0.14) relative ad uno degli operatori L o L nelle
soluzioni di (0.15) relative all’altro operatore, e reciprocamente. Inoltre
la stessa trasformazione applica le soprasoluzioni, soluzioni e sottosoluzioni
relative ad uno degli operatori rispettivamente nelle sottosoluzioni, solu-
zioni e soprasoluzioni relative all’ altro operatore. Se in particolare

(12) A(—p) =—A(p)

I’ applicazione w —» — w trasforma soprasoluzioni in sottosoluzioni, e
reciprocamente.

Sia E un sottoinsieme chiuso di Q; se » ¢ H (Q) indicheremo con
sup v e inf v rispettivamente !’ estremo superiore e I’ estremo inferiore
E E

(*) i. e. esiste un cono (N — 1) - dimensionale di vertice Y e contenuto in € Q.
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di v su E. L’'estremo superiore e 1
o di insiemi di misura nulla) saranno indicat

estremo inferiore essenziali (i. e. 2

i con i simboli ’'Sup,

men
e 'Inf, .
Levma 1.2 — Lo soluzione w, (z) di (0.18) soddisfa le maggio-
raziont
(1.3) inf ¢ = Inf w = Sup v = Sup Q.
Y Q Q o)

luzione z una soprasoluzione e Sup-

Leuma 1.3 — Sia w uno sottoso
) = z (z) quasi ovungue s Q.

oniamo che w =2 W 29 allora w (T
b

COROLLARIO 1.4 — Se u e v SOR0 due soluzioni rispettivamente op-

partenenti a V, € v, allora
(1.4) Sup\u-—v|§sup1cp—4)l.
R a0
LEMMA 1.5 — Sia u = u, la soluzione di (0.14). Allora uz) =m
quasi ovungue in Q; in particolare u = M su E. Analogamente la solu-
zione uw = s di (0.15) soddisfa la disuguaglianza % (2) = —m g.o0. in Q;
in particolare u = —m s 1.

LemmMa 1.6 — La soluzione u = U di (0.14) risolve in Q— E

il problema

(1.5) /A(Vu).vw de =0 YweHMQ— E).

A-E
Q. Analogamente la goluzione w= 3

Inoltre u & una soprasoluzione in
(1.5) ed & una sottosoluzione in .

di (0.15) risolve in Q — E il problema

9. In questo numero vogliamo associare ad ogni dato continuo sulla

frontiera una soluzione in Q dell’ equazione

Lu = div A(yu) =0

(2.1)

Diremo che una funzione & una soluzione in € dell’ equazione
(2.1) se

(2.2) u€H" (Q); /A(vu)-vwa’,mr——(], Yo €9 (RQ).

o




Osservazione 2.1 — Se una soluzione di (2.2) appartiene a L” (Q)
allora appartiene a C° (Q) (°).

Lemma 2.2 — Una famiglia di soluzioni di (2.2) equilimitata in
L® (Q) ¢ anche equilimitata in HY ('), per ogni aperto Q' C C Q.

Dimostrazione — Dalle proprieta di A (p) risulta ovviamente

AP -pzalpl| — ap,

(2.8)
|A(p)| = a7 |p|-' +d,

con d costante non negativa. Sia £ > 0 e sia § ]a famiglia delle solu-
zioni di (2.2) tali che Sup |u (z)| = k. La equilimitatezza di || u ||¢aq
Q

¢ ovvia; dimostriamo quella di ||V u|[[se: Sia A un aperto tale che
QCCACCQ e sia ¢ una funzione regolare uguale a 1 su Q’,
uguale a 0 su Q@ — A e tale che 0 = ¢ (2) = 1 su Q. Data w € &, con-
sideriamo la funzione v — ¢' % ; sostituendo » in (2.2) otteniamo con
semplici ealeoli

(2.4) [A(Vu)-v'u, o dr =

A
ét[IA(vu)l Vel |ul ¢ de;
A

applicando la disuguaglianza di Hélder al secondo membro di (2.4) e te-
nendo presente la (2.3) segue

, t(i—1)
fA(Vzo)-vu @ dmgcr\f]A(quW-l) ' dz) >

A A

Quest’ ultima diseguaglianza insieme a (2.3) implica la maggio-
razione

§ N (=)t
a[|vu|*:p‘dmgc(/lvul‘cp‘dz) + c;
A i '

(°) 8i dimostra che una tale soluzione & loealmente holderiana in Q, efr.
Ladisenskaya - Ural’ Tseva [7].
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ne gegue allora

/lvul‘dméfhvul‘w‘dwéol |
; ' |

nl
come volevamo dimostrare.

LeMMA 2.3 — Sia }w,.| una successione di soluzioni di (2.2) equi-
limitate in L® (Q) e convergenti uniformemenle verso una funzione wu (7).
Allora u (z) & una soluzione di (2.2).

5 " o 1t
Dimostrazione — In primo luogo u € H, (2) come conseguenza

del len%n&a 99. Sia @ wun aperto, ' C C Q; poiche = € H' (Q) e-
giste (p. ) una ed una sola funzione w' € H (Q") tale che L u® =0
in @ e w — u € Hy' (Q); applicando il corollario 1.4 alle funzioni
u® e u, segue

(2.5) Sup |u, — u®| = sup |w, — u|.
Q’ e g

Poiché u, (z) —» w (z) uniformemente in @ da (2.5) riesce che
u, (x) —> u° (#) uniformemente in Q', ossia che uw® (z) = u (¥) in Q';
in particolare L u = 0 in Q' e dall’ arbitrarieta di Q' segue la tesi.

Abbiamo cosi dimostrato 1 esistenza e 1'unicith delle soluzioni del ﬁ
problema di Dirichlet (0.6) con dato di frontiera continuo:

TrorEMA 2.4 — Ad ogni ¢ € C° Q) corrisponde una funzione u ()
(unica) tale che se } ¢, | é una successione di funzioni in C! (ﬁ) che con-

verge uniformemente a ¢ su 3Q (%) allora u () & il limite uniforme in @
della successione } u, (z) | delle soluzioni del problema Lu,=0, u.€V,,.

Inoltre la funzione w (z), che apparliene o H}DZ (Q) N C°(Q), & soluzione

di (2.2).

Il teorema & un’ ovvia conseguenza del corollario 1.4 e del lemma 2.2.
Si osservi che la soluzione w (z) & indipendente della particolare succes-
sione approssimante } @, {.

Si ogservi finalmente che dalla definizione di soluzione ora introdotta,
dal lemma 1.2 e dal corollario 1.4 segue che se w e v sono le goluzioni
corrispondenti ai dati continui ¢ e ¢ allora

min 9 =< Inf w = Sup «w = max ¢
Q Q Q 0

(®) B ben noto che tali successioni egistono per ogni dato ¢.




Sup | —v| = max |9 — ¢ |;
Q a0

il minimo ed il massimo sono intesi nel senso classico.

3. Dimostreremo in questo numero il teorema A. Indicheremo con
C! (3Q) lo spazio delle restrizioni a 3 Q delle funzioni di C! (Q).

LemMa 3.1 — Un punio y €dQ @& regolare se e solo se la condizione
(0.7) & verificata per ogni dato ¢ € C! (0Q).

Dimostrazione — Sia ¢ € C° (0Q) e sia u la soluzione corrispondente ;
siano } ¢, { e } u, | come nel teorema 2.4. Le funzione wu, (z) (4, = u, su Q,
%, = @, in y) sono continue (per ipotesi) e convergono uniformemente in

Q U}y alla funzione % (z) (u =u su Q, u=¢ in y); allora w (z) & con-
tinua in Q U yt.

Dimostrazione del teorema A (') — Condizione necessaria: supponiamo
che y sia regolare. Dati p e m consideriamo la restrizione a 9Q della fun-
zione A (z) = m |2 — y |*[p?; tale funzione appartiene a C' (3Q). Sia V (z)
la soluzione con il dato al bordo % (2); V (z) soddisfa la condizione (i) per
costruzione e la condizione (ii) per definizione di punto regolare. In modo
analogo, considerando il dato — & (z), si dimostra 1’ esistenza della funzione
U (z). Condizione sufficiente: supponiamo che in y esista un sistema di
barriere. Sia k(z) € C' (0Q) (cfr. lemma 3.1) e sia u () la soluzione corri-
spondente ; poniamo

(3.1) M =sup |k(2)].
¥e)

Dato & > 0 esiste p, > 0 tale che Y
(32) |k@—k@[<e2 se [z-—y|<p, @€IQ;
siano V e U le barriere relative ai valori g, @ M; allora

V@ =M
(8.3) su QQ) NCI(y p).
Uf®) = —M

(") efr. anche Littman - Stampacchia- Weinberger [9].
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(3.1), (3.2) e (3.3) implicano

h=h(y) +e2+V
(3.4) su 08.
h=h(y) —e¢2+U

Da (3.5) e dal lemma 1.3 gegue

| w@) S bW + o2+ Vo)
3.5
(32) | w@zhe) —¢2+ U@

quasi ovunque in Q. Inoltre la proprieta (ii) implica I’esistenza di p, > 0
tale che

(3.6) z€EQNIye) = V@ <e2, ‘
| U (@) | < &2 ‘
|

Dalle relazioni (3.5) e (3.6) concludiamo che se z € Q I (y, p) allora
—e=u(r) — h(y) = ¢, ossia lim u () = h(y); pertanto y & regolare.
o—r Y

Osservazione — Se la funzione A (p) & positivamente omogenea ()
ossia che s¢ 1

(3.7) A(sp) = s Ap), Vs>0,

allora nella definizione 0.1 & sufficiente considerare il valore m = 1. Se la
funzione A (p) verifica (1.2) allora & sufficiente considerare, nella definizione
0.1, la soprasoluzione V. Per esempio la funzione AP)=010+ |p )™ p
verifica (1.2) e la funzione A(p)=|p [ p verifica (1.2) e (3.7); le e-
quazioni differenziali associate a queste funzioni sono rispettivamente

le equazioni di Eulero delle estremali degli integrali f 1+ |yu|?) de
Q

e/qul‘ dz.

0

(*) Le ipotesi (0.4) e (0.5) implicano che il grado di omogeneitd sia 7 — 1.
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4. In questo numero dimostreremo il teorema B; premettiamo qual-
che risultato :

LeMMA 4.1 — La funzione u (z) = o |z — y| + B ove a e § sono
costanti, é una sottosoluzione o una soprasoluzione in R¥ secondo o« > 0
o o < 0.

DIMOSTRAZIONE — Senza ledere la generaliti supporremo che w(z) = ar,
ove 7 = |z |. Supponiamo per adesso che A sia infinitamente diffe-
renziabile. Tenendo presente 1’ipotesi di monotonia si dimostra facilmente
che la matrice jacobiana D A (p) della trasformazione A & semidefinita
positiva in ogni punto p € R¥. Allora per ogni vettore unitario { € R*
si ha

(4.1) DA (p) E-E = traccia di DA (p),

poiche la traccia coincide con la somma degli autovalori, D’altra parte
otteniamo con semplici ealeoli

(4.2) div A(yu (@) =
= o 77! [traccia DA (@ z7) — DA (ezr™) (zr") . (7]

per ogni z = 0; da (42) e (4.1) risulta che div A (v = (z)) ha il segno
della costante «, per ogni z == 0.

Sia ora w £ 9 (RY) e [ligsiamo una funzione (cfr. De Giorgi [4])
y(@edRY), 0=y() =1, y()=1 per |[z| =1; poniamo per
ogni 8>0 a,(2¢) =a (s'z) e @ (2) = () (Il —a (2)); poichd
div A (Vu(z)) = 0 per ogni =z s 0, risulta

(4.3) mfA(Vu)'V@,dwéﬂ.
RN

ove u (z) = a . Convergendo V ¢, (z) puntualmente a y ¢ (z) quando
s —>» 0, da (4.3) e dal teorema di Lebesgue segue

ocfA(Vu)chda:gO,
RN
ossia la fesi.

Supponiamo ora che A (p) sia soltanto continua; sia j, (1), per ogni
e > 0 pesitivo, una funzione reale non negativa, infinitamente differen-
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ziabile, con supporto contenuto nella sfera I(0, &) e con integrale uguale

ad 1. Poniamo A, (p) :fA (M) 4. (p — M) dn; queste funzioni sono infi-

nitamente differenziabili ed inoltre

(44) A (P) — A9 =f[A (0 — &) — Ag — 8)] J: (€) dE.

I’ uguaglianza (4.4) implica in particolare che A, soddisfa la ipotesi di
monotonia e da quanto abbiamo detto risulta

(4.5) ocfA,(vu)-vcp de =0, VO0=g€D0).

D’ altronde essendo A, (p) — A (p) =j[A (n) — A (p)] Jo(p — M) dn ed

essendo A (p) uniformemente continua sui compatti riesce A, (p) —> A (p)
uniformemente sui compatti; allora da (4.5) discende, quando e — 0,
la tesi.

Il prossimo risultato si riferisce al carattere locale della nozione di
punto regolare:

TEOREMA 4.2 — Siano Q e A due aperti limitati e sia y € 02 M A;
supponiamo che esista una sfera I(y, r) tale che

(4.6) I, NQ=I(r NA

Allora y & regolare rispetto a Q se e solo se lo & rispetto a A.

DIMOSTRAZIONE — Supponiamo per ora che A C Q. Sia per ipotesi ¥
regolare relativamente a A; assegnati g e i, 0O<p<r,0<m, sia V(z)
la soluzione in @ relativa al dato di frontiera h(2) = m [z — ¥ |* 7?5
V (z) verifica per costruzione la condizione (i) della definizione 0.1; dimo-
striamo che verifica anche la condizione (ii): Sia M soddisfacente la condi-
zione M = max (1, m ! Sgp | V(z) |) e sia V' (z) la soluzione in A con il

dato %' (z2) = Mm p~* | & — y |*. Evidentemente V (z) & una soluzione in A
ed inoltre, come conseguenza della definizione di M, si ha che V= V
su dA; da quest’ultima diseguaglianza e dal lemma 1.8 deduciamo che
V' (z) = V (z) quasi ovunque in A. Finalmente da quest’ ultima disegua-
glianza e dalla regolaritd di y rispetto a A risulta

0 < lim V (2) = lim V' (2) =0,
x>y Ty
w €L wE€ A
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ossia, anche la condizione (ii) & verificata. Applicando il teorema A con-
cludiamo che y & regolare relativamente a Q. L’esistenza della funzione
U () a cui si riferisce la definizione 0.1 si dimostra adoperando 1’ osger-
vazione 1.1,

Reciprocamente, supponiamo y regolare relativamente a Q; dati p e m,
0 <p <7 0<m, costruiamo la corrispondente barriera relativa a A a
cui si riferisce la definizione 0.1: sia V (2) la soluzione in @ con il dato
h(z) =m |v — y| g7t su 0Q; V() & una soluzione in A e verifica la
condizione (ii) poiché y & regolare rispetto a Q o % (y) = 0. Inoltre es-
sendo V = & su 0Q ed essendo 4 (z) una sottosoluzione in Q (lemma 4.1)
deve essere V (z) = /% () quasi ovunque in Q; in particole V = h e quindi
V = m su dA N I (y,p), come volevamo dimostrare. Tl punto y & per-
tanto regolare relativamente a A. Finalmente se A @ @, si consideri Ia-
perto D =1I(y,7) N A =1I(y,7) N Q e si tenga presente che D CA
e D C Q.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA B — Condizione necessaria: sia Yy rego-
lare ; dal teorema 4.2 segue che y & regolare relativamente a 3 — EP;
ed essendo il potenziale capacitario - [risp. %, _.] la soluzione in £ — E
(lemma 1.6) con il dato m [risp. — m] su 0E, e 0 sudX (lemma 1.5) si ha
la (0.15).

Condizione sufficiente: supponiamo che 1’ipotesi (0.16) & verificata al
variare di g ed m e dimostriamo I'esistenza di un sistema di barriere in v;
dati m > 0 e p > 0 costruiremo la funzione V (z) a cui si riferisce la
definizione 0.1 (U (z) si pud costruire adoperando !’ osservazione 1.1). Sia R
tale che X C I(y, R) e sia % > 0 tale che

(k + 2m) P )
(4.7) T = m ;

indichiamo con wu il potenziale eapacitario w — Uty , —m.ry  © definiamo
in 3 la funzione V=w + (m + k). V & una soluzione in X2 —E

ple
(lemma 1.6) ed in particolare & una soluzione in Q; ed essendo
lim u (2) = — (m + k), V soddisfa la condizione (ii) della definizione 0.1 ;
@— Y

evidentemente V (z) = 0 come risulta dal lemma 1.5. Finalmente conside-
riamo in I(y, R) la funzione f(2) = (k + 2m) R! lz —y| — (b + 2m);
f(z) & una sottosoluzione in I (y, R) (lemma 4.1) ed in particolare @&
una sottosoluzione in I (y, R) — I (y, p/2); poiché X C I(y, R), dalloe=de-
~finizione—(44b6) discende che Ff =<0 su 03. Inoltre da (4.7) segue
f=— (k + m) su dI(y, p/2) e percid

(4.8) Ff=uw su 0I(y, ¢f2).
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Da (4.8), da f =<0 su 0¥ e dal lemma 1.3 applicato a ¥ — I (y, p/2)
risulta f(2) = w () quasi ovunque su quest’ ultimo insieme, ossia

(49) V@) =f(2)+ (m + k) =m, q.0. su 3 — I(y, p).

In particolare (4.9) implica V = m su 0Q — I (v, p) ossia la condizione
(i) della definizione 0.1 & verificata.
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