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EQUAZIONI ELLITTIOHE NON LINEARI
CON OBTACOII SOTTILL
APPLICAZIONI ALLO STUDIO DEI PUNTI REGOLARI

Hugo BEIRAC DA VEIGA (*) - FRANCO Contr (**)

SumMmaRY, - In this paper we prove the Hilder-centinuity of the weak solntions of
sorme non linear elliptic differential probisms with internal (#-— 1)-dimensional obstacies.
Applications tv boundary regular points are given.

Intreduzione.

Sia £ un aperto limitato di " e sia TR, il convesso delie funzioni di
H&‘“{Q} che sono maggiori od uguali ad una funzione yw assegnata su un
gottoingieme chingo di £2 (v. (2.2)). Prenderemo in considerazione il seguente
problema : trovare € 'R, tale che

(0.1) [A‘-(w, Duy Dy(v — u)da == [f,;l)i w—wdr MveR,,
4 0

essendo A, (x, p} funzioni soddisfacenti le condizioni (2.3) e (2.4}, ed f; ele
menti di I+ {£), Dalle ipotesi fatte sulle funzioni A,(x, p) segue, per risul-
tati ben noti, che il problems considerato ammeite soluzione unica.

In questo lavore dimostreremo che se f;€ L#({ con p > nfla — 1), e
se w€H" (L) con ¢ > n, allora la soluzione w del problema (0.1) & hilde-
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riana (i esponente y ed inollre & verificata la maggiorazions

(0.2 el = 0 3 1A+ w1,

{cfr. teorema (2.1).

BEvidentemente la condizione di Dirichlet u = 0 su 432 pud essers go-
stituita con la condizione u = ¢ sn 842, ove L€ H11 gon ¢ ™ %3 in guesto
caso nel secondo membro della (0.2) compare anche la norma I jh,p. Pin
in generale rigultati dal tutko analoghi gi pessono otteners sostituendo alln
condizione di Dirichlet altre condizioni di frontiern o considerando operatori
differenziali del tipo

Au = — E% A; (e, u, Du) 4~ B (2, u, Du),

ove le funzioni A; e B soddisfano opportuns ipotesi {cfr. [2]).

Problemi con ostacoli sono stati considerati da diversi autori, efr. ad
esempio {7], [5], [8]. La tecnica wsata in questo lavoro per la dimostrazione
del teorema 2.1 & un raffinamento di quelle introdotte da De Giorgi {167,
Stampacchia ([10]) ed adoperate in [2]. 1 metodo usato per trovare 1a maggio-
razione (4.48) ha un caratere generale, ¢ pud ad esempio essere ugato per .
ottenere una maggioraziane per i problemi studiasti in {1]. i

Nell'ultimo paragrafo, olire a fornire aleuni gignificativi esempi, I'ica'v'é-
remo dal teorema di hilderianitd 2.1 una condizione sufficiente affinché i1
punto di frontiera sia regolave psr il problema di Dirichlet relntivo allope:
ratore (5.1). Pia precisamente proveremo che se esiste un eono {(n - 1)-dime
sionale, con variice in ¥y € 842 ¢ coubenuto nel complementare di {2, allora. y
& regolare (cfr. teorvema 5.5), .

§ 1. Notazionl o definizioni preliminari.

Con £ indichiameo un aperto Limitato di R, localmeute dalla atessa
parte della sua frontiera 802 che supporremo regolare (ad esempio di slas-
se C1), con 2 indichiamo la chivsure di Q.

I(®,,0) & la sfera aperta di centro %, € raggio p.
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Per ogui ¢ >> 0 e w>> 0 indichiamo con C,, , il cono (n—1)-dimensionale

1Ly O, ,=leeiR =00, =0 2| |#= (14 o)afl.

Se 1 < p < - oo, indichiamo con |/ /], Ia norma della funzione f nel-
o spazio L7(2); eon [l f |l indichiamo la norma 4i f in L= (£,

0%y & lo spazio delle fanzieni bolderiane in 2 con esponente
y (0 <ly=I1) munite della norma

(o v =17 lleo + 11, 0

ove

[/}, o= sup MM)_}
Y+ =, YEL2 | & — y Iy
By

Se f & una fanzione derivabile indichiame con DY il vettore (I f, D, f, ...
ey I f) & con | Df 1a sua lunghezza.

Hur (@) b il eompletamento di O!(£2), spazio delle funzioni con derivate

parziali centinue in 2, rispeito alla norma

Ve = 17l 4 [ D71l {(p>1).

HPP(2) ¢ Vaderenzo in H"? () dello spazio 04 (2) delle funzioni di

ol (?2) che sono a supporto eompaito in . In tale spazio le norme

12 o= ligne g @ 17

gono equivalenti. Per comoditd poniamo ||| D/ ||| = | D/}
Hy? (£ & uno spaszio di Banach separabile e riflessivo ed il suo dunale
, i 1 . . oy
H1# (48, 54«-? == 1, & isomorfo allo spazio delle distribmzioni che sono
somme di derivate prime di funzioni di L (£).
Se I d un sottoinsieme chingo di {J, una fanziene fe H42 () si dice
non negabtiva su K nel senso di A7 ({2) se esiste una successione {f,] di

funzioni di O1({)} che converge ad f in H"7? () e fale che f, =0 su H.
Due funzioni /e ¢ di V7 (£) sone tali che f=¢ su H unel senso di
HL2 () se la funzione f— g & non negativa sa & nel senso di H17 (L)

Indichiame con €, 5, 5‘, 0, 0y, vy delle costanti dipendenti al pit da
D, 8, u,n,p, 4, ue; invero tali costanti non dipendono dalle particolari
fiin Lt e w in H 7. Lo stesso simbole potra indicare costanti diverse,
anchs nel corso di una stessa dimostraziene.
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§ 2, Il problema, Risnliati ofttenuti.

Sia E un chiuso contenuto in (2 soddisfacente alla seguente condizione:

~— esistono due numeri positivi w, g, tali che per ogni », € H e per ogni
0 < p<C g, 8l possa trovare una trasformazione bilipschitziana T di
I(x,,g)in T(0,p) in maniera che risulti

(2.1) T(EN Lz, e)= Cou

Supporremo che le costanti di Lipschitz di T e di 71 siano non superiori
ad un numere #; inoltre potremo supporre

go < dist (B, 842); ¢ < 1.

Nel paragrafo 5 saranno forniti aleoni esempi di insiemi verificanti Ie
gondizioni sopra imposte; si osservi che # pud essere (n—1)-dimensionale.

Sia wEH{,l'“(Q) cont 1 < a < n; indickeramo con R, il seguente con-
vesso chiuso di Hy' *(Q):
(2.2) Ry = [PE€Hy " (D); v=y su H).
Osserviamo che se v’ =y su F nel senso di HL+* evidentemente si ha
‘[Re‘u’ == TRw .

Siano A;(x, p) (i =1, 2,..,n} delle funzioni reali definite su £ > ™,
continue in p per quasi tutti gli «, misurabili in « per ogmni p, tali
inoltre che esistano due costanti positive » e u in modo che per ogni p€iR”?
e quasi tutti gli #€ 2 risultino soddisfatte le condizioni:

A, pypi=v | p |5 (4)
(2.3)
| 4z, p) ‘ = ulp|Y
{2.4) [As(m,p) — Asle, ) {pi— q) >0 se pF=gq.

Congidereremo il segnente

ProrremA 2.1. Date un funzionale Fe H—b (09}, trovare una funzione
u € R, tale che

(2.5) fA.-(m, Du) Di(v —wyde = F,v —u), Mrvelk,.
7]

() Qui e nel seguitu sottointendiamo la sommatoria sugli indiei ripetuti.




con ostaeoli soliili. Applicasioni ecee. 537

L’esistenza e unicitd della soluzione del problema suddetto provengo-
no dalla forte monotonia, dalia emicontinuitd e dalla coercivith dell’opera-
tore of : H1 o (Q)— H-1+{0) cosl definito:

{2.6} Cof (u), v2 =fAf(a3, DuyD;vde frveHVa (L)

2

Senza ledere la generalitd potremo supporre che risulti

(F,fu)szl-l),-'vdm,  ove SELY (&, i=1,2, ..,n
2

Osserviamo fin d’ora (v. [2]) che se sono soddisfatte le condizioni
(2.8) Fi€12(£) con ¢ > a—i_l, ie=1,2 .,

(2.9) e HLP (L) con p > n,

esiste una costante € tale che rignlti

7 "
210 Pl o S 1A+ vl
Ineltre & ben noto che se p > n si ha

(2.11) Hir( @0 77 ),

¢ perftanto la «funzione ostacolo » +, soddisfacente alPipotesi (2.9), pud

assers prolungata a tutto £2 come funzione hélderiana.
In guesto lavoro dimostreremo il seguente

TeEOREMA 2.1. Nelle ipotesi (2.8}, (2.9) esistono due cosianti positive y e

@ tali che la soluzione w del problema 2.1 appartiene a 00-?(.(_2) ed inolire
st ha :

212 1 losr = O S 1A +1wihs)

ORSERVAZIONE 2.2. I risultati qui esposti, ed in particolare il teorema
2.1, sopo validi in ipotesi pili generali sull’insieme H. Alla condizione (2.1}
pud essere sosbibuifa la seguente ;
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B 2 un chiuso tale che si Possene trovare due insiems fy, B, e due
RUMErE Positivi w, o, in modo che rigulti ;
(@) B= B,V 1, ,
(b) per ogni x,¢€ Hy ed ogni 0 < p Qo esista wna  trasformazione
bilipschitziana T i Li{wy, 0) in T(0 , 0) tale che
TED Ly, o) 2 0,
(o) ad ogni T EH, 8l possa assoviare un punte v, € B, con ja, — %o << 04,
tale che la condizione (0} sia soddisfatic PEr ogni o <f — L
Seelto allora per ogni x, € B, un tale Zy 81 pud porre gy () = [mimwof,
ed anche, per egni YEH;
4, se y €8
o) se y

0 (y) =
€0 88 y € &,

Con tali ipotesi sull’insieme E le dimostrazioni dells rroposizioni contenute
In questo lavoro restanc invariate, pur di sostituire & (y) a o, , ad eccerione
della dimostrazione del Corvollario 4.5, che viene svolba  esplicitumente pel-
Posservazions 4.6,

§ 3. Aleuni lemmi preliminari.

Iniziamo gnesto paragrafo con alenni lemmi ohe forniscono delle mag-
giorazioni losali per funzioni di HY® ¢ per e loro « troneabe » 5 fali mag-
giorazioni sono indipendenti dalin fisequagione varinzionale {2.5).

LEMMA 3.1. Sia B wn chinso conennto in £ seddisfacente alla condizio-
ne (2.1}; esiste allova una costante positiva O, tale che per ogni yE€H ed
ogni o < p, risulti

D (1) ]
(3.1) , v (.’L‘) J = (}1 [ l{,‘c—‘-»jﬁ(_l";’*,"—l_ dt, X € [(y, Q) {. 0.,
Ty, e

per ogni funzione ve H b Ty, o)) nulle sw wn selfoinsieme di  misure may-

1
giore od wguale o T [T, 0) |, oppure wulla su &0 I (y, o).

Dy, He v soddisfy la prima condizione, la (3.1) & nota {v. [2]). Nel
caso invece in eui » & nulla su E0 Iy, o), mediante Ia trasformazions ¥
introdotéa alV’inizio del paragrafo 2 ¢i si pud ricondurre a dimostrare 1a
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(8.1) in (9, p) per fanzioni nulle su G .. Tramite un’omotetia si potra
supporre p = 1. Poiché esiste una trasformazione bilipschitziana § di 1(0, 1)
in 86 tale che §{¢) ,) sia «visto» da ogni punte di I(0,1} softo nn angole
solido di misurs magglove di una costante positiva, si ha la fesi (v. [95)

Lumma 3.2. Beiste una costanie positiva O, tale che wnelle ipotesi. del
lemma precedente si alblbia
1 1

( { [ o]« d:r;)u = U, ( f P Dol dw}u )
i(y,g} I'{y, Q}
1 1 i

0V — == — — —,
a¥ o ”

Il temma 3.2 st dimostra tenendo presents In (3.1} e Ja nota maggiora-

zione di Sobolev -
H U, “L“*('i‘ﬁ\”) = U, “ D HLQ(I(y, en’

" Do)
U, () = j M;‘I d.
Iy, o)

ave

LuMMA 3.8. Se p & wna misuse positiva ¢ weriazione limitate in  IRY,
estate una costante { tale che

ki

. -l
()’fr?,u
(3.3) | € wn; | T (w) i =) | =<

o0,
ove

d (i)
f& — gL

U () =

Iine)
Lo dimostrazione del Lemma 3.3 segue dalle maggiorazioni :
capi [ e R | U, (o) | = o) < ———,

! b l < ﬁ(eap’f E}nanI,

ove capf & & la eapacitd inferna di ordine 1 dellinsieme misurabile .




o~ : . .
540 H. Berrao pa Vweigs - B Cowri: Fouaeioni ellittiche non liveark

Data una funzione » € HL2(2) ed un punto y € B, per ogni reale k ed
ogni 0 < ¢ << p,, indichersmo con A (k), B (%), Ak o), Bk g 1 seguenbi
insiemi

[A (k) ={ee; v=1k]
Bk)y=|vel; v =1k,
A(er)ﬂ{wEI(y:Q); 7}2]‘7}:
Bl o) =[eel(y,0); o<kl

LEMMA 3.4, Sia v€ HV«{£); siano h e k due numeri veali, 0 < o < K< g,
ed y € H. 8 ha,

s¢ h < k:
1 .
[(h—v)“dwg’__ﬂ{m j {k—v)“dm—l—f[l)-v{“qﬂdw]
(3.5) B ¢ Bk ) Bk
) 1
|B(h,9}|(k-h)"£ﬂlw f(k—-v)“dzv-F f |D”|°‘(P°‘dw},
Bk R) )
se h >k
f(u—h)"‘d:vg(;‘[(f—}:ﬁ j {w—?s)“dm-—l—f%l}v}“cpadw
(3 6) Ak 0) Ak, ) A (k)
’ 1
| A (B 0)| (h - k)= << G{W f (v —Tyda 4 | | Do|* godal,
ATk, R) A7)
ove :
/ i se |o—yl<le
R—|w—23
(3.7) ep(w>=< R'ﬂ_,” 6 9 <|z—y|<E
N oo se lw—y| >R

e O é una opportune costante,
Dim. Supponiamo k << k e dimostriamoe Ja (3.5). La funsione

w () == — o (@) min (v (@) — &, §)

d nulla fuori dalla sfera I(y, R). Pertanto potremo applicare la disegua-
glianza di Sobolev relativa all’immersione di Hy* Iy, R) in T¥ (I(y, R)):
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1 1
(3.8) [ (k — v} v dw]?g c [ f {(k —v) | Do| - | Dol g da|=
B(# Bk

Dlaltra parte dalla diseguaglianza di Holder si ha:

1

| Bk R |

2|
LR

1
(3.9) [ [ (I — oy g~ dw?g[ f ( — o) ¢ do
Bk ’ Bk

Da {3.8) e (3.9), tenuta presente la definizione di ¢, sl oftiene la prima
delle (3.5). Inoltre poiché

| B(h, o) | (B — R)* <= f (k — )" % du,
B &)

tensndo conto della (3.8) si pud dedurre

1 1 r 1
| B (hy o) [ B, &) [ (kmh)gcf[ [((76_11)§D¢)+jDv]qo}“dm T\ Bk, B
B
8 quindi la seconda delle (3.5).
Le {3.6) si dimostrano allo stesso modo.

LemMma 3.5, Siano y€ B, &r < g,, v€ Hb (L),
A). Se per ogni h <% si ha

i
(3.10) |4 (2= | L(y, )|
allorae
Y e N el
(3.11) | B (h, 2¢) Jaln—in < | B (&, 2r{)} Bh)(h, o) | [ | Do | o,
b — hi® .

Bk, )

B). Je per ogni h >k i ha

1
{3.12) [ Bk 20| = Y [ I (y, 2r) |
allora
N Day je—1
(B.13) | A (h, 20) [sin—ri o | A6 20 — AUy 20)] | Dy | du.

(ke — )"
Ak, )
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-

O BevefRy e h<TEk=<0 alleve la (3.11) é seddisfatta anche ge et
condiziene (3.10) non & verificala.

D, Proveremo il lemma nel easo O), per gli altri casi la dimoestra.

zione & aunaloga.

Posto
w = max (v, h) — max (v, &),

osgerviamo che w == 0 su &, pertanto le ipotesi del lemma 3.1 sono god-
disfatte e ne segue

{3.14) |w (@) | << O Ul (=) g. 0. su I{y,2r),

ove p & la migura di densita | Dw| sa I(y, ) & nulla eltrove. Dal lemma
3.3, inolire, si ricava:

n

o[ au "
i v €W Uf‘(m)z%ﬂg AL N e 0,
@ perbanto :
o [ | Dwi|a]
(3.15) | [@€ Ty, 2);|w@| =0l < Tiy. 27}

g

Asgsunto allora o==% — k 8i ha che B(h, 2¢) Cle eIy, 2r); |wix)| =0l e
quindi da (3.15) segue

¢ | Dw (2) | di
Bk, 25~B (R, 27} !
E—"h

| Bk, 2| =

ed applicando la diseguaglianza di Hilder ai

nw
elevando alla polenza

ha Ia {3.11).

OssERVARIONE 3.6, La trasformazione
P =V — Y

manda il convesso &, nel convesso Ry; se u & la soluzions di {2.5) osser-
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viamo ehe la fonzione w verifiea la dissquazione

(3,16} fﬁi(m,ﬂﬁ)pﬁwﬂ) dmzf};z}(@_ﬂ) dx W v e R,
2

2
ove

2{:2 (@, p) = A; (@, p -+ D),
inoltre per ogni p e R" ed ogni x € & risuifa soddisfatta la diseguaglianza
(3.17) A (@, p)pi== 21y |plt— Clv, u,0) | Dy |2
Infatti il primo membro di (3.17) si pud scrivers come
A5, 2 + D) (- Do) — Aile,p + Dy) Doy
e quindi applicando le (2.3) si perviene con aleani caleoli alla (3.317)
Osserviamo inoifre che dalia (2.4) segue ovviamente uuna analoga con-

~

dizione di forte monotonia per le A4;.

Ricaviamo ora una maggiorazions locale per il gradiente della so-
luzione delia disequazione (3.16).

LuMma 3.6, Sia w wne soluzione di (3.16) e siano verificate le seguenti
eondiziont.

%
a—1'

{3.18) Zlfille =1, con g >
T
(3.19) Hyll, p== 1, con p > n;

allova, se yeH e 0 < p < R < g,, per ogui veale k si ha:

— 1 — e— =
(3.20) [ | Dw o p® die << O[(R}“ f (& — wje da -+ | B (%, B) |1+ ®,
Bik) ¢ Bk R)

ove @ ¢ la funzgione definile in (3.7) ed
(3.21) & == min (&', "),

essendo &, & definiti dalle relazions
§ L

1 g
(3.2%2) — = — g e — ——
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Inoltre se k== 0 si ha anche:

(3.23) fll’%fl“w“dwé G{m { @ dw AR
A () € A, 1)

Gli insiemi A (&), B (k), A (&, B} B (&, R) sono relativi alia Junzione .

D1m. Posto

9 = u — p* min (v — &, 0)
si pud osservare che v € ®, o che inoltre:

o __q,a(“{,,____i‘;) per w<k
fu—mux/
N

¢ per e_o_>_1c

o g — ) Dy — @ Diu per u==k
Dy (o — u) = < _
[ per u == k.

La (3.16) pertanto diviens :

~ —

—f—fAt-(w,Du) qo“l)m—sdmzo: A, D;)(]ﬁ—;) vl Dyp da —

Bk B

— o i filk — ) g*—! Dyp doe — f q)af,-DiEdw

B{H Bk}

che si pad serivere, tenendo presenti la (3.17) e Ta (2.3), nella maniera seguente

(3.24) g1y | | D it g dw << € [ | D |* @~ de +
Bk B

—1—0[QDE{“—l99“—1|D99|(?c—--e—n)c?a:*w§-
)

Bk

+ ¢ f |D1p!““"1tp““1!D<pl(k-——ﬂ)(lw%—
k)
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+ ¢ f |/l | Do |k — w) do -
B

+fzf|qs“|D%?fdw(2>.

Lk

Utilizzando la (3.19) si hanno le disegnaglianze seguenti

|2 14— 2 1+e”-—-i
(3.25) f 1Dy g do < { f | Dy |P~dm] N BB [T T B, )T
B Bk, 1)
a1 1
(3.26) f([ﬂﬂg @)1 D | (b—u) (m-z::{ [;Daiarpm d;u} ) -[ﬁ&p]a{k—ﬂ)adw )
B B(®) B k)
El::}
(3.27) f (| Dyl et De|k— w) da < [ | Dy pe d..l’,] ’
BB B
1 a1 !

[ f | Dy !“(k——u)“dazrg{lB(k?R)[HSH_ﬂ ‘ [ f \z)ma(fc—a)aamr

Bk Bk

Tenendo presenie che

[ il o de < j[ R e O e T TR
Bix Bk R)
ed ntilizzande la {3.18) si ha anche
(3.28) f Fleet | Do |k — u) de <
Bk
a1 1
<z [ [l][a o= dw] {f | Dep |«(k—~§)°‘dw] =
Bx) Bik)
a—1 1
146 — @] e i - o
< || B R)f » [ Dk — u)ede

B{k)

{*) Denotiamo per comoditd con | f] il modulo del vettore di eomponenti Tis By ems By,
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ed inolire :
! a—l

(3.29) [tp‘“lflfplﬂﬁ'ldwé fipﬂl“w“dﬁr[ig(k:ﬁ)i

Bl Bk}

«
1-e’ — — e
7

Tn definitiva da (3.24), (3.25), ..., (3.29) scgue che almeno una delle seguenti

diseguaglianze & verificata

] — 14g!fm i
(3.30) | Du g do << G| B (& 1) ",
EX
e kS 1
(3.31) IQDEP @* diw < 0{ f | D | d-m\ ju}(p o (k — e da)
B#) B(o) ) }
che squivale alla ;
(3.31) [lDEI“(‘p“dﬂ}g(}fiDr}?!“(lcw'e.I)“d.n; <
Bik) BY)
st X
2 75 - =21 @ ~ °
(3.32) | Dujr e de << O | B{k, B}| "J | Dpje (b — ) dw) s

EK) Bk

che implica 1a seguente

(3.32) | Dulrgprde = 0 {1B(k,3)|‘+‘°’ RS [}I){p]“(?ﬂ-—ﬂ)“dw} ;
Bik) B
el X
— — k dr =] ' - “
{3.33) f|1)ul“(p“dm£0 [iB(Iﬂ,R)F ”} "/ | Dol (k —u)® dm} ,
B(k) B{%)

che implica la segunente

(3.33) fﬁ})eﬂa@ﬂdmg ¢ [lB(Tc, R)|‘+“'“F 4 { | Do le (b — u)® dm];
' B
l o—1

(3.34) f[l){{}uqoadmg o[ [mﬂiaqxxaw} [|B(fc,m|l+z'_ﬁ] ,

Bk k)
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che equivale alla
—_ 14 — 2
(3.34) [I Dulpgede << C| Bk R)| B

B

Dalle (3.21), (3-7), (3.36), (3.31), ..., (3.34) segue immediatamente la tesi,
Ta dimostrazione deila (2.23) & analoga, basta invero assumere

v ==y — @ max (u — k, 0)

ed eseguire le muaggiorazioni viste nel caso precedente; oaservando che se
kz= 0 la funzione v appartiens a |, .

4. Mageiorazioni loeali o holderianith della soluzione.
S

Pramettismo alla dimosbrazions del teorema 2.1 alenne immediate con-
gegnonzs del precedenti lermmi.
Dail Lewmi 3.4 e 3.6 sague il

PROREMA 4.1, Sia u lo soluzione della disequazione (3.16) e siano wveri-
Sicate le condizioni

n ’ n
(3.18) %1 i fill =<1, con ¢ > o

(3.19) Hllp<<1, con p>n;

allora, se y€H o 0 <o <l K <Tp,, pevr h <k 8 ha:

(B J)a d <= ()'FM

(£ — o)
B (h.g) Bk, R)
(4.1) ,
| B(h, 0)| (k — hyr<< G[w (% — ) dw 4| B (k, R) |1+"]
¢ Bk, E&)

mentre per 0 <<k < h si ha:
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’

i e d == o[m f (0 — Ko+ | A (fs,R;II“}

(B—op)
<A{h,g) Ak, 1}
(4.2)
At == o 4RI [ a4 ]
QA(k,R)

essendo & dato dalla (3.21),
Dai lemmi 3.5 e 3.6, ponendo R =4r ¢ p == 2, segue inoltre il

TEOREMA 4.2, Sia w lo soluzione della disequazione (3.16), siano verifi-
cate le condizioni (3.18) e (3.19) ed inolire si supponga ye B ¢ 0 < 4 < pg -
A) e

(4.3) | A (%, 2r) |>_[I(y, 2r) |

allova, per b <k, st ha :

n—1

(4.4) | Bk, 20) | <

MBmm—B@%WI1fM_Wm+wk@H 5.

(h — k)= Fe
Bk, 47)
B} Se
1
{4.5) | B (k, 27)| = T | I(y, 2r}|

allora, per 0 <"k <k, & ha:

n—1

(4.6) | ARy 20)| ™ <

A (k, 2v) h, 2¢) [a—11 1 — . e R
| - k)( 1 L—; / ( — ko do - | 4 (, 49) | “} .

Ak, 1)

=0

O) Se poi b < k=<0 allora la {4.4) & verificata anche se la (4.3) non
é soddisfatia.

Enunciamo ora un lemma slgebrico sﬁa ci sara utile nella dimostrazio-
ne del suceessivo lemma 4.4,
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Lrmma 4.3, Sia {1,} una successione di numeri veali mnon negulivi tale
che risulti

[}

YRS

d e mn ! x‘ﬂl 1+E
(4.7} gy < G (E) (2”"“ a;) -+ H(2“’” "E?W‘;) y Y m=0,

ove &, H, d, R, a, n, ¢ sono costanit positive ed inolive
o
§=s—.
n
Stano » ¢ & due numeri cosl definiti

1 .
{4.8) pom= + b; Join — G gebi
&

Allora se d soddisﬁt alle diseguaglionsa

4
(4.9} d2 = ¢ Eﬂf—‘ + H—s Ff Qortt R”‘,
31 ha :
da _Rn
(4-10) A =< 01 amy ! W om 2= 6.

Per la dimostrazione di questo lemma ofr, [1] e [2].

LEMMA 4.4, Sie w lo soluzione della disequazione (3.16), siano verificale
le (3.18), {3.19) ¢ 51 abbia inolire yt H ¢ 0 < 2¢¥ < g,. Hsistono allove due
costanii positive 8, N tali che:

A) se d verifica la seguente diseguaglionza

(4.11) de = (_2%_ f (k — w® de -+ N (2r)e
B (k 20
ne segue
d
(4.19) ls(k_g,f) Py

B) se d verifica invece la seguente

¥

@y (16 — k)= dae - N (29)

Ak, 2r)

(4.13) as =
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e 3¢ bk =10, ne segue

(4.14) I 4 (1’5 -+ L;, 'r)

Il nwmero & ¢ date dalla (3.21).
D1, Proveremo il lemma nel caso A). Poniame per m = 4, 1, 2, ...

by = i B (kma Qm) |

Om =7 o

a d == g — 2™ do
k-m — k L __},... St o .[ ( " )
2 “ ‘ By, o)

(4.15)

essendo 4 una costanie positiva il eul significato sard precisato nel seguito,
Anpliesodo la (4.1) del tecrema 4.1 con h=lopgry =%mn, 0 Qui1
ed R = p, otteniamo

i = 0 [Zai’f” o B bii‘]
410 = 0T ],
Ponendo ancora
(4.17) Ko = 2(:+ D i B B

lo (4.16) si scrivono nella forma seguente

onb1 = ¢ xm

4,18 Qulm+2)
( ) bm+1 = ¢ “"‘d—a‘ /Cm

e da (4.17) e (L18) si ricava, indieando con & e H opportune coetanti

1+ 2

d \e ¥ n xm id-e
(4.19) Xgr =< G (2%) (zam E-"‘) 4+ H (20"" d—u) , om0,

Draltra parte si vede facilmente che esistono delle eostanti B, N tali
che se d soddisfa la disugnaglianza (4.11) allora d verifica anche la




=1
Wl
—
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seguente
Xy
(2o

(4.2@) e = 3 ___!___ g H Fartl (2?~)r1.97

ove & ¢ » sono dabi dalla {£4.8).
Sone pertanto soddislatte le ipotesi del lsmma 4.3, con R == 2r, ne
gegue :

o [
{4.21) B = 01 M, Mmoo == 0.

Qaniy
Da (4.18) ¢ {(4.21) segus allora immedintameute

2, Y}
bm+1 < 0@t —L)WTm’ Mom == 0.

2a-m(v—-i)-—

d
Poiché inoltre B (b, ¢guy = B (Tc — e’), facendo tendere m allinfinito si

2
oftiene la (4.12).
Lo dimostrazione nel caso B) & del tutto analoga.

11 precedente lemms ¢i consente i dimosgtrare il seguente risultato :

TrmOREMA 4.3. Bsistono z, 4, B costanti posilive, con © < 1, tali che per
ogni Y€ F ¢ O < dr < g, risulti

(4.22) oy, ¥ =51 w Yy, dr) -+ L b,

ove w (y,v) & Voscillazione nelle sfera Iy, v} della soluzione w della dise
quazione {3.16), e sono verificate le condizioni (3.18) e (3.19).

Dim, Poato
{,= aup % (#); 1, == inf w (@)
we Iy, 4r} ze I(y, 4t}
(4.23) =1 — ly = oy, 4r)
T hth
2

#1 possonc presentare i tre casi meguenti

- — 1
1) I =6 8 iA(Z,Z?')[z-E{i(y,Zv')|,
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. 1
2) 1 =0 e 18{1,2?‘)|>~2f|(y,24”)h
3) I < 0.

Suppouismo, per esempio, di trovarei el primo ecago (i ensi restantt si
trattano in modo del tutto analogo) ¢ poniamo

o = bt 0 27

(4.24) \
% by == | B (km , 27) [

mo= 0,1, 3 ..

Applicando 1a (4.4) con b= kg1, ¥ = Fm g1 ha

aln—1}fn 9(m+z)a
(4.25) R

(bm — b1)!.+})u_1 “1— f (km, — a) dx -l»-

To:
B (e . 47}

10,1 (4r)ﬂ~a+m] <

glm+2)a I 0.1
= 0 (bm - bm--z—l)am1 ll—'J 5% (47 )“ g—(m-ti)a —-i—
1,0 ]
Perianto 81 ha
1
a(nm ~ R i qnajm o ;:;
(4'26) b;;.i__l‘l = 0( m T bm-{-l} Tq_l[l- + ( ™ ) 1 .

Sia allora n, un indice che fissereme in seguite ; si possono presentare due
cagl

a) W <= PEN .r‘na]a.,
b) w > I pnale,
Nel caso a) la (4.22) & verifieata con z== 0. Nel caso b) si ha invece

Qi gpae fa

< 1 per § =S m < Ny,
o pertanto, dalla (4.25)

q{‘u—l) a(n——l) n—a 1

(427) bﬂ a——l) < bﬂ- u-—l) = G-}“_l Qawl (bm —_ bm—!—l) m = 0, ]_‘| 2, oe
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Dalie (4.27) =i ricava

aln—1) H—a 1 14a—n a{n—17

(4.28) g b=t <= et gn p < | T(0, 1] T2 T (20 o

Biano ova M, N le ceatuntl fornite dal lemma 4.4 ; scegliendo n, tale che

" Ita—n afn—1)
(4.29) ny == 1(0,1)| 02 «1 jgoe1,

e sostituendo in (4.28) si ottiene
(2ry"

4,3 ny = .
{4.306) By, =< i

Pogsinmo ora applicare il lemma 4.4 eon

w
.?G == l‘l’?,,u - I “‘i“ sy
(4.31) 27 g’

d =1k, — 12 'TI— N”D‘ (2?-)”5"&?

ity
infatbi & facile verificare che la {4.30) e la (4.31) implicano

qs == L f (Boy — 1) da -1 IV (B0,

(e
Hliyy » 27)
Begune pertanto la
' !

(4.32) IB(kan f7 , f.v) = 0,
clod gquasi-ovunqus in I (y, v) 8 ha

a w 1 T e [ Qanefa
(4.33) i) =1, - G T W lla (G yrste,

Finalmente dalla (4.33), tenube presenti le (4.23), si oftiene

1
w{y, =<1 — 2_{%%2)) w (y, &) -+ ) W (27‘)‘“8"%
ciod la tesl.
CoROLLARIO 4.4, Nelle ipotesi del feorema 4.3 esistono due costanti po-

gitive 5 ¢ Q {ali che, per ogni y € B ed ogni 0 < r <[py, 81 abbia

(4.34) w (y, ¥) < | 47 “i%—,’q_@—“—) + @
0
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Dint. Siano 1, 4, f e costanti fornite dal teorema 4.3, gia t<Jo<{1 @

giano 5, 5 1 wameri definiti dalle relazioni

477 =0 < 1,
(4.35)

n = min (g, f).
Dyal teorema 4.0 8egne

(4.36) o (5, 1) <t (y, 4) 4 i1, v tale ele § < < “-;".
Ponendo
{’t
(4.37) A = qn @00
o
segue
(4.38) w iy, ¥)=s A1, v tale che %”— << v <L g,

¢ pertanto da (4.36) e (4.38) si ha
Wy, r) <7 A{dry At =1[v 4 4" 4- 1], % r tale che %; =y %9,

Analogamente :

w (g, 1) = 7 (A e A 47 5 Al Aer = A (0 4P 4 A A 47 ),

v tals che @<@ <
AW

ed in generale st avrd, per m=10,1,%, ..

wm—1
(4.39) (y,r)<c 7 iA (pd"yr 1 2 = 43‘)’], v tale che .,Q,ﬁi P <t
f=0

é!:?JL

Penendo presente allora la (4.35) si ricava

{4.40) o (Y, ) =< o7 {A + TiJ , M tale che 80 < v < gy,

che, per la (4.37), & la tesi.

COROLLARIO 4.5. Nelle ipotesi del teovema 4.3 esistono due costanti po-
sitive 5 e P tali che, per ogni y€ B & abbia

(4.41) w (y, r) << Prr, NAv tale che O <7 v < %‘-
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DM, Osservismo anzitutte che dalle (£.10), (2.11), tenubo anche conbo
della {3.18), segue

(4.42) o floo = O

L (4.41) segue allora, per ¢ < v < g,, dalla {4.34) e dalla disegnaglianza
peguente !
w (¥, Qn)< %20 ]
ef T o

OgsErvazione 4.0. Se Pinsieme & non soddisfa la condizione (2.1) ma

solo le condizioni enunciate nellosservazione 2.2, la dimostrazione del
precedente corellarie va modificata come segne.

e y e H) ullora In (4.41) scgue immedistamente eome nel caso prece-
dente.
He invece y ¢ F, distinguersmo i dus casi:

1) r <6 {y)

2) 0<6(y)gr<%.
Nel ease 1), se gi suppone & (y)zw%’— 1o besi & npa conseguenzy immediata
di (4.34) e (4.43). He inveee risulta J (y) < -%—, sia gy, uwn punie di H,
tale che
(4.43) dist (y, yo) < (I -} &) S (), con 0 <& 5?;) - 2,
Allora
(4.44) w(g/,ﬁ(yh = (?loa(2+£)5(y}),

[0 @] [3 (w]

e, poiché y, appartiene ad Ej e la (4.41) & verificata per i punti di B, e
per 0 < v < g,, dalla (4.44} sl deduee

Wy s

(4.45) B = %

La tesi segue allora da (4.34) e (4.48).
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(=1}
It
=73

Supponiamo finnlmente Al trovarci nel caso 2% Amnche in questo caso
seegliamo y, € #, verificanbe Ia cendizione seguente

dist (y, 1o < (1 + &} (g}, eon B<Te < —é;fL —,
5i ha allora
w Yy, Y=<y, (2 -+ &)
e, poiché (2 4-ev < gy © la (4.41) & stata dimostrata in queste condizioni
per i punti di Ey, sl perviene alla tesi.

OSSERVAZIONE 4.7. B noto che con tecnica analoga & possibile di-

mostrare che:
— la maggiorazione (4.34) & valids per pUDH Y€ L2 H, ove gy == dist{y, BV 680
— la maggiorazione (4.41) & valida per punti y € 842 con g, sceltc oppor-
tnnamente ;

fefr. [1])

Tyalla precedente osservazione € dal Corellario 4.5 risulta che la
(4.41) & verificata per ogni ¥ £ 2 e per ogni » tale che 6 <7 < —i—“m {egel-
do eventualmente cambiato il valore di 7 e di g

Poiché se |z —y | = —Q_)i, ntilizzande la (4.42), si otiiene

(4.46) [u@ =] 2l g,
|2 — ¥ | (,20_ w
]
si conclude che B
(4.47) [ul,, o =< cost,

Pouendo allora

w
== i 1 —
y == Inin ()7, > )

-

o tenendo conto della (2.11) e deila {(4,47) si pud dednrre che:

Nelle ipotesi (3.18) (3.19} la soluzione w della disequazione variazionale

(2.5) appariiene & 007 () ed inolre

(4.48) Il 4 [, o = N llonr =0 ©)

(%) 8i tenga presente che w =1 4w e si ntilizzi 1a (2.10).
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DIMOSTRAZIONE DEL TEORENMA 2.1,
Sia ora u Ia gsoluzione della disequazione (2.5) e siano f;e L7(0) o

wE HW2 (), con g > — " 7 €0P > n, senza che siano necessariamente verl-
E& —_—
ficate le (3.18), (3.19)
Posto allora
n A
(4.49) t= 3 A1+ vl

gl osservi che la funzione

W == =
& la soluzione della disequazione variazionale

fﬁi(m,DM?)D;'(v—’l?) dwg[ﬁ-Di(@ —wydz, MvelR,,
2 2

ove:
o A.‘(-’L‘, tp)
Ay (W;P)=_t—a_]— ’
2 Ji
Ji= e

Utilizzando le (2.3) e la definiziene di ¢ si otfengono allora le diseguaglianze
seguenti :

0 1
Aile, p)ps = o7 Ae(, p)-(tp)) = » Iple

2 Az, tp
| Aetw,p) | = L2E O g e
¢ i|lg .
1Al =Ll <, i=12,.,

k!
“ v . Il o =1,
t i p t
o
¢ pertanto si possono applicare alla funzione = le conelusioni esposte in
precedenza; in particolare Ia (4.48) sl serive

(12
R = C.

Q
i-'" —_— ==
(4.50) % o0, ot @)
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Moltiplicando 1a (4.50) per ¢ @ tenendo conto della (4.49) si perviens
alla (2.12).

§ 5. Aleuni esempi. Tuntd regolari di frontiera.

In questo paragrafo i proponiamo di fornire alouni esempi di osbacoli
soddisfacenti le ipotesi (2.1) e (2.9) del § 2. gtilizzando quindi il teoremn
di regolaritd 2.1 ricaveremo delle eondizioni suficienti per la regolaritd dei
panti di fropkiera per il problema di Dirichlet relative sll’operatore non’
lineare qui considerato.

Agsegnato un ingiewe chinso F di R, diremo che il punto z€eH
soddisfa e proprietd di cono’ s-dimensionale (s =< n) se esiste un cono g-di-
mengionale avenis vertice in x contennio in &,

Diremo che B soddisfe la proprietd di cone s dimensionale se ogni 310
punto verifica tale proprigii con an ¢olo fisso {(a meno di congruenze).

He 2 & an aperto limitato & Ry, diremo che i} punto y €282 werifica
lo proprietd di cone esterno s-dimensionale se esishe Un coNo s-dimensionale
com vertice in y e conbenuto nellinsieme complementare di (2

OseEERVAZIONE 5.1. Se Ec ) verifien la proprietdy 4i cono s-dimen-
siopale con § = n — L oppure s =7, allora 5 soddisfa Vipotesi (2.1) del § 2
e pertanto se ia funzione ostacolo vy assegnata su & & lu tracela di uns
funzione di H 12 (0Q) con p > n, allora la soluzione gel problema (2.5) con
fie L (8 (g > nfla — 1) » hoideriana in £ ed inolire & verificata la mag-
giorazione (2.12).

Repueio 1. Sia n=2, @==(&y), @=1{0,2) esia & il segmento
[0 < & <21, = 0]. Assgegnaic su # Vostacolo sotdile w di equazione

w(f):l—&ﬂ’ con 0<,ﬂ<l,
la funziome w che minimizza in R, il fanzionale
[(D: v 4 (D, w2 dgdy (1 <a <2
70, 2

ove |, = {vE HP () vy su B, 8 hilderiana,
Tnvero B gode della proprietd di cono 1-dimensionale e w & la restri-
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zione ad F dells funzione
1 -— (E2 __I__ ?72)79"2;
2
11—

Ia guale appartisne ad H1L7? ({3) eon p =

TWexmrio 2. In analogis all’esempio pocfanzi considerato sgsumiamo
come §2 uns sfers a-limensionsle con centro nelllorigine, sia poi & un cone
(n — i)-dimensionale contenuto in 6ale sfern od avenbe il vertics nell’origine.
Come « ostacolo » assumiamo la restrizione ad F della funziome v (x) =
=1 |&® (1 >4 >0), tale funzione appartiene alle spazio H1? ({2} eon

n . _
I 9> n., HBegns allors dal feoremu 2.1 e dulln osservazione B.1 che
— 1
Ia soluzione del wproblema {2.5), nel caso ora censiderato, & hilderiana e
? 3

p=

soddisfa la muggiorazicne (2,12} (purché naturalmente aia f; € L2{{) con

n
g>a,-—1 ’

21 osservi ¢he per un insisme # soddisfacente sole proprietd di cono
¢ dimensionale, con & <l n— 2, il teorema 2.1 & in ganerals falso.

OpservazioNw 5.2, Va da 88 che i risuliati del teorema 2.1 sono
verifieati anche se lingleme F, pur non verificande proprietd di cono
(n — 1y-dimensionale, soddiafa s seguents generalizzazione :

Hsigte wn cone (n — 1) dimensionale ¢ tale che per ogui pronlo we W si possa
trovare wn tragformaio bilipschilzigno &, del eono @ conlennio in B e con
« vertice » in x (ed inoltre le costanil di Lipschitz di tall trasformaszioni
sono aniformemente limitabe rispetto ad w).

Applieazioni alle stadio dei punti regolari,

Dale un apevto limitate QCE* sin 2 una Basata sfera aperta conte-
nente £2 e sin # un chinso contenuto in 2.
Consideriamo Poperatore:
a
(6.1) Auw = — — A;(Du),
8.’1{)5
ove le funzioni A.(p) sono contivue in JR* e verificanc le condizioni seguenti
(efe. (2.8), (2.4)):
[ Adp)piz D
E (1< << n)j
P =plpi
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(6.3) (A (p) — Alg) (pi—q) >0 se p ¢

Premettiamo alcune definizioni

Bi dice m potenziale capacitario di ordine o dell’insieme UM, relativo
all’operatore of e riferito alla sfera X, la soluzione € |, z della disequa-
zione variazionale

(5.4) [Ai (Dw) Dy{v —wydo =0 WY
b
ove
€ Hy " (3); v=>m su E} se m =0
(5.5) i, =C
fve Hy'*(Z); v==m su B} se m < 0.

Ad ogni dato ¢ continuo su 442 si pud associare una soluzione
u € Hy' (2yn ¢°(£2) del problema di Dirichlet

Au=0 in 4
(5.6)
u=¢ su dL

L

Se ¢ & tracein di una funzione di Hh*(£2) allora « € HL ().

O8sERVAZIONE 5.3, S3i pud verificare ¢he le soluzioni dell’equazionse
A u==0 soddisfano il principio di massimo. Poiché inoltre le soluzioni della
diseqnazione (5.3) verificano anche

(6.7) =0 gu 53

#w=m 8o B,

ne segue che se HC I e e m =0 allora u (w) << u’ () =< m, ove %, %" s0n0
gli m-potenziali capacitari degli insiemi H, B’ rispettivamente (una analoga
diseguaglianza ai ha per m <7 0), :
In particolare se y€H e me lim u{x) = m si potrda dedurre che
T+ Y
lim o' (x) = m.
zy
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Diremo che un punto y€ 84 & regolare per il problema (5.6) se per
ogni funzione continua ¢ assegnala su 4 si ha

lim u (%) = ¢ (y).
vew

Bt pud dimostrare {v. [4]} la seguente:

PROPOBIZIONE B.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché y sia
regolave per il problema (5.6} & che per ogni m gli m-potenziali eapucitari di
ordine o degli insiemi H,{(y)=1(y, 0) 0§ Q siano continui e di valore m nel
punto y al variare di o in wn intorno dello zere {p 5= O).

Do quante debte poc’aunzi, dalle osservazioni 5.1 e 5.3, e dal teoremsa
2.1 segue il seguente criterio di regolaritd :

TeoremA 5.5. Condizione sufficiente afiinché y € 382 sia regolare per il
problema (5.6) & che y verifichi la proprietc di cono esterno (n — 1 dimen-
sionale. (%)

Per concludere osserviamo che siccome la proposizione 5.4 & verificata,
purché aia A;(0) = 0, anche se le (5.2) sonco soddisfatte soltunto per
P == cosb., 8i deduee che il feoremn 5.5 & valido anche per operatori pin
generali di quello finora considerafo, ad esempio per Voperatore di Eulero

asgociato allintegrale

f(l + | Du [B)el? da {1 <Za << n)

e

() Una ovvia generalizzazione del presente teorema &i otfienc tenende presente
Vogsarvazione 5.2.
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