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HUGO BEIRAO DA VEIGA (Lisboa) (*%) (**)

Sunto. — In questo lavoro dimostreremo la regolarita L7, I® e holderiana delle soluzioni di una
classe di equazioni differenziali non lineari di tipo ellittico soggette a condizioni di frontiera
di tipo misto e unilaterale (1:2).

Résultats obtenus et interprétation des problémes étudiés.

Dans ce travail nous démontrons la régularité L?, L et hilderienne des solutions
d’une certaine classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires avec divers
types de conditions aux limites, particuliérement des conditions de type mélé et
de type unilatéral (%),

On précisera les notations et les definitions aux numéros suivantes.

On se donne un sous-ensemble ouvert connexe et borné £2 de I’espace euclidien R,
de frontiére 92; si 9,42 est un sous-ensemble fermé de 0%, les symboles 8°Q, I' et
0,42 désignent respectivement l’interieur, la frontiére et le complémentaire de 0,02
pour la topologie induite par R” dans 92; on fera Ihypothése que 922 est non vide.
Comme d’habitude {2 représent I’adhérance de Q.

On suppose que £2 soit un ouvert de SOBOLEYV, c’est-a-dire, on suppose que l'im-
mersion de H*(Q) dans L**(2) soit continue et Pimmersion de H"*(Q) dans L*(2)
soit compacte (cf. (2.1)).

Si w est une fonction différentiable (dans un sens qu’on ne précise pas pour le
moment) nous indiquons par Vw son vecteur gradient.

Soit p> 1 un nombre re¢l; on indique respectivement par | ||, et | 1.5 les normes
dans les espaces de BANACH L*(2) et H'»(2). On considére aussi I'espace L2(R) avec
la quasi-norme ||, (cf. définition 2.1).

(*) These presentée & la Faculté des Sciences de Paris le 2 juin 1971.
(**) Boursier de le « Instituto de Alta Cultura» (Portugal).
(***) Entrata in Redazione il 28 giugno 1971.
() Une premiere redaction de ce travail & été terminée en Tévrier 1970 et les résultats
Yy contenus annoncés dans [12].
(?) Cf. F1cHERA [3] et L1oNs-STAMPACCHIA [6]; cf. aussi MIRANDA [7].
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Pendant tout le travail « désignera une constant telle que 1<a< N.
Soit p e H“*(2); on introduit les suivantes sous-ensembles fermés de H™*(£2):

V= {pe H*(Q): v—ype Hy*(Q)},
Vy=H"*(2),

(0.1) Vo= {veH, (2):v=1p sur 0,02},
Vi={ve H*(Q): v>y sur B.Q} ,
Vi=V,:NVy;

V, et V, sont des variétés linéaires, V, et V; sont des convexes; par comodité-
nous indiquerons quelquefois par V un queleconque des V;. On considére des con-
vexes correspondantes & des problemes particuliers (choisis entre les plus étudies)
mais la méthode suivie s’adapte & beaucoup d’autres problemes.

On pose, si j#2, (voir p. 9)

l M=sypy
(0.2) m =ial})f’lp
‘ K =sup v

et on suppose K < + oco; si j =2 on pose par définition M =m =K = 0.
Considérons aussi N + 1 fonctions réelles A,(w,y, p), 1<i<N, et B(z, y, p) dé-
finies sur Q X R x RY mesurables en & pour tous les g, p et continues en y, p pour presque
tous les x de 2; par A(z,y, p) nous indiquerons le vecteur de composantes 4 (=, ¥, p).
Le produit scalaire de deux vecteurs p et ¢ de RY s'écrira p.q.
TLies conditions & imposer aux fonctions A(w, y, p) et B(2, ¥, p) sont du type suivant:

A(@,y,p) p>alp|* —b@)|y|* =),

(0.3)

|B(@, y, p)| <d(@)|p|** + e(@)|y|*™ + f(=) ,
et
(0.3") |4 (@, y, p)| <a™ |p|* 7 + g(@)|y|*" + b(@) ;

ou a est une constante positive et d(z)e L'(Q2), avec r> N. On se servira aussi de

la condition

(0.3") Az, v(w), Vo(@)) € L (2) Voe H¥(Q) .
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Considérons finalement I’inéquation variationnelle (%)

(0.4) ueV, fA(m, u, Vu) V(v —u)dz —l—fB(m, u, V) (v —u)dze >0 YoeV;
2 Q

On appellera probléme P, le « probleme » (0.4) lorsque V coincide avec V;; on
écrira we P; pour indiquer que u# est une solution de (0.4) avec V=7V,.
On demontrera les théoremes suivantes ():

THEOREME I. — Soit weP;, et supposons que les majorations (0.3) et la condi-
tion (0.3") soient verifides avec y = u(x) et p = Vu(x). Supposons en outre que

be L),
ec LYQ),
le Ly(Q),

feLy(Q),

avee 1< p, < Nja<p et ¢*=op/(a—1), g5 = aps/(c—1) .
Alors we L™ (Q) et on a

(0.6) l’“l(aw‘ <e [( [B]57= + el %I(a—l))[(alN)/(a/N—llp)1+nn +
+ (LD 13= + lellg™2) (8, + || 7=e=2) Jjlu . +
(L Bl + e ), (Tl + e + E)
nous avons indiqué par n, le plus petit entier qui satisfait Vinegalité

1_1/270
(0.7) nﬂ}a/N—l/p
et par §; le numero défini dams (4.1).

TaEOREME II. — Soit u € P;; supposons que les majorations (0.3) et la condition
(0.3") soient verifides avec y = u(w) et p = Vu(x). Supposons en outre que

beL»Q),
ceLvyf),

1eI2(Q),

feli(Q),

(1) Obsérvons que pour §j =1, 2, 3 I'inéquation (0.4) est équivalent & I’équation obtenue
en remplagant le symbole « >» par « = »
(3) Cf. aussi le Théodme IV, p. 7. Pour un cas particulier cf. le Théoréme 4.1, p. 19.
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avec p>Nja et ¢*=op[/(e—1). Alors la solution u(w) appartient & L™(2); plus pre-
cisement

(0.9) ]| o <o [(|B]Y + [e]2e—D)tami@m-mim, 4
A @A [R5 4 eld ) (8, + [ ale=)] [u], +
0L+ oI+ o2y (3= + lfte- + X0

nous avons indiqué par m, le plus petit entier qui satisfait Pindgalité

1—a/N
(0.10) My > M

et par 0; le numero défini dans (4.1).

THEOREME III. — Soit Q régulier (1) et supposons que les majorations (0.3) et (0.3")
ont liew avec

b,e, 1, felr(2),
g9, he I*(Q)

(0.11)

oty p> Nfa ¢t s> N/(o—1); soit pe H(Q) avec ¢> N.

Alors il existe une constante positive 0, (< 1) telle que toute solution u(x) du probléme P;
est holderienne dans Q avec exposant 65 en outre la constante de Holder [4]s,0 vérifie
les majorations (10.14) et (10.16).

REMARQUE 1. — On demontre les théorémes de regularité sans avoir besoin de s’ap-
puyer sur des théorémes d’existance et d’unicité. Ce fait entraine en particulier
que les expressions qui majorent les normes des solutions dans les espaces de régu-
larisation doivent dependre de la solution elle méme. On expliciterd cette depen-
dence en fonction de la norme des solutions dans L*(£2).

REMARQUE 2. — Les conditions & imposer & £2 peuvent étre affaiblies. La constante K
peut aussi 8tre remplacée par des constantes K; plus petites choisies en liason avec
le probléme P; considéré; en effect pour les problemes P;, P, et P; on peut remplacer K
respectivement par Ky=sup |yp| sur 0,2, K, =sup {p}, sur 02, K,=max (S;})p v,
sup [y]).-

En outre, pour les théorémes I et II on peut supposer que d € L*(2) seulement.

REMARQUE 3. — On trouve dans [4], pour les problémes P, et P,, des résultats
analogues a ceux des théorémes IT et IIT (cf. [4]: chap. 4 théorem 7.1 et 7.2, chap. 10
pages 465-467).

(1) Cf. Définition 6.1.



Hueo BrIrA0 DA VEIGA: Sur la régularité des solutions, ete. 177

Avant de démontrer les résultats énoncés on fera quelques considérations sur
les problémes etudies et sur leurs liaisons avec d’autres résultats; on abordera aussi
le probleme de Pexistence des solutions pour P’inéquation (0.4).

i) Voyons quels problémes sont traduits au sens faible par I'inéquation varia-
tionelle (0.4): par intégrations par parties on voit aisément que si % est une solution
de (0.4) alors % est une solution faible dans 2 de I’équation

(0.12) Lu=div A(w, w, Vu) — B(z, u, Vu) = 0

et verifie (formellement) au bord une des conditions suivantes (en correspondance
avec le probléme P; considéré):

1) u=vyp sur 00 .
2) An=0 sur 00 .
w =1y sur 0,82,
3)
An=0 sur 0,92 .
U>YP
4){ A-n>0 sur 00 .
A-n(u—p) =
%=1 sur 0,02,
5 e
) A-n>0 sur 0,0 .
A-n(u—yp)=0

On a indiqué par » le vecteur normal unitaire (extérieure) & la frontiére 00.

ii) Comme cas particulier de (10.12) on a le cas linéaire (pour « =2), c’est
a dire

(013) Lu =— z (a’iiuw()zj - Z (b:iu)a,“7 + Z dz‘u.’:‘ + eu = f_ z (f?')zj
avec les conditions a,;(x)e L®(2) et
Zaii(w)fi§i>a’]§|27 V& eRY;

Les fonctions dans (0.13) doivent &étre prises dans des espaces adéquats (pax
exemple on obtient les théorémes II et III en prenant les fonctions b,, d;, et f; dans

12 — dnnali di Matematica
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L?(Q) avec p> N et f et ¢ dans L) avec ¢> N/2). Ainsi les théorémes I, II
et III generalisent-ils des résultats obtenues par divers auteurs: DE GIORGI a de-
montré [2] la continuité holderienne locale des solutions w € H**(Q) de Vequation
> (@:5%sz)2,= 0. STAMPACCHTA a démontré la continuité holderienne dans £ des solu-

1,7

tions du probléme mélé de DIRICHLET-NEUMANN [8] et du probléme de DIRICHLET [10]
pour Péquation (0.13); on trouve aussi dans [10] des résultats de régularisation qui
se rattachent au théoréme I ci-dessous (cf. [10], théorem 4.2). Enfin nous avons
démontré [11] la continuité holderienne dans Q des solutions de certaines inéquations
variationnelles correspondantes & des conditions aux limites de type unilatéral (*).

iii) BEn ce qui concerne la question de l'existance de solutions pour les pro-
blémes P; on a le résultat suivant:

Supposons que les fonctions A(z, y, p) et B(z, y, p) satisfont aux conditions (0.3)
et (0.8") avec les fonctions b, 1, d, f, g et b dans les espaces indiquées dans (0.11) (il
est suffisant que h et f appartiennent respectivement a L¥(2) et I () et que b et 1
soient finis presque partout dans £).

Supposons en outre que les deux conditions suivantes soient verifiées:

i) [A(w, y, p)— Az, ¥, )] (p—q)> 0 si p5~¢, pour presque tous les we Q2
et pour tous les yeR".

jj) 11 existe v,€ V; telle que

lim

= +o00, veV;,
lnil—r+e o]

ot o] == Jv,.. et

a(u, v) =fA(m, u, Vu) - Vo dw —|—fB(m, u, Vu)v dw .
9 2

Alors l'inéquation variationelle (0.4) admet au moins une solution.

(1) Je prend loccasion pour apporter quelque correction & mon article: Sulla hélderianitd
delle soluzioni di aleune disequazioni variazionali con condizioni wnilatere al bordo, publié dans
cette méme revue, vol. LXXXIII (1969), pp. 73-112:

— p. 76, lignes 21 et 24 du haut, au lieu de: « [|follzes2», lire: « [|follz» -

— p. 89, ligne 18 du haut, au lieu de: « o= g,; B = gn41», lire: (R=04,; 0= Om+1"-

— p. 90, ligne 4 du haut, au lieu de: « P|A(k, R)[:-2P+/¥y, lire: « |G| |4 (%, R)|1-27 .

— p. 111, ligne 1 du bas, au lieu de: «Siano f, e f; in L?(2) con p > N/2», lire: « Siano f,
in L?(Q) con p>N|2 e f;, 1<i<N, in L(2) con ¢>N »

— p. 112, ligne 3 du haut, au lieu de: « K| T rq) » lire: « E(|follzo@ + I E (| zaeey) »

N N
— p. 112, ligne 5 du haut, au lieu de: « > », lire: « 3

i=0 i=1



Huco BEIRA0 DA VEIGA: Sur la régularité des solutions, ete. 179

Ce résultat est une conséquence de théorémes bien connus; pour la bibliographie
correspondante aussi bien que pour une exposition systématique cf. Lions [5]. Le
résultat ci-dessus et une conséquence des théorémes 2.8 et 8.2 (1); dans la demon-
stration du théoréme 2.8 on doit faire quelques changements, la condition (2.42) (%)
n’étant pas verifiée dans notre cas.

A propos de ce résultat d’existance on observe que I’on peut prendre plus grands
les exposants de |y| dans les majorations (0.3) et (0.3’) en diminuant les exposantes
de sommabilité des coefficients b, ¢, et g; la méme observation reste vraie pour les
résultats de régularité que nous démontrons dans ce travail. En effet on demontre

le résultat suivant:

THEOREME IV. — Soit w € P; et supposons que la condition (0.3") et les majorations

Az, y, p)-p>alp|*—bx)|y|e — (=),

(0.14)
|B(@, y, )| <d(@)|p|*™* + e(=)|y|*™ + f(«)

aient View avee d(x) € I'(2), r> N, 1€ Ly(2), f € LL(Q), ¢* = ap/(a — 1), b(z), e(x) €
eL™(2) et p<a*.

(@) 8i p< Nja alors we L™ (Q).

(b) 8% p> N/ow alors uwe L™ (Q).

(¢) Soient Q régulier, ye H*(Q), t> N; si p> Njo et si on remplace (0.3")
avec la condition

(0.14) |4 (2, y, p)| <a™*|p|** + g(=)|y|*""* + W(x),

ot g(z)e L™ (RQ) et h(zx) e L*(R2), s> N[(x—1), alors ue 0*%(0) avec 0< d,< 1.

La partie (¢) du théoréme se demontre d’aprés le théoréme 4.1 (i) (avec la technique
employée pour demontrer le théoréme I). La partie (b) se demontre d’apreés la partie (a)
et d’aprés le théoreme 4.1 (ii) (comme on fait pour le théoréme II). Finalement (c)
est une conséquence de (b) et du théoréme III. On peut trouver (toujours avec les
techniques employées pour les théoremes I, IT, et I1T) des majorations pour les normes
des solutions dans les espaces de régularisation.

En particulier il s’ensuit que les solutions « de (0.4) relatives & I'operateur linéaire L
défini dans (0.13) sont holderiénnes (b;, d, f; € L?(2) avec p > N, f, e L9y2) avec

qg> N/2) si on ajoute & Voperateur L des termes du type E(g, @s(u(ew )))x,—l— e(w)-

‘p(u(x)) avee g,(@), e(w) e L™ (RQ) et |p;(y)|<clyl® (o< N/N 2)), |e) ]<c[y|ﬂ (B<
< (N + 2)/(N—2)); évidement ¢, p;: R—R.

() Dans [5].
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Je remercie le Prof. STAMPACCHIA qui a bien voulu suivre mon travail et me guider
par ses utiles conseils et le Prof. Lions par ses critiques et suggestions.

1. — Notations. Quelques définitions et quelques résultats connus.

1. — Nous représentons la norme d’un élément & € R¥ par |£]| et la mesure (selon
Lebesgue) dun ensemble mesurable AcRY par |4].

Nous indiquons par Lip (2) espace des fonctions lipschitziennes sur Q et par
CY(Q) espace des fonctions continuellement différentiables sur £ dont les derivées
premiéres soient prolongeables continiment a 9£2. Nous representons par L?(4)
(p > 1, A mesurable) I'espace des fonctions mesurables et de puissance p sommable
en 4 avec la norme

1/p

J0l.s = [lw@)raz)"”;

Si f(@) est une fonction mesurable sur 4 on indique avec Sgp fet Il}f f le supremum
et infimum essentiels de f(@) dans 4 ; on dit que f€ L (4) se Sup |f(@)| <+ oo. L*(4)
est un espace de BANACH avec la norme ||f||, = Sup [f(z)|.

Si A coincide avec 2 nous écrirons quelquefois |w||,= [w],.o-

L’espace de SoBoLEV H'?(Q) est définie comme la complétion de CY(2) par rap-
port & la topologie induite par la semi-norme

lwollo= lwll+ [ Vol ;

par comodité on indique |||Vaw||, avec | V|, ete.,
Il est bien connu qu'une fonction lipschitzienne admet presque partout en 2
des dérivées au sens classique qui sont aussi les dérivées dans H-?(), i.e.

Lip (Q)c H»»(Q),

et H17(Q) peut aussi étre defini comme la complétion de Lip (£2). Les définition que

I’on donnera par la suite restent valables si ’on remplace I'espace C'(£2) par I’espace

Lip (2).
La remarque suivante est une simple conséquence des définitions:

REMARQUE 1.1. — 8i we HY?(Q) et peLip (2) alors pue H?(Q) et
(1.1) (PU)e, = Pa 6 + Pl i=1,2,..,N.

Si {u,} est une suite de fonctions lipschitziennes convergente vers dans H?(Q)
alors la suite de fonctions lipschitziennes {pu,} converge vers pu dans H**(£2).
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Nous indiquerons par H”(2) I'adhérance en H7(Q) du sous-espace des fonctions
continuellement differentiables avec support compact dans 2 (la définition reste
equivalente si ’on remplace le dernier espace par celui des fonctions lipschitziennes
et nulles dans 0Q).

Etant donné un sous-ensembles fermé & de Q on dira que une fonction v € H Lo(02)
est nulle sur F §'il y a une suite de fonctions de 0*(2) nulles sur E et convergentes
fortement (ou faiblement (1)) vers v dans HY»(Q); si y € H'»(Q) on dira que v=p
sur B si v—y =0 sur B (cf. STAMPACCHIA [10]).

Analoguement on dira que v>0 sur F §’il existe une suite de fonctions de CcyQ),
non négatives sur F, convergente vers v; comme dans le cas précédant on dira que
v>y sur B si v—yp>0 sur .

Finalement nous indiquerons avec le symbole infv la borne supérieure des nom-
bres k telles que v>% sur E (*); de facon analogue nous définissons sup v.

Si g(t) est une fonction définie sur R, réele et lipschitzienne, alors g(f) est déri-
vable presque partout (en effet g(¢) est absolument continue); supposons que l’en-
semble des points de R ou ¢(t) n’est pas dérivable soit fini (hypothése non indispen-
sable). Alors (cf. [10]) la fonction composée v(x) = g(u(x)) appartient & H»(Q) et
ses dérivées peuvent étre calculeés par la régle usuelle de la dérivations des fonctions
composées:

(1.2) V(@) = g (w(@)) us, (2), t=1,2,..,N;

avec, si u,(x) =0, g'(w(®))u,(z) =0 méme si dans le point u(z) la derivée g9'(u())
n’existe pas.

En particulier, si u(w) € H*?(2) alors les fonctions |u(w)|, {u},(#) = max (u(x), k)
et {u}*(#) = min (u(z), k), ot k est un réel, appartiennent 3 H'?(Q); si en outre
v(@) € H*»(Q) alors max (u(x), v(2)) = v(w) + max (u(z) — (), 0) e H»(£2).

Jusqu’a la fin de ce numéro on fera les conventions suivantes: «convergence »
indique toujours « convergence dans H7(f) »; le symbole « — » indique convergence
faible dans H1?(Q); F est un sous-ensemble fermé de 0.

Nous démontrons maintenant quelques résultats qui nous seront utiles dans la
suite:

LEMME 1.1. — Soit w une fonction appartenant & H»(Q) et soit M= sup u. Alors
il ewiste une suite {u,} de fonctions lipschitziennes convergente vers w et tel que u,(w) < M
pour tout point weX.

DEMONSTRATION. — Soit # un entier positif arbitraire et soit {v} une suite, en m,
de fonctions lipschitziennes convergent vers u et telles que

1
(1.4) vﬁ,’,"(m)<M+ﬁ, vxeE;

(!) D’apres le Théoreme de BanacH et Saxs la définition ne change pas.
(?) Evidemment on peut avoir infv< Igf v.
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Alors il existe un indice m, tel que

- 1
(1.3) o — ulp < -

Posons v, = v pour tout n; d’aprés (1.4) et (1.5) V(@) < M + 1/n quelque soit
we B, et v,—u. Alors la suite de fonctions u.(w) = v,(@) —1/n vérifie la theése.

LEMME 1.2. — Soient {u,} et {v.} deuw suites convergentes vers w et v respectivement.
Alors on a

(1.6) max (%a(), v(#)) — max (u(x), v(x)) .
DEMONSTRATION. — On peut se borner au cas u,=0 pour tout n. Dans ces

conditions soient z.(@) = max (0 ,(2)) et 2(w) = max (0. v(x)); d’aprés (1.2) on ob-
tient

(1.7) 2a]|1.0 < [|0a]|1.» < cOmSE .
On démontrera maintenant que si {¢,} est une suite extraite alors

(1.8) CZp—Zr=>0Z=2)».

En effet on peut extraire de {v#(m)} une suite ponctuelement convergente vers
o(z) p.p. dans Q; et & cette suite correspond une suite extraite de {z#(m)} convergente
p.p. vers z(x) et convergente faiblement vers z. Alors on doit avoir z==2. D’aprés
(1.7) et (1.8) on conclut que z,—=z.

COROLLAIRE 1.1. — Soient w ve HV?(Q) et supposons que u(x) >v(x) p.p. dans 2;
alors

1.9) Sup % >sup v .

COROLLAIRE 1.2. — Soient u, v, pye H*»(Q). Si u<y et v<y sur B alors
max (%, v) <y sur B.

COROLLAIRE 1.3. — L’égalité
sup max (u(x), v(®)) = max (sup %, Sup o)
a liew pour tous w,veHV?(Q).

LeEMME 1.3. — Soit e HY»(Q) et M =sypu; alors {u}*=u sur H pour tout
k>M. En plus: on peut approcher dans H-?(Q) la fonction min (u, k) — w avec des
fonctions lipschitziennes nulles dans une voisinage (dans Q) de E. En particulier si
F =002 la fonction {u} —u appartient & Hy*(£2).
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DEMONSTRATION. — Soit {,} la suite de fonctions du lemme 1.1 relative & u; Alors
les fonctions v, = k—u, satisfont la majoration

(1.10) V(@) >0 veR

et en outre v,—k—w. L’inégalité (1.10) entraine que les fonctions lipschitziennes

v,(®) soient strictment positives dans une voisinage de B (voisinage dépendent de v,,).
Considerons finalement les fonctions w,(z) = min (0, v,(#)), fonctions qui sont

nulles dans une voisinage de E; en vertu du lemme 1.2 (}) w,— min (0, & —u).
En observant que min (0, ¥—u) = min (4, k) — % on démontre la thése.

Si u(z) est une fonction mesurable dans £2 on indiquera respectivement avec A (k)
et B(k) (k réel quelconque) les sous ensembles {we Q: u(w)>k} et {» € Q: u(x)<k}.
Puisque les «fonctions » sont ici des classes d’équivalence, les ensembles A(k) et B(k)
sont définis & moin d’ensembles de mesure nulle.

On démontre maintenant le lemme suivante:

LeMME 1.4, — Soit we H2(Q2) une fonction ponctuellement nulle dans en ensemble

BcQ. Alors étant donné e> 0 il existe un ensemble fermé B,C B tel que
i) |Be|> |B| —e¢,
ii) u=0 sur B,.

DEMONSTRATION. — On suppose, sans perte de généralité, que B est fermé. Soit
un € C1(2), u,—>u; alors il existe une suite extraite, que ’on appelera encore u,,
tel que u,—w ponctuellement (presque partout dans £2). D’aprés le théoréme de
SEVERINI et EGOROFF il y a un sous ensemble fermé 2, de mesure |2, > 2| —e
ou la covergence est uniforme; posons

(1.11) 8, =sup [wn() —u()|;
evidemment "l_igrlm S,=0.
En outre posons v, = {u,}; + {u,}™™, c’est & dire

Un(®) — S, 81 Un(®) >80,
(1.12) v(@) =10 st |ua(@)] <8, ,
Un(w) + S $1 Ua(0) <— 8,
D’aprés (1.2) il g’ensuit
Vu,(z) 8% Un(2)>8,,
Vo, ()= 3 0 8t |ua(2)| <8,
Vu,(x) §1 U (w)<— 8, .

(*) Chaque résultat dans ce numéro donne lieu & un résultat dual en changeant sup, max
et > avec inf, min et <.
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Posons B,=B N Q,. Les fonctions v,(2) sont lipschitziennes dans Q et nulles
sur B,; en outre

(1.13) [0 — tha| o <Su
et
(1.14) | Vou||» < || Vitu |, < const .

D’aprés (1.13) (1) et (1.14) il s’ensuit v,— u; le lemme et ainsi demontré.

COROLLAIRE 1.4. — Soit w € H>?(Q) et Iy, un réel. Alors étant donné e > 0 il existe
un ensemble fermé B, contenu dans B(k,) tel que

i) |B,| > B(k)| —¢ ,

i) {u}e —u =0 sur B,, V=T, .

2. — Si « et ¢ sont deux nombres réels qui satisfont aux inégalités 1< a< N
et 1 < ¢ nous indiquerons par «* et ¢’ les nombres définis par les égalités suivantes:

1 1 1 1
2. I
(2:1) a* o« N’ q’

1
=1—-.
q
Nous introduisons maintenant les espaces L(£2) et nous énoncerons deux lem-
mes qui nous seront utiles dans le numéro 4.

DrrINITION 2.1. — Ttant donné un mombre réel p, p > 1, nous indiquerons avec
L3(Q) (2) Vespace des fonctions f(z) mesurables sur Q2 pour lesquelles il existe une con-
stante A non megative telle que

A\?
(2.2) [{xe: |f(m)|>t}]<(—t), Vi>0;

La plus petite constante A pour laquelle la majoration (2.2) est vérifide sera indiquée
par |f|, o ou seulement [f|,.

On voit aisément que LZ(2) est un espace linéaire et que l’application f—|f|,
est une quasi-norme dans cette espace (et I’espace est complet par rapport & | [
On déduit aussi de la définition que L?(2)c Li(2) avec immersion continue.
Réciproquement on a pour tout f, 1 <f < p, LE(L2)C Lf(Q) avec immersion continue.
Plus généralement on a le lemme suivant, dont la démonstration est bien connue:

(}) (1.13) entrainent en particulier que u,->u dans L?(Q2).
(2) C’est ’espace (bien connu) L?(2) faible.
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LEMME 2.1. — 8¢ feLi(R) et 1<B<p alors

(2.3) f fPda< Lz |mp-si

quelque soit le sous-ensemble mesurable B de 0.

La majoration (2.3) permet de démontrer le résultat suivant:

LEMME 2.2. — Sotent f et g deuw fonctions telles que les hypothéses suivanies wient
lieu:

feLy(Q)
g€ LY(Q)

avee 1/p +1jg =1jz< 1.
Alors le produit f g appartient ¢ LE(Q) et en outre on a

ale<(5 2} Il

En particulier

2.4) [191 @ <o(w, )| @f-2e-m]g |1,

3. — On indique avec V3 le sous-espace de H*(Q) des fonctions nulles sur 0,8
(c’est & dire, V3=V, pour y = 0).

LEMME 3.1. — Soit 2 un ouvert de Sobolev. Alors il existe une constante positive
¢, telle que
(3.1) [o]las <[ Vo,

pour toutes les fonctions v:

a) appartenant & H"*(Q) et nulles sur un ensemble E(v) de mesure |B(v)| >
>471 02| (4); ‘
b) appartenant a V° (2);

3

¢) appartenant & HY(Q) (2).

DEMONSTRATION. — Cas @): Puisque par hypothése |[v]|,.<cost. |o],, il nous
suffira de démontrer que

(3.2) 0]l <cost. | Vo,

() Evidemment le résultat est vrai si I'on pose |E(v)|>7|RQ| avec > 0.
(?) Cf. Remarque p. 14.
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avec une constante indépendent de la fonction ». Supposons que par 'absurde (3.2)
ne soit vérifié par aucune constante. Alors il y aura des fonctions v, € H**(2) nulles
sur des sous-ensembles E, de mesure |E,|>4"1Q2| et telles que:

(3.3) “vﬂ”a=17
1
(3.4 IVoala <5

Dans ces conditions on a

(35) ,,]'_l,l.ll:lm ” anna =0.

D’autre part puisque immersion de H»*(2) dans L*(2) est compacte on peut
extraire une suite {v#} qui converge dans L*(); mais une telle suite, d’aprés (3.5),
doit converger dans H™*(£) vers une fonction constante v; et d’aprés (3.3) on obtient

(3.6) 12| [o]*=1.
Mais étant {v,} une suite de Cauchy dans L*(£2) il existe un entier yu, tel que
(3.7) ty v o = ([0, — 0, |a<};

Puisque v, est nulle sur Eﬂ, (au sens du numero 1 et par conséquence presque
partout) on a pour tout u

(3.8) [10ul=do = f]fum—vﬂladw<lj|vﬂn——v#]“dm.

Ep, Ep,

D’aprés (3.7) et (3.8) on déduit que pour tout u>pu, on a

f|1),,|°‘dm<%,
Ey,

et passant 3 la limite pour u— + oo on obtient |B, | [v|*<1/8; cette dérniére iné-
galité, avec (3.6) et ’hypothése sur la mesure de B, entraine 1/8>1/4; on est done
arrivé & 1’absurde.

Cas b): Ce cas ce démontre d’'une maniére tout & fait analogue: on prouve donc
Pexistance d'une fonction v € V§ constante et non nulle dans £; puisque 072 n’est
pas vide une telle fonction ne peut pas exister (on voit que ’hypothése 97£2 7 ¢
peut 8tre beaucoup afaiblie; il suffit de supposer que la capacité de 0,£2 est non
nulle).

Cas ¢): 11 g’agit d'un résultat bien connu.

REMARQUE. — Si I'on étudie les problémes P, et P; (ce qui correspond au cas b)
du lemme précédent) on peut substituer la condition « 2 de Sobolev », par les con-
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ditions « V) <> L* () continue », et « V2 <> L*(Q) compacte ». Si I'on se raméne au
probléme P, des conditions sur 2 sont inutiles puisque le lemme 3.1 ¢) est valable
pour tout L.

§ 2. — Apparténance des solutions a L=(Q).

4. — Toutes les constantes qui interviennent dans ce travail dépendent au plus
de o, N, 0,02, 2 et des exposantes de sommabilité soit de y (cf. (0.1)) soit des fonctions
aux deuxiémes membres de (0.3) et (0.3') (ou des majorations qui éventuellement
les remplaces).

En outre une constante peut changer sa valeur au cours d’une demonstration
sans que nous changions la notation.

Toujours avec le but d’uniformiser I’étude des problémes P; on pose

0 sij=1,3,5,
(4.1) 0;=

1 sij=2,4.

Dans ce numéro « indiquera une solution de I’'inequation (0.4); on suppose aussi
(pendant tout ce numéro) que au lieu de (0.3) on a

A(w, w, Vu) - Vo >a| Vu|* —1(x) ,
(4.2)

|B(w, u, Vu)| <d(x)|Vu|** + f(@) ,
ol a > 0, d(») € L"(2) avec » > N, l(z) € LE(2) et f(x) € LL(R2) avec ¢* =ap[(x—1);
observons que ¢> N/o, ¢ = N[ ou 1< q¢<< N/« si et seulement si p> N/, p= N«

ou 1< p< N/a respectivement.
Soit ve V; nous indiquerons par k,(v), ou pour abreger par k,, le nombre

2¢.lld , Ne[(alr—N)
(«.3) b= (220

¢, étant la constant du lemme 3.1; avee ky(v) (ou k,) on indiquera le nombre ainsi
défini:

(4.4) ko = (%)milvlla :

LEMME 4.1. — Soit veV; et soit k un reel tel que
k>M st j=1,3,5.
(4.5) k>Fk, st j=2.

k>max (ky, M) 8t j=4.
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Alors la fonction w = {v}t appartient & V;; en plus

(4.6) ( f ('v—k)“'dm)w‘<co( f |Vv|«dw)“°‘.

A(k) A(k)

DEMONSTRATION. — La premiére partie du lemme découle des hypothéses (4.5)
et des résultats du numéro 1. Démonstrons maintenant la deuxiéme partie: d’aprés
le lemme 1.3 on a

{w—fueH;""(.Q) sij=1,

w—veV} st j=3,5;

et en utilisant le lemme 3.1 (cas ¢) et b)) il s’ensuit que w — v satisfait (3.1), & savoir,
(4.6) est vérifié.

Si j=2 ou j=4, w—wv est nulle sur B(k,); mais d’aprés la définition de %,
suit ‘

% 703‘>f|1)|‘“dm> Ig| A (F)]

Alkq)

a savoir, |4 (k)| <27*|Q|; par conséquent |B(ky)|>2-12| d’ot1 nous concluons d’apres
les lemmes 1.4 et 3.1 (cas a) que w—wo vérifie (3.1).

De maniére tout & fait analogue on démontre le lemme suivant:

LeMME 4.1°. — Soit veV; et soit k un réel tel que

[k<m st j=1,3,5.

k<—1I st j=2,4.

Alors la fonction w = {v}, appartient & V; et en outre la majoration suivant est
valable:

(4.7) ( j (b —v)da)"™ <o j Volda) ™.
B(k) B(k)

On va maintenant démontrer le résultat suivant:

LEMME 4.2. — S¢ Pune des hypothéses du lemme 4.1 est vérifiée et st en outre k> k,(v)
on @

(a=1)/x : et g
(4.8) |]d]|r|A(k)|1'N—1/'( J]Vv]“dx) ( f(k—fv)“'d:c) <3 f]Vv|“clm.

AR 40 ' 4
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DEMONTRATION. — D’aprés la définition de %, il s’ensuit

WA J‘ P T a Nrl(r—N)
3 )| < Mk z< af %
flagl< Jioras<ia ()™

Alky)
¢’est & dire
a
], |4 -t < 2

0

cette inégalité associée & (4.6) entraine la thése.

LEMME 4.2°. — 8¢ Pune des hypothéses du lemme 4.1' est verifiée et si kb <— ky(v)
on a

(4.9) ”d”,]B(k)]””-l/f( f IVUI“dw)(a_IW( f (70—0)«'dw)”“*<‘§‘ f Vol .

B(k) B(K) B(k)

LEMME 4.3. — Soit w(x) une solution du probléme P; et supposons satisfaites les ma-
jorations (4.2). Alors si  est une réel qui satisfait la condition

k>max (M, k,) st j=1,3,5,
(4.10) k>max (ky, k,) 8 j=2,
k>max (M, k,, k,) st j=4,
on &
afloa—1))o*/a
(4.11) |[A(h)|<e (1, —(’;zmqk)“‘ ) |A (k)| 10-11m) Vh>Fk.

DEMONSTRATION. — Soit w = {u}*; on a

E—u st u>k,
w—u =
0 st u<k,
et aussi, d’aprés (1.3),
— Uy, st u>k,
(w—u),, = .
0 st uw<k,

D’autre part (lemme 4.1) weV,. Alors en écrivant (0.4) avec v=w on obtient

(4.12) fA(zv, u, V) - Vudz < fIB(:v, u, Vu)|(u — k) de .

A(k) A(x)



190 Huco BEIRA0 DA VEIGA: Sur la régularité des solutions, ete.

La majoration (4.12) et les hypothéses (4.2) entrainent

(4.13) a f|Vu]°‘dw< fldm+ fd|vu|a—1(u—k)dm+ [1tw—Tyaz.

Al AR 4r) AlK)

En appliquant P’inégalité de HOLDER aux deux derniers intégrales au deuxieéme
membre de (4.13) (}) et en appliquant le lemme 4.2 on obtient

(4.14) . f | V| do < fldw+( f (u——k)“*dw)lw( fﬁdm)y;

A(k) A(k) A(k) A(k)

ot &= (a*)".
En outre du lemme 2.1 découlent les majorations suivantes:

(4.15) fldm<p 31 U, | A ()| 27
A(k)
(4.16) f f7 do < qLa \f7 | A ()51

A(E)

D’aprés (4.14), (4.15) et (4.16) il s’ensuit (?)

417 o j |Va|*dez < 1], | A ()| + [f] [A(k)|u—uv=>u—w>( f (u— k)a'dm)”“'.

A(k) A(k)

En vertu des relations (4.17) et (4.6) on trouve

o [(u—ran)™ < 4G9 + o] Ao ([ u—Tyda)™,

A(k) A(k)

et de cette majoration on déduit facilement que

(£.18) ( [lw—meao)™ <e(ftl, + lflze) 4@

A(E)
Finalement si h> k d’aprés (4.18) il s’ensuit
lA(h)lala‘(h__ 70)a<c(lllg+ Ifl:l(a—l))lA(k)ll—llm .

(1) Avec exposants 7, «/(x—1), et 1/N—1/r pour le premier.
®) ¢* = of(x—1)p.
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LeEvMME 4.3". — Soit u € P; et supposons satisfaites les majorations (4.2). Alors si k
est un réel qui satisfait la majoration

- k<min (m, — k,) st j=1,3,5,
' k<min (— ko, — k) $ij=24,
on a
1 ol (e—1)) x*/ o
(4.20) |B(h)| <e (l 'zz + lﬂa ) |B(76)I("‘.I“)(1_1/”), Vhi<llk.

(e — )=

La démonstration est analogue & la précédente; on doit seulement utiliser la
fonetion w = {u}, et les lemmes 4.1’ et 4.2" & la place des lemmes 4.1 et 4.2.
Le lemme suivant se trouve dans [9]:

LEMME 4.4. — Soit ¢(t) une fonction définie pour t>ky, non négative et non déerois-
sante telle que st h> k>k, Uon ait:

(4.21) P0) < e PR

¢, o, B étant des constantes positives. Alors
i) 81 B<1 et Iky>0 Von a
(4.22) (k) <2HEP LMD L (9 E ()} B

ol p=cf(1—p);
ii) st f>1, Von a

(4.23) Pl +d)=0
on
(4.24) @ = o[p(l,)]P-122P10-1) |

. THEOREME 4.1. — Soit u une solution du probléme P; et soient vérifiées les majora-
tions (4.2). Alors on a les résultats suivantes:

i) s 1<p< N/o alors ue L' (Q) ot
(4.25) |l < 15" + |27 + K + (3, + | @]7"*) |lu],]
ii) s¢ p> N/o alors ue L™ (Q) et

(4.6) e <elRL™ + 7127 + (&, + [l =") Jull.] + K .
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DEMONSTRATION. — Par commodité nous indiquerons par M et m les nombres
ainsi définis:

max (M, k) sij=1,3,5;
(4.27) I = { max (ky, &) sij=2;

max (Ko, &y, M) sij=4.

min m, —k,) sij=1,83,5;
(4.28) =

min (— ko, — 1) sij=2,4.

On démontre d’abord I’énoncé i) du théoréme: d’aprés le lemme 4.3 la relation (4.11)
est vérifibe quels que soient % et & tels que h > k> I ; alors on applique & la fonction
|4(t)| le lemme 4.4 i) et ’on obtient

(4.20) LA < 32 [t -+ I7lg0)tew"re 4 217 | A(AI)])

pour tout h>1M; de (4.29) il suit facilment

(4.30) |A(h)| <{G([ll;‘;’0‘ + l;flé/(cx—l) + ]’71)}(0‘1,)*

h

toujours pour k> ; mais étant

T | O]11an)*) (em* —
[M} , Vo<h<M,

[A(h)l<l h

nous concluons que la rélation (4.30) est verifiée queque soit A> 0.
Analoguement en utilisant la rélation (4.20) nous obtenons la majoration

(4.31) IB(h)| <{c(|l|111/vc + |f|ye- _r,_n)}(o;p)l.\

—h

pour tout 2 <<O.
Les rélations (4.30) et (4.31) entrainent que pour tout nombre réel positif ¢ on a

[{z € Q: |u(x)] > t}] <{0(|l|;‘]/a + |f [0 4 (M—m))}wm'_

t )
Et d’aprés la définition 2.1 on peut écrire

(4:32) [l < (U + If7" + I —m) .
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En outre, d’aprés les définitions, on vérifie facilment que

2(k, + K) sij=1,3,5,
M—m< i 2(k+ &+ K) sij=4,
2k + ky) sij=2,
c’est & dire que
(4.33) M —m<e[K + (3, + @i |u],] .

La thése est ainsi démontrée car (4.25) est une conséquence immédiate de (4.32)
et (4.33).

Démontrons la partie ii) du théoréme: considerons la fonction |A(t)| définie pour
t>11; cette fonction satisfait la rélation (4.11); alors en vertu du lemme 4.4 i) on
obtient

(4.34) sup w(w) <M +d
ou
i) a<o(Ify" + )

Les relations (4.34), (4.35) et la definition de J entrainent

(£.36)  Syp (@) <e [ -+ A0 + (6, + [ Ju],] + max (0, 1) .
Analoguement de (4.20) et du lemme 4.4 on déduit que

(£37)  Tgtu(@)> — oI + [f7“ + (8,+ a]=) Ju],] + min (0, m)
Finalement d’apres (4.36) et (4.37) on obtient (4.26), puisque K = max (M, —m).

5. — Dans ce numéro on élargira les hypothéses (4.2) en démontrant ainsi les théo-
remes I et IT.

LEMME 5.1. — Soit u € P; ¢t supposons que les conditions (0.3) et (0.5) sont vérifides
avee Yy = u(x) et p = Vu(z); alors

(6.1) o] ae <e[(|B]5* + | ¢ ev)@mien-1m 4
+ 8, + |af=e-m] ful + ([ + [+ X) -

DEMONSTRATION. — Par commodité 1’on pose

1 s—we, s—my*t

o
5.2 =—_ :
( ) & _N p7 o €

13 — Annali di Malemalica
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Considérons la fonction v = {u}¥; ve V, comme on a déja vérifié. D’apres (0.4)
et (0.3) il s’ensuit

(5.3) @ f|V’2L[“(Zm< fb|u[“‘dm + fldw +

A(D) A(M) A(H)
- f(Z|V«1L]“—1 (w— D) dzw + fe|u[“‘—1 (w—M)dz + ff(u—-ﬂ?) dw .
A(31) A A(21)

Utilisant Pinégalité de HOLDER et (2.3) on déduit les majorations suivantes ():

(5.4) ﬁwmmqwmmﬂ@wmmn
A(DI)
(5.5) Jévqﬁ-lue——ﬁi>dms; j%hw“dm<:rduuulzﬂhmuwwmaﬂg“
A3 A(M)
(5.6) Jf(u — Ty de < | fla, | ] v acih
A(DI)
(5.7) fd|Vu|“—1 (u—ﬂ')dw<§ f]VM“dw;
A(31) A(M)

Pour obtenir (5.7) on utilise en plus le lemme 4.2 avec k = .
D'aprés le lemme 4.1 (avec k= M) et les majorations (5.3)...(5.7) il s’ensuit
que

a o a—
(8.8)  gozlu—2|aaon<[b],]w ol oo +
<t
+ llefollae 2w 5 + elfle |2 as.acm + €ftla, -
D’aprés (5.8) on obtient évidemment
(5.9) ol i < 1Bl 5 + lelolelehelsnm + 1ol wlas.aq + [, + 2%

Le premier membre de (5.9) doit étre plus petit ou égal & cing fois I'un des termes
du deuxiéme membre. Eerivons alors les cing majorations correspondantes (l'une
au moins doit &tre vérifiée), simplifions-les jusqu’a obtenir des majorations pour
2] s+ 4qp et aditionons ces deuxiémes membres. On obtient ainsi

610)  Julonan <o(ID I3+ eliere0m) jul, + o3 + 3o + 7).

(Y) Remarquer que 1/p + (o—08)/o* 4 do = 1, 1/q + (& —&g)/er™ + Gyfo = 1.
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Si au lieu de v = {u}* on considére »= {u}- on démontre de fagon analogue
que

(B.11)  Jufanae <o([DIF¥ 4 lelF 0 fu], + o5~ 4 {5 —m) 5

D’autre part
(5.12) le]3m.0 < lel2s, aam + ]300 + (L —70)| Q)]
Finalement (5.12), (5.10), (5.11) et (4.33) entrainent (5.1).
LeMME 5.2. — Soit weP; et supposons que les conditions (0.3) et (0.8) sont vé-

rifides avec y = u(x) ¢t p = Vu(x); soient p, et q, donnés par (5.17). Alors

01wl + s, <[blslu]as + oftls

(5.14) B o
[elul™ + fle, <l el 5" + elfla-
8i my=1 (cf. (0.10)) alors ueL®(L2) ct

(6.18)  [ulo <el[blul* + 1], + |eul*™ + fl, -+ (8 + [a@7*) Ju] ]+ K .

DEMONSTRATION. — D’aprés 'appartenance de wu(x) & 'espace L*"(2) et d’aprés
les identités 1/p, = afoa* + 1/p et 1/¢,= (e —1)[e* + 1/q il s’ensuit que b|u|* € L™ (Q)
et eu[* e Lu(Q).

On vérifie aisément que les nombres p, et ¢, sont liés par la relation q’f = ap,[(e—1);
en outre p, a été choisi de fagcon que p[p, et o*/op; soient exposants duals, c’est &
dire
(5.16) Doy 2By,

p
D’aprés (5.16), et puisque d|u|* e L™ (L), il s’ensuit que
[0l + 2L, < [0, ]| +- el

et en particulier on a (5.14.1).
De la méme fagon on démontre (5.14.2) car ¢/g, et o«*/(c—1)q, sont exposants

duals.
Finalement (5.15) est une conséquence de (4.26), car (si my=1) on a p,> N/a.

LeMME 5.3. — Supposons vérifies les hypothéses du lemme 5.2 et supposons que
my>1 avee my—1 5= (1 —a/N)/(«/N —1[p). Soien p, et q. donnés par

1/p,=1—mne,
(5.17)
1/¢, = (1 —1/o*) —ne(e—1)[er
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pour tout entier m tel que 1<n < 1lle (}); Alors pour tout indice j tel que 1<j << my
les majorations suivantes ont liew: :

Iblul“ + Z|ﬂ1+1<6(”b“w lulzwj)* + [llz’) ’

(5.18) ) .
)™ + flo, < e(lela |wliamy +1fla) »

(5.19)  [wlwpye <O[[D]ul* + U3~ +[eful* + f5 + K + (8, + @[> |u],] .

BEn outre uwe L®(0) et

(6.20)  |ulo<o[|Dlul* + U3 + [efu|* + e + (8, + |@|¥r/=r2) |u],] + I

Py Imo
DEMONSTRATION. — Il nous suffit de démontrer que
blu|*+1e Ly(2),

(5.21)
elul* + fe Lg(Q2),

entrainent (5.18) et (5.19). Alors étant (5.21) valable pour j=1 (lemme 5.2) on
démontre (5.18) et (5.19) par induction; et d’apres (5.21) écrite pour j =m, on
déduit (5.20) en appliquant le théoréme 4.1 ii).
Supposons alors que (5.21) soit verifié pour un indice j, 1 <j < m,; d’abord on
a p;< N/« et en outre ¢; = ap,/(«—1). En appliquant le théoréme 4.11i) on ob-
tient (5.19). En particulier
|u|* € Lea"%(Q)

(5.22) .
Iula—l GL(!xﬂj) I(ot—l)(_Q) ;

en outre on déduit des définitions que

o 1 1 o—1 1
5.23 4= W
( ) (eps)* " D Pin ’ (ap:s)* " ¢ Qin

d’apreés (5.22), (5.23) et le lemme 2.2 on arrive &
Ib]u]“ -+ llm+1<0“b ||1JI |“|“|(ap,)‘/“ + Oll[v ’
l6[u|“—1 + f|01+1<0H6”q l |u[a_1‘(am)‘/(a—1) ‘l’ Gma (2) )
c’est & dire (5.18) a lieu.

() Observer que m,<<1/e.
(3) En particulier (5.1) est valable pour la valeur j + 1.
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LEMME 5.4. — Soit m, un entier positif et soient A, B, et u; (0 <j<m,) des nombres
non négatifs; supposons que

(5.24) Uiy < Au; + B Vi, 0 <j< my .
Alors
mo—1
(5.25) U, <A™u,+B > A’
=0
DEMONSTRATION. — Nous faisons la démonstration par induction en My S1

my=1 (5.25) se réduit & (5.24). Supposons maintenant que le lemme soit vrai pour
my=m; alors la relation (5.24) est vérifiée pour tout j tel que 0<j<n - 1, et en
particulier pour 0<j<<n; d’aprés (5.25) il s’ensuit donc

n—1
(5.26) Un<A"u,+ B> A7

i=0

d’autre part en écrivant (5.24) pour j =n on obtient w,i, <Awu,+ B. D’aprés cette
inegalité et en tenant compte de (5.28) on déduit finalement que

n—1 n
Unpy <A"apg+ B 3 A1 B= Aty + B> A7,
=0 j=0

DEMONSTRATION DU THEOREME II. — Si my,=1, (0.9) est une conséquence im-
médiate des lemmes 5.1 et 5.2. Supposons que m,> 1 et posons:

a; = [blul* + Uy + eful*2 + ey, 1<j<m,,
Uy = || %] o,
Ui = [W]iapp* 1<ji<<mg,

(5.27) Uy = [ %] ,

4 = o]+ ol
B =il +|fe,
D = (8 [afpeen) ful, + K.

On suppose d’abord que m,—154 (1 —a/N)/(e/N —1/p); A’aprés les majorations
(5.14), (5.18), (5.19) et (5.20) on obtient

( @iy <c(Au; + B),
(5.28) i

Uity <C(@s44 + D)
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pour tout j tel que 0<j<m,. D’aprés (5.28) on a
Uiy, < cAu; 4 ¢(B - D)

pour tout j tel que 0<j<my,; en appliquant le lemme 5.4 il g’ensuit que

Uy, < (CA )™y + ¢(B + D) }_: cAd)i
c’est a dire
(.29) Uy < €A™, + 6(B + D) (1 +Am1) .

Dans le cas my—1 = (1 —a/N)/(w/N —1[/p) la majoration (5.29) est encore va-
lable; en effet soit s tel que

<My <<
s o

et soit ¢ tel que #* = as/(x—1). Alors (5.29) est valable avec p et q remplacés par s
et t; et puisque || |[,<<¢| [, | |s<<¢| |» ete., on a démontrer Vaffirmation.

9

Finalement d’aprés (5.1) (*) on déduit que
(5.30) 1y < c AWM= || 4 ¢(B + D) ;
en employant (5.30) on déduit d’aprés (5.29) que
(5.31) Uy, < QAN G-V Hmo |y |, 4 6(B = D)(1 o .Ama)

Finalement en remplagant dans (5.31) les divers symboles avec les expressions
qu’ils représentent on déduit (0.9).

REMARQUE 1. — Evidemment les conditions p > N/e, ¢* = et/(«—1)p equivalent
& p, > Nle.

REMARQUE 2. — D’aprés la forme particuliére que peuvent avoir les fonctions
A(w,y, p) et B(x,y, p) la majoration (0.9) peut parfois étre simplifiée; par exemple
pour le probléme indiqué par P, dans [11] on trouve (0.9) avec le coefficient de |u|,
nul, malgré e(x) = A>0 (cf. [11]).

On va maintenant établir des résultats (correspondant aux lemmes 5.2 et 5.3)
qui nous seront utiles afin de démontrer le théoréme I.

(1) Ce qui correspond & diminuer ¢legérement » p.
(®) 11 est évident que si I'on a Phypothése (0.8) & la place de (0.5) alors (5.1) est va-
lable avec p, et ¢, donnés par p et q. '
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LEMME 5.2°. — Soit we P; ¢t supposons que les conditions (0.3) et (0.5) asent lieu
avec y = u(x) et p=Vu(x); sotent p, et ¢, donnés par (5.17). Alors

bluj*e L (Q),
elul*-te Ln () .

En particulier st ny,>1 on a

(5.32) ‘ bl 4 U, <[ o655 + o[l

|elu™™ + flo <lellolwli + elfla, ;

st par contre ny=1 on a

(5.33) [wwr+u%<wmwwm+cmm,

|ell™™ + flag< lellal w55 + elfla,

et

(5.34) []pgr < C[|D]u]* +1

s elul e + K A4 (6 + [d]@10) Ju, .
La démonstration est identique & celle du lemme 5.2.

LeMME 5.3'. — Supposons vérifies les hypothéses du lemme 5.2 et supposons en
outre que ny>1; soient p, ct ¢, donnés par (5.17). Alors
b|u|* € L(Q)
elu]* € Lin(R)

En plus les majorations (5.19) sont valables pour tout indice j tel que 1<j<<my,
et les majorations

{ |01wl* + sy, <O(1D o | fenyr + [Usg) 5

(5.35) ,
L lelul*= - flo,, <elllella [ulimy + fla) 5

sont valables pour 1< j<my—1. Finalement

(5.36) {www+um<dwmwm“ww+mm,

lelwl*=* + fl, <e(llel|wlimm,-r + 1Fla) +
et

w

;N/ 24¢ 1'—-1\')) ‘ e

(8:37)  [wfiasg <e[[Bluls + 15" 4 [efaf** + f

Vob 4 T 4 (8, + |d
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La démonstration est analogue & celle du lemme 5.3; remarque que 7, est pris
de fagon que

pnn_l < ,p() <]’nu » (1)

DEMONSTRATION DU THEOREME I. — Si m,=1 la majoration (0.6) découle des
inégalitées (5.34), (5.33) et (5.1).
Si n,>1 on pose

a, = |blul* Uz + |e|uls— + flze, L<j<n,,
Wny=|b|u|* + ll%izx + Mula_l + ]cm(“_l),

wy = |,

Uy = |%app® 5 i<,

WUn,= |u!(aru)'

4 = [l ol
e

D = (8;+ [a]=r=2) |ulo + K .

D’aprés (5.1), (5.32), (5.19), (5.35), (5.36) et (5.37) on déduit que les inéga-
litées (5.28) et (5.30) sont valables pour 0<j<< m,; et on termine la demonstration
comme pour le théoréme II.

Les remarques 1 et 2 page 26 peuvent s’appliquer aussi dans le cas du théoréme I.

§ 3. — Un théoréme de continuité holderienne.

6. — Dans ce numéro nous introduirons quelques définitions qui nous seront utiles
par la suite, et nous énoncerons quelques lemmes préliminaires.

Soient yeR”Y et p> 0; nous indiquerons par I(y, ¢) la boule ouverte de centre y
et rayon g et par Q(y, o) Vintersection de 2 avec I(y, o).

Posons pour o> 0

I+(0) = I(0, o) N {w: @, > 0} ,
S(e) = I(0, o) N {z: z, = 0},
Si(e) = S(o) N {&: w,_, >0} .

DEFINITION 6.1. — On dit que 2 est régulier s'ils ewistent deux constantes positives g,
et 0 telles que pour tout point y € 082 et pour tout o < g, 11 y a une tramsformation bilip-
schitzienne

T: Qy, ) - I*(p)

() Si ng=1 on a seulement p,<p,.
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telle que:
(6.1) 0-e —y|<|Tw— Ty|<blz—y|, Va, y € Q(y, o),
(6.2) T(I(y, 0) N 02) = S(p) .

En outre si j = 3,5 on exige que pour tout point yel' la condition

(6.3) T(I(y7 )N al‘Q) = 81(9)
ait liew.

On supposera pendant la suite que 2 est régulier; par commodité on pose
00<1.

REMARQUE. — On peut beaucoup affaiblir les conditions sur 2, particuliérement
dans la partie de la frontiére ot u(x) satisfait & une condition de DIRICHLET. Par ex
emple siweP; alors u(z) est holderienne dans 2 s’il existe un cone ¢ tel que chaque
point de 2 est le sommet d*un cone homothétique & C et placé dans 2 et chaque point
de 0% est le sommet d’un cone homothétique & C et placé dans CQ; on suppose que le
donné de fronticre ¢ est holderienne car dans ce cas (10.2) peut n’étre pas verifié.

LEMME 6.1:
@) Soient y € 982 et ¢ < go; 4l cxiste alors une constante positive y tel que

[Vo(d)]

(6.4) [o(@)] <y i

2(y,0)

di

presque pariout dans (y, o), pour toute fonction v(z)e H“*(Q(y, 0)) nulle (*) sur
Q(y, 0) N 02, nulle sur Qy, o) N 0L(y, o) ou nulle sur un sous-ensemble fermé de
£2(y, o) de mesure plus grande ou égale a 1[4 |2(y, o)|.
Si en particulier y e I' alors (6.4) est verifide par les fonctions v(z) nulles sur
Q(y, 0) N 0, 2.
b) st ye 2 et o< dist (y, 02) alors (6.4) est verifide pour tout v(w) nulle sur

un sous-ensemble fermé de Q(y, o) de mesure plus grande ow égale a 1[4 |Q(y, o).

LEMME 6.2. — I cwiste une constanie 8 telle que si v, o et v(x) satisfont d Pune des con-
ditions dw lemme 6.1 alors

(6.5) ( | [v|a‘dw)”“<,9( f |w|ad;v)““.

Q(y,0) Q.0

Les lemmes 6.1 et 6.2 se démontrent en suivant la technique employé dans [10]
n. 6 (cf.[10] théorémes 6.2 et 6.5).

() Au sens du numero 2.



202 Huco BEIRAO DA VEIGA: Sur la régularité des solutions, etc.

Nous énoncerons encore le résultat suivant:

LEMME 6.3. — Soit pu wne mesure & variation bornée dans RY et soit

T m d‘lt([)
(6.6) Un(a) zfﬁ_”_l
RN
le potentiel dordre 1 engendré par w. Alors il ewiste une connstante ¢ = ¢(N) telle que
71| \&1(v=1)
(6.7) I{zl,‘ eR": IU’f(‘U)l>6}’ & (fj‘_‘gﬁ_ﬂ)

quelque soit le nombre positif o.

Pour la démonstration cf. [1] lemme 4: ce dernier lemme se généralise facile-
ment pour les potentiels d’ordre s=2; pour Iordre 1 on obtient (')

(6.8) cap; {weR": |Ut(w)| >0} <21"—1a—1f|d,u.| : Vo> 0.
D’aprés (6.8) et d’aprés la majoration bien connue (valable pour tout I} mesurable)
| 2| <o(N)(capy By
on obtient (6.7).
Jusqu'a la fin du numéro 9 nous supposerons que
(6.9) pe)=0,

et done que les V, sont définis avec cette condition.

Nous terminerons ce numéro en démontrant quelques majorations pour les fone-
tions des divers V,, majorations qui sont indépendentes de I'inéquation variation-
elle (0.4); ces résultats sont contenus dans les deux prochains lemmes. Avant de
les énoncer nous introduirons quelques notations:

Soient & un réel, o un nombre positif, ¥ un point de RY et v(x) une fonction définie
sur 2; on indiquera par A(k, o) et B(k, o) les sous-ensembles suivantes de Qy, p):

Ak, 0) = {we Qy, 0): v(x) >k},
Bk, 0) = {me Q(y, 0): v(w) <} .

On indiquera dans ces symboles le point y et la fonction v(x) toutes fois que des
possibilités de confusion se présentent.

(1) Par cap¥ F on indique la capacité intericure d’ordre 1 de lensemble F.
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Soient g et R deux nombres tels que 0< p<R et y un point de R"; nous in-
diquerons par ¢(x) la fonction suivante: '

1 sl jz—yl<o,
R—|x—1 .
0 si R<|w—y|.

La fonction g(z) est lipschitzienne dans RY et de support compact contenu dans la
boule de centre y et rayon B; en outre son gradient est nulsi [z —y| > R ou |z —y| << o;
si # appartient & la couronne p < |r—y| < R alors

(6.11) V()| = R—l_é .

Démontrons maintenant le lemme suivant:

LEMME 6.4. — Soit ve H**(Q), o ¢t R deux nombres tels que 0 << o < R, y un point
de Q et h et ko deuw mombres réels; alors les majorations suivanies ont liew:

St h< Fk,
(7L—/u)°clw<c((Ri T f (k—v)*dw -+ f|Vv|“<p“ doc) | B(k, B)[*¥,
(6 19) B(r.e) ¢ B(k,R) B(k)
| By 0)| (7 — 75)“<0((Ri9)“ f (k—v)*dw + f IVvI“(p“dav) | Bk, B)|*1¥ .
B(k,R) B(K)
8t h> k,
f (v —h)“(lm<o((R—i—)—“ f(v—— k)*dz + fle|“<p“d.v) | A (%, Rl
(6.13) Ah,0) e AL, R) Ax)
|[A (R, 0)|(h—Ek)*< ¢ ((Rflg)"‘ J.(v—k)“dw + flel“’(p“ dw) |A (%, B)|*H .
A(k,R) A(R)

DEMONSTRATION. — Nous démontrerons d’abord (6.12). Soit ¢(#) la fonction dé-
finie dans (6.10) relative & g, B et y et soit
(6.14) w(®) = — @(x) min (v(z) — k&, 0) ,
c’est & dire
—op(2)(v(z) —k) si (@) <k,

(6.15) w(w) =
0 siv(x)>k.
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D’aprés 1'observation 1.1 et en tenant compte de (1.3) we H**(R2) et

(6.16) Wy () =

— (@) (0() — &) — (@) 0, () si o(@) <t
0 siv(x)>k;

en outre, w étant nulle dans le complémentaire par rapport & Q de I(y, R), Qaprés
le lemme 6.2 il s’ensuit que

(6.17) ( f (k_v)a‘q)u‘dw)”“gc( [ (=) Vel + |vv|(p)aczw)““

21 B0
Dans (6.17) nous avons employé (6.15) et (6.16). En plus, d’aprés P'inégalité de

HOLDER on trouve

(6.18) ( f (k—v)“qo"‘dw)m<\ f (k—v)“'rp“'dw)m | Bk, R)[u/=-ve,

B(K) B(k)

Finalement en rappelant les rélations (6.17) et (6.18) on déduit la majoration

(6.19) j (h—v)“qo“dm<c( f(k—v)"‘lV(pl"‘dw—I— f|vv|«¢adm)|1a(k,zz)|w

B(n) (k) B

valable pour tout k< k; on observe que sous cette hypothése on a

f(h—v)“qo“dm< f(lc—'u)“(p"‘d:v.
B(n) B(E)

D’autre part on a

(6.20) \B(h, 0)| (b — h)*" < f (h—v)*" dos < f (k— 0)*" g dw ;

B(%,0) B(K)

Les relations (6.20) et (6.17) entrainent

(6.21) |B(h, 9)|1—°‘/N(k—h)“<c( f(k—v)"‘]Vq)I"‘dJ;-i— flwwrpadm).

B(k) B(k)

Mais puisque |B(h, 0)| <|B(k, 0)| on obtient d’apres (6.21)

(6.22)  |B(h, g)[(k—h)“<c( f(k—@)a|v(p|adm+ f|Vv|“¢“dm)[B(Ic,R)]“/N.

B(k) B(k)

TFinalement les majorations (6.12) sont une conséquence immédiate des majo-
rations (6.19) et (6.22) et de ’égalité (6.11).
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On obtient (6.13) en appliquant (6.12) & la fonction —w» et aux nombres —7
et — Lk (avec > k).

Par commodité on pose
d(y) = dist (y, 092) ,
d,(y) = min (g,, dist (y, 0,2)) .

Considérons les hypotheéses suivantes (1):

Yy e k< 4r < veV;, j= |A (%, 27)| >

1. 082 0 Qo 1,4 —
2. oR — Qo 2,4 | Q(y, 27)|
3. 0 0 8.(y) 3,5 -

(6.23") 4, T 0 04 3.5 —
5. 2,2 0 A1(y) 5 —
6. 2,02 — 8.(y) 3,5 1 Q(y, 2r)]
7. Q = o(y) v $192(y, 21)|

I1 est évident que chacune des hypothéses de (6.23') représente une hypothése
sur g, k, r et v(x) seulement. De la méme fagon on interpréte les hypotheéses suivantes:

Yy E k> dr < veV;,j= |B(k, 27)| >
1. @ 0 00 1 —

2. 0 0 0o 4 2y, 27)|

3. 0 — Qo 2 512y, 2r)]
T 20 0 8:(y) 3,5 —
5. T 0 %6 3,5 =

6. 0,02 0 d.(y) 5 $Q(y, 2r)]

T — S 3 1120y, 2n)|

5. 0 - 5(y) / 120, 20)

Démontrons maintenant le

LEMME 6.5. — 8% Pune des hypothéses (6.23") est vérifiée alors la majoration suivante
est valable:

(6.23) | B(h, 2r)|sw-1m < (ﬁ) (IB(k, 27)| — | B(R, 27)])** f |Vojede, Vi<k.
B(k,27)

() =1, 4 veut dire j =1 ou j = 4, ete.
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Si & son tour une des hypothéses (6.24") est vérifide on a alors:

¢
—h

(6.24) | A (R, 29)|¢@-1IN (7. )-‘((A(k, 2r)| — | A (h, 27|)1 f |Vol*da , Vh>1I.

Alk,27)

DEMONSTRATION. — Démontrons (6.23): supposons que ¥, k, » et o(x) satisfont
3 I'une des hypothéses (6.23") et posons

(6.25) w = {v}, — {v},

ol h<< k. La fonction w(x) et ses dérivées sont donées par les expressions suivantes:

0 si k<o(w),
(6.26) wz) =3 v(w)—Fk si h<v(®) <k,

h—=% si v(z)<h,

0 si k<o),
(6.27) Wa (@) = Vo () si h<v(a) <k,

0 si v(@)<h .

D’abord nous démontrons que w(x) satisfait & la majoration (6.4), c’est & dire

(6.28) lw(@)| <y f lﬂlfﬁvﬁ\)»l_l

Qy,21)

dt

pour presque tous les @€ 2(y, 21); (6.28) est une simple conséquence du lemme 6.1:
en effet supposons que (par exemple) la condition (6.23'.1) soit vérifiée; d’aprés le
Lemme 1.3 on a {v}h: {'u}k= 0 sur 08, c¢’est & dire, w =0 sur 0f2. Alors le lem-
me 6.1a) entraine (6.28). Si l’on suppose vérifiée une autre des Conditions (6.23")
la démonstration ne change pas essentiellement; si la condition verifiée est 2), 6)
ou 7) on doit introduire une legére variante: supposons vérifiée (par exemple) (6.23'.6);
alors

(6.29) |A(k, 27)

>3y, 27)|

et en plus (Corollaire 1.4) il existe une ensemble fermé B c A(k, 2r) tel que |B|> 271

-|A(k, 2r)| et que {v},c—v = {v}h—v =0 sur K. Alors w =0 sur I/ et, en rappelant

(6.29), |B|> 471 Q2(y, 2r)|; finalement d’aprés le lemme 6.1 @) on obtient (6.28).
Ecrivons (6.28) sous la forme

(6.30) [w ()| < yT%(x)
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ot x4 est la mesure de densité

|Vao(t)| si te Oy, 21) ,
(6.31) p(t) =

0 sité Qy, 27) .

Soit ¢ un nombre positif et appliquons le lemme 6.3 par rapport au potentiel U4(z)
et au nombre ¢fy; nous obtenons

cy J’dlu &/(N-1)
o ) ’

(6.32) |{x € R¥ . Ui(x) > oly}| < (
En outre d’apres (6.30) il s’ensuit que

(6.33) {we Qy, 2r): |wi@)| > ¢}| < |{w e RY: Ui(x) > ofy}|;

Les relations (6.33), (6.32) et (6.31) entrainent
)NI(N—I)

|{z € 2y, 27): Jw(z)| > o}| < (cycr—l f |Va(t)| dt

Q(v,27)

En posant ¢ =k —7n et en employant (6.27) on obtient

(6.34) [{meQ(y,zq-):|w(w)|>k-h}]:g(ay(k—h)~1 f |V7J(t){dt)NM_U

B(k,2r)=B(h,27)

et puisque B(h, 20) c {we Q(y, 27): |w(@)] > h—k} on a

IB(],,, 21.)1 & ( cy ’.)NI(N.I)( J‘ qu;(T)| dm)xlw—n.

B(%,27)—B(h,27)

En prenant la puissance «(N —1)/N de la derniére inegalité et en appliquant
l’inégalité de HOLDER on déduit finalement (6.23).

La démonstration de (6.24) est tout & fait analogue et nous la laissons aux soins
du lecteur; dans ce cas on doit employer la fonction w = {v}» — {v}* & la place de
la fonction définie dans (6.25).

7. — Dans ce numéro nous démontrons une majoration intégrale pour le gradient
des solutions; nous imposerons quelques restrictions artificielles qui seront supprimées

plus tard.
Soit u e P; et supposons que les majorations suivantes ont lieu:

A(w, w, Va) -V >a| Vu|* —1(2)
(7.1) |B(@, w, Vu)| <d(@)| Vu|*™" + f(@)
|4 (@, u, V)| <a*|Vu|* + k() ,
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ol a> 0 est une constante, et
l,felr(Q),
(7.2) heL:(Q),
deL(Q);

on suppose que les exposantes p, s et r satisfont aux égalités

1_1 .

p N

1 o—1 o—1
7.2' R N il
(@2 s N « °7

1_1 e

r N o

ol 0 <e<afN.
Imposons encore aux normes des fonctions de (7.2) les majorations
I»<1,

(7.3) Ifl.<1,
[2l,<1.

Si u(z) appartient & L®(2) on pose par commodité S(u)= |u|,; §'il n’y a pas de
danger de confusion nous indiquerons S(#) plus simplement par S.

Dans ce numéro et dans le suivant nous supposons que la solution #(x) que nous
considérons satisfait les deux majorations suivantes:

(7.4) S=8u)<1;
(7.5) S(u)|dl,<1.
Les conditions (7.3), (7.4) et (7.5) seront supprimées dans le numéro 9.

THEOREME 7.1. — Soit u une solution du probléme P; et supposons que les hypo-
théses (7.1) ... (7.5) aient liew. Si, en plus, une des hypothéses sutvantes est verifiée

ye k< R< weP;,j=
1. 202 0 Qo 1
2. 00 S Qo 2, 4
(7.6") 3. 2,2 0 Qo 3,5
4, 0,02 S 0.(y) 3,5
5. Q 8 8(y) v
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alors la majoration

1
(7.6) f[VuIaq;wdmgcm f (b —w)*dx + |B(k, B)|r-=+e
B(k) g BE,R)
est valable.
Si, par contre, une des hypothéses suivantes est vérifiée

ye k> B< ueP;, j=
4 00 0 %0 1,4
2. 0Q -8 0o 2
3. 0.2 0 0o 3,5
(1.7)
* %02 0 8.(y) 5
5. 0,2 —8 6:(y) 3
6. Q2 —8 8(y) v
on a
(7.7) fqu]a(pwdm<cﬁl)u f (0 — k)*da + | A (b, B+,
Ak e e

nous tndiquons par o un nombre tel que 0< o< R.

DEMONSTRATION. — Soit % € P; et supposons que ¥, k et R satisfont & I'une des
hypotheses (7.6'); on pose

(7.8) v(@) = w(w) — @(2)* min (u(z) —k, 0)

ou ¢(x) est définie par rapport aux valeurs ¥, ¢ et B considérés. On vérifie aisément
que veV; et que

— p(@)*(u(z) — k) siu(@)<k;

(7.9) (v—u)(z)= _
0 si u(z)>Fk .
{ — op(@)* 7 i, (40) (u( @) — T6) — ()%, () si u(@) <k,

(7.10) (v— ), (v) = '
0 si u(z)>Fk .

D’apres (0.4), (7.9) et (7.10) on déduit que

(7.11) fA(W; uy V) -Vugprde <a f |A (@, 4, Vu)|( — u)| Vo|p*—1das +

B(k) B(k)

+ [1B(e, u, V)| (b —w)pde

B(k)

14 — Annali di Matematica
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En utilisant dans (7.11) les hypothéses (7.1) nous obtenons

(7.12) a J.|Vu|°‘<p"‘dm<rxa—1 f |Vu|*=2(k — u)|Vp|p*—tdx +

B(E) B(Ek)

+ J(k—u) h|\Vep|ep*—tde+ fl(p“ dw + f |Vu|*=1(k — u) dp* dz 4 f(k—u)frp“ dx .

B(E) B(k) B(k) Blk)

Maintenant on va majorer d*une fagon adéquate les divers termes au deuxieme
membre de (7.12); on démontrera les majorations suivantes:

(113) -t [ [Vulst(h— ) [Vplg™do <ea( [ [Vulg=do) ™"
B(k) ) )
T ran—_

Bik)

(1.14)  « f (Ic—u)h|V<p|(p“—1dm<( f (k—u)“]Vqﬂ”‘dm)lm(]B(k, R)[s-otr+o) (a-ia

B(k) B(k)

(1.18) [l dw< Bk, R)P-

B(k)

(7.16) f (k — 1) fg da < 2| B(k, R)|t-o+e;

B(k)

(7.17) f]Vu[“—l (b —u) do~ dx <2( flV1L|"‘(p“ dm) (“_m“(lB(k-, R)|r-amte)uia

B(K) B(k)

La relation (7.13) est une conséquence immédiate de Pinégalité de HOLDER.
Pour démontrer (7.14) on applique l'inégalité de HOLDER & son premier membre,
en obtenant alors:

(7.18) o f(k —u)h|Voplp*tde<a ( [(70 —u)® |V(p|“(lm)m ( fh”‘"“-”qo“ dm)(“_m“.

B(k) BK) Bk)
En outre d’aprés le hypothéses (7.2), (7.2') et (7.3) on &

(7_19) fh"’(“_l) {pa do < f hele=1) dp < IB(k’ R)Il—alzv+z :

B(E) B(k,R)

(7.18) et (7.19) entrainent (7.14).

L’inégalité (7.15) s’obtient de la méme fagon d’aprés les hypothéses (7.2), (7.2')
et (7.3).

Démontrons maintenant (7.16): on peut écrire

(7.20) f(k—u)f(p“dm<28' ffrp"‘dm

B(k) B(E)
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car d’aprés les hypothéses sur k, k<—&8 ou |k|<S; dans le premier cas on a
|B(ko)] = 0; dans le deuxiéme cas on a |u(@) — k| <28 presque partout dans 2. En
employant (7.2) ... (7.4) on obtient d’aprés (7.20) la majoration (7.16).

Démontrons finalement (7.17): en raisonnant comme précédemment on démontre
que

(7.21) flV@L]“_l(k—lb) do* clm<2S( fqu]“qo“ dm)(“_nm( fd“(p“ (Zm)m;

B(k) B(k) B(k)

@’aprés (7.21) et les hypothéses (7.2), (7.2'), (7.3) et (7.5) il §’ensuit (7.17).
Par commodité nous posons:

A= fqu]Np“dw,

B(k)
(7.22) B = |B(k, R)|rei+e,
¢ = f(k—u)“[qu[“dm .
B(k)

En majorant les termes du deuxiéme membre de (7.13) avec (7.14) ... (7.18) on
obtient

(723) aA<aa—1A(oc—1)la Cl/cc + acvllaB(a—])lcx + 3B + 2A(m—1)lszl/zx .
Alors une au moins des inegalitées suivantes doit &tre valable:

—1 A (x=1)/& (11
(ZA<40((1 A(:\ )/nola’

aA_<4aollaB(«—1)/[x ,
(7.24)
ad <12B;

ad <84Vl plla .

les (7.24) peuvent s’écrire de fagon équivalente

(7.25)

et Pune des (7.25) étant valable, la majoration

(7.26) A<o(B+ 0)
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a lieu. Finalement en remplagant dans (7.26) A, B et C par les valeurs données
dans (7.22) et en employant la majoration

1
f(k—u)“ |Vol*dr < (RTQF f (t—u)*dw
) B(k) B(k,R)
on obtient (7.6).
On démontre (7.7) d’une fagon analogue; nous laissons les détails au lecteur,
en remarquant que dans ce cas on doit employer la fonction o(z) = u(x) —
— @(2)* max (u(w) —k, 0) au lieu de la fonction (7.8).

Le prochain lemme est une conséquence immédiate du lemme 6.4 et du théo-

réme 7.1:

LEMME 7.1. — Supposons que les hypothéses (7.1) ... (7.5) aient lieu. Alors les deux
résultats sutvants sont valables:

i) si est vérifiée une des conditions (7.6") et st <R alors on @

(7.27) (h—u)*dr<e & (k —w)*dx + |B(k R)|*-**+¢ |B(k, B)|*™,
(B —o)*

—o)
B(n,0) B, ) Vh<k;
(7.277) |B(h, 0)| (k —h)*<c {ZR_—éF (t — w)*dz + |B(k, R)]l—""l"'+“} |B(k, R)|*™,
B(E,R) Vh<l.

ii) si Vune des conditions (7.7') est vérifide et si o< R on a

(7.28) f(u—h)“ dm<c{(—R—iW f (v —k)* dw +|A(k, R)]l-“””'“’} | A (%, R)|*¥,

A(h,0) AT, R) Vi>k;
(7.28") ]A(h, @)l (h—E)*<c {(_—Ri—)"_‘ f (u— k)* de + [A(k, R)|1—oclzv+e} |A(7G, R)llezv,
€ A(%,R) Ve>1Fk.

Le lemme suivant est une simple conséquece du théoréme 7.1 et du lemme 6.5:

LEMME 7.2. — Soit ue P; et supposons que les hypotheses (7.1) ... (7.5) somt véri-
fides. Alors les deux affirmations suivantes sont valables:

i) iy, b, r et u(x) vérifient une des conditions (6.23") et si k<S on a:
(7.31) | B(h, 2r)|ew-0im <

< (kfoh)“((—;«? J‘ (k —u)*dw + 7'”‘“'“”) (1B (%, 27)| — | B(hy 21)])*2, Vh<k.

B(k,47)
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ii) st y, k, r et u(w) vérifient une des conditions (6.24") et st k> — 8, on a:

(7.32) | A(h, 2r) |00 <

< (h—ckv((w f (“_7“)“d“+”_““”)(’A("’ o) — A (b, 2r))=2, VA>T

A(k,47)

DEMONSTRATION. — Démontrons i): d’aprés le lemme 6.5 la relation (6.23) est
valable. En outre on voit facilement que 4, k, R =4r et w(x) satisfont aussi 2
Pune des hypotheéses (7.6'); en appliquant le théoréme 7.1 on obtient (7.6) avec p
et B donnés par 2r et 4» respectivement; finalement d’aprés (6.23) et (7.6) il
s’ensuit (7.31).

D’une fagon analogue on démontre ii).

8. — Nous démontrons d’abord le lemme algébrique suivant:

LeMME 8.1. — Soit {yn}, m>0, une suite de nombres réels mon négatifs tels que

dop 1+a/N 148
(8.1) A <A 5(2“’"%’) + B(2“m%) ) Vm>0,

o A, B,d, R,a, N, & sont des constantes positives et

(8.2) e

A
=R

Soient v et 0 deux nombres ainsi définis:

1+4¢
Y= :

&

(8.3) Gov = A -ger+1,

Alors si d satisfait a Vindgalité

(84) d >0 .%V + 0-5B - 2ev+1 R¥s
on a
o« PN
(8.5) tn<br O, Ym0,

DEMONSTRATION. — Démontrons (8.5) par recurrence; pour m = 0 (8.5) c’est une
simple conséquence de (8.4). Nous admettons que ’inégalité (8.5) est vraie pour la
valeur m de I’indice et nous la démontrons pour la valeur m - 1:
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D’aprés (8.1) et (8.5) il s’ensuit

a- . ’ ;
Xm+1 s< A_ ﬁ Zmn(1+a/m(l—v)0—(1+a/1v) Rz\(1+;x/1\) + B .2am(1+£)(1—v) 6—(1+s) RN(1+B) j

et ainsi, afin que I’inégalité (8.5) soit valable pour m 4 1 il est suffisant que

o « PN
A _d_ Qam(l+a/N)(1—) )—(14-c/N) [N(1-+a/N) < llo—l d* R

R« 9 Qalm+1yy ?

1 d~ R¥

O am(1+e)(1—») G—(14€) JPN(1+6) —fA-1__ "
B2 0 R < 20 almriy *

Démontrons (8.6): (8.6.1) est équivalent & ’inégalité

(8.7') fl .2mn[(1+al1\7)(1—v)+v] LQavtl < OMN;

d’aprés (8.2) et 1a définition de » nous concluons que (1 + a/N)(1—w») +»<0; cette
inégalité et la définition de 0 emtrainent (8.7), c’est & dire que (8.6.1) est valable.
Par contre (8.6.2) est equivalent &

B . 2mn[(1+5)-—v(1+5)+v] .2av+1 0—5 sza < da g

et cette inégalité a lien comme conséquence de (8.4) et de 'identité (1 + &) —»(1 + &)+
+v=0.

Le lemme précédent nous sera utile pour démontrer le

LeMMe 8.2. — Soit we P; et supposons que les hypotheses (7.1) ... (7.5) aient liew.
Dans ces conditions il existent deuw constantes positives A, et A, telles que:

i) st y, k, R = 2r ot u(x) satisfont & Vune des hypothéses (7.6') et si d est un réel
tel que

M .
.8 > e — w)* da Lo (27°)7¢
(8.8') d > G J‘ (k— ) dw 4 Ay(27)
B(L,2r)
alors
(8.8) ‘B(k—g,r) =0.

ii) si y, k, B = 27 et 9() satisfont & Pune des hypothéses (7.1') et si d est el que

(8.9 d“>(22,.‘)y f (w— E)* dw + Ay(20)™

A(E.2r)
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alors

(8.9) |4 (k 3+ ,.) _

Le nombre e est celui de (7.2').

DEMONSTRATION. — Supposons que ¥, k, B =2r et w(x) satisfont & I'une des
conditions (7.6'); posons
7

)
2 m

d d

km:k_g —I_ZTH,

Om =17 +
(8.10)

ol d est une constante positive que nous préciserons par la suite et m est un indice
entier non négatif; soient a,, et u, donnés par

Ay = IB(km) Q1n)| ]

U,y = (b —w)*de .
B(kp0m)

(8.11)

Remarquons d’abord que le lemme 7.1 est applicabile avec %, k, g et R remplacés
respectivement par Kuiiy Kmy Omts €6 om: en effet y, k, B = 27 et u(z) satisfont (par
hypothése) & 'une des conditions (7.6'); alors ¥, ku, on et u(x) satisfont & la méme
condition car k,<k et p,<2r; puisque ki < by et 0uys < 0w OD @ ainsi démontré
Paffirmation.

En appliquant (7.27) et (7.27') avee &, k, o et R remplacés par les valeurs indiquées
nous obtenons
Qa(m+2)
2a(m+2)(2o:lm+2)

1 .
T (T e )

Won+1, <0 (
(8.14)

Ayt <C

En définissant maintenant (pour tout indice m non négatif) le nombre

2oc(m+2)

(8.15) Am = @ U O™ + a3Fe

les majorations (8.14) peuvent s’écrire de la fagon suivante:

WUty < cxm ]

(816) 2a(m+2)
1 <C 7 %m &
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D’apreés (8.15) et (8.16) il s’ensuit que

doc 2am 1+xlN 2am 1+e
(8.17) Amir <A W [W ,{m] +B [—(17 Xm} )

ou A et B sont des constantes.
Soient maintenant 0 et » les nombres définis dans (8.3), ot «, £ et A on la signi-
fication actuelle, et posons

=220V
(8.18)

A= 0V 6B 2%+
supposons que d satisfait (8.8"); d’aprés (8.15), (8.10) et (8.11) il §’ensuit

(8.19) Ko <222V | (b—u)*dw + Vit (2r)F+re,

B(k,2r)

La rélation (8.19) entraine que

(8.20) 02 4 -0 Bt (2p)e < Qe Py

@y (2::_)N f (b —u)*dw +

B(k,2r)

_|_ (g V11v+s + Q—SB2aw+1)(21.)1va :

d’aprés (8.20), (8.18) et (8.8") on conclue que d satisfait & (8.4). Puisque (8.4) et (8.17)
sont vérifiées on applique le lemme 8.1 et on obtient

drx (21.)N

Am <071 el Vm>0.
Cette derniére inegalité et (8.16) entrainent alors
(8.21) Ay < 6O (207)7 Qami-nt2a
en passant & la limite dans (8.21) il s’ensuit que
(8.22) Jlim a,=0.
D’autre part, les définitions implient que
(8.23) ’B(k—;—i,r) <@p, Vm=>0;

finalement en utilisant (8.22) et (8.23) on obtient (8.8).
La deuxiéme partie du lemme se démontre d’une fagon analogue.
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Avant de énoncer le prochain théoreme introduisons quelques notations et quel-
ques remarques: Si f(x) est une fonction mesurable définie sur un ensemble mesu-
rable 4, on indiquera par w(f, 4) loscillation de f dans A4, c¢’est & dire

o(f, A) = Sup f(x) —Inf f(z);
on indiquera quelquefois par w,(f, 0), w(f, o) ou seulement w(p) 'oscillation w(f, 2(y, 0)).

REMARQUE 8.1. — 8¢ y, » et w(w) satisfont & Vune des conditions (8.25) (voir plus
loin) et st I est un nombre réel arbitraire alors vy, k, r et w(x) satisfont & Pune des con-
ditions (6.23') ou (6.24').

DEMONSTRATION. — Nous vérifierons la thése en supposant que ’hypothése (8.25.1)
est valable, et nous laissons la démonstration des autres cas aux soins du lecteur:

Sij=1 et k<0 alors (6.23'.1) est vérifiée; si par contre k> 0, (6.24.1) est vé-
rifiée.

8i j =2 ona [A(k, 2r)|>272|Q(y, 2r)| ou |B(k, 2r)| > 27| 2(y, 2r)|; dans le premier
cas (6.23'.2) est vérifiée et dans le deuxiéme cas on a (6.24".3).

Si j =4 et k<0 (6.23".1) est valable; si par contre & > 0 on a (6.23".2) ou (6.24.2)
selon quil est |A(E, 2r)| >2-%|Q2(y, 2r)| ou |B(k, 27)| > 2-1|Q(y, 27)|.

Démontrons maintenant le théoréme suivante:

THEOREME 8.1. — Soit u(w) une solution du probléme P, ¢t supposons que les hypo-
théses (7.1) ... (7.5) ont liew. 8%, en outre, une des hypothéses swivantes est valable

YyE r< ueP; j=
1. o0 00 1,2, 4
2. 032 0.(%) 3,5
(8.25) 3. I 0o 3,5
4, 0,82 0:(9) 3,5
5. Q o(y) A
alors la majoration
(8.26) (U, 1) <7 w(u, 4r) + Ar°

a liew; n, A et 0 sont des constantes positives; en outre n< 1.

DEMONSTRATION. — La démonstration est fondée essentiellement sur les lemmes 7.2
et 8.2. Définissons I, et I, comme suit:

1, = Sup u(x) dans Q(y, 47),
(8.27)
. = Inf u(x) dans Q(y, 4r);
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posons encore
8.28 w=1—1,= ou, 4r)
) J

(8.29) l= l—lj—lz )

a—d
On a évidemment

L<l<li<8.

(8.30) —8

A

D’aprés la remarque 8.1 ¥, I, r et u(x) doivent vérifier une des hypotheses (6.23")
ou (6.24'); supposons d’abord qu’ils vérifient une des hypothéses (6.23') et definissons
pour tout indice j non négatif les nombres

1

(8.31) =g ki=1l,+n0;
POSONS encore
(8.32) b;= |B(k;, 27)| .

La majoration (7.31), avec h et k donnés par k., et I; respectivement, s’écrit

204(5+2) 1
(8.33) DI <o ((w f<kj—u>“dav+7~N-“+ﬂ'~)<bj—bj+l>a—1-
B(kj,4r)

Mais puisque

Iy —uw(@) <k, —1,=

pour presque tous les @€ B(k,, 47), on obtient d’aprés (8.33)

b?ﬁ\{—l)hv <Le - VN + ,}.N—ahw) (b} - bH_l)oc—l -

20:(]'+2) w* (4/,~)N
(2a(i+1) (2r)*

cette derniére relation entraine

! ) e[\ o 1/(a—1)
(8.34) b?g—nm(a_n < (L8~ D plr- =) [1 + (21+1 - (0, —Dbj11)

Indiquons par m, le plus petit entier positif tel que
(8.35) Ny > Kz(rxﬂ—ﬂ)l(«—l)d/(a—l) lz:(N—l)lA’(a—l)
oll ¢, est la constante de (8.34); alors une des deux hypothéses suivantes est vérifiée:

]) w <2nn+1 ,',Ns/nc ,

.]J) w > 2nn+1 ,',Ns/zx .
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Si ’hypothése j) est vérifiée alors la relation (8.26) est évidemment valable pour
n =0.
Supposons, par contre, que soit vérifiée jj); alors

0 3-+1 el )
- <1, Vo<j<n,.

(8.36) =

En outre, puisque la suite {b;} est decroissante, on obtient d’aprés (8.34) et (8.36)

(N—1)/N(x—1 (N—1 —-1) - 1/ (a=1) ,(N—x)/ (x—1) 73—
(837) b;::oz\ VN (e )<b;‘c+2:\lr' )N (x )\(\\‘(201) es )7 )l (o (bj_bj+1)7 VO<]§1”0_1_

D’apres (8.37) on obtient facilement
1p—1
(¥—1)/N(x—1) - 1/(a=1) o (N—x)/(x—1) - 1/(x—1) o (a—N)/(x—1) W\ (=1)/(x—1)
nﬂbiazv 1)/¥(x 1)(\(201) (o )7 N—a)/ (e Z(bj—bi+l)'\T7N(201) x=1) (o & (27) o ;

=0

et en se rappelant (8.35), il s’ensuit que

(8.38) B <o

1

D’autre part puisque y, [, R = 2r et u(z) satisfont & I'une des conditions (7.6'),
Yy Lo+, @, B=2r et u(x) satisfont & la méme condition; en appliquant alors le
lemme 8.2 i) on obtient

(8.39) { B (lz + N, —%7 7~) ! =0

pour tout d telle que

)bl

(8.40) d*> W f (g 4 nu,o0 — w)*das 4 A,(27)%e .

E(l;+11nnw.2r)

En rappelant (8.27) et (8.38) on voit que la valeur
(8.41) d =, o+ 32",
vérifie (8.40). Finalement d’aprés (8.39) et (8.41) on déduit que
(8.42) w(@) >y + F1,,00 — 5 AL (20)7ele

pour presque tous les points z € Q(y, r); cette derniére inégalité avec (8.27) et (8.28)
entraine

w(tt, 1)< (L—Fn)o + § 24 @ryes.
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La thése est ainsi démontré dans le cas oit 4, [, » et u(x) vérifient une des con-
ditions (6.23").

Supposons maintenant que ¥, 1, et u(x) vérifient une des hypothéses (6.24')
et posons pour j>0

1
(8.43) =g ki=l—no,
(8.44) b;=|A(k;, 27)] .

En appliquant (7.32) avec h = sy, et k=1F; on obtient

9ali+2) 1 .
(8.45) b‘;‘f‘{*”’”<0 R (W f (w—Tj)*dw - 7.N—04+N5) (b; —biga)* 1
Aky,47)

d’apres (8.45) il s’ensuit

»NBI(X o
(8.46) by W=D < g -5 [1 55 (2!+1 d — ) ] (D — D)™ -

Définissons encore n, par (8.35); alors une des hypothéses suivantes est verifiée:
]) < 2n.,+1 1.N8/a ,

J]) 0> 2n.,+1 ,’.Né'/a .

Sous I’hypothése j) la relation (8.26) est évidemment vérifiée. Supposons par
contre que jj) est valable: d’aprés (8.36) et (8.46) il s’ensuit que

b::N—l)IN(a—l) < (201)ll(a—-1) 1“”"‘""(“_1)(1),- _ b:‘+1) Y0 <j <Ny — 1 :
cette derniére inégalité et (8.35) entrainent

ox
(8.47) bp, <= 1¥.

n,,\/f{l

D’autre part y,1,—#, o, B =2r et u(z) (*) vérifient une des hypotheses (7.7');
en appliquant alors le Lemme 8.2 ii) on obtient

d
(8.48) ‘A(Zl—n,,nw +§,¢) —0
pour tout d tel que
x M o e .
d >(27~)N (u—T1; + nu,0)*dx + A5(27)7 ;

A(L—nn w,2r)

(*) Observons que I; — 7, w > I>—8.



Hueo BEIRAO DA VEIGA: Sur la régularité des solutions, ete. 221

en particulier si Pon prend d =17, o + 4;/*(2r)™'%, on obtient d’aprés (8.48) la ma-
joration

(8.49) u(a;;) > ll = %nﬂuw 4+ %_]é/a (Qr)zvsla

valable pour presque tous les ze€£(y, r). Finalement (8.49), (8.27) et (8.28) en-
trainent la thése.

On démontre maintenant le corollaire suivant (ef. [2], [10]).

COoROLLAIRE 8.1. — Soit u(x) une solution du probléme P; et supposons que les hypo-
théses (7.1) ... (7.5) aient liew. Alors il ewistent deuw constanies positives 0 et H telles
que:

Sij=1,2 ou 4 et ycoR alors

(8.50) w(u, g)<(4”% +H)g", Vo<o<g-
0

Si j=38 ou 5 et yel'larelation (8.50) est encore valable; si par contre ye 02 —I"
alors

‘ é
(8.51) (%, g)<(4"% —I—H) o, Vo<p<dyy).
Finalement st ye 2 on a pour tout j
(8.52) M%gk{@g%g%ﬂ+lﬂ@, V0<o<é(y).

REMARQUE. — La continuité de u(z) dans 2 s’ensuit immediatemment du Corol-
laire 8.1.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. — Les trois majorations se démontrent d’une
fagon analogue; nous démontrerons (8.51) et nous laisserons la démonstration de (8.50)
et (8.52) aux soins du lecteur.

Soit j=3 ou j=05 et yc 0l —1I'; soient 7,0 et A les constantes du théo-
réeme 8.1. Choisissons un nombre réel o tel que
(8.53) n<o<l1
et définissons § par ’équation
(8.54) 49 =o0;
on pose encore

(8.55) 6 = min (0, 5) .

Puisque y, » et u(x) vérifient une des deux conditions (8.25.2) ou (8.25.4) on ob-
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tient d’aprés le théoréme 8.1

(8.56) () <nw(te) + Ao°, Vo<p< (é%y—) .
Posons par definition
u, 6,(y))
(8.57) = 42 50
A
D’aprés (8.57) il s’ensuit que
6.(1
(8.58) o)< Me, v o)
Les relations (8.56) et (8.58) entrainent alors
4.(2 0,(3
(8.59) w(o) <nM(40)° + A’ = (ML + A) ¢’ v ;(;/)@ i(J-)"

en appliquant de noveau (8.56), cette fois pour 0.(y)[4* <o < 6,(y)/4*, et en em-
ployant (8.59) nous obtenons

w(0) <n(n M4 + A)(4 o) + Ae® <[M(nd0)* + A(i +4°]”, Y -(sﬁ/) <o< faﬂii) ;

et par induction on voit facilement que pour chaque entier ¢ non négatif la majoration
suivante a lieu:

o 5 5,
(8.60) ol <[y + 43 4] ¢ vl oMY,

En rappelant que 74’ <o<1 on déduit facilement d’aprés (8.60) que

A
)e", Vo<o<dy(y).

(8.61) ole)= (30 +=;

TFinalement (8.61) et (8.57) entrainent (8.51).
D’aprés le corollaire que nous venons de démontrer on obtient le résultat suivant:

COROLLATRE — 8.2. Soit w(x) une solution du probléme P; ct supposons que les hypo-
théses (7.1) ... (7.5) ont liew. Alors il existent des constantes positives C, J€ et O telles que

(8.62) o(w, 0) <[Cw(u, Q)+ I€] o

pour tout point ye et pour tout o< gof4.

DEMONSTRATION. — Nous supposons d’abord j=3 ou j=25 et yeol—1T, et
nous démontrons (8.62) pour tout o< g,/2; dans ces conditions une des inégalités
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suivantes doit étre valable:

(8.63) ) >3,
(8.64) 61(y)<%’ .

Si est valable (8.63) d’aprés (8.51) il s’ensuit que

w(u, 2)
(00/2)°

w(u, o) <(4"

c’est & dire la majoration (8.62) a lieu pour tout o< gy/2.

+H)g°, V0< <2,

Si par contre y est tel que Phypothése (8.64) soit vérifiée, on considére un point y,

de I' tel que
(8.66) dist (%o, ¥) = 02(¥) 5
alors p satisfait & I'une des hypothéses suivantes:

i) 6.(y) <0< 0,/2

i) 0< p<< 6,(y) .

Si g vérifie la condition i), (8.50) étant valable pour le point g, €I, on peut écrire

(8.67) (1, 0) <, (1, 20) < (46 ol Q) , H) (20)?;

Qo

et d’aprés (8.67) il s’ensuit que (8.62) est valable.
Si par contre, g vérifie la condition ii), d’aprés (8.6) on a

wv(ua 61(?/)) _ (O,,(’N/, 261(?/)) .
6.1 = [P

(8.68)

D’autre part en appliquant (8.50) par rapport & ¥, et 2 6,(y) on obtient

wvo(u’ 261(3/)) 49 w(u, £2) H) 5
[8,(y)T° \( g TH)E

0

(8.69)

En outre (8.51) est valable puisque o vérifie ii); d’apres (8.51), (8.68) et (8.69)

on obtient

(8.70) (U, o)< [sd (4-’ ‘i’(i‘;—g) + H) + H] o,

0
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c’est & dire que (8.62) est valable. Nous avons ainsi démontré que (8.62) a lieu pour
ye0Q, 0< 0,/2 et j=23 ou 5; et en rappelant (8.50) on déduit que (8.62) a lieu
pour ¥y € 0R, 0 < go/2 et j quelconque.

Daprés (8.62), pour o< go/2, et (8.52) on déduit la validité de (8.62) pour tout
yeQ et tout o< g,/4; on démontre ceci en utilisant le procédé employé pour ob-
tenir (8.62) dans le cas j=3,5 et y€ 0 —1I" étant donné yeL2 on distingue les cas

(8.711) 0(y)>00/4
(8.72) 0(y) < @of4 -

Lorsque (8.72) a lieu on considére les deux cas d(y)<g < @/4 et 0< o< 6(y)
et on choisit un point y,€ 02 tel que

dist (%, ¥) = 6(y) ;

on laisse les détails de la démonstration aux soins du lecteur.

Soit 0< 6< 1; f(x) étant une fonction définie dans ©Q on indiquera par [flsq
ou, plus simplement, par [f], le nombre

_ i @) — 1)
(8.73) [f]a,a—ms;%% w—y
Les fonction f(z) pour lesquelles
[flaa< + o0

sont appelées fonctions holderiennes d’exposant d; on voit facilement que [+], o est
une seminorme dans Pespace linéaire des fonctions holderiennes d’exposant d.

THhoOREME 8.2. — Soit u(z) une solution du probléme P; et supposons que les hypo-
théses (7.1) ... (1.5) sont vérifiées. Alors il ewistent des constantes positives C, JC et 6

telles que
(8.74) [w]y.q < Cw(u, Q)+ .

DEMONSTRATION. — 2 et y étant deux points de 2, si [#—y| < g/4 on applique
le corollaire 8.2. Si, par contre, |z—y|>g,/4 alors on applique la majoration

=8O £ (2) o, 2).

9 — Dans ce numéro on démontre le théoréme 8.2 sous des hypothéses moins
restrictives, & savoir, sans les conditions (7.3) ... (7.5) et avec (0.3) et (0.3") au lieu
de (7.1). Plus précisement on démontre le théoréme suivant:
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THEOREME 9.1. — IT existe une constante positive O telle que si u(w) est une solution
du probléme P; et si les conditions (0.3), (0.3') (0.11) et (6.9) on licw alors u(x) est hol-
derienne dans Q avec exposant 8. En outre [u]; o vérifie les majorations (9.15) et (9.16).

DEMONSTRATION. — Soit £ un nombre réel positif pour le moment arbitraire; Iap-
plication v — ¥ =#v est une bijection de V; sur lui méme; % étant une solution du
probléme P;, d’aprés (0.4) on a

(9.3) I!A(m,t—lﬁ,t—lva)-(a—a)dw+fB(m,t—la,z—lva)(a—ﬁ)dDo, VeV, ;
Q2

en multipliant les deux membres de (9.3) par ¢** nous obtenons

(9.4) JZ(W, T, Vi) V(@ —7a) do +f (@, %, V&) (T —u) dw>0 , Vaev,
Q

ou

A, y, p) =t A(, 1y, t1p) ,
(9.5)

B(w,y, p) = "7 B(w, "1y, t1p) ;
D’aprés (9.5), (0.3) et (0.3") nous obtenons les majorations
(9.6) A(z, %, Va) - Vu = t* Az, %, t-1V%) -1V >
>t*(a|t=1Vau|* — b(@) [t w|* — (=) ,
(9.7) |B(@, u, Vau)| <t*7(d()|t=2 Va|*™ + e(x)[t=22]* + f(@)) ,
(9.8) |A(@, &, Va)| <t** (a2 Va|* + g(o)[t-1a|*™! + h(w)) ;
(9.6), (9.7) et (9.8) entrainent
Az, %, Va) - Vu>a]Vu]“—b w)|[u|* —* l(x),
(9.9) |B(w, w, V)| <d(z)| Vu|]* + e(x )] + ()
|A(2, %, Vu)| <a=| Va|* + g(@)[@]** + " h(z) .
En outre d’aprés le théoréeme IT il s’ensuit que #(x) est bornée; alors on a presque

partout dans Q
i) <tS(w) 3

dans ces conditions, et en tenant compte de (9.9), on a
Az, Vn)-va>a]Va|“—zo(w) ,
(9.10) |B(z, @, Va)| <d(x)| Va|*™ + fo(=
|4 (x, @, V)| <a=2| Va|* + k(@) ,

15 — dnnali di Matematica
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olt les fonctions 1,, f, et h, sont données par

(@) = t*(0(@) S(w)* + (@) ,
(9.11) fo(@) = 157 (e(2) S(4)* ™ + () ,
o) = 17 (g (@) S(w)*™* + () .
Choisissons ¢ donné par 1’équation
(9.12) = 2ve [ 4 [FIF e + (R + Sw) (1013 + lely = + lgli=2)] +
+ (1 +[d],) 8(w) ;

alors la fonction #(x) vérifie les conditions du théoréme 8.2: d’abord #(x) est une
solution de l'inéquation variationelle (9.4); en outre (9.10) n’est que (7.1), et ¢ a été
choisi de fagon que les fonctions 1, f,, &, d et w satisfassent les conditions (7.3), (7.4)
et (7.5). En appliquant la majoration (8.74) on obtient

(9.13) [u]s <2CS(w) - J€ ,

c’est a dire

(9.14) [u]y <2 CS(u) + -13C ;

Finalement en remplacant dans (9.14) ¢ par la valeur donnée dans (9.12) il
g’ensuit que

(9.15)  [ulso<e(l + @], + B[y + ey + | g|yeb) |u]w +
+ e(JUy 4+ f 15 + [R]iem) .

Nous pouvons aussi obtenir une majoration analogue & (9.15) avee |« remplacé
par |u|,; en effet d’aprés (9.15) et (0.8) (*) nous obtenons
(9.16) [uls.0 <G|l + N
ol
A6 = o1+ [l + [0I= + o= + [glpre-s)-
({Ib ”111105 + ”e”})l(zx—-l))[(or/N)/(alN—l/zJ)]+m, +

(9.16") + (1 15 + lelfe2)me(d; + |@[Frt=t—m),

X = ofL+ o=+ ele)m +
o (L e DB Dol - g ems) (U + I 5+ of e

Le théoréme est ainsi démontré.

() Aveec K = 0.
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REMARQUE. — Dans le cas des problémes P, y Py et Pg, si les fonctions d(x ), b(x)
et ¢(x) sont nulles, la majoration (9.16) ne dépend pas de [%], et se réduit done 2

[uls o <N
avec N donné par (9.16').
10. — Dans ce paragraphe nous supprimons la condition (6.9) en démontrant ainsi

le théoréme III. Nous supposons sans perte de généralité que dans lénoncé du
théoréme III on a ¢=7, i.e.

(10.1) peH(Q).
Le résultat suivant est bien connu: si £ est suffisamment régulier alors
(10.2) H*r () c go1-a1r()
la majoration suivante étant d’ailleurs valable:
(10.2") [V]i-mir0 <2, N, 7)| V0|0, VveHY(Q).

Si 2 est régulier au sens de la définition 8. 1, la majoration (10.2) est évidemment
vérifide.
On démontre maintenant le lemme suivant:

LEMME 10.1. — Supposons que les conditions (0.3), (0.3') et (0.11) ont Uiew et suppo-
sons en outre que pe HY(Q); posons

A0 A(@,y, p) = A(w, y + p(@), p + V() ,
B(=, y, p) = Bz, y + (), p + Vy(a)) .

Alors

A(m) Y p>c(]p[“—b(w '?/l“_l )
(10.4) IE(wr Y, p)| <6(d w)|p[** + &(w) )yl + f('v)) ’
(2,9, p)|  <o(lp|*~ + F(@)|y|*— + () ,

avec
101, <e(Io ]+ gl Vpl.)
12l <ell¥lo+ IVl + lpls 1Bl + (L + [l Il I Vele + |5]. Voll],
Iels <elel,,
(10.5)
1Fls <e(Ifls+ 1Vl 1al, + el el,) ,
Igl.<elgl, ,
12l <e(Inls + [ Vpls= + )5 gl.) -
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DEMONSTRATION. — On peut d’abord écrire
(10.6) Aw,y,p)p=A@,9+v,0+Vp)(p+Vyp)— A,y +v,p + V) Vp;

En rappelant (0.3), et (0.3'), d’2prés (10.6) il s’ensuit

(10.7) A(w,y, p)-p>alp +Vy|*—bly + p|* —1l—a | Vy| [p + Vy|*" —
—gly + "7 Vy| — 1| Vyl .

En outre, inégalité algébrique
|p + Vap|* =2 |p|* — | Vy[*

aient lieu, nous obtenons d’apres (10.7)

(10.8) Az, y, p)-p>2""a|p|* —2° a7 Vy| |p[* —
— o(| Vpl* + bly|* -+ + blw|*+ 1 + glyl* T Vel + glp* 7| Vel + B[ Vy]) -
D’autre cdte, étant valable l'inégalité algébrique ab®* ' <a®-+ b%, on obtient en
particulier
(10.9) a12°7Y Vol |p|*t < 212" %a|p|* + ¢| V|

Dlaprés (10.8) et (10.9) on obtient (*) (10.4.1).
Les majorations (10.4.2) et (10.4.3) se démontrent avec des calculs simples.

On indiquera avec V9 'ensemble V,; quand y =0. V, est une translation de ¥y3
plus précisement on a V,=19 + V3.
Si ve V; on indiquera par v la fonction v=v—7, fonction qui appartient & V3.

DEMONSTRATION DU THAOREME III. — Si () est une solution de (0.4) on voit
facilement que %(x)€ V) est une solution de l'inéquation variationelle

(10.10) JZ(m, w, V) - V(@ —u)dz —1—)[1?(90, u, Vu)(v—u)de>0, VoeVy;

d’aprés (10.10), (10.4) et (10.5) on déduit (théoréme 9.1) qu’il existe une constante
positive ¢ telle que u(z) est holderienne dans @ avee exposant 6. En outre [u]; o
satisfait la majoration (9.15) avec b,l,¢,f,g et kb remplacées respectivement par
5,1,e,7,7 et h.

D’autre part p(x) est holderienne avec exposant 1 — N[r; alors u(x) = w(z) + p(x)

(*) Remarquons que 1l/s + 1/r = 1/p et que ap = 1.
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est holderienne dans £ avec I’exposant
fo=min (6,1 —N/r).

Pour terminer, nous voulons majorer d’une fagcon convenable la constante de
HOLpER de %(x): On a (1)

(10.11) [w]s, <el[wls + e[%]iy, »
et d’aprés (10.11) et (10.2°) il s’ensuit que
(10.12) [uls, <c[@ls + ¢ Vo, .

En employant maintenant (9.15), par rapport & %(x), on obtient

10.13) [l <ot + Al + P15 + [el3'=~2 + g1 =) (jule + Ipl) +
+ o(”i”;/rx + Hfl[},"“-l) + ”Z[H/(a—n) .

En majorant dans (10.13) les normes des fonctions b, [, g, f, § et % au moyen des
inégalitées (10.5) nous obtenons finalement

(10.14) [y, o <Gy [Ju] + N,

avec
Aoy = o1+ @], + B[ + ¥ + [gl2e + [g=] V=),

(1015) N1 = A, ”'l/) ” w + 0(1 -+ “d”}‘/(a—l)) ” V’(p” .+ c(”g”g/a + ”h”:/“) ]I Vw ”1/0‘ +
+ e([T]y= + |f|ye + || R|jye-D)

Remarquons que si 9(z) =0 alors (10.14) se réduit 3 (9.15).

On peut aussi obtenir une majoration du type (10.14) avec ||, remplacé par
|#],- En effet d’aprés (0.9) il s’ensuit que

(10.16) ]| o <Aaf|]|* + N,

ol AG, et N, sont respectivement le coefficient de ||, et le terme indépendent
dans (0.9); d’aprés (10.14) et (10.16) il s’ensuit que

(1017) [ﬁ]an‘g <J“J1v./“.>z

o4 (S N+ N)

ol les coefficients du deuxiéme membre ont déja été caleulés en fonction des données
du probléme.

(Y) 8i 6’<¢" alors [ ]y <ec[ Jor, car il existe un nombre I < -- oo tel que deux points
de 2 peuvent toujours étre reliés par une poligonale contenue dans Q de longueur plus petite
que L.
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