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Existence et determination du premier point .de bifurcation
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non différentiables a Porigine (*), ().
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Summary. — Let A and I' denote respectively the gradients of two Gateaus differentiable real
functionals ¢ and ¢ on a real reflewive Banach space V. We shall prove that, under very
general assumptions, the first bifurcation point (at the origin in V) for the non-linear equation
I'(u) = AA(w) is the first eigenvalue of the linear equation B(u)= AA(u) where A=A+ v
and I'=B+ w. The operators A and I' are not mecessarily differentiable at the origin.
Roughly spealing it sufficies to assume that the projections in a suitable direction of the
remainders v(u) and w(u) go to zero faster than |u|; this direction depends on w ans is, in
the simplest examples, actually the w-direction.

1. — Introduction.

Soient V un espace de Banach réel et réflexif de dual V’; on note | || la norme
dans 7 et {,) la dualité entre V' et V. On désignera par « — » la convergence faible
dans V.

On se donne deux fonctionnelles réelles ¢ et y définies et differentiables au sens
de Géateaux dans V et telles que ¢(0) = (0) = 0 et p(u)>0, Yue V. On pose par
commodité Vo = I', Vy = A et on dit que I" et A sont des opérateurs potentiels dans V
a valeurs dans V'.

On dit que y est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.) si

Uy — %  dans V = p(u)<lim inf p(u,) .

On donne une définition analogue pour faiblement semi-continue supérieurement
(f.s.c.s.).
On pose par définition

(1.1) M,={ueV:ypu<r, r>0,
(1.2) 0o M, = {ueoM,: pu) =1},

ot 0M, est la frontiere de M, dans V. Si y est continue alors 0, M, = 0M,:

(*) Entrata in Redazione il 26 ottobre 1977.’
(*) Les résultats contenus dans cette article ont été annoncés dans [2].

%)
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DEFINITION 1.1. — On dit que 4, € R est un point de bifurcation pour I’équation
(1.3) I'(u) = Ad(u)

si pour chaque x> 0 il existe un couple %, A€ VX R, solution de (1.3), tel que
0< plu)<p, 0< Ju] <p et |A— L <p.

Par la suite on désigne par le méme symbole ¢ des différentes constantes positives.
On a le résultat suivant:

THEOREME 1.1. — Soient p f.s.c.i. et @ f.s.c.s. Supposons qu’il existe une constanie
positive o tel que A=A +v et I'=B 4 o avec

(1.4) CA(u), “>>0”““1+a7 VueV,

(1.5) (A(tu), uy =t2(A(u), uy, Vi=0, VueV,
(1.6) (B(tu), uy =1*(B(u), uy, Vi>0, VueV,
v(u)y uy

. li
e o CA(u), wy O
Coo(u), wp
g lim >~ 2 7 —
L) o (A (),
Posons par définition
T — T _ (B(u), uy
(1.9) M= MB,A) = 2:{%) ), 5

Alors st M > 0, M est un point de bifurcation (le plus grand) pour Iéquation (1.3).
Si M = 0 le résultat reste valable si les conditions suivantes sont en outre verifides:
(i) Yo, 0 > 0 il ewiste un u dans M,, avec |u| < o, et tel que @(u) > 0; (ii) p(u) >0 =~
= I'(u) %0

Finalement dans (1.7) et (1.8) on peut remplacer {A(u), ud par |u|+* (2).

REMARQUE 1.1. — On démontrera le théoréme 1.1 avec les hypothéses (1.7) et
(1.8) remplacées par les hypothéses suivantes: Il existe nune constante o > 0 tel que

' {v(u), uy
(.7) lvj%%):o CA(u), “>
et

(o), u)
.8’ lim
(1 8 ) vﬁ(],l{al)—)[] <A( 'M>

Ces hypothéses sont plus faibles puisque si (1.7) et (1.8) sont vérifies alors on
obtient (1.7") et (1.8’) d’aprés (3.20).

(3) Est une conséquence de (1.4).
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La reciproque est valable si y(u) est continue dans ’origine.

REMARQUE 1.2. — Dans cette article ’ensemble des points de bifurcation vérifie
la propriété supplementaire suivante: & chaque x4 > 0 il correspond un nombre #(u) > 0
tel que si 7€]0, 7(u)] ils existent wedy M, et 1> 0, solutions de (1.3), tels que
0< Jul| <p |A— 4] < u et p(u) est le maximum de ¢ dans la composante connexe
de M, contenante 1’origine.

A propos de ce dernier ensemble on vérifiera qu’ils existent deux constantes posi-
tives o et 7, tels que pour tout r €[0, r,] ’ensemble

M, = {ueM,: |u] < o}

est étoilé par rapport & l'origine et contenu dans une boule V, de centre ’origine et
rayon plus petit que p. En particulier chaque M,, » € [0, 7,], est formé par la partie M,
(connexe, contenante 1'origine et étroitement contenue dans la boule fixé V,) et par
la partie M, — M, (eventuellement vide) extérieure & la boule V,; cette derniére
partie de M, n’étant pas signifiante pour le probléme on utilisera dans les démon-
strations seulement M.

Dans quelques cas le théoréme 1.1 peut étre utilisé pour caractériser d’une autre
facon la valeur M (B, A) définie dans (1.9). En effet:

COROLLAIRE 1.1. — Soient A et B deux opérateurs potentiels dans V & valeurs dans V',
lomogénes de degré o [i.e. A(tu) = t*A(u), B(t) = t*B(u), Vt>0, Yu e V]; supposons
que la condition (1.4) soit vérifide, que {A(u), u)y soit convexe et s.c.i. et que B soit com-
plétement continue [i.e. w, — u dans V = B(u,) - B(u) dans V']. Alors si la valewr
M (B, A) définie par (1.9) est positive elle est la plus grande valeur propre A [valeur
propre = valeur de A pour laquelle on @ une solution w = 0] pour I'équation

(1.10) B(u) = 1A (u) .

Un corollaire significatif du théoréme 1.1 est obtenu en posant o = 1 et en con-
sidérant A et B linéaires. Un cas particulier de ce dernier est le suivant:

THEOREME 1.2. — Soient ¢ f.s.c.s., v f.8.ci., '= B —{— w, A=A -+ v aveec A ¢t B
linéaires continues auto-adjointes [i.e. (A(u),v) = (A(v), uy et {(B(u), v) = <{B(v), v,
Yu, ve V], B compact et {A(u), uy>c|u|? YueV.

Supposons en outre que

$v(u), u)
. lim —
Ll Ilulll—>0 o] ® —
<w( )y U
A2 =0.
(1.12) ”u”_)o “ullz

8i la plus grande valeur propre pour Uéquation linéaire B(u) = AA(u) est positive
alors elle est un point de bifurcation (le plus grand) pour Péquation non linéaire (1.3).
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Remarquons que la condition (1.12) est vérifiée en particulier si

lot)]y _

.13 lim ~—er=
(1.13) ”“1“1110 [l

)
c’est & dire si B est la dérivée selon Fréchet de I" 4 Porigine (la méme remarque est
valable pour (1.11), 4 et A).

On renvoie le lecteur & l'introduction de I’article [1] ot on donne des exemples
elementaires d’opérateurs potentiels pour lesquels la condition (1.12) est valable
mais pas (1.13), au n. 4 du méme article ot ’on donne des exemples analogues pour
des systémes de Hammerstein et aussi au n. 3 oi Pon discute la condition (1.12).

REMARQUE 1.3. - Si V = H est un espace de Hilbert (que ’on identifie & son dual),
sia =1 et sid =TI est’opérateur identité dans H alors le théoréme 1.1 est contenu
dans le théoréme 1.1 de [1].

REMARQUE 1.4. - Si V= H et si A = I le corollaire 1.2 donne la conclusion du
théoréme 5.1’ de [5] sans utilizer les hypothéses: (j) B positif et w = 0; (jj) 4 est
borné et continu et (DA)(0) = A au sens de Fréchet. Il est aisé de trouver des ex-
emples pour lesquels les conditions exigées dans le corollaire 1.2 sont vérifiées mais
les conditions supplémentaires désignées en haut par (j) et (jj) ne sont pas vérifibes
(ct. [2]).

Posons maintenant

J ) s (B(w), wy
(1.14) m(B, A) —i]jgm

w#0

Puisque — m(B, A) = M(— B, A) d’aprés chaque résultat obtenu pour M il
découle un résultat analogue pour m. Par exemple:

COROLLATRE 1.3. — Supposons vérifides les hypothéses du théoréme 1.1. avec @ f.s.c.4.
@ la place de f.s.c.s. et m(B, A) <0 & la place de M(B, A) > 0. Alors m(B, A) est le
plus petit point de bifurcation pour équation (1.3) (3).

Les résultats présentés dans cette article ont été annoncées dans [2]. Des résul-

tats analogues pour la bifurcation asymptotique (cf. anssi [1]) seront démontrés dans
T’article [3].

(%) En effet M(—B, A) est le plus grand point de bifurcation pour équation — I'(w) = A4 (w).
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2. — Démonstrations des résultats.

On se donne deux fonctionneles ¢ et y vérifiant les propriétés décrites dans I’in-
troduction; en particulier ¢ est f.5.c.s., p est f.5.c.i.,, I' = Vg et 4 = Vy au sens de
Giteaux, c¢’est a dire, pour chaque couple u, heV on a

hm [(p(u + th) — p(u) — t{L(u), )] =0,

i—0

ainsi que la condition analogue pour y et A.
Puisque les résultats qu’on veut démontrer sont locales on va se placer dans un
voisinage fixe de l’origine

={ue?: |u| <o},

avec ¢ > 0 & determiner par la suite.

Si B c V, on écrit eV, pour indiquer qu’il existe ¢ > 0 tel que Ec V __, (i.e., I est
étroitement contenu dans V).

On pose

M,=M,NV,, Yr>0,
et
0o M, = {ue dM,: p(u) =1}

ol 0M, est la frontidre de M, dans V. Remarquons que si M.eV, alors M, est fai-
blement (sequentiellement) fermé et non vide, ¥»>0. Le résultat suivant est évident:

LeEMME 2.1. — Soit M, V,. Alors il existe u, € M, tel que @(u,) = sup p(u).

ueM,

Dans le lemme suivant, qui se rattache 4 un lemme de L. A. Lyusternik (ef. 147,
VI, I2, n. 2) les hypothéses de semi-continuité sur ¢ et  ne sont pas utilisées et en
outre il suffit de considerer que %, est un point de maximum local de ¢ dans M,.
Dans ces conditions si I'(#,) =0 on a w,€ 0, M, et il existe x>0 tel que ul'(u,) =
= A(u,).

LEMME 2.2. — Soit M€V, et soit u, wn point de mavimum de @ dans M,. Alors
st I'(u,) #0 on a uge 9 M, ot ul'(uy) = A(u,) pour un certain u>0.

DEMONSTRATION. — Kividemment u, € 9M,. Si A(u,) = 0 on a la conclusion avee
u = 0; supposons alors que A(u,) %0 et soit h eV tel que {A(u,), h) < 0. Puisque
Pue) <7 et p(uy + th) = p(uo) + t<A(tp), kY + 0%y, th), avec 0(uy, th)[t — 0 quand
t =0, il s’ensuit que u, + th € M, pour tout ¢> 0 suffisament petit. Pour ces valeurs
de t on a alors @(u, + th) — @(ue) = t<{I (), ) + O1(t,, th)<0 et par conséquent
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(), By <0 car 0,(uy, th)/t =0 quand ¢ — 0. On a ainsi vérifié que {I'(u,), AY<0
si (A(uy), by < 0. Il g’ensuit aisement que {I'(u,), ) <0 si A(u,), ky<0 et par con-
séquent wl'(u,) = A(u,) avee u > 0.

Démonstrons finalement que p(u,) = r. Soit ke V tel que {I'(,), k) > 0. Puisque
U, est un point de maximum de ¢ dans M, il s’ensuit que pour tout ¢ > 0 suffisament
petit on a wu, + the M;, c’est a dire y(u, 4 th) > r. Ceci entraine w(u,)>7.

3. — On suppose dans ce numéro que 4 = A 4 v ot A: V — V' est positif, i.e.
(3.1) CAu), uy>0, VYueV,
et vérifie (1.5).

On suppose en outre que »: V — V' (»(0) = 0) vérifie la condition (1.7'), c’est
4 dire que étant donné e > 0 il existe § = d(e) > 0 tel que

(3.2) weV, et plu)<d = [(u), up|<eCA(w), u .

D’une maniére analogue on suppose que I'= B -+ w ou B: V — V' vérifie (1.6)
et w: V=T (0(0) = 0) vérifie (1.8"), c’est & dire, étant donné ¢>0 on a

(3.3) pu) <o avee ue V, = [Co(u), )| <eld(u), u),
ol (sans perte de generalité) on a pris le méme J = d(¢) que dans (3.2).

LeMuE 3.1. — Supposons que les hypothéses (3.1) et (1.7') soient vérifides. Alors il
existe vo > 0 tel que st u € M;n, u £ 0, la fonction t — p(tu), t € [0, 1], est non décrois-
sante. En particulier les ensembles M,, 0<r<r,, sont étoildes par rapport & Vorigine.

DEMONSTRATION. — Soit ¢ €10, 1[ et 7, < d(g,). On a

(3.4) we My, = (L— e)CA), ) < (Aw), wy < (1 + eo)CA(u), u) .

Posons f(t) = w(tu), avec 0¢ueM;n. Alors f/(t) = {A(tu), w)> et d’aprés (3.4)
on a

() < d(e) = f'(t)>0.
Il §’ensuit aisement la conclusion car f(0) = 0 et f(1) < d(e)-

REMARQUE 3.1. — D’aprés le lemme 3.1, (1.5) et (1.6) il s’ensuit que si 7 €10, 7]
alors

M(B, 4) = sup DWW %

u€d M., CA(u)yuy
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LeMME 3.2. — Supposons vérifiées les hypothéses (3.1), (1.5) et (1.7"). Alors les con-
ditions suivantes sont équivalents:

(1) 2l existe r,> 0 tel que M;l@ Vo3
(ii) m(4) E&I}}L(A(u), uy > 0;
(iii) la condition (1.4) est wvérifiée;
(iv) 4l ewiste r,> 0 tel que st u € M;l alors {A(w), u) <eclu|+*;

(V) <l ewiste r; > 0 tel que 87 u € M;a on a alors

P(u) > cflu]r+e.

DEMONSTRATION. — (i) =>(ii): Supposons sans perte de generalité que r, = 7.
Supposons par 1'absurde qu’il existe une suite w,, |u.| = 1, telle que 0, = (A(u,),
U,> — 0. Posons f,(¢) = p(tu,), t € [0, + oo[ et soit ¢, la plus petite valeur de ¢ pour
laquelle f,(¢) =1r,: On a d’aprés (3.4) et (1.5) fat) <t*(1 + &) 0,, pour chaque
te 0, t.].

Par conséquent
0.(1 + &) t“’“

Yo = falln)< —/——F—— 1 _]_ o

et il g’ensuit que ¢, — -4 oo si m — 4 co; ceci est en contradiction avec (i) car
tou, € Vo, c'est & dire, ¢, << ¢ pour tout n.
(i) = (iii): C’est une conséquence de (1.5).
(iii) = (iv): Il suffit de prende 7, = r, et utiliser (3.4).
(iv) = (v): On prend 7; = min (r,, r,) et 'on utilise la fonction f(t) = yp(tu).
(v) = (i): On choisit r;<r; tel que 7, < cp'*%, ol ¢ est la constante de la con-

dition (v).

Par la suite on suppose sans perte de generalité que 7, = 7, = 1, = 7,. On choisit
aussi d(e) vérifiant d(e) <.

LevMvE 3.3. — Supposons vérifies les hypothéses (3.1), (1.5), (1.6), (1.7'), (1.8').
Alors étant donné ¢ >0 on a

(3.5) ‘w@”-—————(A( w)y up| < CA(u), up ,

£
1+ 14«

1T g Aw),u,

(3.6) 'WM 1+ <B(u), up| <
porvue que p(u)<o(s) et ue V.

25 — Annali di Matematica

/
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DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 3.1 on a w(iw) < d(e), Yt [0, 1], et en utili-
sant (3.3) et (1.5) on obtient

(3.7 [eo(tu), tuy| <ette{d(u), wy, Vte[0,1].

D’autre coté

p(u) = f I(tu), udt = l_i—;c {(B(u), u) + f oo(tu), updt .
0 0

D’aprés cette dernidre relation et d’aprés (3.7) il s’ensuit (3.6). On démontre (3.5)
d’une fagon analogue.
Par la suite on pose M = M (B, 4). On a le résultat suivant:

LEMME 3.4. — Supposons vérifids les hypothéses du lemme 3.3. Soit ¢ > 0 et soit
re[0, d(e)]. Alors

3.8 su u)> :
(3.8) aHMI;rqo() 1Tz

BEn particulier on a M(B, A) < -+ oo.

DEMONSTRATION. — D’aprés la remarque 3.1 il existe une suite u, € 9, M. tel que

(3.9) (B(tyn)y Uny> (M—%) CA(UR),y Uny
On a

(P(uﬂ) > <B(uﬂ)7 un> - i (p(un) _1__]’___& <B(’LL"), ’I/L,,,>

1
1+«

et d’aprés (3.9) et (3.6) il s’ensuit que

(3.10) plun) > L2 o),
D’autre coté
(3-11) A, uy> HE

car (3.5) est vérifiée. D’aprés (3.10) et (3.11) on obtient (3.8).
Finalement §'il était M = 4 oo on aurais (3.9) et (3.10) avec M — 1/n remplacé
par n et par conséquent on aurais im ¢(u,) = + oo avee .|| < @, Yn. Ceci est en

contradiction avec la faible semi-continuité supérieure de @. Donc M < + oo.
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THEOREME 3.1. — Supposons que les conditions (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8')
soient vérifiées et supposons en outre que M >0. Alors il ewiste un g, > 0 tel que le résultat
sutvant est valable:

Soit & €10, & et soit r €10, d(e)[. Soit u, un point de mawimum de ¢ dans M, (il
en ewiste au moins un d’aprés le lemme 2.1). Alors u, € 0, M, et

(3.12) I'(ug) = 24 (w,)
avee A>0 et
(3.13) [A— M|<ce.

8 M =0 on suppose de plus que: (i) Yr> 0, il ewiste we M, tel que p(u) > 0;
(i) e(u)>0 = I'(u) 0.

DEMONSTRATION. — Par la suite on pose

(M 4 3)* + 4 M}t — (M + 3)

(3.14) gy = 5

si M >0, et g €10, 1[ (arbitrairement choisit) si M = 0.
D’aprés le lemme 3.4 on a

() >

et en utilisant (3.3) et (3.6) il s’ensuit que

1 M —¢ 2¢e
(3.15) m<f'(uo),%o>> B i g a<A(uu)7 Up)

D’autre coté

1 £
1—_‘{:_“ CA(uo)y wop <7 -+ H‘—“ CA(uo)y oy

et par conséquent

(3.16) CA (o) o) <

1
1+« 1—e’
En utilisant (3.15) et (3.16) on obtient

<P<uo),u.,>>[ -} —( e e )],

1
3.17 —_
( ) 1+ « 1-+e¢ 1+ ¢ —e
Voyons maintenant que, I'(u,) 0. En effet si M > 0 il s’ensuit d’aprés (3.14)
que le deuxiéme membre de (3.17) et positif pour tout &€ ]0, g[. Donc I'(u,) 7~ 0.
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Si par contre M = 0 il s’ensuit d’apres la condition supplementaire (i) que ¢(%,) > 0
et done I'(u,) %0 par (ii).

Bn utilisant maintenant le lemme 2.2 et la condition (iv) du lemme 3.2 on voit
que u,€ 9 M, et que (3.12) est vérifiée avec 1> 0.

Demontrons finalement (3.13). D’aprés (3.2), (3.3) et (1.9) il s’ensuit que
(L—e&)A< M + e. Done

14+ M

(3.18) A<M 4.

Si M = 0 la conclusion est démontré. Si M > 0, en utilisant (3.17) et (3.12),
on obtient

) M —¢ 2¢
m<AW°)’ Uop > (1 e _1—8)T’

et par (3.16) et (3.2)

1= l—e(M—e 2
“14+e\1l+e 1—¢g)°
Il s’ensuit aisement que _
3 M
(3.19). 1>M__aﬂ_il_),

1+ &)

et (3.13) est une conséquence de (3.18) et (3.19).
D’aprés le théoréme 3.1 il découle immediatement le résultat suivant:

THEOREME 3.2. — Supposons vérifides les hypothéses (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) et
(1.8') et supposons que M >0. Si M = 0 on suppose que les conditions supplemeniaires (i)
et (ii) du théoréme 3.1 sont vérifides.

Alors & chaque u > 0 correspond un r(u) > 0 tel que le résultat suivant est valable:

EBtant donné €10, 7(u)] ils existent u € 0, M, et 2> 0, solutions de (1.3), tels que
A— M| <uet 0<|u]|<u BEn outre p(u) est le mazimum de ¢ dans ,.

Voyons maintenant que dans tous les résultats on peut remplacer les conditions
(1.7') et (1.8") par (1.7) et (1.8). Il suffit de vérifier que la conditon (1.7) entraine
Pexistence d’un o> 0 tel que

(3.20) , lim [u| =0.
w(u)—>0
leli<e
LoMME 3.5. — Soit A = Vy avec A = A + v, et v vérifiant (1.7). Supposons en
outre que (1.4) et (1.5) sont vérifiés. Alors il emiste un g > 0 tel que (3.20) est valable.
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DEMONSTRATION. — Désignons par ¢, la constante ¢ de (1.4). On définit ¢ > 0
de fagon que

(3.21) lull < ¢ = [v(w), wp|< 2 uf=e,

ce qui est loisible d’apres (1.7).
Soit v V,. On a

1

1 1
w(u) = f CA(tw), w) dt = fta(A(u), w)dt + f (), w) di
0 0

0

et par conséquent

(3.22) ‘ (u) ———(A )y U

f[(v (tw), wy|dt.

D’aprés (3.21) il s’ensuit que

C
Kotu), wp|< 5 t*fu e,
et on obtient d’apres (3.22) et (1.4)

(3.23) P)> ——— ]]u" He,  VYueV,.

2(1 +
Done (3.20) est valable.
Pour démontrer complement le théoréme 1.1 il suffit de prouver le résultat sui-
vant:

THREOREME 3.3. — Sous les hypothéses dw théoréme 3.2 M est le plus grand point
de bifurcation pour Uéquation (1.3).

DEMONSTRATION. — Il suffit de vérifier qu’ils n’existent pas des points de bifur-
cation plus grands de M. Soit alors A, un point de bifurcation pour (1.3) et soient uy
et A, comme dans la définition 1.1.

En utilisant 1’équation I'(w,) = Aud(uy,) et la définition de M on obtient aisement

MCA(un)y wa) + {o(Un)y W) > Il A(Un)y Up) + Aulv(Un)y Uy -
Done

<v(wp)y wp)

. o (Up)y Up)
g CA(un)y wuy '

— s

En faisant g — 0 il s’ensuit que M — 4,>0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1. ET DE LA REMARQUE 1.2. — C’est une consé-
quence imediate des théorémes 3.2 et 3.3 et du lemme 3.5.
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.1. — On a évidement yp(u) = (1 4 o)A (u), w).
En outre les hypothéses du théoréme 1.1 sont vérifiées avee I'= B et 4 = A. Par
conséquent étant donné u > 0 ils existent uy et A, tels que B(uy) = Aud(u,), u, 0
et A, — M. On peut supposer que |uu] =1 et par conséquent (A(uy), u)>ec. 1l
s’ensuit (evenctuellement pour une suite extraite) que w, — u et B(u,) — B(u) quand
u —0. Puisque M > 0 il s’ensuit Iexistence de ve V tel que A(uy) —v.

D’autre coté I'opérateur 4 est maximal monotone puisque il est la derivée selon
Gateaux de la fonctionnelle réelle convexe et s.c.i. (1 + «)~{A(u), ). En particulier

0<A(uy) — Aw), up— w>, Ywel,
et en passant 4 la limite quand g — 0 il découle que
0o<v— Aw)y,u—w)y, YweV;

puisque A est univoque on a v = A(u).
Finalement

CA(u), uy = Lim (A(uy), way>c,

>0

et par conséquent u = 0.

\

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. — Cest une conséquence immediate du théo-
réme 1.1. et du corollaire 1.1.
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