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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Régularité pour une classe d’inéquations
non linéaires. Note (*) de M. Hueo Brrio pa VErea (!), présentée par

M. Jean Leray.

On démontre la régularité L7, L” et holderienne des solutions d’une classe
d’équations aux dérivées partielles, non linéaires, avec des conditions aux limites
meélées et unilatérales.

1. NoTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL. — Soit O un sous-ensemble
ouvert connexe et borné de ’espace euclidien RY, de frontiére 9Q; on se
donne aussi un ensemble fermé 0,QC0Q. On suppose ces ensembles
réguliers.

Si1 <@ <N, 8* indique ’exposant de Sobolev (B*)~* = f~* — N,

Etant donné un nombre réel p, p > 1, on indique avec L7 (Q) I’espace
des fonctions f(x) mesurables sur Q pour lesquelles il existe une constante A
non négative telle que

(1) mes{zeQ: | f(zx)| >t = (A=), Vi>o;

La plus petite constante A pour laquelle (1) a lieu sera indiquée par
[flp; | |» est une quasi norme dans ’espace vectoriel L2 (Q).

On suppose connues les définitions des espaces L?(Q), H"?(Q), H;”(Q),
L7 (Q), et C*°(Q), ot 0 <& < 1; on indique par || | | [lup | . et
[ ]s les normes habituelles dans ces espaces.

Si w est une fonction différentiable on indique par Ve son vecteur
gradient. Si £, n€R" on indique par £.v le produit scalaire des deux
vecteurs.

Dans la suite « désigne une constante telle que 1 < o << N.

Soit be H"*(Q); on introduit les sous-ensembles convexes fermés de
H**(Q) suivants :

Vi={reHh(Q) : v — yeHy*(Q)},
Vo= Hte (Q),

(2) Vi={veHb (Q) : v =0 sur 0, },
Vi={veH* () : v ¢ sur 9Q |,
Vi=Vin V..

On pose K=sup|¢| et on suppose que K < + .
09

Z



(2)

Risurrars oBrENUs. — Considérons N -+ 1 fonctions réelles A;(z, y, p),
11N, et B(x,y, p) définies sur QXRXRy mesurables en z et
continues en y, p; par A(z,y, p) nous indiquons le vecteur de compo-
santes A;(z, y, p).

On imposera a ces fonctions des conditions du type suivant :

(l) A(‘Z‘v )’vP) .p§a|p]°‘—b(x) |)/|°‘—l(x),
(3) (2) |B(=z, y p)| Ld(z)|pl+el(2)|y[*+f(2),
3) |A(z, 7, p)| ZLat|pP+g(2) |y '+ h(2),

ou a est une constante positive et d(z) €L (Q) aveec r > N.
Considérons finalement l'inéquation variationnelle-

(4) ueVy; f{A(w, w,Vu).V (v —u) + B(z, v,Vu) (v — u) | de>o0, VreV;.

On appellera probléeme P; le « probléme » (4) et on écrira u€P; pour
indiquer que u est une solution de I'inéquation (4).

On démontre les théorémes suivants :

Tutorime [. — Soit u€P; et supposons que les majorations (3.1) et
(3.2) ont lieu; supposons en outre que

(5) - belr(Q), eeli(RQ), leln(Q), [felLy(Q),

avec 1 < p, < Nja < p et ¢* = a/(a —1) p, q, = &/( — 1) po. Alors

ueLerit (Q).
Tutortme II. — Supposons que les majorations (3.1) et (3.2) ont lieu
avec
(6) belr(Q), celr(Q), Ilelr(Q), [felLi(Q),

p > Nja et ¢* = of(x —1)p. Alors st u€Py, on a

wel” (Q).
Tutortme III. — Supposons que les majorations (3) ont liew avec
(7) bye !, felr(Q) et g hels(Q),

ots p>NJa et s> NJ(z—1); soit YeH"1(Q) avec ¢ > Nfa. Alors il existe
une constante positive S telle que si u est une solution du probléme P,
alors

we ol (ﬁ)

Remarque. — On trouve aussi des majorations pour |u |, . |||, et [u]s

en fonction des données des problémes.
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Les démonstrations de ces résultats seront données en détail dans un
article a paraitre.

(*) Séance du 22 juin 1970.
() Boursier de I’'Instituto de Alta Cultura (Portugal).

(Istituto Matematico,
Universita di Roma, Italia.
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