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Sur la surjectivité de certains opérateurs
non linéaires liés aux inéquations variationnelles.

HUGo BEIRA0-DA-VEIGA (*) - JoAo-PAuLo Dias (Lisboa, Port.) (**)

Sunto. — Si dimostra, sotto ipotesi convenienti, Uesistenza di soluzioni del
problema (1), per valori positivi del parametro A in un intorno dell’ori-
gine. In particolare si danno delle applicazioni a problemi at limiti con
vineoli non-lineari.

1. — Introduction.

Dans la suite nous désignerons par H un espace d’Hilbert réel
muni du produit scalaire (,) de norme associée |.].

Soit 7': H — 2% un opérateur (multivoque) maximal monotone.
Il est bien connu (cf. [1], par exemple) qu’on a alors Im(I + T)=H
et que ’application

P= I+ Ty*: H—>D(T)= {ucH|Tu0},

est univoque, monotone et contractante (|.Pu— Pv| < |u— o[, Vu,
ve H).
Ttant donnés f e H et 2 € R considérons 1’équation

(1) f4 AueTu

Si A< 0 il est aisé de voir que % = (—A*7 + I)~Y(— A~1f) est
I'unique solution de (1).

Let but de cette note est d’établir certains résultats sur 1’exi-
stence d’une solution de (1) dans le cas ou 4>0.

Pour cela il est commode de se ramener & une équation uni-
voque. On a le résultat suivant de vérification facile:

LevmaA 1. — Supposons 0<A<<+ co et posons u=1-+ 1, v=
= pu+ f. Alors Véquation (1) équivaut a

(@) v—puPo={

(*) Subventionné par la Fondation Calouste Gulbenkian (Portugal).
(**) Instituto de Fisica e Matemética.
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2. — Quelques définitions.
Il est immédiat qu’'on a

(3) T(0)={ueH/Pu=0}, TY0)={ucH[Pu=u}.
Nous supposerons dans la suite qu’on a

(4) 0€e 10)

(5) P est compact.

La condition (4) équivaut &4 P0=0 et la condition (5) en-
traine, puisque P est maximal monotone, que si %, est une suite qui
converge faiblement vers « dans H alors Pu, converge fortement
vers Py dans H.

Soit

B,= {'”'EH/”'““<Q}7 >0, Sa:{“EH/”u”:Q}’y BezBaU Se .

DEFINITION 1. — Soit weR. Nous dirons que p est localement
P-régulier §’il existe o > 0 tel Im (I — uP)> B,. Nous dirons que u
est P-régulier si Im (I —uP)= H.

DEFINITION 2. — Soit weR. Nous dirons que p est une valeur
caractéristique de P g’il existe we H, u = 0 tel que v — uPu=0.
Nous désignerons par F(P) ’ensemble des valeurs caractéristiques
de P.

REMARQUE 1. — Il est évident que ]— oo, 1[ N B(P) =0 et que,
si pe]— oo, 1[, alors u est P-régulier. De plus, u € E(P) si et seule-
ment si A = g —1 est une valeur propre de 7|, i.e. Ker (I — AI) s~ {0}
(pour des résultats sur ’existence de valeurs propres de 7' quand
T = 3¢, sous-différentiel de @ convexe, voir [3] et [4]).

Un cas particuliérement intéréssant est celui our ’on a

(6) T(tu)=1tTw, VYueD(T), Vi>0.

En effet on a alors, de facon equivalente,

(7) P{w)=1tPu, VYueH, Vi>0,

et ainsi si p est localement P-régulier alors u est P-régulier. En

raisonnant comme J. Ne¢As dans [6], §4, on démontre facilement
le résultat suivant:
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THEOREME 1. — Supposons qu’on a (4), (5) et (6). Alors, pour
tout p € R il ewiste un espace vectoriel de dimension finie I, C H tel que
H=Im (I—uP)+ B,=Im (T—A)+ B,, ol A=pu—1.

On peut se demander si, sous les hypotheses du théoréme 1,
on a: u¢ B(P)=>u est P-régulier (alternative de Fredholm). Ceci
n’est pas vrai en général comme nous allons voir avec un contre-
exemple; cf. aussi la remarque 2. Nous terminons cette section en
enoncant deux résultats de démonstration facile:

ProPOSITION 1. — Supposons qu’on a (4), (5) et (6). Alors I(P)
est un ensemble fermé de R.

ProposiTioN 2. — Supposons quon a (4), (5) et (6). Alors

u¢ B(P) = lim |u—puPul| =+ oo,

lull—>+o

i.e. Dopérateur (multivoque) (I — puP)=* est borné.

3. — Théorémes d’existence.

Supposons toujours qu’on a (4) et (5). Ktant fixés fe H, ue R
et B, tels que f¢ (I —uP) S, nous désignerons par d(f, I — uP, B,)
le dégré topologique de ’application I — uP relativement & f et
& B, (cf. [7], chapitre 8). En particulier, si 0 ¢ (I — uP)(B, — {0})
nous posons

3(0, I — uP) = d(0, I — uP, B)) = d(0, I —uP, By), Vo, <o.

PROPOSITION 3. — Supposons qu’on a (4) et (5) et soit ueR tel
quw'il ewiste 0 >0 tel que

0¢(I—uP)S, et a0,I—puP,By)50.
Alors p est localement P-régulier.

DEMONSTRATION. — En effet, puisque (I — uP) S, est fermé, il
existe B, tel que B, N (I —uP) S,=19. Il vient

d(f, I —uP, Be) = d(0, I —uP, Bo) #0, VfeB,

et done (I —uP)B,> B,.

COROLLAIRE 1. — Supposons qu'on a (4), (5) et (6) et soit u ¢ E(P)
tel que 9(0, I —uP)==0. Alors p est P-régulier.
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REMARQUE 2. — Deux cas simples d’application du corollaire 1
sont les suivants (en supposant toujours quon a (4), (5) et (6)):

1) P est impair (i.e. P(—u)=—Pu,VucH) et u¢BE(P).
Alors p est P-régulier (car (0, I — uP) est impair par le
théoréme de BORSUK, cf. [7], chapitre 3).

ii) [1, ] N B(P)= 0. Alors p est P-régulier (car i(0, I — uP)=
= 4(0, I) = 1. par homotopie) .

THEOREME 2. — Sous les hypothéses (4) et (B) supposons qu'il
existe B> 0 tel que

(8) ap=Sup |Pul|< R. (%)

uesp
Alors, si pe[l, az*R[, on a
9) (I—pP)SeNBpp,, =9 e (I —uP)B,D By, -
Dn particulier, u est localement P-régulier.

DEMONSTRATION. — Soit (i, 4) = u —tuPu, t€[0, 1], f€ Bp_yqp,-
Supposons qu’on a, pour un certain %,

f=wuw—tuPu, avec uel;.
Il vient
uty= B — (B — pag) < B— || = || — || < |1uPu] <pos .
Or ceci est absurde. Donc
a(fy I —puP, By) = d(f, I, By)=1=fe (I —uP)B,.
REMARQUE 3. — Le méme résultat peut étre obtenu en utilisant

le fait que ’opérateur I — uP est pseudo-monotone et en appliquant
le raisonnement du théoreme 4.2 de [5].

4. — Applications.
Supposons maintenant H = L2(0) ol 2 est un ouvert borné ré-

gulier de R¥ de frontitre I". Soit j: R — ]— oo, 4 co] convexe, sémi-
continue inférieurement et telle que j(0)=0. Alors (cf.[1], par

(1) Obsérvons quon a |Pu|< |u| = R, Vu € Sz, car PO = 0.
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exemple) le sous-différentiel f= 0j: R — 2" est un opérateur max-
imal monotone. Supposons qu’on a 0 € f(0) et soit

g: H —]— 00, + 0]
définie par

%fqu]zdx +fj(u)dr, si we HY(Q) et j(u)e L),
2 I

p(u)=
+ o0, sinon,

ot Vu est le gradient de » et HY(Q) est ’espace de Sobolev usuel.
Alors on sait (ef. [1]) que @ est convexe, semi-continue inférieure-
ment et @(0) = 0. De plus, le sous-différentiel 7'= 0¢p est un opé-
rateur maximal monotone caractérisé par Tu = — Au avec domaine

D(T) = {ueH"-(QH—g—Zeﬂ(u) p.p. sur F},

ol # est la normale extérieure unitaire. IL’équation (1) équivaut
alors au probléme suivant

we H¥(Q2),

—Au—Au=f dans 2,
(10)

ou
—= € f(u) p.p. sur I,

ot feL*(2) (cf. [2], pour des exemples). On a que T vérifie la
condition (4) et ’opérateur P = (I 4 T')~* vérifie (5) comme on le
verra de passage dans la démonstration du lemme suivant:

LEMME 2. — 8i ||Pu| = |u| alors Pu=u et w=cep0).

DEMONSTRATION. — Pu est caractérisé par

—APu -+ Pu=wu dans £,

(11) ——%eﬂ(l’u) p.p. sur I'.

De (11) on déduit facilement, en utilisant la formule de Green,

(12) | Pullzsa = [VPu[*+ | Pu*< (v, Pu) ,
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et done | Pulf| ;g < |u|, Aot 1a compacité de P. De plus, si | Pu| =
= |u], il vient de (12)

|VPu

- [l [Pl < (w, Pu) < o] Pu ,

d’ott |VPu| =0, (u, Pu)= |u||Pu| et on a le résultat.

COROLLAIRE 2. — On a T-1(0) = f~1(0) en notation évidente.

THEOREME 3. — Supposons qu’il existe B > 0 tel que
(13) 0¢BRIQIHUB(—RIQI?Y), o |Q]= mesure de Q.

Alors (8) est vérifié et, pour chaque pel[l, az*R[, on a (9).
In particulier, si A€[0, az* R —1[, le probléme (10) admet solu-
tion pour chaque f tel que ||f| <R— @1+ A)a,.

DiMOSTRATION. — Supposons a,= Sup |Pu| = R. La compa-
u€ESp
cité de P entraine qu’il existe un u tel que |Pu| = R= ||u|. Par
le lemme 2 et le corollaire 2 il vient alors # =c¢ef~1(0). Mais
|| = R entraine ¢= -+ R|Q|* et on arrive & un absurde. Alors (8)
est vérifié et le résultat est une conséquence du théoréme 2.

COROLLAIRE 3. — Supposons vérifiées
(14) piry=1p(», VreDP), Vi>0,

(15) p(0) = {0} .

Alors Sup | Pul = a, <1 et, pour chaque A € [0, 7*—1[, le pro-
uUES,

bléme (10) admet solution powr tout fe L2(2). De plus, le probléme
homogéne correspondant admet uniquement la solution nulle.

DEMONSTRATION. — La condition (15) entraine (13) pour tout
E>0. En outre, (14) entraine (6) et la theése suit du théoréme
précédent.

REMARQUE 4. — Ce dernier résultat est & rapprocher & la remar-
que 2, ii) puisque, si 1 ¢ E(P), il existe ¢ > 0 tel que [1,1 - e[ N
N E(P)=0 (cf. proposition 1) et, par homotopie, on déduit que
tout we[l,1 -4 ¢ est P-régulier.

Remarquons que, sous les hypothéses du théoréme 3, le pro-
bléme (10) n’a pas de solution pour tout f € L(2) (avec A voisin de
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D’origine). En effet, prenons

1, sir>0,
Br)=4 [—1,1], sir=0,
—1, sir< 0,

et soit 2 =J0, 1[. Dans ce cas, sil’on prend f=ceR avec |¢| > 2,
le probléme (10) n’a pas de solution pour A =0 (remarquer que
pour f=0 on a que =0 est unique solution).

Finalement voyons que, méme sous I’hypothese (14), u ¢ E(P)
n’entraine pas que p est P-régulier. En effet, soit

0, sir>0,
pr)=1 ]— oo, 0], si =10, (probléme de Signorini)
0, sir<0,

et prenons Q=10,1[, A, =[(2n+ H)II]*, n=0,1,.... Il est aisé
de voir que le probleme (10), avec f= 0, admet uniquement la
solution nulle et done w,= 4,4+ 1¢ E(P). Cependant, si ’on pose
f(x) =, le probléme (10) n’a pas de solution et donc w, n’est
pas P-régulier.

Considérons maintenant un autre couple & et y comme j et S
(y =0k, k(0)=0, 0 €y(0)) et soit w: L) —]— oo, + oo] définie
par

fk(u)dm . si k(w)eLV(Q),
. B!

p(w)
+ oo, sinon .

On a, en particulier, 0 € D(f) N D(y). En autre’opérateur 7'=0p +
-+ 99 est maximal monotone (cf. [1], corollaire 13) et I’équation (1)
equivaut a

ue H D),

e —Au+ y(u)—Ausf p.p. dans 2 ,
. aue ) sur I
—3,€fw)  p.D. :

Sous ces conditions on obtient le lemme 2 et le corollaire 2 si ’on
remplace f-1(0) par f~1(0) N»~1(0). De méme, on obtient le théo-
réme 3 si l’on remplace (10) et (13) par, respectivement, (10') et

(13" 0 ¢ [(R]Q[7) N y(R|Q[)] UL B(— RBIQI) ny(—E|2|F)].
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Finalement on a le corollaire 3 en imposant la condition (14) aussi
pour y et en remplagant (15) par

(15") B1(0) N y=1(0) = {0} .

(1]

(2]

(3]

[4]
(5]
(6]

[7]
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