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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Sur le comportement du maximum
ponctuel des solutions de certains problémes paraboliques par rapport au temps. Note (*)
de M. Hugo Beirao-da-Veiga, présentée par M. Jacques-Louis Lions.

On considere la solution « (x, t) d’une inéquation variationnelle parabolique quasi linéaire dans
un cylindre QXx]J0,T[, 0<T = + «, et on démontre pour chaque 7e]0, T] la majoration
sup ess | u (x, 7) | dans QX]0, [ = A e®.

On se donne un ouvert connexe et borné Q de RN de frontiére lipschitzienne I, Q étant
localement d’un seul coté de I'. Etant donné T >0 on pose A = Qx o, T,
VEe=H21(Q), o = L% (0,°T; V), LES(A)i= B2 (0, 5T " LE@Q), (& = 22 () o,
Wy ={ue¥ :duldtel? (0, T; L*(Q) }; ces espaces sont munis de leurs normes
naturelles. On supposera par commodité N > 2,

On se donne aussi des fonctions réelles B, (x, ¢, y,z), Kk =0, ..., N, définies dans
A xR xRN mesurables en (x,?) et continues en (y,z). On suppose qu’il existe des
constantes positives a et a et des fonctions b, f, d, m, g, e, h non négatives et mesurables
dans A tels que pour tout (y, z) e Rx R™ et pour presque tout (x, 1) €A on a

N
Z BJng a|Z|2—by2—f,
j=1

® |Bo| =d|z|+m|y|+g,

|B;|<a|z|+e|y|+h G=1,...,N).

Soient p et 5, 1 < p, s £ + o, tels que 0 < N/(2p)+1/s < 1 et définissons %o, Po, So
par 1/so = 1/s+%o/[(N+2 %) s'] ol en général 1/r'=1—1/r, 1 £ r £+o. Nous
supposerons que b, f, m, d*, e*, h*eL?*(A) et geL?>% (A). Posons finalement
X =2%/N, g=2p" (1+%), r =25 (1+).

Pour presque tous les ¢ € ]0, T[ on peut définir A (¢) : V - V' par

N
A@)u,v)= 3 | B;(x,t,u, Vu) Djvdx+J Bo(x, t, u, Vu)vdx, VYu,veV
j Q Q

J=1

et aussi
[Au, v]=JT(A(t)u(t),v(t))dt, Yu, ved.

Soit maintenant K un convexe fermé et non vide de V et soit
A ={ve? :v(t)eKpp.en]0, T[};
A est un convexe fermé non vide de . On suppose en outre qu’il existe k, = 0 tel que

min (u, k) €K, Vu ek, Vk = ky. On considérera aussi le cas particulier des convexes K
tels que

@) ”u(k)llz,n§'Y”V“(k)Hz,m Vkz ko, Vuek,
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ou u™®. = y — min (u, k) et y est une constante. L’hypothése (2) est valable en particulier

pour les K tels que u € K = u < k, dans un sous-ensemble de Q de mesure (N —1)-dimen-
sionnelle non nule.

Soit finalement » une solution du probléme

ueC’([0, T]; L’ (@) nt’,  u(0) =ue€ek,

3) J‘:(v'(t)+A(t)u(t),v(t)——u(t))dt

1
> i(||v(T)—u(T)H’z",Q—Hv(O)—uo 13,0, Yve# ' nA.

Pour des résultats d’existence liés a ce probléme, cf. (*).

On désignera par c, ¢y, ¢, ¢; des constantes qui dépendent au plus de a, N, p, s, Q et y
et on pose par commodité :

lell=llellsosenr NN =11Fllnsnr [0/ =I8]lp.s.a
Alors :
TutorEME I. — Soit u une solution de (3), 8 = b+m+a~" d et supposons que

@ sup essq Ug (x) < ko.

Alors sup ess, u(x,t) < +oo et en plus :
) sup essyu (x, t) < {2ko+c; (Hy [|gf|+]| £||VHH, } e * T,
avec
H, = ¢, +cymin(||0|| 7220, TV, H, =min(]|6||7"/%, c,(1+T'M) T,
# = || 8] +]| >,

Si en particulier K vérifie (2) alors :

(6) supessyu(x,t)=< {2k0+c1(||g|,+“ f””z)min(||9||_1/2, T’”’)}e““””"zﬂ.

Les majorations (5) et (6) restent valables si 6 = 0.

TutorEME II. — Soit u une solution de (3), 8 = b+m+a~* d* et supposons vérifiée
la condition (4). Supposons en outre que b, f, d, m, g € L® (A). Alors :

@) sup ess, u(x, ) < {2ko+c Hy (L ||| g |||+ £N1V5) 3 e,
avec
H, = min(|[| 0[]/ TY®*2+T42), o2 = |[|6 || +[[| ]|
Si en particulier K vérifie (2) alors on a (7) avec

H, = min([[[0[[|7¥/% TH®*2), o = [[| 0| "

Onaposé|| || =1 o, a- Lestimation (7) reste valable dans le cas 8 = 0.



