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SUL PROBLEMA MISTO PER LE EQUAZIONI
LINEARI ELLITTICHE DEL SECONDO ORDINE.*

By Huco BEIRA0-Da-VEIGa, **

Summary. In this paper we give a method to prove regularity properties
of 3%/ dx, dx where u is a solution of the mixed problem for a second order
elliptic equation. With the aid of this method we can apply the translation
method (cf. [4]) to show the following result: Suppose that the domain § and
the data are regular and that u is Lipschitz continuous, then belongs to
W2¥Q). Using a similar method we prove in a forthcoming paper (cf. [1]) that
if the data are regular all W' solution (s>4/3) belongs to W2P(Q) for all
p <4/3. This result is the best possible since it fails for p=4/3.

Introduzione. In questo lavoro presentiamo un metodo per lo sticlio della
regolaritd delle derivate seconde delle soluzioni del problema misto (le somme
rispetto agli indici ripetuti sono sottointese)

Lu=—-D(e;Du)+bDu+cu=f i,

u=¢subh, Du+ou=1suN, (0.1)

ove D, ¢ la derivata conormale, Q & un aperto limitato di R™ di fromtiera I" e
DUN=I, DNN=g. Il metodo usato si applica ugualmente se D, ¢ una
derivata obliqua conveniente.

Imposteremo il problema nella formulazione variazionale:

we W, 5(Q), L{(l,-fDiquv+biD‘.uo+ cuv } dx

=fﬂfudx+fN(1p_au)odF, VoE WL (2), (02)

Manuscript received April 10, 1973.

*Lavoro eseguito mentre Iautore era invitato dal Consiglio Nazionale delle Ricerche in qualita
di professore visitatore presso la Scuola Normale Superiore di Pisa,

**Ricercatore dello “Instituto di Fisica e Matematica” (Lisbona).
American Journal of Mathematics, Vol. 97, No. 4, pp. 973-981

Copyright © 1976 by Johns Hopkins University Press.
973




74 HUGO BEIRAO-DA-VEIGA.

ove W, (@) & definito nel numero 2 e W(Q2)= W ,(2). Supporremo nella
introduzione che i coefficienti e i dati geometrici abbiano una certa regolarita
che sara precisata piu tardi.

11 problema {0.1} ¢ state studiato da un gran numero di autori. Per una
vasta bibliografia rimandiamo a E. Magenes [2], C. Miranda [3] ed ai lavori ivi
citati; voghamo ricordare in modo particolare i lavori di G. Stampacchia [6] e di
E. Shamir [5] apparsi piu recentemente,

E noto che se f,¢ e { sono regolari non & vero in generale che u appartiene
4 W>%Q). Noi vogliamo perd dimostrare che se la soluzione u & lipschitziana,
essa ha derivate seconde che sono funzioni di quadrato sommabile.

11 metodo introdotto in questo lavoro pao essere usato {e cid sara fatto in
un prossimo articolo; ¢f. [1]) per dimostrare che se u & una soluzione di (0.1) con
FELPQ) (1<p<2), ¢ W2 VPo(D), y&e WI"VPP(N) ¢ se inoltre ue
WA N CONE) con g=2p/(2~p) e A=2(p—1}/p allora le derivate sec-
onde di u appartengono a L7 (). Da questo risultato discende in particolare,
tenendo presenti i teoremi di regolarita C%* ¢ W9 ottenuti in [5], che, se f, ¢ e
¥ sono regolari, allora u € W*# () per ogni p < 4/3; questo risultato & ottimale
poiché il controesempio di E. Shamir in [5] dimostra che in generale u&
W43 & falso.

Cenno sul metodo usato: Suppoeniamo che ¢=10, che f e ¢ siano regolari e
indichiamo con S la frontiera comune di D ¢ N in I'. Vogliamo dimostrare che
ue W% in un intorno U di ogni punto x,&S e possiamo supporre che
(localmente) I' e S siano varieta lineari e che u abbia supporto contenuto in
€N U. E ben noto che il metodo delle traslazioni non & applicabile nello studio
del problema misto poiché le traslazioni della soluzione # nella direzione
ortogonale a S e tangente a I' non sono funzioni ammissibili {i.e. non sono nulle
su D n U); cambiando perd in modo adeguato la soluzione u in un intorno 2e¢ di
S otteremo delle funzioni u, verificanti Lu,_= f,, con le f, equilimitate in L2, le
cui traslate nelle direzioni tangenti a I" sono ancora funzioni ammissibili nella
equazione variazionale da loro risolta. Ne segue che le 1, sono equilimitate in
W2%) (usando appunto il metodo delle traslazioni di Nirenberg; cf. [4]) e
siccome u,—u in L® si ha la tesi,

1. Regolarita Locale. Dato B ¢ R" supporremo nota la definizione degli
spazi W#(B)= W**B). Con W"*(B) indichiamo lo spazio delle funzioni
apartenenti con le loro derivate prime (nel senso delle distribuzioni) a I™(B),
La norma in W*(B), s#0, verra indicata con || ||, 5, quella in L*B) con
I ilsequellain W-2(B) con ||l w5 con |l I, 5 indicheremo la norma
in L.*(B).
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Indicheremo con Lip(B) lo spazio delle funzioni lipschitziane in B con la
norma {{$|lpymy = sup{|(x} — d( y)| /|x — y) + sup|e(x)]; Whe(Q)=Lip(Q) se © &
un aperto regolare di R™. Per comodita indicheremo ||{Vo||l con Vel ove
l |l € una norma in uno spazio di funzioni. Poniamo r={x",x,_,,x), x
~(xpeam ) €

Q={xER":|x|<Lj=1,...,n—10<x,<1),
A={xeR":x|<1j=1,...,n—1,x,=0},
0=QuUA, y={x€A:x,_,=0)
Ap={x€0:x, <8}, Aj=A-Ay, dse]-11[. (1.1}

Definiamo ancora V=WYQ), V,={veV.0=0 su Agl e \}a={ve

Vsisuppo C Q). Sia u una soluzione di: u €V,

fa,.fDiquudx=ffudx+f yodA, Vuei}o (1.2)
¢ ¢ Ay
ove dA=dx'dx,_,. Si osservi che dist {suppy, d A) > dist (suppu,dQ— A)=3y

ove d A (resp. 3Q) ¢ la frontiera di A (resp. Q) in R"* {resp. B™).
Supporremo che

2, €CHQ), a(x)EE 2> wliP VEER® (»>0), (1.3)
e che
FELHQ),  $ELHA,), (14)

Sia ®:R "R ™ una funzione crescente e di classe C* e tale che D(r)=0
se r£[0,1}, ®(r)=1 se r&[2, 0], Poniamo O, ()=0(r/€), ove D<e<], e
definiamo ¢.: Q>R * come segue:

o (x) =D, (p) ove p®=x% | +x2. (1.5)

Lemma 1.1, Posto

si ha

fa--D-u D-de=ff€t;dx+fq';€vdA, VUE‘},E, (1.6)
o e A

i e
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ove
fo=fo.— ayuD}d, — ay( DuDg, + DiuDg, )~ Da,Dgu, (L7
l’P( = "Pq’e G, 1,nDn—1¢eu’

ove & LYA) & un prolungamento (per il momento arbitririo} di ¥ a tutto A.

La dimostrazione € un semplice esercizio.

Lemma 1.2, Se u€ Wh=(Q) allora f, € LXQ) ed inoltre

i fllg <l flig+ellVallao (1.8)

con ¢ indipendente da e.

Dimostrazione. Da (1.5) segue che

D | <o se e <p<Ze, |Dip =0 altrimenti; 19)
|Dl»,2¢£| < ce 2 se € <p<2¢, 1Di12¢€| =0 altrimenti. .

Dato che u(x’,0,0)=0 si ha, per ogni x€Q, |u{x)| <pl|Vu|, o e quindi
dalle (1.9) segue che

fQ [ul|D3g,Pdx < o Vull, o fdx' [[ otds,.de, <clTull o (110)

{p<2e)

Analogamente, facendo uso delle (1.9}, otteniamo
[ D@ Plufds <l Vo (L.11)
o ,
Finalmente
L%Dfu|2|Di¢€|2dx< eVl o (1.12)

a (L.7), (1.10), (1.11} e (1.12) segue la (1.8).

LeEmMa 1.3, Supponiamo che u€ W *(Q) e che

$E WA N L™ (Ay). (1.13)

Allora §, € W'*A) ed inolire

el a < {1V Ul 0 ¥l 2 4, T 1], o) (1.14)
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con ¢ indipendente du ¢ e ¢ in (1.7) scelta come segue nella dimostrazione.

Dimostrazione. In primo luogo, come in (1.11), si ha
1D, setllo < el Yl g (115)
Inoltre D,(D,_ b,t) =D, pu+D, ¢,Duin Q e da (1.10) e (1.12) segue
D (D,‘-l‘lgu)u(, <e|Vullop  i=L...un (1.16)
Quindi da (1.15) e (1.16) si ricava
8, 4Dy settll o < el Yl o (1.17)

D'altra parte esiste una applicazione lineare continua y— di W'/%(Ay) in
W Q) tale che la traccia di  su A, coincide con . Possiamo suppore che se
verifica dist (suppy,d A)> 3% allora la traccia di " su_ A verifica dist
(supp¥, 3 A) > 2. In piit s ¢ € L=(Ag) allora &€ L=(Q) € [0 < €l ¥l 0,0
Si ha quindi :

Wlho<clblyer,  1¥lwo<el¥lear (1.18)

Consideriamo ora in Q) la funzione &cps. Si vede facilmente che ”lﬁ({bﬁllk.@.
L e([[¥ilo, 0+ [Vl o) € quindi da (1.18) riesce

bl o, 0 < {0l 2+ 1]l eo, o) (1.19)

Da (1.17) e (1.19) segue la (1.14).

Teorema L1, Siz u € Wh(Q) una soluzione di (1.2). Supponiamo in-
oltre verificata la condizione (1.13). Allora le funzioni u, verificano

u €WHQ), e o <l wo+ I fligH Wil/ea,+ Wlwa,) (120)
con ¢ indipendente da €. Quindi u verifica ue W¥Q) e

||u|fz,(_) < C(Elluill,w,Q + “fllQ +ildlh o, T “‘f’“w,/\o)- (1.21)

Dimostrazione. Esiste una applicazione lineare continua #-—8* di
W %(A) nel sottospazio di W2((Q) delle funzioni aventi traccia nulla su A tale
che D_#* = 4. Esiste quindi una applicazione lineare continua del sottospazio di
W3(A) delle & verificanti dist (suppd,3 A) > 21 nel sottospazio di W*(Q) delle
#* aventi traccia nulla su A e verificanti D, 6* = e dist (supp8*,9Q —A)>n.
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Adoperando (1.3) si ha if¢gan;1!i1/2,1\‘<~C”‘hﬂyz,A e da quanto detto prima
segue che esiste o, € W2(Q) verificante v, =0 su A, D, v, =v,a_" su A, e lle, o
< clidlije,a € dist (suppou,3Q—A) > 1.

Posto & = u, + v, da (1.6) segue con qualche calcolo

an,-jD,-ch,,.vdx=f;?]iodx YoeEV_, 0veﬁ=f(—Df(a,.r-D,.vE).

Si osservi che i, € ‘}c e che dist (suppd,, 3Q — A) > . Applicando il metodo
del‘le Fraslazzioni (cf. {4]) segue che HD,?{.EEH'Q ScliVillo+flloh 1< ij<n, e
quindi | D llo < c(1Vitllg + il £llg + ¥l jn.0)

Finalmente adoperando (1.8), (L.14) e la maggiorazione ”VuEHQ <
IVulio+cllull, o ne segue la (1.20). La (1.21) é verificata dato che WHQ) é

riflessivo e u,—u in L2Q),

2. Regolarita Globale. Dati @, D, N ¢ S come nella introduzione
supporremo che per ogni punto x, €I esista un intorno aperto U/ di x; ¢ una
trasformazione bijettiva T di U su C= {yeR™:|yi<L j=1,...,n.} di classe
C? assieme alla sua inversa T ! ¢ tale che TENU)=Q, TTnU)=A. Se
%€ S supporremo inoltre che T(D N U)=Ay e quindi T(N N U)=A, T{Sn
Ul=vy.

Dato x,€ S fissiomo una funzione ¢ & Co?(U), 0< ¢ <1, tale che ¢=1 su
U’ ove U’ é un intorno di x, la cui chiusura & contenuta in U. Sia W5(€) lo
sottospazio di WHQ) delle funzioni aventi traccia nulla su D e sia u una
soluzione del problema:

u€ Wj (Q), f{aﬁD‘.quu-!- b Dyuv + cuv} dx
Q
szodx+f(¢—ou)udr, VoE WAR), (2.1)
Q N
ove

at.jECI(.Qm), aii(x)éi&j}ufélg VEER" (»>0), b,.,cec"(ﬁ), o £Lip(N),

fELYR), yeL¥N). (2.3)

Lemma 2.1, Posto u, = u¢ si ha

Ji ayDy, Dy dx= [ godat [ (Yo—a'uppdl,  Voe W) (@)
QnuU Qnv NnU (24)
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ove

g=fo— D, (a;D$)u— ay( DpDyu+ DpDyu) — b Dyt — cdu (2.5)

o=ap— D9, D.d=q.Ddén, (2.6)

i i
essendo n la normale esterna {unitaria) alla frontiera 1",
La dimostrazione ¢ un semplice esercizio.

Definiamo per ogni funzione ¢ con dominio contenuto in QN U, la
funzione 5=v° T~ L. Porremo y=Tx,

a 1+ "xn)
B=modulo det -————,
O (YY)
i E T T S n 172
A,.=det (l =124 1 n), A=(2AI2) '
a(ylv-':ynml) i=1

Eseguendo il cambiamento di variabili x—y si ottiene da (2.4), con qualche
calcolo,

faHDkEE]D,Edy=f gBody+ [ (Voo a)ATdy dy,_,, VTEV, (27)
Q Q Ag .

ove ay{ Y&k > v |4 per ogni £E R (v, >0), oy € CY(Q). Inoltre &, € V,
Supponiamo che la soluzione u di {(2.1) appartenga.a W»®(Q) e che
Y& WIHN)N L2(N),
Da (2.7) e dal Teorema 1.1 segue allora che &, € W*(Q) ed inoltre

1Zlla.0 < (Tl o0+ 1 Eli g + I 6= Tl g 4, + 19 § = Tl 0, )-

Di conseguenza
e ono < el wanu Il lono + lve— o’ully jonnu
o= 0"t no ) (28)
Da (2.8), (2.5) e (2.6) segue che u€ W2Qn U’) ed inoltre

llulis,ane < clllellmano+ I fllano+ Il sevmnuF Il neo) (29)
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Si ha quindi
Teorema 2.1, Sia ue W12(Q) soluzione di (2.1) sotto le ipotesi (2.2),

(2.3) e y € WYHN)N L=(N). Allora u ha derivate seconde di quadrato somma-
bile ed inoltre

iz q < C(”“”l,oo,ﬂ+ I flig+ “‘Pillfz,w"' H‘HlmN) (2-10)

La dimostrazione segue da (2.9), da noti risultati di regolarizzazione focale
sulla frontiera per i problemi di Dirichlet ¢ di Neumamn e dalla regolarizzazione
al interno.

Se o€ WY/%N) poniamo W} ,(@)={v€ Wi(@):v=¢ su N} Si ha il
seguente risultato:

TeoreMa 2.2, Sia u€ Wh2(Q) soluzione di (0.2) sotto le ipotesi (2.2) e
(2.3); supponiamo inoltre che Y€ W'/XN)NL®(N) ¢ che ¢& W34 D)
Lip(D). Allora u ha derivate seconde di quadrato sommabile ed inoltre

leello o = c{llully, .0t Il fllg+ lldllaje o+ bl Lipeoy 1l o+ 1l o)

(2.11)

Dimostrazione. La funzione ¢ é la traccia su D si una funzione ¢* €
w2 Wwh(Q) tale che [l¢*|lg,q < clidllsep © p* i1, o, < C”“pHLip(D)S con ¢
indipendente da ¢. Applicando il Teorema 2.1 alla funzione =y —¢* siricava
con qualche calcolo la tesi.

Osservazione. Si pud verificare che le condizioni € L¥(N ) e 9 ELip{D)
sono superflue poiche sono una conseguenza delle altre ipotesi.
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