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INTRODUCTION.

Le but de ce travail est de démontrer des résultats de régularité pour les
solutions faibles de certaines inéquations variationelles associées a des opéra-
teurs différentiels paraboliques

N

Lu = = . D;B;(x, t, u, Vi) + By(x, t, u, Vi)

im
définis dans un cylindre 4 = Q x 10, T ot 2 est un ouvert borné de R¥.
On considére des solutions appartenantes a C([0, TT; LX) N L*0, T; V),
avec V' = H'*(Q2), et on démontre que sous certaines conditions de régularité
[u|°eL=0, T; L¥)) NL*0, T; V) ot 6€]0, 1[ est une constante (cf.
théoréme 2.1). En particulier # € L%"(A) pour les couples (g, 7) vérifiant

(cf. corollaire 2.2).1

On généralise ainsi des résultats de régularité obtenus pour les solutions
du probléme de Cauchy-Dirichlet pour des opérateurs paraboliques linéaires
décrits par O. A. LadyZenskaja, V. A. Solonnikov et N. N. Ural’ceva dans [4]
(cf. [4, chapitre III, théoréme 9.1 et son corollaire]). En particulier dans [4]
les solutions doivent étre bornées dans la frontiére laterale du cylindre A,
propriété qu’on ne peut pas exiger dans notre cas.

Pour démontrer le théoréme 2.1 ils nous seront utiles des techniques de
O. A. Ladyzenskaja et N. N. Ural’ceva (cf. [4, chapitre III, section 9]) et de
H. Beirdo da Veiga et J. P. Dias (cf. [3]).

* Travail exécuté pendant que I'auteur était professeur visiteur chez la “Scuola
Normale Superiore di Pisa,” invité par le “Consiglio Nazionale delle Ricerche.”

! On a annoncé dans [2] des résultats du type de ceux donnés dans le corollaire 2.2;
en effet on peut les obtenir avec les téchniques employées dans [2] mais on n’obtient
pas le théoréme 2.1.
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325 SUR QUELQUES INEQUATIONS PARABOLIQUES

On énonce les résultats pour une classe de convexes qui contient en parti-
culier le convexe

K, ={veV:v > 0sur 02} (0.1)

ce qui correspond au probléme (cf. J. L. Lions et G. Stampacchia [6], J. L.
Lions [5], etc.) Lu = 0 sur 4, u = u, (donné) pour t =0,

N N
>0, > (D;B)) +n; =0, uy D;B;=0 dans 02 x 10, TY,
i=1

j=1

avec n; composantes de la normale extérieure;

Il y a d’autres problémes d’interét qui verifient les conditions imposées. Par
exemple, et en se bornant au cas des équations, on a le probléme de Cauchy-
Neumann Lz = 0 dans 4, © = u, pour ¢ =0,

N
Y, (D;B;)n; =0 dans 082 x 10, T7,

i=1

et le probléme mélé Lu = 0 dans 4, u = u, pour t =0,
N
Y. (D;Bj)yn; =0  dans I3 X 10, T7,
i=1

w=0dans I, X ]0, T[, avec [ U T, =0Q, ' NI, = &.

Finalement on remarque que les résultats de régularité démontrés au n. 2
sont indépendents du n. 1.

Dans le n. 1 on introduit la nomenclature et on étudie le probléme de
Pexistence de solutions avec des méthodes du type de celles décrites par
Lions dans [5] ol on renvoie aussi le lecteur.

Le théoréme d’existence donné dans [3] n’est pas suffisant dans notre cas
car la condition (0.14) de [3] est trop forte par rapport aux conditions du
théoréme de regularité. On affaiblira alors Ihypotheése (0.14)% soit dans le
théoréme IT1 soit dans le théoréme 3.1 (nomenclature de [3]) en obtenant ainsi
les théorémes 1.2 et 1.4 respectivement. Les démonstrations de ces deux
théorémes restent analogues 2 celles de [3] et on les écrira partiellement par
commodité du lecteur.

Finalement on remarque que les résultats de régularité décrits dans le n. 2
restent valables pour des solutions plus faibles, 2 savoir, pour les fonctions u
qui vérifient (1.23) écrite seulement pour t, =0, #; = T. Mais pour éviter
des calculs supplémentaires, et aussi puisque on a un théoreme d’existence
dans la forme plus forte, on se borne aux solutions de (1.23).

2 On fait aussi d’autres changements moins importants.
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1. Soit £ un ouvert borné de RY de frontiére I', étant I lipschitziénne et
£ localement situé d’un seul c6té de I'. Nous réprésentons la mesure de
Pensemble mesurable 4 C RY par | A |, le point générique de RY par
X = (% ,..., ¥y) €t nous posons |x| = (%24 - 4 xx»)/2 Etant donné
T > 0 on pose

Ay =02 x 10, 1, Ay =8 X I8, 1], A=Ar.
On introduit les espaces
V = H-¥(9Q), Vv =L¥0,T; V), Lr=L0, T;L»Q))

avec
1<ps<+w, E=L*Q)NY.

On indique par commodité || | Vu ||| avec || V|| et on définit
lul3, = I 85 230+ Va5, 4 - (1.1)
0,

Finalement on pose
W ={ue?:u' el?0, T; V') =7",
Wi ={ue? v L0, T; L¥Q))} = H-2(A),
Wo={ue?:u' el¥0, T; H13Q)},
ou u' = dufdt est la dérivée au sens des distributions vectorielles. Tous les
espaces introduits sont munis de leurs normes naturelles.
On supposera par commodité N > 2 les cas N = 1 et N = 2 s’étudiant

d’une fagon analogue.
Il est bien connu que

WG W G WG &G L) (1.2)
avec
N 1 _N . 2N
w7 gel2.2 =], ot (13)
et en plus
el ra <Nullye o  lluis2 , (1.4)
ou « € [0, 1] vérifie
| a l—a 1 o 1 a .
T BTy TB R (1
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On a aussi le résultat suivant:

ProrosiTioN 1.1. S

N 1 _ N T
Z+'—'>Z avec g <2* r<oo, (1.5)

alors Uimmersion de W, dans LY7(A) est compacte.

Démonstration. On voit aisement qu’ils existent g, et 7, tels que

g0 €12, 2%, 1o €12, oo, qg< 4o r <o,
N 1 N

P

En appliquant le théoréme 2b de J. P. Aubin [1]avecm = 1,7 =0, W =5,
Py=P, =2, Ay =V, A, = H%R), P =r,, B =L%(Q) on obtient que
Pimmersion de #; dans L%7—¢(A) est compacte (¢ >0). En prenant
€ =1y — 7 on obtient la these car ¢ < ¢q, .

On se donne aussi des fonctions réelles By(x, t, ¥, 2), k =0, 1,..., N, défi-
nies dans 4 X R x RY mesurables en (x, t) pour tout (y,2)€ R X R" et
continues en (¥, 2) pour presque tout (¥, )€ /. On suppose aussi qu'il
existe une constante positive @ et des fonctions non négatives d, m, g, e, h
mesurables dans 4 telles que pour tout (y, 2)€ R X R et pour presque
tout (x,t)eA on a

| By(x, 2,3, 2)] < d(x, 1) | 2| + m(x, 1) |y | + &%, 1), (16)
| Bi(x, t, 3, 2)| < a@l|z|+elxt)|y]| -+ hix 1), 7= Lisun ¥,
avec
deI¥=(A), meL™d), gel™N31) (1.7)
ou
N 1 /
2—p0+3—0—1, 306]2, W], (1.7)
et
e? e L?3(A), heL*%A) (1.8)
ou
N 1 /
2—p+T— 1, SE]I,OO]. (18)
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On peut définir pour presque tous les ¢ €]0, 77 la fonction
N
at;u,0) =Y f By(x, t, u, Vi) Dp dx -+ f By(x, t, u, Vi) v dx,
j=1 L] (?]
Yu,vel. (1.9)
Dr’aprés (1.6), (1.7), (1.7), (1.8), (1.8') il s’ensuit que (pour presque tous

les t€]0, T[) Bj(x,t, u, Vu) e L¥(2) et By(x, t, u, Vu) € L' () pour tout
ue V et par conséquent on peut définir A(¢): V' — V' par

(4@) u, v) = a(t; u, v), Yu,veV. (1.10)

Introduisons maintenant un opérateur A: & — ¥ de la fagon suivante:
pour chacun # € & on pose

[Au, v] = f A u), o@) dt,  Yoed (1.11)

ou [+, °] est la dualité entre les espaces ¥ et ¥,
Définissons maintenant 7, et g, par

ona 7o €[2, oof. (1.12)

b

N 1 N,
=

1 N1
So 2q, L)

Posons par définition o = af(e — 1) et @ = 2a’ si a €[1, o0]; on a

—]} et §e[2, oo (1.13)

Draprés (1.6), (1.7), (1.8), (1.12) et (1.13) il s'ensuit
‘ LTL? By(x, t, u, Vu) v dx dt ’ K E( + 1l #llggry + 1| Vit llo2) | 9 llge, o
et
| [] Bt V) Do st | <€+ 11wl + 1 V1o | o s
et par conséquent on a pour tout # € &
| [ @) 00, 00 e | <G + s+ 2y + 1 Vit )1

<E1 +lulg)lloly, Voeos;
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Alors (1.11) définit en effet un opérateur A: & — ¥’ et en outre

I Aullyr < EA 4 2ll5,5 + 11 #llggry + | V£ Ilz,0)

<E(1 +lully) Vued. (L19)
On supposera aussi valable la condition suivante
Siu,,uec¥,, u,—u dans %, faible et
o1
lim sup f (A(t) 1n(t), tn(t) — u(t)) dt < 0
to
alors
t.
lim inff ' (A(2) un(t), u,(t) — o(2)) dt (1.15)
tg
21
> f (A(E) ut), u(t) — o)) dt, NoeW
to
Ici

0L << T

Pour une condition suffisante pour avoir (1.15) cf. le théoréme 1.4.

Soit finalement K un convexe fermé non vide de 7 tel qu’il existe un
opérateur (opérateur de penalisation; cf. [5]) B: V' — V', borné, hemi-
continu® et monotone tel que

K ={veV:B(v) =0}, (1.16)
[Bolly <EA +lvlly), Voel, (1.17)
(Bo, w) = 0, Yoel, Yo e Hy*(RQ). (1.18)

Si on considére le convexe I, défini dans (0.1) on peut prendre 8 donné par
(Bv, w) = — f v~w dl, Vo, wel,
r

olt v~ = —min(v, 0).
Soit " le convexe fermé non vide de ¥~

H ={ve ¥ :ov(t)e K p.p. dans ]0, T}

% i.e. (B(u + tv), w) est une fonction continue de ¢ € R pour tous u, v, we V.
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et posons pour chaque v € ¥~

(Bo) (t) = B(e(t)),  te]0, TT. (1.19)
On a

B:?V =7, fvly <€ +2lly), VYoe?, (1.20)

B est borné, hemi-continu, monotone et

L (1.21)
H ={ve?:fv =0}
Finalement soit %, € K tel que
“i’ﬂvi”_i‘)]—» oo s foly—>oo
avec 3 (1.22)
veW et 2(0) = 1,
ou plus généralement tel qu’il existe €, > 0 tel que
[Ao + %o, 0 —w] |
_ [R20%
si (1.22)
|9 ]|ly — o0, veW, 9(0) = u, .

On a indiqué par %, la fonction uy(t) = u,, V£ €10, T.
Remarquons que si (1.22') est vérifiée alors elle est encore vérifiée pour
chaque € tel que 0 < e < ¢, car

[Bv, v — uy] = [Bo — Puy, v — uy) = 0.
On ale

TutorEME 1.2. Supposons wverifies les hypothéses (1.6), (1.7), (1.7°),
(1.8), (1.8"), (1.15) et (1.22"). Alors il existe u tel que

ue 0, TLXQ) N A, u(0) = u e K,
ft " (@), o) — u(t)) dt + ft " (A1) u(t), o(t) — u(r)) dt (1.23)

>} llot) — wt)he — 3l oto) — ultdre, VYoeW N,
pour chaque couple t, , t, verifiant 0 <ty <t; < T.
Démonstration. Soit uw e W . D’apres (1.4) et (1.13) il s’ensuit
lally s <Nwellgu o ll 2l < E N uly (wlly, + 1wl
avec (1.24)
o= % €10, 1]
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car V" G L#3(A) et ¥~ G &. De méme en utilisant (1.12) on obtient

Vull, , <E NI lly + 1w 1)
avec (1.25)
o = 1 = ]0, 1].

Ty

D’apres (1.14), (1.24) et (1.25) il vient
I Aully, <EA A1 lly 4 50w 15+ w5 2 1755

et en utilisant I'inégalité de Young? il s’ensuit que pour chaque 8 €10, 1] il
existe €(0) tel que

[ Aully <EO) (1 +1lully) + 00w lly,  Yuew”.  (1.26)

Posons pour chaque ¢, 0 < e < ¢,
Bo = A(v + 1) + %B(v + 1), Vved, (1.27)

et soit Ay: & — ¥ donné par Ay(v) = A(v + u,), Vv € &. Voyons que

U, ,WeW, U, —>u dans ¥/ faible
et
lim sup[Agu, , 4, — 1] <O
’ = (1.28)
= lim inf[4u, , u, — v] = [Agu, u — v], YoeW .

En effet d’apres (1.2) et (1.15) avec t, = 0, t, = 7' il s’ensuit que 4 vérifie
(1.28). Alors en supposant vérifiées les hypotheses de (1.28) on a

lim inf[A(u, + uy), u, -+ uy — v] = [A(n + ), u,, + 15 — 0], Yoel,
car
0 = lim sup[A(u,, + up), (4, + o) — (u + )] et u, + uyg—u + u,

dans ¥/ faible; et en posant v + u, 2 la place de v on a la thése.
Soit By(v) = (v + #,). On a d’apres (1.21)

Bo: ¥~ — ¥ est monotone, hemi-continu et borné.
(1.29)

En particulier §, est pseudo-monotone.5

Yab < (1/m)ema™ + (m — 1[m)e~m/tm=D pmitm=1 g b > 0,¢ > 0, m > 1.
5 cf. J. L. Lions [5, page 179].
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Voyons maintenant que

U, ,ueW, U,
et

=3
lim sup[Bu, , u, — 4] <0
‘ E (1.30)

=

= lim inf[Beun » Uy — 0] = [Bu, u — 7], YoeW .

La démonstration suit celle donnée dans J. L. Lions [5, page 189] et on la
présente par commodité du lecteur: On a B, = 4, + «1B, . Supposons veri-
fiées les hypothéses de (1.30). On a
[Aoun y Up — u]

= [Batty , tty — 1] — e [Bot, — Pott, t,, — 1] — e [Bytt, 4, — 2]
< [Batty , tty — u] — €_I[B()u » Uy — U] (1.31)
et par conséquent
lim sup[4u,, , u,, — u] < 0. (1.32)

Alors d’aprés (1.28) on a pour chaque v € %

lim inf[Agu, , u, — v] > [Agu, u — v] (1:33)

et en utilisant (1.32) et (1.33) avec v = u il s’ensuit lim[4g, , u, — u] =0
et d’aprés la premiére identité de (1.31) et I’hypothése (1.30) on obtient
lim sup[Byu,, , u, — u] < 0. Puisque B, est pseudo-monotone il vient

lim inf[Bu,, , u, — v] > [B, u — 0], Voe?¥ DW. (1.34)

D’apres (1.33) et (1.34) il s’ensuit la thése de (1.30).
Posons

D) ={weW:v0) =0}, L =ddr.

Alors I'opérateur B, vérifie les conditions du théoréme 1.2 du chapitre 3 de
[5, page 319]. En effet (1.30) = (1.36) de [5], et d’aprés (1.26) et (1.20) on a

I + ) ullyr <EA + N ully) + 004 lly,  Vue,

C’est a dire la condition (1.37) de [5] est valable. Finalement (1.22') entraine
la condition (1.18) de [5]. Alors il existe v, tel que

0 + A, + ) + —Blo. + 1) =0,

(1.35)
2(0) =0, v e,
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qui est la (2.12') de [3]; et on termine la démonstration comme dans [3] en
remarquant que pour obtenir la (2.16) de [3] on utilise

[4u, , u, — ug) + e [Buc , ue — 1] <O
ala place de [4u, , #, — o] < 0. On peut utiliser 2 la place de la (2.26) de [3]

u, —> U dans  L2%(A) fort (1.36)

€

(conséquence de la proposition 1.1) qui est suffisante pour obtenir la (2.29)
de [3].

Maintenant on décrira une condition suffisante pour avoir (1.15). Considé-
rons les hypothéses suivantes

N
z # 2% =Y [Bix,t,9,2) — Bi(x, t, 9, )] (25 — %) >0
i=1

(1.37)
pour tout y € R est pour presque tous les (x, £) € 4,
pour presque tous les (x, )€ ona
N o
2.7'=1 Ba'(x: 4%, z) Z; — +o0 (138)

| 2]

si| 2| — +oo etsi|y| reste borné,

et changeons trés légérement les conditions (1.7') et (1.8") en supposant que

N 1
—_— —-:1, SEZ,@, 1-39
—t ve 12, 0] (139)
et
N 1
TS + < 5 1. (1.40)
Supposons finalement que
d2el(4), meLl™%), geLl™™4), (1.41)
avec
N 1 N 1 N 1 N
— =<1, — 4+ —<1, —— <14, 53 €11, o0].
2p, + 51 2p, L 8y 2pg u S3 T3 :€] ]

(141"
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On a le
LemME 1.3. Les immersions de Wy dans L7%(A), LPr5(A), LP>%(A) et
L?"55'(A) sont compactes.

Démonstration. En effet ces couples d’exposants sont dans les conditions
de la proposition 1.1. Remarquons que d’aprés (1.41°) on a py’ < 2%,
Considerons maintenant la condition suivante:
Soient u,, , u € &, u, — u dans ¥ faible, u, — u dans
4y, I»4), . L) e LWS(4),

[l 20 llag.ry < €.

Alors si
lim sup ft ' (A(2) u,(2), u,(2) — u(z)) dt <0
‘ (1.43)

on a

lim inf ft " (AQ) 1a0), unt) — (1)) dt

> ® A ut), ) — o) dr,  Voe b

On a le résultat suivant

THEOREME 1.4.  Supposons vérifiées les conditions (1.6), (1.7), (1.39), (1.8),
(1.40), (1.41), (1.41") et les conditions (1.37), (1.38). Alors (1.43) est valable et
en particulier (1.15) est valable.

La démonstration du théoréme 1.4 est identique 2 celle du théoréme 3.1
de [3] ol on renvoit le lecteur. On veut seulement remarquer les points oil
les hypothéses faites sont utilisées.

Sans perte de généralité on se borne au cas ¢, = 0, #; = 7. Posons pour
uedé,v,weV,

[4y(u, ), w] = f f By(x, t, u, Vo) Dw dx dt,
[Ay(u), w] = f Bo(w, £, u, Va) w dx dt,
A, v) = 4,(u, v) + Ay(u).

On a A(u) = A(u, u) ot A: & — ¥ est I'opérateur introduit dans (1.11).
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LEMME 1.6. Supposons vérifiées les conditions (1.6), (1.7), (1.39), (1.8),
(1.40), (1.37) et (1.38); supposons en outre que

Up , UE éa’ ” Up H"/f < CFE: H Up ”ql,rl < Cfc) Up—>U

dans L?(A) et

[Ay(uy » u,) — Ay, , ), i, — u] — 0.
Alors
By(x, t, u, , Vi) — By(x, t, u, V)

dans L 2(A) faible.

LemME 1.7. Supposons wvérifices (1.6), (1.8), (1.40). Si u,—u dans
L7 A) alors
By(x, t, u, , Vo) — By(x, t, u, Vo)

dans L>*(A) pour chaque ve v (1 <j << N).

LeEmMME 1.8. Sous les hypothéses du lemme 1.6 on a pour chaque ve V"
A(u, , v) — A(u, v) dans V"' faible.

LeEMME 1.9. Supposons vérifiées les hypothéses du lemme 1.7 et (1.41) et
supposons en outre que u, ,u €&, u,—u dans V" faible et dans L5y A),
LP»5:( ) et L7 (A). Alors si

A(u,, , v) — i dans V"' faible

avec vE YV, on a

[A(un ) 'U): u’n] S [’1&: u]

D’aprés les lemmes 1.6, 1.7, 1.8 et 1.9 on démontre que (1.43) est valable
de la méme facon qu’on démontre dans [3] le théoréme 3.1 d’aprés les
lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4. Finalement (1.43) entraine (1.15) d’aprés le
lemme 1.3 et 'immersion %, G L2o:7o(1).

2. On supposera dans ce numero que les fonctions By(x,?,, %),
k=0,1,.., N, vérifient (1.6) et aussi

N
Z Bi(x, 1,9, %) "z = al|z|?— b(w, 1)y — f(x, 1) (2.1)

j=1
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avec a constante positive et b, f fonctions non négatives.® On suppose aussi
que

2 W8 Q 1 — 2,2
e*eLl?s(A)  avec 55 T 1, heL?z34),

d?e L™%(4), m e L™%(A), b e LP%1(A), (2.2)
avec w 3
E_I_S—i:l’ §; 5% 00, pour i1=1,2,4,
g ELP%(A) avec % + 51— =146 % ’
3 3
JeLm%(A) avec 2%)7— + :L =140 % 2.3)
avec ’ ’
6710, 1.
On impose encore les conditions
2 2N 2
sell ] (©P36[4+0(N—2)’7])’ 04
2.

we[1g] (oo braty—s 7)-

On définit encore a(t; u, v) comme dans (1.9) et Popérateur A(t): V — 7’
comme dans (1.10); remarquer a ce propos que d’aprés (2.4) on a p, > (2*),
Etant donnés une fonction @ et une constante M on pose, si M > 0.

M si ML w,
l)l‘M,‘w: w si 0<W<M,

(2.5)
0 si w < 0,
et on pose, si M <0,
—M si w << M,
buw={—w s M<w<O, 2.5
0 si 0< w.
En outre
MM w = w‘/’g\%l/,i)z—z- (26)

En général on posera par commodité i et 7 i la place respectivement de
Pr.w €t Mag, -

¢ Remarquons que (2.1) entraine (1.38).
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Soit I un convexe fermé non vide de V" tel que

pour chaque M réel dans un voisinage de +-co il existe

A>0 telque w— ek, Vwelk @7)

pour chaque M réel dans un voisinage de —oo il existe

A>0 telque w—Mek, Vwel &7

Par exemple si on considére le convexe défini dans (0.1) on a (2.7) avec
MM) = M~@/9+2 (pour chaque M > 0) et on a (2.7') avec

NM) = (— M)+

(pour chaque M < 0).
TuEOREME 2.1.  Supposons vérifies les hypothéses (1.6), (2.1), (2.2), (2.3),
(2.4), (2.7) et (2.7') et soit u une solution de (1.23)7. Alors st | u, |1eeLl¥(2)ona
|u|toed. (2.9)
COROLLAIRE 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 on a
u e Lv7(A) pour tout couple (g, r) vérifiant

N 1 N

Do,

29 7 4

(2.10)

Avant de démontrer le théoréme 2.1 nous introduisons quelques définitions
et nous ferons quelques remarques qui nous seront utiles. Soit %, € [0, T[
tel que

| ulty , %)/ € L3(£2) (2.11)

et définissons en outre un opérateur 4: & — &’ par

[Au, v] = j : (AF) u(w), o(z)) dr,  Vu,ved, (2.12)

ou [+, -] représente ici la dualité entre &' et & et te]ty, T]. On a d’aprés
(1.10), (2.12), (1.6), (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) et en utilisant (1.2) et (1.3)

T
I[4u, 7] <f0 [ @ Vultelul+m)|Vo|dsdr

T
+[ [ @ Va4 miul+9lv|dedr
0 VR
< (@] Vet oo + 1l ellap,os + [ #1155 + | 2]l2.2)
1V lla,e + 1 € llepg 00 | VE N2z | 2155
A 117 llpgyso 1 # 17, | 2 50, + 118 llpgusy 11 9 lloyso’
<ol +lulle)llvlle

7 Avec #; 4 la place de #~ dans (1.23) car les fonctions test v seront toujours prises
dans #; N A
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car & est contenu avec immersion continue dans L7 ¥(A), L15(A), L?2*%(A) et
L""%3(A). Par conséquence
| dulle <c(l +llule), Vued. (2.13)
Retournons maintenant aux définitions (2.5) et (2.6). Soit

we Wy = HLY(A),

M >0 et posons pour le moment, par commodité d’écriture, t = xy., .

Alors p.p. dans 4

0 si M <L w,
Dy = {Daw si < <M, (2.14)
0 si w <0,

pour i =1, 2,..., N + 1, avec 4 = ¢, ,, . Posons pour ¢ € R

(M si M <
&(é) = (& si 0<éE< M,
0 si £<0,

£:(¢) = max(¢, M),

. (2.15)
8(8) = 7761(8) £:(8),
x =% —1ell, oof.

Les fonction g, , g, et g sont lipschitziénnes dans R et continuement dif-
férentiables dans R — {M}. On voit aisément que 7(x, t) = g(w(x, t)) avec
M = mw € par conséquent ne W et Dg(x, xy;) = g'(w(x, xy.y))
* Daw(x, xy44) (1 <7< N+ 1) avec, si

Dav(x, xy) =0, g'(w(x, %y41)) Diw(®, xy41) =0

méme si dans le point w(x, ¥y,,) la fonction g n’est pas dérivable; on
posera alors par commodité g'(M) = 0.
En faisant quelques calculs on arrive facilement 2

M*1Dz si M<w,
Dy ={owDw si 0<w<M, (2.16)
0 si w < 0.

D’apres (2.16), (2.5) et (2.14) il découle
D =¢=iDw+(a—1)§1Dghy 1<i<N+1 (217

pour chaque w € #7 .
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Ces résultats restent valables si la fonction = n’a pas toutes les dérivées
premiéres. En particulier si z e L0, T; V) alors (2.14), (2.16) et (2.17) restent
valables pour i = 1,..., N.

PRELIMINAIRES POUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Soient u,
des fonctions définies par®

% ) by =, 4(0) =1, (2.18)
pour # = 1, 2,.... On a d’aprés la théorie des semigroupes fortement continus
(cf. [5, chapitre 2, Section 9])

u, € WLNA, (2.19)
u, — u dans ¥~ et dans C%([0, T']; L*(£2)); en particulier

u, — u dans & et par conséquent u, — u dans L27(/1) (2.20)
avec g, r vérifiant (1.3).

Si on pose v = u, et t, =0, t; = T dans I'inéquation (1.23) on obtient,
en utilisant (2.20),

L w0l de—o0. 2.21)
n Jo
On fixe M > 0 et on pose par commodité
b =mu> N ="MNM,u> hy = '#M.un )
T =M, € ="l
On a d’aprés (2.20)
n, — 7 dans ¥ et dans C%([0, T']; L*(£2))

et en particulier dans &,

(2.22)

car n = g(u), n, = g(u,). La convergence dans C([0, T]; L¥£2)) est évidente
et en particulier celle dans L%(0, T’ L¥(R2)). Si D;n,, — Dy dans L0, T; L¥(£2))
est fausse (pour un certain 7, 1 <i < N) il existe une suite extraite D,
qui reste au dehors d’un certain voisinage de D;n; en outre d’aprés (2.20) on
peut supposer que %, — u ponctuellement presque partout dans /. On a alors
avec y = (x, ) e 4

D, (y) — Dn()|
<|g' @) - | Da(y) — Da(y)| + | Da(p)| - | &' (w(5)) — & (w(¥))! -
(2.23)

8 On suit pour le moment la méthode employée dans [3].
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Le premier terme du deuxi¢éme membre de (2.23) converge vers 0 dans
L%*(4). Le deuxi¢me terme converge aussi vers 0 comme conséquence
du théoréeme de Lebesgue; en effet il est ponctuellement borné par
¢ | Da(y)l € L¥(A) et en outre dans I'ensemble ot #(y) = M on a Du(y) = 0°
et dans 'ensemble ol u(y) 7% M on a | g'(u,(y)) — &'(w(»))| — O car g’ est
continue dans les points z(y).

Soit maintenant A le nombre positif associé par (2.7) 2 M. La fonction

Uy =Uy — N, €EWINA.
On a

t
f (u," + Au, u, — v,) dr
to

t 1 t
— @;+Amu—umh+f@%JM—Mh+j(%U%—@h
£ to

to
¢ ¢
-+ f (" — v, 4, — v,) dr + f (" — v/, u — u,) dr. (2.24)
to to
Etudions séparément les termes du deuxiéme membre de (2.24). D’aprés
I'inéquation (1.23) on a

to
¢

t
ft(v,;+Au,u—vn>dr<%—uu—v,,n2

(2.25)
to
=4llu—uy + M, 7| .
¢
Par ailleurs (2.20) entraine
t
(Au, uy —u)dr | < || Aulle’ || up — ulle —0 (2.26)
to
et (2.21) entraine
¢ 1 pt
f@%w—@mz——fuwwhaa (2.27)
t n g
On a encore
¢
f (un, -y vn,: Uy — 7)71) dT = %H Uy — Uy “2
to to
; (2.28)

=272

to

® Presque partout.
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Voyons finalement que

f () U — ) dr — 0 (2.29)

on a d’aprés (2.17), (2.18) et (2.14)
(' — v,/ u — u,) dr
A ¢ ! ’
= —71— fto (7711 s Up ) dT

_’\ ¥ oag, 0 Me—1) L 2
= [ G ) dr e S [ )

< w0 [y s - 2D b [

et d’apres (2.21) il s’ensuit (2.29).
En utilisant (2.24),..., (2.29) et aussi (2. 20) (2.22) on a

hmsupf (w, + Au, u,, — v,) dr

n->w

z) _o,

n->w
to

< lim (__11u—un+,\nn[1 t %H"]n”z

c’est a dire

t
limsup | (u, + Au,n,)dr <O0. (2.30)
ty

n—>00

D’autre cbté on voit aisément que (cf. [4, chapitre III, (9.5)])

i t i
[ oy ma) dr = w2 — 31— O) 0P (2.31)
ty to to
D’apreés (2.30) et (2.31) il s’ensuit
t t t
lim sup 13 [0 — 3 (L= ORI |+ [ (4w drf <O
n->w to 0 0
(2.32)

Remarquons que

un‘r”g/())_l = (1/114) gl(un) gz(”n) et 4‘1/0_ gl(un)
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avec g, et g, donnés par (2.15) cette fois avec a = 1/6 € ]1, oo[; en particulier
on a, en utilisant (2.20),
um[(ﬁl/e)—l_) ul/}(l/ﬂ)—l et HL}L/G__) i#1/0 dans CO([O, T],LZ(.Q))
(2.33)
Draprés (2.32), (2.33) et (2.22) il s’ensuit

Hlwpom-tie| — 31— gy

to

i t
+ f (Au,m)dr <0 (2.34)
2 to

ce qui correspond a la formule (9.6) du chapitre III de [4]. Dorénavant la
démonstration est analogue 2 celle donnée dans [4]: On a d’aprés la définition

de ¢
1

g

H u(
gl [ute) M1 = % || ulte) ()= |17,
F 1P = (0/2) | d(Eo) I,
et par conséquence
2l 2(2) SOOI — F ] ulte) pEo) TP — SISV + Sl ()P
+ (012) (| @0 11* — (6/2) Il h(zo)* I
= (0/2) 11 w(@) () V0P — F I | ulto) 2. (2.35)

Mais puisque la somme des deux premiers termes dans le premier membre
de (2.34) est égale au premier membre de (2.35) on obtient

(6/2) [ W£2(2) (2) 2102 d + z f J (%, ¢, 1, Vi) Dyy dx dr

(2.36)
t
<1 f | u(ty)]20 dx — f f By(x, t, u, Vi)  dx dr.
e 02
Voyons maintenant que
N
Y. By(x, t, u, Vi) Dyn
i=1
= al | V(up/0-1)|2 ; (2.37)

— (2/0 s 1) b(ux/;(l/")"l)z = (2/0 o l)fl 1l¢(1/6)—1 |2a-6),
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En effet dans les points ot 0 < u <X M on a d’aprés (2.16) et (2.1)

N N
S B; Dy =Y (2/0 — 1) u®®-2B; Du

j=1 j=1

> (200 — 1) u0-2q [ Vu |2 —b|u|®— f}. (2:38)
D’un autre c6tél® uyp1/0-1 e L%(0, T; V') avec
(o U8=1) — (1/6) /01 D si 0<u<M,
Dy ) 3#1‘1/9)—1 Du si u<0 ou M<u, (2:39)
et par conséquent (ou 0 < u < M)
u(2/9)—2 | Vu |2 — l/1(2/9)—2 l Vu 12 praw 92 I V(zl¢(1/0)—1)|2. (2.40)
D’apres (2.38), (2.40),
WU = (y1/0-1)2 et U202 = (y(1/6)-1)2(1~0)
il s’ensuit (2.37).
Dans les points oti # > M ou u < 0 on a d’aprés (2.16) et (2.1)
N N
Z B; Din = Z Y2028, D;u
j=1 =1
> Jen-2a | Vult — bl ul* — /) ke
d’apres (2.39) il vient
P2 Vu |2 — | V(i) @42
et en outre
YRIO=2y2 — (3 LIO-1)2, PRIO=2 L | 1101 |200-0) (2.43)

car | | <|u|. Les majorations (2.41), (2.42) et (2.43) entrainent (2.37).
De méme

| Bo(x, t,u, Vi) | < (d|Vu | +m|u| +g)|u| 2/0)-2

et on démontre, en considérant séparément les deux cas 0 <<u <M et
u<0ouu>M, que

| Bo(x, t, 1, Vir) mp |
< d | wp 01| | V(apWO-1)| A an(up MO - g | wp/O=L 270, (2.44)

10 On démontre (2.39) en remarquant que w1/ = (1/M) gy(1) g2(ut) avec gy et g»
donnés par (2.15), « = 1/0; et w L0, T; V).
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Posons par commodité v = wp@/O-1, D’apres (2.36), (2.37) et (2.44) on
obtient en utilisant

dlo]|Vo| <510l o d2foft

et I'inégalité de Holder

S 1R + a0l Vo IR

2
< (__9 —_ 1) ” b “1’4'34-‘450‘5” v ”%‘1-.\74./1t0.t
2 —
+ (7 - 1) ”f||zr5,55./1to.t|| ! [|?,-(51(1_03)),§5(1—0).A¢0,g

2.45
{ (2.45)

€ 2 2
+ 51 V0 B+ 521 Pl g9 1y

—0
4[| m ”:ﬂz,sz,/i,o,, Ilv ||1272,52.A,0,, +llg Hpa.ss./ltu_t v ”253(2—9)/2,53(2—9)/2,/1,0_,
+ 31 [ ulto) |2

Remarquons maintenant que d’apres (2.2), (2.3) et (2.4) les couples d’expo-
sants (§;,5;) i =1,2,4, (Ps(1 — ), 55(1 — 0)), (Ps (2 — 0)[2, 5 (2 — 0)[2)

vérifient la condition (1.3); en outre si un couple (g, 7) vérifie (1.3) on al?
ey < B 1% L,

ol on peut supposer 8 indépendant de #; et ¢ (il dépend de T'). Alors d’aprés
(2.45) écrite pour € = afl on obtient

0

al
= 19 + 51V B 2.0,

< [(B = 1) BBy + 1 2y

1 g s, ] 19 i (2.46)
2 - -

+ (5 = 1) BN s, | 0 1520

+ B8 sy | 2 il 31 o)

11 C’est une conséquence de (1.4) écrite pour le cylindre A‘o't et de la majoration de

Sobolev
Nallox,0 < e(l2elle, 2 + 1l Ve Iz, 0)-
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Prenons maintenant #, € |t,, 7] et faisons ¢ parcourir [¢,, ¢;]; on obtient

d’apres (2.46)
v|wv |§1£0'¢ < deuxitme membre de (2.46) écrite avec t; a la place de ¢,

ot v = (1/2) (6/2) min(1, a). En utilisant I'inégalité de Young il vient

. 2
V19 B < [(5 = 1) 1B s

+ H d2 ”ml'sllAto.tl + H m ”772.52,/110,51 + (1 - 0) El/(l_e)

4 (1 _ %) Ez/(z_o)] ol +0 (% _ 1)”"ﬂz(<1/e)—1)

— 9 9 - -
. 1/0”le/9 e 7,82((~/0) 1)E ../OH g HZ/B

5,85, 4 13,83, 4
+ 1 ()M |?

avec € > 0 arbitraire. On fixe e tel que

0 v
1/(1-6) ) e — 2
(1—0)e + (1 2) € 7

et on choisit #; de fagon que

v

9 2
g+ o + (5= 1) BB Iyt <7 247)

ce qui est possible car 5; 5= 00, i = 1, 2, 4. Il s’ensuit
v )
10 B S I3+ all 21, + B aGR I (248)

avec ¢; et ¢, dépendentes seulement de 0, B et v.
Si M — o0 alors @ converge en croisant ponctuellement vers la fonction

u[max(u, 0)]/9-1 = max(u, 0)1/
et puisque

o ”2,2-/1:0.:1 < constante indépendente de M,

il s’ensuit, d’aprés le lemme de Fatou et le théoréme de Lebesgue, que
v — max(u, 0)1/¢ dans L%(%,, ¢;; L3(£2)). Et en utilisant (2.48) on obtient

max(u, )0 e L2(t, , t,; V) O L2ty , ty; LA(Q)). (2.49)

Remarquons maintenant que la fonction —u(x, £) est solution de (1.23)
avec 1, remplacé par —u,, K et £ remplacés respectivement par —IK et
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—A" et opérateur A(t) remplacé par I'opérateur A(t) relatif aux fonctions
By(x,t,9,2) = —By(%, t, —y, —2), k=0, 1,..., N. Et les fonctions B,
vérifient encore les majorations (1.6), (2.1). En outre (2.7’) est equivalent 2 Ia
condition

pour chaque M réel dans un voisinage de -0 il existe
A>0tel que w — e — K, Ywe — K,

cest a dire —IK vérifie (2.7). Alors si ¢, et #; vérifient respectivement (2.11)
et (2.47) on a, en utilisant (2.49) pour la fonction —u,

| min(w, 0)[*/6 e L¥(t, , t;; V) N L2ty , t;; L¥($2)).

Puisque
| % |*/® = max(u, 0)*/¢ 4 | min(x, 0)1/¢

on a finalement la

ProrosiTION 2.3. Si ) vérifie (2.11) et t, vérifie (2.47) alors
[ u [MeeL?(ty, ty; V) N L2ty , t;; LX(RQ)). (2.50)

Démonstration du théoréme 2.1. Si la valeur ¢, = T vérifie (2.47) le théo-
réme est démontré d’aprés la proposition 2.3. Autrement on choisit ¢, € ]0, 7]
tel que (2.47) soit vérifié avec le signe “="" et avec ¢, = 0. D’aprés la pro-
position 2.3 (2.50) est valable et par conséquence ¢, vérifie (2.11); on choisit
alors t, € J¢;, T'] de fagon que (2.47) soit vérifiée dans le cylindre Atl.tg et
(toujours d’apres la proposition 2.3) on obtient

| w M eL?(ty, ty; V) N L=(ty , ty; L3(R2)),
c’est a dire,
| u M eL?(ty, ty; V) N L2(ty , ty; L¥(2)).
Si 2, < T on continue la démonstration de la méme fagon jusqu’a arriver
a une valeur ¢, = T; il reste 2 démontrer qu’on arrive toujours 2 la valeur 7

avec un nombre fini de cylindres 4, ta: soient 7; ,7n, et 7n, le nombre
)

(eventuellement infini) de cylindres 4, t,,, OU respectivement
Pidh 4

122l .1, = T3 (2.51)

“ m ”pg.sz.At',’ii+1 > IV_Z > (2511)

2 V ”
(5= 1) B b lbastyi, = 75 (2.51")



347 SUR QUELQUES INEQUATIONS PARABOLIQUES

Dans chaque cylindre (sauf éventuellement le dernier il existe un dernier)
on a par construction

“ dg”m,sl./l,i_

2 5 v
+ (5= 1) 8 bty =7

+lm

tipg P28 Aty ty

et par conséquent le nombre total # de cylindres vérifien < ny + 7y + 73 + 1.
Or

P1,81

T

@l = [ NP0 dt
0

> 1 114,

> ()"

ot la somme s'étend aux cylindres ou (2.51) est vérifiée. Alors

stigy

P1,81

ok

n <N d3L,

En raisonnant de méme avec 7, et 3 on démontre que

52

i<l () + ()

14

S2 v . Sq
” m “1)2,52 + [ 12ﬁ2(2/0 _ 1) ] ” b ||174.T’4 + 1
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