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Summary

In this paper we consider weak solutions of a class of variational inequalities
associated with parabolic operators

D

u
t

|

M=

D;B;(x,t,u, Vu)+ By(x, t, u, Vu),
1

»

J

and we prove for them some L*® estimates in terms of the data and of the coeffi-
cients (cf. Theorem I and Theorem II). It will be shown as a particular case
that the pointwise behavior of the solutions when ¢ — oo is of exponential type.

Introduction

Dans ce travail on considére les solutions faibles d’une classe d’inéquations
paraboliques associées & des opérateurs du type

ou Y
W_ ZID-’ BJ-(X, t,u, Vu)+Bo(X, ta u, Vu)’

N
avec Z D; B; opérateur elliptique ct les fonctions By, 0<k < N, «non réguliers».
i=1

En suivant des techniques analogues & celles de [6], [7], [3] et [4] on démontre
des majorations pour la norme dans L® des solutions en fonction des données
du probléme (cf. Théoréme I et Théoréme 1I); en particulier on démontre que
le comportement ponctuel des solutions lorsque ¢ — oo est de type exponentiel.

Ce travail a aussi quelques points de contact avec les articles [1] et [2] (cf. en
particulier le Théoréme 1 de [2]).

La méthode qu’on utilise dans ce travail nous permettra de démontrer dans un
article & paraitre (cf. [5]) des résultats de régularité dans les espaces L(0, T'; LP(R2)).
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1. Résultats

On se donne un sous-ensemble ouvert connexe et borné Q de R¥ de frontiére
I, Q étant localement d’un seul coté de I'; on suppose I' lipschitzienne. Nous
représentons la mesure d’un ensemble mesurable 4 = RY par | 4|, le point générique
de RM par x=(xy, ..., xy) et nous posons |x|=(x?+---+x2)/2. Etant donné
T>0 on pose
A,=0x70,t[, A4,,=@x]t,t;[, A=A

On introduit les espaces V'=H"%(Q), ¥ =L*0, T; V), LP5(A)=L*(0, T; L*())
avec 1Zp, s<+00, §=L*2(A)n¥"; ces espaces sont munis de leurs normes
naturelles. On indique par commodité |||V u|| avec | Vu| et on définit

(1.1) Iulﬁ,=5l;g ess [ull3, o+ | Pull2, 4
St
Finalement on pose
W, ={u eV %eﬁ(o, T: LZ(Q))}EHI’ 2(A).

On supposera par commodité N>2; les cas N=1 et N=2 s’é¢tudient d’une fagon
analogue.

On se donne aussi des fonctions réelles B, (x, ¢, y, z), k=0, 1, ..., N, définies
dans A4 x R x R¥, mesurables en (x, ¢) pour tout (y, z)eR x R¥ et continues en
(¥, 2) pour presque tout (x, t)eA. On suppose qu’il existe des constantes positives
a et a et des fonctions non negatives b, f, d, m, g, e, h mesurables dans A telles
que pour tout (y, z)eR xRN et pour presque tout (x, t)eA on a

N
ZBj(xa t:y5 Z)'ngalzlz_b(x’ t)yz_f(x9 t):
i=1

(12) [BO(X’ t’ Y, %)[éd(x, t)[Z|+m(x, t)|y|+g(x: y)s
IBj(x,t, y,z)|salz|+e(x, ) |y|+h(x, 0, j=1,...,N.

Soient p et 5, 1 <p, s< + o0, tels que

N 1
OGRS
(1.3) - 0= T + p <1
et définissons x,, po, 5o par
N 1 1 1 %o 1
—F—=1—y —=—"t="F—"—
4 2p s Yo e TP N+2z0 P
9 i, w1
So S N+4+2yx, s”

3 g g5 L
ou en général = 1 - 1 =r=<+ o0. Nous supposerons que

b, f,m,d*eIP*(A), geIl*(A),

(15) h ELZ’ Z(A), eZELp"Sl (A)
1

N
aveCc ——+—=1.
2p, Sy
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Posons

_ 2X0 _ ’ i ’ «
(L.6) == 9=2p'(+n), r=25'1+y);
on a alors

N 1 N 4
(1.7) —E- 7—-7, qe]2,2 [, 76]2,@[

2N Co. .

avec 2¥= N—73 ; on sait (cf. par exemple [6], chap. II, §3, ou [2], §1) que si g, r
verifient (1.7) alors
(1.8) ' &cI®r(4).!

Pour presque tous les z€]0, T'[ on peut définir A(¢): V- V' par
N
(A u,v)=Y [Bj(x,t,u, Vu)-D;vdx+ [Bo(x,t,u, Vu)vdx, Vu,vev,
=1 Q
et aussi 4: & —» &’ par

[Au,v]= j'T(A(t) u(t),v(t))dt, Vu,veé.
0

Soit maintenant K un convexe fermé et non vide de ¥ et " ={ve¥ : v(t)eK
p.p. en ]0, T'[}; o est un convexe fermé non vide de ¥". On suppose en outre que

(1.9) il existe ko =0 tel que {u}*=min (4, k)eK, VYueK, Vk=k,.
On considérera aussi le cas particulier des convexes K telles que?

(1.10) Nl ze, 0 9 IVUP N2, 0 VZko, Yuek,

ol u®=u—{u}* et y est une constante.
Si le convexe K vérifie (1.10) alors

(111) ”u(k)“q,r,Agéﬁolu(k)IA,s ngk()s Vueé’n&{’,

N N
pour tout couple g, r verifiant (1.7)'; en outre fo=y2 7 }/2. La majoration

(1.11) se démontre comme la (3.1) de [6], en utilisant (1.10) & la place de la majora-
tion (2.13) de [6].
En général on a (cf. [6], chap. II, eq. (3.8); cf. aussi [2], Lemme 3).

(1.12) lullg,r, 4. =B®)|uly, Yued
avec

1 1
(1.13) B(t)y=Bo+Q|T Z¢'r)/2

ot fo=Po(WN, g, 1, Q).

1 Le résultat reste vrai si 'on prend g€[2, 2*], re[2, o0] dans (1.7).
2 D’aprés le théoréme d’immersion de Sobolev (1.10) reste equivalent sil'on pose | || o & la
place de || || ,* o
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On désignera par ¢, ¢;, ¢;, etc., des constantes qui dépendent au plus de a, N,
p, 5, Q et y. En outre on peut changer ces constantes au cours d’une démonstration
sans que nous changions la notation.

Soit finalement  une solution du probléme?

ueC’([0, T]; P(@)n A, u(@)=uoekK,
(1.14) jT(v’ O+A@Qu@), v(t)—u (t)) dt

23 o(T)—u(DI3, 0= 10©0) ~uolz,0r VoW1 A.

On démontrera les résultats suivants (par commodité on pose [|0]l,, 5, 4= 0llp, s
etc.).

Théoréme 1. Soit u une solution de (1.14), et supposons que

(1.15) su;:zcss uo(x) = ko.
Alors suaessu(x, )< + oo, et en plus
(1.16) SuPAessu(x, 1)< e T (2ko+ 1 (Hy | glpo, o+ 11 15,6) Ha}
avec

3?=||6|]Z"§+]|9HI,2,T1:?, 0=b+m+a~'d?
(1.16" H,=2B+c,min(||6],. Tﬂlﬁ T,

H,=min (0], 8(T) T*").
Si en particulier K vérifie (1.10), alors

sup ess u(x, t)
4

1.17 S U
(LIT) o fTIONEE . 2y ¢, (1l o+ 1T min (10132 T},

Les majorations (1.16) et (1.17) restent valables si 0=0.

Remarque 1. La fonction —u(x, t) est solution de (1.14) avec u, remplacé
par —u,, K et A remplacés respectivement par — K et —, et Popérateur A(¢)
remplacé par I'opérateur A(¢) relatif aux fonctions By (x, t, y, 2)=—B(x, t, -7,
—z), k=0, 1, ..., N. Par conséquence Pétude des «inf ess» dans A se raméne a
celui des «sup ess».

Remarque 2. L’hypothése (1.10) est valable par exemple pour les convexes K
tels que si ue K alors u<k, dans un sous-ensemble de © de mesure (N —1)-dimen-
sionelle non nulle.

Remarque 3. Comme d’habitude les majorations
|B;(x,t,, 2)|Salz|+e(x, )|y|+h(x, 1), j=L..N,

3 Pour des résultats d’existence, étroitement lié & ce probléme sous les conditions imposées
dans ce travail, cf. [4] et [5].
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ne sont pas essentielles et on ne trouve pas @, e(x, t) et & (x, t) dans les estimations
finales.

Théoréme II. Soit u une solution de (1.14), et supposons vérifiée la condition
(1.15). Supposons en outre que b, f, d, m, geL®(A). Alors

(1.18) sup essu(x, 1)< e {2ko+cy Hy(Hyl gl + 1111 Y2}
A
avec
H=01N* D2+ 10],, O0=b+m+a'd?

(1) Hy=min(J0] 5172, T0+2) 172,

Si en particulier K vérifie (1.10) alors on a (1.18) avec

(118”) ”=I|01|g'+2)/2’ H2=min(”9”-—1/2, TII(N+2)).

e}

L’estimation (1.18) reste valable dans le cas 0=0.

Remarque 4. Remarquons que les estimations du sup ess u(x, t) données dans
les Théorémes I et II restent valables pour les sous-cylindres 4., ., 057, <7,<7T,
porvu que ko, que vérifie (1.9) par hypothése, soit tel que ko=sup ess u(x, 1,).

2

Evidemment dans ce cas 7 est remplacé par 7,—17, est les normes sont prises
dans le cylindre Ay, ., Ce résultat découle des démonstrations (cf. la Remarque 5).

Remarquons finalement que si 80 (le cas =0 est le cas trivial)ona H,, H, < 4
et, par conséquence, les solutions ont un comportement ponctuel du type

supessu(x, 1)< A"
Ae

avec 4 et B indépendantes de 2.

Considérons maintenant quelques exemples. Soit E un sousensemble fermé
de ©Q de mesure (N —1)-dimensionelle non nulle, I'; un morceau de I, et posons

Ki={u:uz0 surr}, K,={u:u>0 sur E},
Ki={u:u=<0 sur E} avec EcQ,
Ke={uru=0surI'}, K=V, Kg={u:u=0 sur Iy}

Le convexe K, correspond au probléme de Signorini (cas de évolution); c’est
un probléme A contraintes unilatérales sur la frontiére latérale du cylindre A.
Les convexes K, et K; correspondent respectivement & des contraintes inferieures
et supérieures sur E, ces contraintes étant & l’interieur dans le cas de K,. Final-
ement K,, Ky et K4 correspondent a des problémes classiques.

On voit aisément que tous ces convexes vérifient la condition (1.9) (avec
ko=0) et que les convexes K,, K4 et Kg vérifient (1.10). On remarque aussi que
seulement les solutions du quatriéme probléme vérifient 3 priori la condition
usconst. sur la surface latérale du cylindre A (condition imposée dans le
Théoréme 1 de [2] et dans le Théoréme 2.1 du chapitre 5 de [6]).
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2. Démonstration du Théoréme I

On considére les solutions des problémes

2.1) 'l—lu:,+u,,=u, u,(0)=uy, n=1,2,...,

avec u dans les conditions du Théoréme I. On voit aisément que w,e¥;n A,
u, —u dans C°([0, T]; L*(R)) et dans ¥/, et

1 5

— [y @3, odt -0

n g

(cf. (1.4), (1.5) et (1.6) dans [4]). En outre, d’apres (1.9) on a v=u— u®e A pour
tout k= k,. Alors on demontre avec la technique employée dans [4], la majoration
(1.8) de [4] avec {(x, t)=1, a savoir

t
(2.2) u®E)I3, o= +1u®to)]3, o+ [ (Au, u®) dt <0,
to
Vik=ky, O0=t,<t;=T.
En posant #,=0, et puisque sup ess uy(x)<k,=k, on obtient
Lu®P 03, o+ Z j _[B (x,7,u, Vu) D;u®dxdz

(2.3) j=10%
+f [Bo(x, 7, u, V)u® dx de <0, Vkzk, 0<t=T,
0@

ce qui équivaut aux relations (1.1) et (1.2) de [3] et permettait de démontrer,
comme dans [3], que (cf. (1.4) de [3])

[u®)2 <max(l,a")[ | 80u®)*dxdc

Qi (1)
(24) +8k% [ O,dxdc+4 [ gu®dxdr+4 [ fdxdr],
Qi (1) Qi (1) Qi (?)
ot 0, (t)={(x, 1)eA,: u(x, 1)>k} et
(2.5) 0=b+m+a *d*, 0,=b+m.

Alors, en posant A4, (§)={xeQ: u(x, £)>k}, on démontre comme dans [3]
qu’il existe des constantes ¢=2¢(a) et ¢=2(a, N, p, 5, | Q) telles que

k)2 =2 2 2 2
Ill( )'A,SC [k ”0 ”p S, At+ﬁ ”g”po,so,A,_l_ “f“p,s,/h]
1-11

>0 (I Aorag)

pour tout ¢ vérifiant

2.7) t<ep() f IIGII,, o e

B étant défini dans le cas général par (1.13) et f=f, si K vérifie (1.10). On fixe
en outre la constante ¢ de fagon que

1+%

(2.8) 2% |QM1Eetr <.
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Remarque 5. D’apres (2.2) on obtient une expression analogue 2 (2.3) avec
[t ;] & la place de [0, ¢]. On doit seulement imposer la condition

(2.9) sup ess u(x, to)<k.

xe

En particulier, les démonstrations qu’on fera relatives au cylindre 4, se répétent
mutatis mutandis pour un cylindre arbitraire Ay, ¢, dés que (2.9) soit valable.

En utilisant (1.11) ou (1.12) on établit d’apres (2.6) le

Lemme 2.1. Soit u dans les conditions du Théoréme I. Alors si t vérifie (2.7)
on a pour tout k>k,

10)  [u®, . 4 ScB[k ”91”,1;,/?,/1;*‘[3|lg||pu,sc,A,+Hf”,l;,/i,A,]/"(k, fHtrx
avec
t 1/r
@.11) ulk, 0= ({14,017 de)
et B=B, si K vérifie (1.10) et
ﬁ=ﬁo+l/5IQl

1_1
q 2 tl/r
dans le cas général.
Posons par commodité
_ = 12 N.
(2.12) 11=Cl04l/5 40 V2=C(BlEl 0,50, 4+ I 37 45

d’apres (2.10) et d’aprés la majoration

1002 [ S <u—k>qu)'/qd¢] " (= yuti 1),

0 \An(&)

pour h>k =k, on obtient (en posant u(h)=pu(h, 1)),
(2.13) (h=R) (W) S Byy ke p(k)' **+ By, u(k)' %, Vh>kzk,,
et pour tout ¢ vérifiant (2.7). Soient py=pu(k,) et

ﬂ
(2.14) d= 2By, ko+2ﬁl');2x)2 g

1-By 2 * u
et posons pour chaque entier m=0
b=kt g =y i)

Alors, en posant h=k,,, , et k=k,, dans (2.13), on obtient

d d d
W#m+1§ﬁ?1 (k0+7_2;T1") pa X By, ulte

d
=By (ko +7) ﬂ,1y.+x+ﬁ)’2 ”)1n+x
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c’est a dire

2By ko+ By d+2 m
fns 1 < By ko ﬁd'h /3722 H,u,},”

(2.15)
=#5x2"—7_2m+1#;+x
car
1+yx

d=2By1ko+2B72+ P71 d)#527-

Démontrons maintenant que pour tout entier =0 on a
Ho
(2.16) P = i

Pour m=0, (2.16) est évident; admettons qu’elle est vraie pour m et démontrons
quelle est vraie pour m+1: ona

1+ 1+x m+1
m -

ﬂm+1§#o_x2_ % '2m+1#é+12— * =pe2 *

. . : . d
D’aprés (2.16) il s’ensuit que lim p,=0, et par conscquence u (k0+7)=0,
c’est & dire " e

(2.17) supessu(x, &)<ko +%.
A

Théoréme 2.2. Soit u dans les conditions du Théoréme 1. Alors si t vérifie (2.7)
ona

(2.18) sup essu (x, &)= 2ko+c BBl po, 0, 4+ 1 £ 1155 4
‘ 11
avec B=P, si K vérifie (1.10), et f=Po+]/212|¢ 2 1'/" dans le cas général.

Démonstration. D’aprés (2.17) et (2.12) il suffit de démontrer que
(2.19) d<2ko+2cfy, t4.
D’aprés (2.7) et la définition de o on a

1+yx 1+y%
1—By 2 * wiz1—y;2 % [QP187)00,5 4,

et en utilisant (2.12), (2.5) et (2.8) on obtient

1+x
(2.20) 1=fy,2 * pz3
D’aprés (2.14) et (2.20) il s’ensuit aisément (2.19) avec
1+2y
c=2 * |Q|4,

On démontre facilement le résultat suivant:

Lemme 2.3. Supposons qu’on a des nombres non négatifs ko, ky, ..., kp11 €t ¢
tels que

@.21) k; <2 max(ko, k;— )+, Vjell,n+1].
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Alors
(2.22) kj§2j(ko+¢)’ Vjell, n+1].

Soit maintenant ¢, la solution (unique) de ’équation *

r

(2.23) f=2B(t) %101, 7%;
On a les deux cas possibles:

() Tty Tep(T) " 10],%%

s

(i) T>t,T>eB(T)"*|0], 2%,
ou f=f, si K vérifie (1.10) et 8 est donné par (1.13) dans le cas général.

Démonstration de (1.17). Supposons vérifié (ii); alors il existe un entier n> 1
tel que

(2.24) nt;<T<(n+1)t,.
Posons £,=0, t;=jt, pour je[l, n], t,.,=T,

Aj=4,,_, . pour je[l,n+1], k;=supessu(x,E).
Aj

En appliquant le Théoréme 2.2 dans chaque cylindre A ; (cf. Remarque 5) on
obtient

(2.25) k;<2max(ko, k;_ )+ ¢, Jje[l,n+1],
car la valeur initielle u(x, ¢;_,) dans le cylindre A vérifie évidemment la majoration
supﬂess u(x,t;_)=k;_,; on a posé
(2.26) b=cB(t)) (B8l o, s+ 1 Fl5/5) X"
avec f(t,)=pf, car K vérifie (1.10). D’aprés le Lemme 2.3 on obtient
supessu(x, &) <maxk; <2"*! (ko + ),
c’est a dire !
(2.27) sup ess u (x, O Z2TT (ko + ¢).

r

Puisque t1=c||0||—“ et T>t,, on obtient (1.17) d’aprés (2.27) et (2.26).

DS
Si, par contre, I’hypothése (i) est vérifie, alors T vérifie (2.7) et d’aprés le
Théoréme 2.2 on obtient (1.17) car T* < c 0|, 1/%.

Démonstration de (1.16). On a d’aprés (1.13) et (2.23)
tr ! Zcll0) el 0]

4 On suppose §3£0. Autrement les démonstrations se simplifient.
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et ¢a entraine
(2.28) t?éC(IIHII +II9]IZ(1+"’ =cH;

on peut aussi démontrer que s <ct;*.
1_1
Supposons maintenant vérifiée ’hypothése (ii). Alors B(t,) < Bo+])/21Q|* 2
. TUr et en outre, d’apres (1.13) et (2.23),
1
ﬁ(t1)=ﬁo+l/2]9|q
1
d’ou B(t,)£2Bo+c0] ***¥. Par conséquence

(2.29) Bt)=H,.

Finalement, d’aprés (ii) on a f(t,)t¥"<B(T)T*" et d’aprés (2.23)on a B(z,)-
-tir=¢xir || 9| ~%; il s’ensuit
(2.30) B(t) 5" < cH,.

D’aprés (2.27) et (2.26) et en utilisant (2.28), (2.29) et (2.30) on démontre (1.16).
Si, par contre, (i) est vérifiée on démontre (1.16) comme conséquence directe
du Théoréme 2.2 car S(T)T* "< B(¢,)t¥r=2ex 6] ™2,

1

U
Bty *-l61 **

~1 A
2 ar

¢

B TN W S -1
T<e¢(/21Q(¢ 2 TT) F 6] 7% (ie. T <clO] 20 7D),
et I’exponentiel dans (1.16) est =1.°

Remarquons que dans la démonstration du Théoréme I on a employé des
cylindres A; de «hauteur» ¢; donné par (2.23). Mais on pourrait définir ¢, par

=8 * 161, 7%,

(avec 4,, 4 la place de A) et en général définir #; par

tj_tj—1=é[ﬁ(tj ji— 1)] 21|[9||p,s At Lty

De la méme fagon 4 la place de ¢ donné par (2.26) on pourrait employer des
¢; dépendantes des cylindres A; en remplagant dans (2.26) gl po, 50,4 €L 1S N5, 5, 4
respectivement par ||gll,,, so, 4; €t /1|5, 5, 4,5 €t €D remplacant ¢, par ¢;—¢;_;.

Un exemple: supposons que K vérifie (1.10) et que s et p sont tels que r/2y=s.
Alors

-1
=0p5 20161, 7%, = (I 101, th)
et en général

fy~ ,1—c(tf||9(t>n a) ", siysT

5 Elle est aussi < ¢ car, comme on a déja remarquée, #' = ct7 L.
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En désignant avec ¢, le plus grand des #; tels que ¢;<T et en posant 7,=0 et
t,+1=1T on obtient -

n+1 n

n =,
T=J_Zl(tj —t-1)Z zl(tj_ ti-)zn’ [_gl(tj_ tj-1)" 1]

T -1
>cn? (g ue(t)n;,gdr)

et par conséquent n=c]/T|0]5/%. Donc on peut remplacer dans (1.17) 'exposant
c|l0l%*- T par I'exposant c [|6]5/2]/T= c(10)2x )12,

3. Démonstration du Théoréme II

Un autre exemple est donné par la démonstration du Théoréme II. On a dans
ce cas

p=s=+00©, yo=1, po=se=N+2, x=2IN, gq=r=2(N+2)/N.

Vérifions par exemple (1.18), (1.18"); la démonstration est presque celle donnée
pour obtenir (1.16).

Supposons vérifié le cas (ii), page 222. On a (2.25) avec & remplacé par
D;=cB(t) (BUD & po, 50, 4, IS 1575 5
car t; 2t;—t;_, («=» si j<n+1); mais puisque
18150, 50, 4, = 12170 |18l o 110 =121 7 || g o, 15"

on a (2.25) avec

(3.1) B=cB(t)(Bt) A" Iglo+ I fI17)EE.
D’aprés (2.27), (3.1), (2.28) et (2.30) on obtient (1.18) et (1.18).

On a de cette fagon amélioré le coeficient de | g|,, car on n’obtient pas (1.18)
directement d’apres la formule (1.16).
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