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2. Un RISULTATO D' RICOPRIMENTo PER INSIEHI NOLLI
E nulle < E ha misuna (di Lebesgue) nulls

NOT& 3'0?!3

y ThCFS
—X= 9@

p y
. S ¢ l ; | l LT (‘LS)
grafico 9va Q ico Strisela S‘\‘vt scia
orizzontsle veviicale ovi 350\41'313 velrTicole
i.e. 9rafice ch di spessove §

Y=£6) com ThG,9) = Iv-fol<£f
L"P Cg) < Ccon
T Lip(§) €1

Costante di L Psdnﬁ'_g:
inf {L: o)-£6)] < LixeXe] V"u“t}

T EorREHA
Sia E un compaite di misuvs pulla in RZ,
Allora E si scrive come E = ER UEY dore

(1) Vg>o, Eh si vicopre Conm strisce oviz3.
Tr‘ = Th('F;)S;_) T e. 28 s &

(i) Ve >0, EV si vicopre com Shriscie vevlic.
Y 2TV t.c. )
T =TV (g T |24 SE

Ossev (@3:'0109,. @ueﬂ"o enunciate pus esseve uvisto
Come un vapLfinamento del feor. di Fubini.
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2 DEeRiVABILITA DELLE Funzioni DI LiPschiTe

Sia ¢ R R™ una funziome L{p&cLLETB.
Tey il Teovems i Rademacher £ & devivabile
(= differenziabile) in quasi Osy_;_l pawlo di R".

nel sense dells misurs

Queere risultsto € oftimele
o Y alo \ 2 R Lebessue, Q(&.n

Dowmanda (versione forte)
Dato E insieme nulle ur R” esisfe uns
‘?UMS’;Uhe, AW LipsdnirB f: R R che sia
nen devigsbile in oshi \:uvﬂ'o M E ?

Dowmanda (versione Jehele)
Data L Wmistwa positim Singelove su R”
esiste  uns -\?wgim ai Lip. PR s R™M
non dervivg bi€e in K go. punToe?

3.

Ossevoagr‘or;i
(i) Una risposte positie alla D.F. implica una viposis pos. alla™DD.

(1) Date n |a vispesta 3 DF. dipencle ds m.
(i) Dato v I3 Yispesta 3 DD. mon dipende da m.

(iv) Cosa succede prendendo ld Pumziove distauzp :

. ) = oniame
26 1= dist(x,E) ¢ \<— EuPQ!;mPaTT'o

S oscevin che £ 2 ion devitabi€®y wa X€ E
Se egolo Se X e un punte di povesits di E.
(Axu>%, oo tec. BOmK)NE=% e Ixnexl=0M0))

Ma esistone insiemi compalll’ E i miswe nulla
con me It ssimi puwat{ di won porosits.
Inealt esistone misuve Singelavi +ali che

}-L(E)‘-:O pev Oeh.\ wsiewe [E povese .
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Coss si sa (per il moments)

n=1: Risposls posiie a DF. (e quindi 3 DD)

Ceostruzione. classica.

Cer. Z, . Lahovski, Bull. Soc. Math. France 74 (1946).

N=2, m=\ : L3 visposta a DF. puo esceve negpplis .
D. Preiss , J. Funct. Anal. 91 (1930).

n=2, m qual, * Risposts posiin @ D.F. (ea TDI:.)
in 4Q.A- . CsSvhldei-D.'Preiss

NnN>2 : Nom si sa quasi hulls ...

3.3

Costruzione per n=|
Sia E compstte.

Siccome L'(E)=O0, esistonoc pavty AnN E t-e.
x‘(ﬂn) = " &I(I) Y1 Coemp. Conh. o P

Fev oan] N pvencl{almo %n + c. 8';‘;—. iﬂn
e poniame infine

m
. _ m . .
£00=20"g0; fo=tuif v
Allora ﬁm ha devivata 4 su Am per M pari
e devimta O per m Cdlispani.
Infine £ ha ,’pehclewie,l 4 <ulls sesla A Ay,
pov ™ pPari , € “pendeuza, O per m clispav,

Quindi € nene L. Pov ogni X€ £ = Ay, 24



Cosa si pus farve in dimensione 2 1
. RiCbpvive E coen discli nhon {.’wv.s‘.crna.-..
e Twnuece si riceo pre E cen strisce T:"JTJY

e Perv ogn] Striscia ovn'530n1'ale_ T":

si consideva |z LPumzione ?;_ toe. ‘%%L;i-,-‘t,_

e S{ usanoc le EW&B;OT\; 3; Pevr Cogtvuive £

ly. CamPo TANGENTE AD UN INSIEHE NULLO
'DeFIni3;one.

Sia E CcR?.

Una meppa = : E —> 3retre in Rz} = G2

si dice Tangewte ad E (in Senso dekole) Se

per ogni cuvva C di classe c in RZ
S ha

Tom (C,%) = T per g-0. XECNE
T
rispetto alla misurs
clv lu.mghe533 su C
Cla m. di Hausdorff H')

-----
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OSsevuasionf

(i) Se E & uns curvg C' alleva © esiste

e per [ precisiore TOO= Toaw(E,x

(i) Se E € puvameute non reltiflcabica
(cid.  Lungn (Enc)=o VY C curva C' uuR?)

allow 0810'1 T e ‘l‘e,naw‘l‘e a .
Te

Ve - .
(i) Se = egiste alloya € Univocamente

detevminato 3 mens di <olffoins. puvamente
Non  rethigicabi @l di E

(W) Se E ha wmisura positdva hon esicte Sleun t“l‘angw‘l‘e

Teorema

Se E ha misura hulls allove @ammelte un campo Talfi&ad’e

4.2

be-FfV\BI‘O'nQ aus.iliaria. Dato ECRZI @ rE—> EC.Oh: " R"]
si dice fangente ad E se pevogn curvs C ol

classe ! si h2

Toum (C,x) < @Cx) pev g.o. x€ ENC.

:b‘;lmog‘hregldﬂ& de\ _l_-é@vew\a '}
Passed

L _—
S deC@mPohe_ E come E"UEY “m elC %
Bllova B :i= CM & Tewkcjw?e, ___H._"L . A
3 E". Meutre 8bo:= CY ¢ tang. WW} é
a gv —

Passeo 2
Ll Ccampo @(K):: %

WA
m -

i

Ch  se xe gh

oV e e BN =3 Tanﬁeud'ea E.
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Passo 2
Ter ogni ngolo © vipeliamo I3 Costruzime
precedente sveude ructslo glisgsi ik 6.
Otteniewe un altro Campo 'f'aV\@@u'@e éﬂ ).

Passa/
Poniame infine

re):= n(@e(x)
Ceq
Allova T € tangeute 9 £ e %60 e
sewpre (contenuls in) UM vetts.

4.4

5. TL ProBLEMA Bl L Aczkovich

Domands
Sis F un insieme (Compstte) di miswe posattics in R" .
E" possibile towve Una mapps el L_.'Pscbu:i'g
£ T R" R" tie. £(E) ha pavte interna hon vuofa?

Risposte (per il Vhomeu‘l’o)
h=1 : Sil basta prendee ft.c £ =4g .
h=2 1 Sil ma nen & sewplice :
“D. 'P\r*eisgJ lavove hom walolfc;ﬁ'o

J. Matou¥ek | Algorithms Covbin. 14 (1999)
n>2: Bah ' 7
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6. DiMosSTRAZIONE DEL TESREMA DI RICOPRIMENTO

’Prcposi_glome (Iemma i -Dillwarﬂ)

Sia E un insieme @inite w B2, mi= £, ’

Alloava =i puc ricoprive E con

Vh  gvafrel ovizzontali eVw Vverticsli. ' é

Ossevmzione
Gueste € umna versione Semne‘['vica
del teovema i Elr-c\cqs—s_jekeve&

sulle soifosucce sstoni Mmownotone .

6.1

‘Di\rnos'hra3ione,
Paszco 4. Sw E si consideva l'ovdine parzisle PRQ <
Passe2., Si rimwoveno da E le catene com

8lmene Vn elementy (Linehé si pu—b)
Passe3z. Dope si rimuove da Guel che vests |l

primo Shate (l'incieme dei minimi) , poi il

Secondo , ecc.
Passol. Ogni catena € contenuta in un L exlions

grofico vertitsle . E ce ne Sovo e

‘ IL stvsts

al pux Vn.
P Q ISTP.
Passo 5, Osni strateo € contenuls In @

un grvofice orizzontsle . £ ce E
Ne Sono 2l pul' VW I stvato
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Dimostrazione del teorems di Vfco';vivnen‘?'o

Supponiame E  compsito.

Passe 4. Dato >0, sis Es la discretizzaziome <5
di E tawmite unes 8ri8h'a di passo §. | ,yj"‘ﬁ
Allors ZL2(E)=o <> #E;=0(l). ,{dng
Tosso 2. Ricopriamo Eg con \/"—'E—& - o(/) oot = ’;&g;:-_"
grofici °‘”33°“”‘T3Lt‘c € 0(4-) vevlicaly % - l 4
wgande | lemmz di Dillworth.

Paceo 2, Coprt'avno E con le sgtrisce T C‘F."‘JZS) ETngJJZS’).
I\n eV\'{'Vam‘oe_ i cazi |la somma de_aet. Spe&&ori e

28, o(l/g) = o(d)

Prendiame S te. o) s&.

)

7. EsTensioni A BIMENSioNE SUPERIORE  (Cro€ n=3)

Nofa3'|ahe

VA(4,8 .
-F0, A (£,5) A “0,2)= 46

Prailin . ANy N

Y )'/ Y Yy
Super ficie i Slab (lestva?) i Cuven di tipe  Tibo ditipex
Tipo x e cogh +tipo x e ceat. X e Costante e costante
o\ Lip. L i Lip. L di Lip. L di Lip. L
grafico X = £&.Y) Vx(\F,S) gvafice (v,2)= 6 UXd,S)
Con Lip(#) <L il con Lip(¢)<s L [i

JESBIESY § loe- ool <45

Aha[oghe definizioni per supevﬁ'ed, cuvve  ece, il Tipoy, 2
Z1



?VOPQSljlme‘ ' . . )
Sia E un insieme nullo wm R>. Alleve E= ETUF”® deve

() Ye >0, E* pus esseve Vicepento Con Slhb
V*(£;,51) Con cestahte di Lr'\o. 4 in
mede Tale che > S <€

(i) Vero, F* pus essere vicopevts com Tedby

Ok (435,435) Com Costaunte i Lip.i h
mode tale che |2 “’hz <€

Ha la veva domanda € :
ES poss'\lol\e vicepvire E con slab Vi ot'h'f.o X,v,2

Costante. W L schL+6 L e <Spessevi S{ W Wmode
ﬁ’\'a\e he |Z S <€)7

L indipendente ds E |

appi Is> vispostal
Non sappiamo visposta | _

La grustas gemeyau3595;‘m alla dimensene 3 el
lemma di :Di[/wovﬁ\, hon Vale!

Tn B-C.-P. si dimestva che:

Epuneiate A, VL, M <teo 3 uninsieme Lwmite E cR3,

(( tc. E non put essere. vicoperto Con M. n'2 Supenfted
A tpo XY, 2 e costante o Lip. L. S— ni=%E

E nunciate B, VYV L <tco, § >0, 3 uninsieme f£inite E CR3,

te. GxL(E) , &, (E) , &5 (E) < Sn'/3.

‘= . 8 . Rpox

\ KI S (B)i= mx {#(EnS)- 3 ::;.thﬂ'et }
Enunciate ¢. VL <eo, I un insteme Linite E CR3,

@ te. S (B) Gy, (B) , Gg, (E) < mV5,

Enunciate ©, ¥ L <teo, 3 un nsiewme. -ﬁ\\ni‘}o E(‘.RgJ
-]-C_. 6)‘JL(E) * GVJL.(E) ° GZILCE) < hl'

+.3



E' Pacile dave un esompio ok £ che gussi dimesha™D.

Basta infsth prendeve. E= ExxE, xEz

Con Eg, Ey} E-i- C [R . P-e.V' OSY\; C@S‘fc}\ﬂ'ke ClL:L-;P-L
i ha indalh che

6y (E) = #(M () = #E, -#E;

Sy (E) = % (T (E) = # £, -#E,

S L (E) = # (TxyCE.D = # Ey #E&y

e gquindi

gx,L(E) Y L(E) ' Sz,L(E) = @FEY)Z@'E)'.)Z (#Ee)z: h?

Pev'f'uv-loa\nclo Oppc-\/‘hztha lm@m‘l'\e q.ue&'f'o eSeAMp'c,
Se pne ofttene uwne che dimosha D,

Terd quest egewmpi non porfeno ad un controesemple
per €' evunciate di vicoprimenlo per ingiewnt huWl tuw R3,
+.4
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4. Alberti | H. Cs&vmgef,’lb."’reiss

Structure of hull sefs in the plane snd spplications
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E uroPEAN MATH. Scc. 2005

Q. Albat’, H. Csdrnyec , D. Breiss
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g.1



