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Eseuepi di Caicedo dei volume

1) A e- il solider oltenuto pveudeudo una sfevd

di raggio r, e bucaudola car it thopauo

con una punta di diauretnod-2.ro ,

passaudio peril Centro .

Calceolaria it volume di A
.

Punto bi diseguave A

A si oltieue ruotando B attovuo all'

Y asse delle y
A EMS

,

'

← y - VrEx2
↳ l l S B

'

l l S
⇒TI
r

,

s X

18 I S ro
'

r
,

l l S IBl l -

Iudieaudo con B' la meta Superiore di B

e an A ' il solidi di ratazione generate da B
'

ho che

vous) = 2voecnil-zfzafroxvr.IT dx)
= 451 x V dx



Cambio diner
.
= ax fort f- E) dt

t=rfx2
, hero

'

dt = - 2x dx ri- re

C- 2) dte xdx = on f re alt

O

= 24 / 2g £31214282
O

= 4kg (r,Iroy3k

2J Calcolave it volume di D dato Sotto :

← r→.

¥
.

AM

Scebgo un asse e considered le sezioni

Ax rispelto a quest asse .

L
'

asse per cui E facile l
'

area di A,

e quelle dato della freeas rossa in fig .

h ←
y - h - Knx

pill ! I x e- we rettaugolo .

- r
L' altezza e- h- hp x

← y =z ( per X >o) .

← A
La base E 2 VRZXT

.

I l
-r r



Quindi area (Ax) = 2h ( b - f) Ex .

Quindi

volts ) - f "avea(Ax)dx
- r

=2[avea(Ax)dx
= 4h14 - f) tzxzdx

t=I O

dt=fdx
I

rdt =D
→ = 4hm ) (l - t) Vat de

X
o

t = Selene
= . . .

. .

It - Cosa del



mtegndi iuepropri

Jabfcxldx E un integrate proprio se a e b

Sono humeri finite
'

e f e- bae

definite e continua su Ca , b] .

Jabfcxldx E un int
.

cinproprio seenpolice in b

se a e- fiuito (ma b pub esseneto) ,
f E definite e- continua su [a , b)
ma f men e- definite wi b o non

e- continua
.

Jabfcxldx E un int . inproprio seenpolice in a

se b e- fiuito (ma a pub essene - o) ,
f E definite e- continua su (a , b]
ma f non e- definite wi a

,
o non

e- continua
.

fabfcxldx E un integrate wieproprio se f e-

definite e continua su [a.b] memo
un numero finite di puuti Call

' interne

o agei estvaui dell
' intervale) .



Eseiupi

fo'e×dx iutegr . proprio

f! # dx
'

wuproprioseuydiaiuo

Jjbedx im proprio sauplice wits

got dx uiepvoprio uensauplice uioetcs

1 ! dx iuupnoprio non sempre wi O
.

Per adesso consider iamo solo uitegrali

uiepnopnri seuepeiei

efihizione

Se fabfcx )dx e- uieproprioseeupeice wi b ,
il redone e- dato da

Jabfcxidx elegies faefcxsdx
-

uitegrde proprio
per ogui cab



Se F : [a , b)→ IR E una primitivo di f
allora

fabfcxldx = figg. facfcxldx
= Egil Fiala
= ( chugs FG) ) - Fca)

Tu breve ble la solita formula

fabfcxldx = / FG) lab = Fast - Fca)

a patio di uiteudevetlbt come limit

= lui Fk)
+→ b-

Eseiupi

I e→dx= I - Eto: I e-
' II
.

= e-
O

-

e-
A

= b - O =L
ii
lui e-x
x→to

2)f dx =/ log toll?- log I - log (b) = -as
ii

live log x
x→Ot



3) {Lost dx =/ aux =

say,Gas)
- send

him sent
Quest uitegrale uiiproprio Esto

rien esistel
mon es iste (o non converge) !

i

efihizi one

se fab f Cx) dx e- wieproprio seeupeice wi a,
il redone e- dato da

b

fabfcxidxi-leinffcxsdx-IFGHba-FCH-F.cat)
(→at c

leiutcx)
x→at

Possibili can portamenti di un wit . uiepropnio
seenpolice .

Tato Iifabfcxldx wieproprio in a o b ahora

ai sono quattro possible
'

Casi :

o J esiste ed e- finite ( si dice che l ' wit
. converge) ;

• I esiste = too (si dice che l
' wit

. diverge a +co );

• I esiste = - co (si dice che l
' wit

. diverge a -o );

• I non esiste .



Signified geometric degli esaupi precedent

1J Some' dx= area
y

s-

A+
←

Y - e-
X

x

Y

2J f? # dx = - area CAT - l

l X

a-

y = b I
×

1-as

3J f cost do = area (At) - area (AT
o - -

II

y ,
←
b- cost

to ¥

At At

A- A-
- I -
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Ripveudiamo con gli uitegrali ueipropri .

Se eonoseete la primitivo F di f , allow poteete
calcolave I ' uitegnde fabfcx)dx audie se e-

vii.proprio in a o b
.

Se non eonoseete F
,
it alone dell

'

integrate

hiepuoprio fabfcxldx von si peut determinate ,

ma it comportment espresso si .

Quest E l
'

oggetlo di questa lez
'

one
.

Notazi one

Jati fabfcxsdx e fcdgcxldx (iuepropri) sevivo

fabfcxldx x fcdgcxidx
per dive che hanno to stesso comportment .

Cioe i sono eutnawbi finite
'

, oppuveeuihaeubitcs ,

oppuve eutvauubi - as
, oppuve eutrambi won esistcno .

( se Sono eutrsvubi fiuiti non Sono hecess
. uguali)



Da qui ai poi fabfcxldx e- wieproprio wi b
.

Tutti i risultati hanno una version per gli witevgr .

uiepropni wi a (che non sevivo) .

Prop .
I

be comportsmento di fabflx) dx ( wiper . in b)
mon dipeude da ee .

Th attire parole , se pseudo a
'

Cen Aca' Cb
,

Ja! f G) dx x fabfcxldx .

Dim

Presa F : [a.b)→ IR primitivo di f , ie comportam . di

Sab fix) dx = lui FG) - Fca)
*→ b-

dipeude solo da live FOI e won da Fca)
.

+→ b-

Prop ,

2

Se f e-
"

positive vicious a b
,
cioe esiste at

an aca
' Cb tale che f 90 see [a' , b) ,

allora fabfcxldx ha solo due possible comport. :

o E fiiito ( cioe converge) ;

o E to ( eioe diverge axes ) .

Yu pavticolave fabfcxldx esiste sempre !



Se uiveee f e-
"

negative vieiuo a b ,, , cioe esiste

a
'

een aca ab t . c . if so su [a' ,b)
,
allow

fabfcxldx ha solo due possible comport . i

o E fiiito ( cioe converge) ;

o E - cs ( a'OE diverge a -o ) .

Lemma 3

Se F : Ca
'

, b)→ R E eveseeute allow legg FK)
e.sister ed e- ueguale a sup {FG) : a'sxsb } .

Analogamarte se te decrescent figg Fcxl esiste ed e-

iwf { Fox) : a' sxeb} .

"
Dim . gvafica ,

Nel ease betas
,

F evesceute
,
Mi - sup {FG) : . . . } Ctcs .

Y

M -

*,

'

l l X

ai b



Dive . prop .
2 ( prime enumerates )

Premdo a' t
- c . f 30 see [a' , b) .

Allora :

Jabfcxldx x Ja! f. Cx) dx = lui FK) - Fca' )
T → b- 4

Prop .
I primitive di f

ed F e- crescent sie Ca , b) perche F'of 90 ,

quuiudi per il lemma 3

Hub, FH) esiste = sup# Cx) : a'Sxcb}

e questa sup E +co oppuve un numero finite .

Prop . 4

Suppongo che b- + is ed esiste L .

-

= bin fcx )
x→ tis

(finite o infinity .

Allora :

o se L > o
, fathfcxldx = to ;

° se L - O hen ho uiforuuazioni su Jtahfcxsdx ;
to

• se Lso
, f fG) dx = - cs .

a

Dive
.
(per L > o)

Premdo we t . c .
0cm CL

. Siccome f → L

per x→ to esiste I t.ci fcx) Im per XII .



Allora

+ A
1-A

fatF Cx) dx x §!f G) do I fmdx =/ mxl = too .

T T
E I

perche-Prop .
b

f 3 Kz

Eseuupi nel Caso ↳ O

• Sjw dx = I - ¥1! = - 1%+4=1 finite !

• Jj dx = I eogxl.to = logGol - log b - to iufeuito !

o ft? cos ffogx) dx = I seuceogx ) = seuceogGOD

[
↳t

open +→ +•
= sends

NON ES ISTE !

f.Costless dx q f
cosy dy = Seng = seuceogx) te

y
-

-logx

dy = d



Prop .
5 (criteria del confronted

Date f
, g : Ca , b) → IR t

.
c .

O Sf Cx) s g Cx) .

Allora

o s fabfcxldx s Jabgcxldx .

9 9
esistono per la prop . 2

e appavteugono a fates]
Ju partiedare

o se Jabgcxsdx Ctcs allora fbafcxldx a- co

o se fabfcx) dx =to allow fabgcx) dx =to

• se Jabgcx)dx= to allow fabfcx) dx put essene
finite o to .

• se Jabfcxldx Gcs alters fabgcxldx put essene

finite o to .

Dive
. Facile a partie delle disug . per gli integrate

'

propri .

ssehr
.

Se got Sf so allow

fabgcxldx s fabfcxsdx SO .

T 9
esistono e Seno

wi Ecs , too) per
la Prop . 2



1-

Eseuepio +42×+1 stfu t Principia del confront

J, to

I.a:* ,
do sT¥adx - 1%1

,W
-

pt, = - 1-

definite epos . per X S l primitive 3Gop
+ 3.3T = I '

non ho una primitive =
-¥3

Quiwdi [74¥ ,

dx e- fiuito .
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Continuatione della lezi one precedent .
Su pavticolave fabfcxldx , fabgcxsdx Sono integrate

'

uiepropri in b
.

( Ie case degli integrate uiepropri in a e- aualogo .)
Prop .

6 (Primo criteria del confront asintotico)
(andre : crit

. confr . as int . debate)

Date f
, g i Ca , b)→ IR Tali che :

o f
, g Sono positive viciuo a b (cioeesiste

a
'

con asa
' ab t. c . f

, g so se La's b) ) ;

o f G) = Ocgcxl) per x→ b- ;

allow gli integral Sabfcxldx e Sab g dx saro fiuiti

O tu e valgono le stesse iueplicazian della prop .
5 :

o se fabgcxldx ⇐ is allora fabfcxldx Ctcs

o se fbafcx) dx =to allow fabgcx) dx =to

Ossevv
.

o se fabgcx)dx - to allow fabfcx) dx put essene
finite o to

,
e se Jabfcxldx Gcs alters

Sabgcxldx put essene finite oxo .



• se f
, g SO ioiciuo a b e f Cx) = 0cg I

allow udlgono le segueuti uiipeicazioui :

o se fabgcxldx> - o allow fabfcxldxs - co ;
o se fab f G)dx =-w ahora fabgcx)dx= - as .

Dim .

Vieiuo a b ble che f Cx) , gcx) IO ed esiste M > O

t
-
c . IfE) IS MIGGY ( per la defiuiziohe di f= 0cg))
Quindi esiste a

'

een Asa'sb tale che

O S f Cx) S Mgk) per XE Lai, b)
Ma allow

fabfcxidxxfafcxldxsmfa.bg dx x fabgcxsdx .

" I
prop .
I della lez

'

one Sousa

Quiudi se SabgG) do e- finite
,
sono finite

'

tutti gli

uitegrdi sopra , e se fabfcxldx - to, Sono uifiuiti
tutti gli uitegrdi sopra .



Top .

7 ( Secondo criteria del confront asihtotico)
(andre : crit. confr . asiut . forte)

Date f
, g : [a , b)→ IR t. c .

e g E positive viciuo a b Coppuveg e- negative
viciuo a b) j

• f Cx) ~ L . gcx) per X- b
-

Con L 90
,

'

allora

fabfcxldx x fabgcxidx .

Tu particohune i due uitegsli sono euthombi

finite , oppuve eutvauubi to ( se g >o oieiuo ab)
oppuve euthouubi -co ( se g so vicious ab) .

Ossevv
.

Se gcx) ( oppwvefcx) ) Cambria segno wifinite Volte

par X→ b- allow mon ble nessun criteria

di confronted asiutotico .

Dine .

Suppaugo g 90 vieiuo a b ( tattoo case E simile) .
L
'

ipotesi f n Lg per x→ b- signifies che

line fed =L ⇒ f Cx) = Olga) per x→ b-
x→ b- go)



Luis, 96¥, = I ⇒ gal = Offer)) per x→ 5 .

DiuiostroprimachefabfCxldxctcs@fagcxldxctcs.s
⇐ segue della prop . 6 t f = 0cg) ;

⇒ segue della prop .

6 t g =Off) .

Allo stesso modo si diiuostna che fabfcxldx =to
⇐ fabgcxsdx = to .

Integrate uiepropri fondamental

° Sjfa dx = {
to se asi

ta se as I

Iufalti per at l

T adx = I9 Ii:{
'Tta - to seas ,

⇐ = at sea- I
mention per as I

do =/ log x = log Cto) - log (1) = too .



Ju partiedare A ha area fiuita Sse as I

y = Ia

,
A

y

• So'¥adx = {
to se as ,

1- se as l
l -a

Yufate , per a-41 ,

Sita dx =/g1o÷{
' iam = -ios seas ,

= La se as I

e per Ce b ,

Jj # dx =/ eogx I log @ I - log = to

Yu porticohave I ' area di A

e- fiuita se e solo se as ,
.

← Y -¥

I -- - -

A

1



Eseveizi
Determinate it comportamento (non il value !)
dei segueeti integrate improper .

• & a

dx

(verifies i s¥u e- definite e continua su (o, 2] ;

I ' integrate E inproprio in 0 .

Per x→ Ot
,
sent

~ = f- .

x4x4

Quiiudi per

%%¥adxz So's.es#dxqfoIdxqtosPnolp.b
20 crit

.

NOTO !
(lez . pree) confer . asiut .

Risposta i f! sent DX = too .

X4x4

• Jj%¥¥ogxdx
a

.ie#.::::::ai:nmpa;::s 'e' integrate e

Per x→ + is
,

X 4- eogx
¥

~ ¥5 = I ' ¥3 '



Quiudi
1- b

sj%e3.se#dxqSj%3dxqSi*dxq+o
20 crit . Confer

. Prop .
I NOTO

asiut
.

Thisposts : Jj%{ff¥- do E finite .

Can quest nuetodo mon posse seoprire quarto
Vale esaltameute

.
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Continuo con lo studio degli uitegrali uiepropn
'

saupeiei

Eseveizi

Determinate il comportamento dei segueuti integrate
improper i

° So'v¥ dx anahisipreeiuiiwaue :

O taux e- definite ,
continua

e strut
. positive su (o , if

↳ e- def . , cent . , street . pros .

Su Lo, I] e quiudi audie

¥au× lo e- . L
'

integrate e-

wieproprio wi O
,
e ai

Sono solo due possible coup . :
1- cs o finite .

Per x→Ot , faux - Seif n f- = x ,

quiudi ¥× ~ ¥

.tt#xz0evit.eonf.asint.quiudifovf--au+dxx fo
'

e- fiuito .

1

Conclusive i f¥au×dx I fiuito .

O



o f 1- dx
zxzlogx

Aualisi preliminaries : 1- e- definite , continuo
xzlogx

e positive su Esto) , quiudi Quit . e-

liupvoprio solo wi + is ed e- fiuito o too .

Alteuzione : ¥, men ha parte priue . per x→to .

Non posso wsave ie 20 an't
.
di con .fr . asint.

Peres ossevoo che per X→ to

¥. ⇐ ¥ ⇒ ¥. -9¥)
e

f? dx x§%zdx converge .

Per it to criteria di confronted asiutotico

fat:# dx converge .

. logs dx

Aualisi prelim . : logs e- definite ,
continua

,

e positive see [i. too) ; e
' integrate e-

uirpvoprio solo with e hole to o e-

fiwito .

Non CE una parte principate per x→tw .



Ossorio che per x→ + is

logy ⇒ ¥ ⇒ ¥=0(logis)x

e J! dx = to . Quiudi per it to evil
.

del eenfr . asiutotico

g!
-

logs dx = to

Nota quest uitegva.ee si price ealeobve

divetaureute con un Cambio di variable :

J! logis dx q fjydy = I to: to
y = logx

dy = I DX

° logos do

Aualisi prelim .
: lo¥_ E def .

,
anti
, posit .

Su [I , + co) ; e
'

integrate e- wieproprio solo

in to ed e- finite oppure too .

Per x→ to Vale che :

logis ⇒ ¥. ⇒ ÷=0(eo¥)

Tato inutile
, perche f! zdx e- finite .



Pero vole auche che

loggy ⇐ ¥5 = ⇒ eggs - OG)

e

g!:# dx e- fiuito

Per Lo crit . di confr. asiut .

J ,*log¥dx e- fiuito .

Alteuzione : come ho seelto I'esp . Its wiresso ?
Potvei preceded in miauieua pin generate :

Vaso logis a tag =¥
questa uifovmazione e- utile se f!:# do
e- finite

,
a'OE se 2-a > I

,
act .

Quinol's posse conclude sceglieudo Os ASI , per

esaupio a=L (ma andre A=hg , ma non

a- 1) .

,
o f- dx

3¥.

analisi prelim .

i 1-

su [3 , -1cg ,
.

Xx
E def

,
cent

.

, positive

l ' integrate e- uiepmoprio solo with ed e-

finite o to .



Per x→ to

1- =

V x
"- !

@ogxykKxtTziuutieeperchegjYgdxxftIlqzdx-tcs.Ma
andre :

¥× =

x'12
!
( log 112

&¥yk ¥4
E

Sj:# dx x dx - to

quindi , per ie
Io crit

.
di confn .

asink
,

Jj do = to .

Come prima , e
'

esponeute 1/2 ai nosso poteva

essene sostenuto da un qualeuuque esponente

A con 0 CALI .

° fog ,pdx
Aualisi prelim . : Hogge E def . , cent . , pros .

Su [2, -10 ) ; e
'

uitegrale e- uieproprio solo

a +as ed E fiuiho o + es .

A Heuz . : a- I e- it value dell' esponeute per

cui cambio it canportamento di S !adx .



Provo a Cercone una stina dall ' alto ( per

dimestave che e
'

integrate e finite) : per to

xctogxjz ⇐¥ = ¥

inutile perche f! dx = to .

Provo a arcane una Stina dal basso (per

diueostra.ve che l
'

uitegrale e- uifiuito) : per tries

Vaso ¥→ * ¥az=¥a

inutile perche J?7¥adx Ctcs per ogui a -o .

Ye canportamento di questo integrate men si

detevuvina usaudo it confronts an le poteuze !

L
'

Unico Modo (che io sappia) E cakolave

I ' integrate i

pdx q Teo:# dy as

y=eogx
dy = de

×

Quiudi ftp.dxe-fiuito !

• Jj! adx con a so
.

Fateeo voi !



s

o J X dx

o
ex + 2

Aualisi preliminaries : e×X! z e- definite
,
cont

.

positive su Esto) .

L
'

integrate E vii.proprio solo wit as

Per x→ to

+5
et
- Eso ⇐ 5¥ =

•

gY¥dx e- finite

Quiudi per ie to evitevio del confr . asiut .

{ftp.dx~JIEI.dxe-finito
L
'

esponeute 7 wi rosso put essene sostituieo

Con Wu qualunque A96 .

• dx con a - I
.
Fateh voi !

⑤
• J 1- dx con a so . Fateh voi !
2 Clogxja

a (log dx on a -o . Fateh voi !



AMI gest 20/21 lezione 45

1/12/2020

Continuo con gli integrate iiupropri .

Class : di uitegndiuiepropri significative

d'

g %¥adt=fadt={
to se asi

at se as ,

iveproprio x= -t

lie - as dx = - de

Nota : homesso
a
uivece dila perche cosi

posse considerate andre a non vitro
,
e mon

mi devo pveoeepare del segno .

!%adx=%÷adt={
to seas ,

^

T / ta se as ,

iveproprio x= - t

lie 0 dx=- dt

Eseuepi
Studiave il comportamento dei segueuti wit. ieupropri .

④ O
,

⑨
° 12×4×4 DX X !! dx a ftp.dx = too .

In T - i

iuepnopriouio 20 crit
. contr. asiut

.
i

x4x4~x2 per x→ o



4=-1×1 perKO
o ④ ⑨

o f¥dx xf¥dx=§¥dx¥ - f
,

dx = -o -

- 412
- "K

T [ 20 crit . diconfnasint .
uiupropriouio

seuxnx por Eso

° f# dx

co
's ⇒ dtq¥dt

T te Iz -X
wirproprio ai Az dt= - dy cos t)- sent
perches 1-

Vase I

def . epos safe, E )

q fo ¥zdt
= fiorito

{ seeupio airportante

zocvit.coufr.asiut.itcambio di variable sent out per too

serve a vicendursi a

un uiteghde uiepropriouio

1%1×-6 ok = I, d×q¥③¥sdx
T

improprio lie 3 per x→3

XZX - 6 = (x - 3)Gtz)
x-12 - 5

×¥, e- definite
= f- dt

su (0,3) T
t = X-3

dt - do

xf%dt= - as .



Versione alternative : Cambio di variable subito

1%1×-6 ok =P %¥dtxf%dt
T f -

ztcf.is,
alt

q
improprio ai 3

to X- 3
,
dt=dx ttsfg

= - O

per passive ad un port→0

integrate uiepr . uio

⇐ t -13 ⇒

XZX-6=4+3) 2- (t-13)-6

= t46t -1/9- t-3/-61

= that = tctxs)

I

° ¥44 , d×x×a!×↳ , dxq.jo#=fiuito .

-o

p
O

vieproprio ui -y
Xhtxlnxh

per x→ -a

version errata :%%, ,d×Id¥
( x4x4 , nxh

per x→ - as

Siccome §!¥u e- inproprio auche ai O mon si pino

apple
-

eave it criteria del confront asintotu.co !



Conclusione della tenia degli integrate
'

ciupropri

- inone abbiomo considerate solo fabfcxldx iuepvopvi

solo in b Crisp . ,
a) e tutti i critevi di confront

richiedono che f abbia segno Costache vieiuo a b

Crisp .

, a) .

Ie prossino criteria non richede segno costate .

Proposizi one (criteria della convevgeuoeaassoluta)
Sia f : Ca , b)→ R continua e tale che fablfcxdldxstos .

T
Allora fab f G) do esiste ed e- fiuito . esist sempre ,

ed e- finite
0 to

Osseroazione

Sefablfcxsfdx etcs , allora fabfcxldxpuo-aoe.ve qualuuque
comportamento !

Eseuepio

[YI dx esiste ed e- finite

perches,t%u¥ dx S IT dx sus .

Cluett le dimeStazione di questa proposing
-

one .



Gutegndi improper i non saupliei
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