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tumblr.at

( in partiedare eiuiti di forme indeterminate )

strumout a disposing
'

one i

- Teorema di de L
'

ltopital
quester ie lo

° Sviheppi di Taylor e parti principal ← strumauto pin
importante !

teorema-hdetop.tl

Versione "

imprecise , i date f
, g fuuzioni Tabi che :

f-Cx ) , gcx )→ o
xoxo

oppure

fcxl , gcxl→ Ics
x→Xo

allora

potrebbe non
Liz = Line

.

← esse re una

T
forma indet

.

forma indeterminate
°
oppure
to

-0 Is



La versione precedent e- imprecise nel souso

che it teorema contiene delle attire ipotesi .

Ecco la versione
"

precise, i

consider iamo f , g : X→ IR e XoE Eo
,
too] Tali che

e se Xo C- Resiste S > o t . c .
I { XEX : x# Xo e Ix- toss}

e- della forma [Xo- S,Xo) Opp . Go ,xots] opp .
I ' Unione;

se Xo= to esiste m t. c . I :=[m,+o) CX ;

se Xo= -o esist m t. c . I for, we]CX ;

inotte gusto e g
-Cato tf x c- I ;

•

g Cx) , fed Oppwe got , fcx) Io j

• esiste il limit L = fujuyofgtgdg .

Allora %gff =L .

La prima ipotesi dice che X deve avec una

forma partialare , ed e- soddisfalta mei Casi
concrete che consider remo

.

La second a ipotesi e- quella fond amental , ed e-

present anehe hella versione precedent .



Laterza ipotesi richiede a priori che esista L :

puo-iufattisuccedereche-lliufgcd.ge sister
mento line

grey,
hon es iste .

Eseuepi
. Lingo soft forma indet. del tipo 8- , apple.co

de L
'

l top .
e olteugo :

= Yugo = cos is

Neha lezi one precedent abbiamo dato una

dimostrazione lunga e complicata di questa
limiter

.
Perche ? La ragione e- che queesto

lieuite serve a dimostsve che deux) 's Osx
e questa dimostrazi one Usa che deux) 's cosx .

de L' H .

- Eino ⇐"g) ¥ fine - ers .

D

de L' H
.

. figg tcosx ⇐"Og
.

) & Figg = seu so .

de L' H
.

a kiss '-9¥ f-
"

8.) ⇐ g÷gsa = Elin sent =Lto



\

- fig
.

f- ¥8 ] = line f- to ]
f x→ to
de L

.

H
.

I figure = is

Esaupi in Cui

qualcosavastovto.am
. III. E¥i÷÷.

@x3YCeTahcegcxgiKfsi.w. ¥¥: f- IS]
= eY .aya

- I
de L' H

.

I 4xeX2
= axa

- iexa
= line
-

X→ to 303+3 x. 3×4×3

= line 4xeX2
xs.io#xexf- IS]

€ L L L L

Andando avanti ad appeicare de L' Hospital non
viene moi una forma non indeterminate !



D
' altra parte poss iamo eakolare il limit

diversamonte :

gf = 02 .
e-

X '

= ex2×3 = e fit ¥)

+co
- I

e guindi r g
m-

- a

line
.e¥ = fine

.

e
" t"

= e = o
.

° Applicatione errata del tear . di de L' Hoa p .
i

ke L' H
.

eiw¥ ! fiu.gg = fine,I = to
x→Ot x

Questor isuHato e- sicurameute sbagliato perch e-

log " so per x< I , e quiudi il liuite non E to
.

L
'

errore Sta nel facto che questo limit mon e-

una forma indeterminate tipo O_O ME tipo ,

e guindi NON si pad apple
'

cave de L
'

ltop .

In effete Lingo, lofty =
"

-0¥
,

= - co .

← non E una

forma indet
.



- line forma wide .tox→ to to

iufabti Selex 's - I
, quiudi

Rt seu X Z X- t e siecome

X- I → to allora xtseux→ too .

se apple.co de L
'

Hdp . otteugo :

limxtg.li#..Esx+→ to thx

=fu→i%x(it cost)

e guest limit mon esistel
k

u y -2x y=X(Itcost)
Iufalti

, per x→ too , cos x ↳ I
oscilla infinite volte tra - I i

e

.:*
.

:c:c: :S:*
. Ifoscilla tha O e 2x

.

l l l l l X

Come si vede dat disegno Tl 31T 51T

ieeiewite per x→ to non esiste .



Ma ragi onand o diversementee olteugo un
risultato diverso !

Iufati seu xx - I ⇒ xtseux ⇒€ e

log x log x

fine
.
.feu%Y"

'

figs
.
# = x - us .

Quindi auche Xt sent
→ + cs . g

log x x→to

Il Secondo risultato e- queller giusto .

It primo E sbagliato perche it teoreuea di de L' Hdp .

non si pro applicator perchE non e- verification tipotesi
che es iste il limit di MI

grey
'

Morale : se appeicaudo de l' Hop .
a live -6¥, si

oltieue che line
,
mon es iste , non v not

dive che live -6¥, mon es iste ,
ma solo che

non si piece appeicare it teorema
.



Confront di infiniti euifiuitesinii

Terminologies ( non molto lesata) :

data Xo C- Ecs , too] per
" infinite (wi Xo) ,,

intend o una fungione che temde a Ics ( per xoxo) ;
per

" infinitesimo ( in Xo) ,, intendo inveee una

fungione che tende a O .

Doti due uifiuiti @ due infinitesimi) , cite due fuuzioni
che tendono a to Coppare a O ) per x→ Xo

,

ad eseeupio the X 3 ( per x→ too) , Voglio dare

voglio dare un signifiedto precise all
'

intuizi one

che x
2 e- motto pin piccolo di X 3 (per x→to) .

Questa e- to scopo della pross ima defining
'

one
.

Definizione

Date f , g : X→ R dice che f Cx) e- trasaerabile

rispetto a guy per x→ Xo se

lien f Cx)
Xoxo

= O .



omelto di seriverlose
In Tal Caso Scriver

←
E Chiaro dal contest

ofK g Cx) (per xoxo)

(il simbdo
"

K
,
si legge "minor minore,)

Oppure

f-Cx) = ofgcxl ) (per xoxo)

( it simbdo
"

ofgcxD.si eegge
"
o piccolo di gcxb,)

Osserv
.

Nelle definingone non ho richiesto che f e g Siano

entrainbi infiniti o infinitesimi .

Tuttovia la hozione
"

f Cx) K g Cx) , e- partiedarm .

significative quando f Cx) , g Cx)→ O oppure

f Cx) , get→ Ics ( a'OE quando bin ff¥ e-

la forma iudet . O_O oppure 4¥ ) .

' L' espress ione
"
fG) Kgcxj , continue un confront

tho i Valeri assolute
'

di fol e gal , e non

di peude dat segno di f Cx ) e gCx) .

Per eseeupio X2K - 83 per x→ too .



• Se g → Ics e f Cx)→ L fiuito
,
allone e-

immediate uevificare che f Cx) K g Cx) .

to stesso vale se gCx )→ L Con Lto

( uiceuso Ics ) e fed→o .

Eseuepifondameutali per x→to
confronto di infinitesimi e uifiuiti elementavi a -10)

a) Xa K x
b
se Acb

e. seenpi i 824×3 , ¥2 K ¥

b) A
"
K b" se Oc as b

a
,
b devono esseve posit . affiche axe to Siano definite

eseuepio : 2×4 e"
.

c) (logx)# xb se b > o
,
a qualmque

se b so e a>o , Xb→ O opp . I e (log + es
,

quiihdi Xb ⇐ Clogx) a

d) Xa K bi se b> I e a qualm nque
se Ocb si e a>o , b'→ 0 opp . I e xa→ us

,

quimdi bi a xa



Ossein
.

Caso particolored's queauto detto : log x x x900001

Ma se fate disegnare i grafici at computer seenbra Vero
esaltameute it contraries : it panto e- che 1290000 ' dioeuta

pin grande di logo solo per valor i
di X Cosi grandi che

ie computer non lipuo gesture .

Stesso discover per x'
°O°

K ( I, oooo i )
"

.

Dimostrazioni

a) Devo for redere che Xqab→ O se as b :

+→to

X = Xa
-b
→ O perche a- be 0 .

×→to

b) Devo far Vedere che ¥→ o se as b :

x→ to

¥ = @ b)
"

→o perch e- A/b < I .
x→ to

a

c) Devo far Vedere che K¥1→ O se b > O .

Caso a= I i
×→to

a÷
..

.
t.

"

in
.

= ffjmub =¥-0 .



Caso ATO : Scriver

loggia . la
e per il Caso precedent loggy →+ a
line@ggta-limfloffyaJa-eiwya-tcs.x→ to x→+is y→to

-

Y

Caso a co i

lgigycs@ggl_a-f-s_o.d
) Devo far Vedere che I→ O se b > o : Scriver

b " x→to

gag = exp ( log (¥)) = exp (alogx - xeogb)
= exp D

e osseroo che i

y

o loft → o (per 4) j
• - logb + aloft → - log b j

o

y
= xflogbtalogx ) → - csj

. if = e 't→ O
.
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Dalla lezione precedente : f e- trasausbiterispelto a g

per xoxo se fcx ,
④
→ 0 ;
+→Xo

Scvioiamo : f- K g .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx→
(a) Xa ⇐ xb se as b .

(b) at a bi se OcaIb ;
(c) (log x)AK Xb se b> o ;

(d) Xa K b
"

se b> i .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx

(e) XAK Xb se a > b ;

(f) ( log x )AK ¥ = x
- b
se b >o .

Dim
.

Gei enunciate (a) - (d) Sono stat demostrati hella

lezione precedent .

(e) b =
Xa
- b

+

Oa
- b
= 0

.

← perches a- b >o per ipotesi



(f) Caso a- Ii tidy, 6×98 = Gino. . b- i
=

,Eino, = O

caso a>o : Hoffa = 4499¥! = (E)
a

X
-bla

auindi : jiggle;Etta = ljugo.IE/aqfigg..ya=o .

④ Uso il Cambio di varia biee
Y

Y = (hf#a ) ; so che y
t perche log ⇐ x

-Ha
.

caso aso : figg @9789 = "
"

= 0

Esercizi

xhiso.ie?gg--exuisoiho.#qologXKX2
per x→

Ot

*

. line
= O

×→as ex
-

I's Uso il segueutefalto generate :

(logo)
a
K b
"
se b > I

,
in part .@ogD2Kex.Jufalti Clogx)

a
Kx e XK b

'

por b> I .



as
- - i

- line 2"
=
line ( th ) = live = too .

Estes ya x→as 2x p y→otty
- T 4
t, y

Cambio var . y=×
to 2"

Nazi ⇒ y → Ot
+→to

. Lingle

qylujyg-yte-Y-yljy.gs#=o.y=-xcioEx=-y
. line lost live Y

= -1W
+→to logceogx) Fn y→to logy

y=eogx
+w

b

q f
--

- line IIIs - fissile
- E.) = too .

+→as W
t
O



Definizione.cc#amaasiutoEa
Tate f

, g :X→R e Xo Eto, too] si dice che f e g
Sono asintoticamente equivalent per x→Xo se

line fcx) suppongo che Sia sensate

xoxo gli)
=L

pavlak di quester limit

cioe che Xo Sia approx .

Sevioiamo f ng per xoxo .

con punt
'

di X
.

Nazione di
"

souiigliauza
,

di due fuuzioni per xoxo .

Definizione.cc#eprinapaeperxooxtDSefCx)~axb
per x→o Crisp .

, per x→ too ) chiamo

axb parte principate di fix) per x→ o Crisp .

, per x→ too) .

Eseuepi
seuxnx per x→ o ⇐ uos¥=s ;
in partialare la pp .

di seux per x- o E X .

- I- cost u# per x→o ⇐ bin I-9¥ gatz2 x→ O

in partialare la p . p .
di l- cost per applicorhvoete

de L
'
Hdp .

x→ o e- E .

. If-3×3 n - 3×3 per x→ to ⇐ I}×3§3 = - # + I → I
×→to

e la pp .
di 82-3×3 per x→ too e-

- 3×3 ,

• If-3×3 n XZ per x→o ⇐ = I - 3 x→ I
*→o

e la p . p . di X2-3×3 per x→ O e- x?



Proposing' one negei enunciate
' Sotto x→ Xo)

(1) f n g equine a dive che f si puf Scrivener

come f = g try con r k g .

"
resto

,

Versione CampaHai f n g ⇐ f = g to(g)
( ricardo che 0cg) indica quakingwe fuuzi one trasourabiee
rispetto a g) .

(2) Se f ng allora leiufcx) = bin gcx)
x→Xo x→Xo

(e se una dei limiti mon es iste, men esiste meanche

e
'

altro) .

(3) Se f
,

n g , e fzngz allora fifa~ gig e tf ~ Ggg .

Atteuzione : in generate non Vale f.tf ng ,-192 .

(4) Principia di sostituzione nei limit : se f.ng ,
e fzngz ,

allora

line fifz-fiuyogigzeligoffz-lfdx.GG '

X→ Xo

Se ho un prodoto (o un rapperto) di fund avi ,
sostituive ad un faltoue una fanzine asiutotie

.

equivalent (par xoxo) non Cambria il limit (per xoxo) .

Caso partecedarmentee utile : Xo -0 Opp . Xo=to e

g , e ga Sono poteuze ( cioe g , e g z Sono le p .p . dif, efz) .



Dive .

(b) suppougo f ng e Servicio f = g tr con r- f -g;

allora rgY = flag = foggy - I→ o eioe rag ;
w
t per ipotesi
I

Suppongo f = gtr con rag : allora

fg = 9%4×9×1=1+59×1, → I eioe frog .

-

tr per ipotesi
O

(2) Savino fcx) = fgf . gcx) quiiudifuigofcxl-ligy.GG) .

W

ly per ipotesi

(3) fg¥ = Ig
,

. ffg → 1.1=1 guindi fifzng , gz
92
WW

per ipotesit, t
s I

fg://j-z-ft.gl/ → 1/1=1 qwiudifiqn.gs
.

W w

ly t per ipoteoi

(4) f
, ng ,

e forge⇒ f. fan g.92 ⇒ ¥%ffz= Lingo9,92 .

T T

③ (2)

L' atra parte dell
' enunciate sidimostra allo stesso modo

.



AMY gest 20/21 Lezione 17

21/10/2020

Esaupi di Uso del principia di sostituzione )
(b ) , . . ., (4) si vifeviscono agli enunciate

'

della propose .

nella lezione precedent .

• 2×-84 n 2" per x→ to ⇐ HK 2x (uso )

per (2)
t,

Iu partialare fgigy.ge/4--fujn+o2'-- to
-

x forma circlet . +co-o

-
• line

Xtsinxxstox4xg.eogxEa@xhii.csxE-xhis.x
- o

(1)

says,¥o ⇒
seux ⇐ x ¥ xxseuxnx

(altern .
Selex- OG) ⇒ xtseuxxtocx) -x)

X K 82 e logXKXZ per x→ too ⇒ xtlogx 4×2

⇒ X2x X + log x ~ xz

In housato it segueutefatto generate : (per xoxo)
se f.Kg e fak g e Ci ,GEIR, allora Gfitczfzkg .

Iufatli Gftgczfz = a fig + caff → O .

ti t
O O



Scvittura compacta i
"

eiocg ) + Cziocg) = 0cg ) ,

Alteuzione che 0cg ) rappresents fuuziomi diverse
Yu particular 0cg) - 0cg) = 0cg) e non 0cg) - 061=0 .

Xz4k, ( pp .
del num . per x→ to )

-

- line 3×4×414
+→to Tx - x312

= Into ¥z=¥% - tix = - as

=
- x3/2 ftp.p .

del denom . per x→ to )

x2K Xh ¥-9 3×249 ⇒ 384¥ n4

of = x'
th
K X 3⇒ TxK- 83/2⇒ of- X3/2~ - 43/2

④

In ho asato que sto facto generale i

se f k g allora Cif K Csg Vc ,
,
Cato

tufati ¥g= § . Eg → o .

W

t
O

3×2 p - p .
dee www.ev .

2 (
par x→o

)
-

• him 3×4×414

xsotrx-xzk-xhiff-YY-z-fh.no+3×3/2=0
A- ¥112 ftp.p.pdaexdejgm .)

Faveuioaltri esercizi di quest tipo in seguito

Nota su come si sevive :

f Cx) → L bin fix ) =L leiufcx)→L
X→Xo X→Xo X→Xo

-



f,nfzpevX→xo ⇒ f , =fz

liiwf,Cxl=biufk) liiwficxlnbiuflx)
tho X→Xo

ok
tho X→Xo

✓



Conuiueia one un pezzo di teoria

( per arrive tho le notte Ase alla dive . di de L' Hdp .)

Definizione

Data f : X→ IR e Xo E X , si dice che Xo E un

punto di Massimo di f Crisp . di minimo) se
f (Xo) I f Cx) the X Crisp .

,
f- Go) Sff))

(
men

"

Ji,

Iu Tal Caso foo) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f

""

T Fanti dimin .

Definizione

Punto climax
✓

Data f i X→ R ,
X
'

C X
, xo EX

'

,
si dice che Xo

E punto di Massimo Crisp . di mim
'

mo) di f relative a X'

•

fad > f Cx) VXEX '

Crisp . fool SFA))

f- Go) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f relative a X '

.



Definizione

Data f : x→ R
,
Xo EX , si dice che Xo E un punto

di massimo locale Crisp .

,
Mimmo locale) dif

se passo
trovare I intervale apart t.ci Xo E J e

Xo E punto di Massimo Crisp . , minimo) di f
Eelatioameute a X

'

:#NI

•

,

⑧
'

,

'

, '

"

y

T n T

: thanx!!) Punto di wax

-

puntodi
min . loc :

si dice au che massimo relatives at poster mass .

loc
.

e minimis relative wived di min . loc
.
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Ripreudo (e rifaeeio) l ' ueticuo avgomeuto di ieri .

Defiuizicne

Tato Y C IR ie Massimo di Y
, die uidieo an Maxcy) ,

e- e ' element T di Y che e- pin grande di

tutti gli ahtri , woe T s y try c- Y .

Ie www.mo di Y
, mincy) , e- I ' elements pin

piccolo di Y .

Eseeupi i Se Ye Li , 3]
,
wax (y) =3 e min (Y ) =L .

se Y = (o, D , max Cy) =L , minty) men esiste .

se Y= R ,
Max e min men esistono

.

Defiuizicne M) Mlf)
Data f : X→ IR

,
ie Valone Massimo Crisp .

,mining
di f E ie Massimo Crisp .

Mimmo) dell
'

uisiaue

dei Meloni
,
eioo dell

'

uivuagrue :

Imf) { f Cx) : xEX } = f (x)

cioe.ie veil
. max

. Crisp .

,
ruin

.) E uuaxcfcx))

Crisp . ruin )) ) .



Un punto di wax . ( oeisp . , mining di f
e un qualiaque punto I dove il Valone

di f coincide on it valor massive feelsp .

, mewing
AOE f = wax (FG)) (Eosp . fcxtvuiuf

vole a dire f If tfxex Crisp !, f Sf Hex) .

Atteuzione ie ualone ueassiuofuuiuimo
e quiudi i puuti di wax/ ruin ,
possum men esistere

.

Y fcxlsex
Index )→ = ex X - IR
"

Eo ,to) Imf)- (o, too)
← Ole Judex)

x

X = IR
,
Iue = Co , to) non hee ut mill . We heat .

e qui udi et mon ha punk
'

di ruax .
out diana .

i y i

s..

"""

.

Ein
"

:* :c:*.
puuti di min : I e - I

Max (f) mon es iste .



Se pseudo X
' CX

,
il valone massimo

Crisp .

,
mimmo) di f Cx) per xEX

' E il

Massimo Crisp . ,
minimis) dell

'
vi.sieve

{ fcx) : xex
'

} = FCK) .

G punt di Massimo Crisp . .
minium) di f in X

'

Sono i puuti I di X
'
dove f assume i'll

valerie massive Crisp . minimus)

↳ y fat - ex

= ex X - IR

X
'
= Go , O]

FCK ) FCK ) = (o, I]
×

¥
Val

.

nuax
. diff) per XEX

' E b
,

ie veil . min . hen

e.sister . Ie punto di wax . difcxlpaxexieo .

i y i ⇐ IR
panto

← y=fCx ) X
'
= ft , 3g] climax

i÷÷ v
:&:c::c:*

.
!

←
dif set '

l l Xhe is Eguia ; -
b - flag)
punto di wi



Definingone

Tata f : X→ IR
,
dice die to EX E leur punto

di massive crisp . minimis) locale se posse
treasure 5 intervale tale che :

• Xo e- uitevuo at Cuen e- an estrone dis)
• Xo E un punto di Massimo Crisp .

minium)
di f Cx) per XE Xi is XNI

Definitione

Dato Y CR che si serve come Unione di

niter valli
,
Y - I , U . . - VIN ,

ehiamo ai , bi

gli esteem di ogui Ii .
Allora C

'

estrone superiore di y , sup (Y),
e- it piiu gnoude tree bi

,
. . .

.

, bn .

E e
'

estrone inferiore di y , iuf CY), e- it

pine piccolo tree ai , . . . , an .

Se sup ly) appavtieue ay allover e- wguale
a Maxcy) , se uiveee sup ly) ¢ y , allover
wax (4) men esiste .

Se nifty) EY , Allora min (yl - nifty) ,
se niffy) -44 , allover mutely) rien es's -6 .



Esuupi
Y = (o, D wax Cy) -- sup G) =L

river (4) so , Miu Cy) men enate

Y = (o , D U Ez ,to) niffy) - O, sup (4)*as
Miu e wax nenesistouo

ossevo.IE
sup piuo essene too

,
e ' wtf put essene

- O
.

Si poss ono defame sup Cy) e wifey ) per
iusieuei Y qualeuguee ( to fast dope)

Defiuizicne

Tata f : X→R
,
e
'

estrone Superiore

di f , sup tf ) , E e
' extreme Superiore

dell' aisieve dei Valeri
,
eioe Juice )=fCX) ,

e uit (f) e- e
'

estuarine wifewere

dei valeri .

Se sup (f) e- uuwalove di f allora e-

if Valone massive
,
se sup (f) men e-

an valone
,
allora ie valone massive

men esiote .
E lo stesso male per niff) .



Problem : come trovewe i punk' di wax
e min ( se esistouo) .

Comiueio an un U'guttate teovieo :

Teoveeua ( di Weierstrass)
Se f : [a , b)→ IR E continua

,
alters

ie Valone wax . e win . Ai f esisteno

e qeuudi esistoho i punt
'

di wax .
emile

.

Nou lo diuuostro .

Ossevo
.

e- important che il domenico di f

Sia un uitewdlo chiuso e levitate

Gwfatli f = ex
,
8=112

,
allora

men esisteno ME wax the min
. ;

se f Cx) = § e Xi -- (o
,
2] allover

e.sister il value nvihuo = b ( vaggiuuto
2

per x=2 ← punto di min .) ma
men exist il valerie beeessiuo

( ie sup dei valeri E to ) .

• e- airportante eke f Sia continua
.



Sia f : Ebt→ IR data de

f is {
×" se - isKo

O se ⇐ o

X - l Se OLX SI

Y

y ou = fi , I)
nemesisto me

'

→ ,
x
wax me min

.

- I

Ie teen
.

di Weierstrass non si applies
paretic f e- discontinue ui O :

Giffen) = - I , Ino- feels -11 , fco)=0

. Te terrane di W
.
Vale au de se f : X→lR

e- continua e X e- Unione di un numero

fewto di intervallic Chiusi
,
X = [a , ,bDU . . . Ulan ,bad .
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Ripendo it problem della ricerca dei mass imi e

minium ( sia valor i che punto di ruaxlnuiu) .

Propositi one

Date X uitervakocapevtolchiusolbiuita.to/ieeiuiitato .. . )
f i X→ IR

,
e Xo C- X t. c .

• Xo E un punto di wax .

o min
.

locale dif ;
e Xo e- uitevno X ( hen e- uno degli estrain) ;
. f- ' (Xo) esiste .

Allora f ' (Xo) = O .

✓ enunciate hole au che se X si serve come Unione

di uitevvaui .

x Y

f
y - f Cx )

.

.
. i
i .

I i X l a t X
Xi Xz X3

- I 0 µ b
x , punto di min . loc .

X = f- I, Tf
x
z punto di wat. loc .

O punto di wax .
Xz punto di min . Cassohio) - I punto di Miu .

I punto di www.loc .



Dim
. ( che non dependeda disegui )

Suppargo Xo punto di minium assoluto
.

Je Caso ai avi Xo e- di min .
loc

.
si fa alto stesso

modo
,
e lo stesso per to punto di wax .

loc
.

Preso h qualuuque , he f-Goth) % flxo) per ht. c. Xoth EX

se le - o ahora fGoth) - flxo) go e quiudi
le

fix .) = lui fcxothl - fool go .

but a

Iuoece se le so allow f-Hoth) - fHo) so e quiudi
le

f'Hoy = lui f-Goth) - fHo) go .

ergo
- a

Qwiudi f ' (Xo) IO e f
'
(Xo) so ⇒ f ' Go)=O .

Ho usato e
'

ipotesi che xo Sia interne a X per

trovave ee arbitrariameute piccoli si a positive
'

che negative tale die xotle EX .

Corollan'o

Tati X uitevvallo ( o amine di uitervaki) ,
f : X→ IR

, Xo punto di max . oppuve www.dif

allow Vale almeuo una di guest opzioni :

(a) to e- un estuaries (di uno degli uitehslli . . .) ;
(b) f

'

Go) men esiste ;

(c) f
' (Xo) = 0 .



Procedure per trova re i punt di wax . emin .

Prima versione

Dat i X witerodeo chin so e liuiitato ( oppuve unione

di un numero finite di iutenslli chiusi e lieu . I , , . . . , In )
e f : X→ IR continua

,
trove i puuti di wax . e

Miu .
di f come segue :

Passos : trove tutti i punt x EX che soddisfauo

una delle opzioni del corollaries precedent , cioe :

(a) gli estraui (degli uiterodli Ii , . . . .,In);
(b) i puuti dove f

'
mon esiste ;

(c) i punt dove f
'

so
.

Passo 2 : cakeslate i odori di f mei puuti trash
'

al passo b e vedette qual E ie pin grande
( queller e- il odor wax, e ie punto e- queller di wax)
e quae e ie pin piccolo (queller e- il valor ueiuiueo) .

Idea i par le ipotesi su X ed f
, posses appliedve

ie teovaua di Weierstrass e quiudi esistouo

Sia i punt di wax . che quelle
' di min

.

Ma allow Sono tho quelle
'

raceoth
'

al passo b (per
via del corollaries) e quiudili iudividuo

cenfreutaudo i Valeri di f .



Eseuepi
Troisre wax . e min . (pantie vdori) di f Cx) Cen xEX

ma
'

Casi segment
f-G) = XZ 38

1
. f- (x) = X 3- 34, X = C- 2,3] .

Passo 's : (a) estreuui di X i - 2 e3

(b) punt dove la deviate men esiste : messuwo

(c) puuti dooef
'

-0
.

f
'

(x) = 3×2-3=0 ⇒ 82-1=0
,
cioe 8=41

I
"
candidate

,
Soho i

- 2
,
- I
,

I
,
3

.

Tasso 2 i f-C-2) = - 2
,
f (4) = 2 , f(b) = -2 , f (3) = 18 .

atone minimo i - 2 ; puuti di minimis : -2
, bj

✓above wax i 18 ; punt
'

di wax : 3 .

2
. f Cx) = X '

- 3X
,
X = [0,3]

Passo b i i candidate' Sono : O
,
I
,
3 .

Passo 2 i f- Co ) = 0, f (b) = - 2, f (3) = 18

alone minimo i - 2 ; puuti di minimis : Ij
✓above wax i 18 ; punt

'

di wax : 3 .



3
. f- (x) =P- 38

,
X - IR

Passos i i candidate
'

Sono : Ib

Passo2 : f fl ) = 2 , f (b) = - 2

Conclusione (sbagliata ! ) i

alone miwimo : -2 ; punter
'

di minimis : I ;

✓above wax i 2 ; punt
'

di wax : - l

Error : non si pub apple
'

cave la procedure

perche X men e- eiuiitato
.

Yu guest case i puuti die wax
.

e min .

won esistouo ( wi fate
'

¥ig§Cxl=±cs , quiudi
sup halevi + is , e uif Valeri = - co) .

Per iueiso vedrove che II Sono punto di ueaxluuh
locale

.

Lion seguto

4 .
f- Cx ) = ¥ ,

X = El , D .

Passed i estveuii : -T
,
I j f

'

(x) = - 1×21=0
i candidate

'

Seno i -II

Passo 2 i fl-D = - I j f(b) = b

conclusione (sbagliata ! ) i

alone wuiwimo : - l ; puuti di minimis : - I j

✓above wax i 1 ; punt
'

di wax : I



Error : f hen e- definite su tutto X =L- I, if , paretic
men e- definite in o

, quiudi X avtebbe dovuto

essene ft, I] 403 = Ebo) U (O,-1] .

T T
non Sono intervallicbiasi .

Per iweiso leiufcx) = Ics
, sup valor i = to (won

x→OI
esiste wax) e wit Valeri = - co (non es ist min .)
Diseguaudo il grapico di by vedete die
- I e punto di wax foe . ,

b E punto di win .be

( in X = Eso) U (0,1] ) .



Procedure per trova re i punt di wax . emin .

Seconda versione

Date
'

X = I , U . . .
U In an Ji uitervdli ( chiusi,/

aperitif limitation now) con esteem ai , bi ,

e f : X→ IR continua
, precedes come segue :

Passo b - come prima ,vaccoglieteisegueutipuuti@1geiestneuiiAi.biCandie seven saw inX )

(b) i puuti dove f
'

mon esistej

(c) i puuti dove f
'

so .

Passo2 i calculate f Cx) per ogui x al punto b

se xex
, per gli esteem ai ¢ x ealeolate

il figure, fol
= Kai ) , e par i bite X

Cabo late lui fCx )
+→bi

- f (bi ) .

Pveudo il value pin grande i se e-

raggi into wi un punto x c- X ahora E ie

ualone massive (e x E un punto di wax) ;
se wived won e- raggiunto ui un punto di X ,
allora E ie sup dei Valeri (e non es ist
il wax) .

Pneudo poi ie valerie piri piccolo : se e- raggiwto
wi XEX allora e- il Ved .win . (e x pinto diving
e se no allora E inf .valoui (ruin . nonentity .



estvaiu dik
3

. f- (x) - 83-38
,
X - IR J

,

Passos i i candidate
'

Sono : Id
,
Ies

Passo2 : f fi ) = 2 , f- (b) = - 2 , flies)#is ,
test - o T

T sup .
Val .

iuf . Valeri wax
. men

il ruin . nonesister ! e.sister !

men esistono punto di wax .
emin

.

4 .
fcx ) - ¥ ,

X = EID i {of = Ebo)U(0,1]
Passed i i candidate

'

Serio i -51,0 .

Passo z i fl-D= - l ; fcb ) = b ,
"

f (Ot),=
+es

"

flat
,
= - as T
T sup . val .

uif . val . (wax uouesiste)
(mine . uoneoirte) .
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Teovia mecessaria a :

- dimostrazi one del teonaua di de L
'

Hoapital ;
i teoneuea dello soileeppo di Taylor ;
. strwmeuti per lo studio deigrafiei di fuuzioni .

Teovaua di Rolle

Tata f : [a , b)→ IR deriusbiee to .
fca)=f(b)

allow esiste I Cen as I < b t
.
c

,
f
'
(F) = O .

Y

f
Y -- fcx)

f (a) =f(b)- . . . . . . . . . !. . . . . .

:
i

,

i

i .
i

l X

a T b

(punto di wax)

Dine .

Per it torana di Weierstrass esistouo Xo ex , pwuti

di wax . e win . visp .

Se Xo Coppure X , ) e- uiteruo all' uitewdlo La , b] ,
allow f- Go) (oppure f

'G) so) e precedes
I = Xo ( oppuve I - X .) .



Se Xo ex ,
saw estrone di La , b]

,
allora

f-Go) = f- (Xi) = flat =f(b) ⇒ wax f =wiuf⇒ f astarte
→ f '

= O ouunque ⇒ Va bene qualeuque I .

Teorema di Cauchy
Tate f

, g : [a , b)→ R derivable con g to Hx
.

Allora g ca) # gcb) e esiste I can askLbt
.

c
.

f- (b) - flat
=
flat - f (b)

=

gas) - gear Fb)

Caso pavticolave Georama di Lagrange) :

data f : La ,b)→ R derivable es iste E
,
asEcb

,

t
. c .

f (b) - f(a)
= f ' CF ) .

b - a

.

← retta Cen

peudeuza
i fcb) - flat
i Fa

i . :

I
a I b

Dim
.
del torana di Candy

Se per assurdo g ca ) =gCb) , allow per il tear . di Rolle

la deviate g
' si annulla in qual che punto tho a e b,

contrarianete all ipotesi g
' -1-0 .



Pongo

me : =
fcb) - flat

; FG) : = f Cx) - lug Cx) .

gcb) - glad

Allora F (b) = Fca)
,
uifatti

Fcb) - Fca) = (fcb) - lug (b))- (flat- ing lat)

= (fcb) - flat) - we @Cb) -glad

= (fcb) - feed- fgfbbt Ya, ⑨bi -glad

0
.

Allora
, per it teovaua di Rolle , esiste I toe .

F' (Tko
.

Ma F' Cx) = f' Cx) -mg ' Cx) , e quindi

F' (E) = f
'

CE ) - lug
'
CF) so

cioe-fcxl-ueg.CI) , cioe fgifd - we , che Ela tesi .

Tear
.
di de L

'

Honpital

ate f
, g

: La , Xo)→ IR derivable e t
. c .

• fcx)
, g →O o f Cx)

,
GA )→ Ics ;

xoxo Xoxo

- g
'
(x) to Tx j

n esiste L : = bin
+→Xo G' Cx)

'

Allora &u÷ofg, =L .



Dine
.

Caso 1 : f
, g Sono definite ouche into

,
e derivable

e fcxot-gltol-0-teor.de'

CauchyAllora

fg,= FAI
- foo)
t
fi

get - gud
=

%

dove x < I sxo
.
Alteuzicne

.

- I dipeudedax e

tarde a Xo quando x→ Xo e qwindi

¥%fg¥, =¥s¥f =L .

Casca : f
, g → O

.
la dieuostrazicne E delicate

*→Xo

e non la faeeio
.

Caso 3 : f
, 9 ,¥o±o , fg,¥,oE 40, to .

In quester Caso devo dives trave che I =L
.

[ = bin = liu {1/907} →
o

xoxo 967 x→xo{l/fCx) }→ o

dei Hdp .

=
bin (Vg

Caso 2 Xoxo (VfCD)
'

= bin -963/926)
xoxo -f

' /f4x)
2 ~2

÷÷%i%¥= 'L
w w
t t,
I 1L I



Got T = LI eioe L - E
.

Caso 4 i f. g→ to i mon lo faeeio .

+→ to

Pneparazi one per it teoreeua di Taylor .

Notazione compacta per le Somme .

Date
'

degli addend's Xo
, Xi , . - - - y XN ,

Scriver la

Somma come

N

Xo -1 X, -1
. . - - 1- AN = E Xu

A-O

Eseuepi di Uso :

10

It 2-141-8-1 . . . . -11024=2421+22-1 . . . . -1210 = { 2h
n=0

100 100

It tztlgt -
- - it too = Ent = [ &

h =L KEI
n

It 449-1 - e - - t NZ = 12+22+32-1 . - -
-th = [ K2

Kel

Faltoriale

Dato Ms 1,2 , 3, . . . Pongo M ! is b - 2.3 . .
. . . h

.

W
si pase auche O ! I .

"
m faltoviale

,

Eseeupi i 2 ! = 2 ; 3 ! = 6 ; 41=24 ,
'

51=120 . . . .



Dat f
, g : X→ IR

,
e Xo E fo, to] che

si approssina can punt
'

di X
,

voglio formalizzave ie Cen cette che f E

dello stesso ordine di iufiuitoluifiuitesiueo
di g o di ordine inferior per xoxo

Defiuizicne

Dat f
, g : X→ IR

,
e Xo E fo, to] che

si approssina can punt
'

di X
,
si dice die

"
f Cx) E o grande di GG) per its Xo ,

e si Sen've

f- Cx) =O(gig) per xoxo ,

se es iste M e un uitevvauo I een Xo

uiteruo a Ituc
.

If GHS Mlg G) I Vxexnt , xtxo

eioe KAI e- levitate " vieiuoaxo
,

.

19AM

( se Xo - to , I deve essene delle forma [a.to)
se Xo = -o , I deve essene delle forma Gcs, b) )

Important se es iste L : = bin HAI
Xoxo 19kg I

allow

f Cx) = Olgcxs) equine a L # to .

Su prates si usa ques to
Tome definition .



Cossey se f Cx) =o(gCxD per xoxo

ahora f G) = Ocgcx)) per xoxo .

Esaupi
Xa = Ocxb) per x→to se a Sb

.

. At = Ocbx ) per x→ tu se Asb
.

. Xa = O (Xb) per x→ o se a Ib
.

Fate voi ee vevifiehe .
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L
'
ultima Azione ho dato la defiuizione di
" f Cx) - 0cg Cx)) per xoxo, vote a dive

die If Cdt s Mlg l
"

oiauoaxo
,

Iu Tal Caso diaiauo die f ha ordure

di wifiinto/ uifiuiteoimo minor ouguale a g .

Se Le fig
.
ffgY resisted e- feint alters

f- Cx) = Olgcx )) per xoxo .

Audie se men E Corvette
,
userewo spesso questa

come definitive

Attention : se fG) = ocgcxl) cioe fgk → O

allover fcx ) -_O(gcxD

Eseeupi per x→ to

Xa = ocxb) se asb (gia visto)
- Xa

= b) se as b

Ihfalti

this
.

= fgi.xa-b.SI
sea-b

O se a-b



Ossewazioui

- se f Cx) = Oka) e as b allora fcx)=O(xb)

Caso porticolane della vegole (intuitive) :
Sef Cx ) = Olgcxs) e g Cx) -_ 01hAM Allora

f. Cx) = 01h43) .

sufatwlfeYIgf-ffgc.fm . 1,96%4, → LL' biwto
XTXO

- W

t, t,
L finite lifebelt

c se f Cx ) -- Oka) e acts alters FG) (Xb)
Caso pavticolave della vegeta (uituitiva) :

se f. G) = Ocgcxs) e got o(hGl) allora

f- Cx) E o (hcx )) .

sufatuilfefdgf-lfgfgj.la# → woo
.

→Xo
- W

t, t,
L finite 0

Ex
. rovave le implications the quest affermaz .

- a) fcx ) = 044 ) ; b) fcx )=o(x4) ; c)fat OCP)M ""

e,÷. !*¥⇐. .tl?..g.*eom!n.e#sla.



a)# b) i b⇒ a) ; b)# e) ; e) ⇒ b)
se prouder
f G) e y 3,5

olteugo fcxto (th )
ma fix) # 0h31

Qwiudi c) ⇒ b) ⇒ a)
# #

'

Esewpi per x→o
a
= o ( Xb) se a > b ;

• Xa = Ofxb) se a % b .

Gio = fegioxa-b.gl
se a=b

O se a> b

Ossevuaziari

Sef = Oka) e b sa allora fcxl - Okb) ;

• sef =0(Xa ) e bae allow fcx) =o(xb) .

atone xa=oCxb)
Esercito rewove le uuipeioazicni tree quest

affermaziaii ( per x→0) :

a) f Cx) = 003) ; b) f Cx) - 003) ; e) f Cx ) - Okk)

Risposta i e) ⇒ b) ⇒ a)
# ¥

'



Derivates di Ordine Superiore

Deviate Seconda di f : = devioata della devhstadif

f
"
= fk! (fi )

' -

deviesta prima

Devika Terza di f dericsta della dericsta Seconda

diff"
- f = (f ")

'

e Cosi via
. . . .

La deviuata d - esima si widied con fld )

Dice che f E derivable d Volte (an d uitevo)
se f "

,
fth

, .
. .
.

,
f
'd)

esistono tutte
.

Polinomio e resto di Taylor ( in O)

Sia f una fuuzi one definite Cahmeuo) su un intervale

I che centime 0 all
' niterno

,
derivable d- volte

( con d = O
, 1,2, . . . ) .

Ie poliuouio di Taylor di grado d di f ( in O) e-

Pd Cx) = fat f
'
xt 1¥54 . . . . + f%qxd

Poneudo f f e O ! I ho la former compacta
d

Pdx) = E - xn
n-0 M!



e resto di Taylor di grado d di f ( in O) e-

Rd (x) : = f-Cx) - Pd Cx)

Iu attire parole

f- (x) = Pd Cx) -1 Rd ( x)
-

soileeppo di Taylor di

grado d di f in O

se punto fondamentale E che ie resto Rd

e-
"

piccolo , per x via.no a Xo .

Ie signified di " piccolo , e- spiegato ud

teoraua segueyte :

Teovaua (dello soieuppo di Taylor)
> render f e d come sopra .

Allora per x→Oi

←
(a) Rd (x) = O (Xd ) j formula del resto di Peano .

(b) se f E derivable dtl volte , Rd Cx) = Ofxdt ')
e auzi

Rd Cx) n f{f→ .
xdtl ;

(e) se f e- deviusbiee dti volte
, per ogui x

esiste I comme so the O e x tale che

Rd (x) =
fld") (E) ×dti

,

former del
resto di

Cdt D ! Lagrange



Ossevuazieni

° Pili grande E d , pin piccolo e- (e
'
Ordine di

uifiuitesimo del ) resto .

• Valgono quest uiipeicaziari the le formula in (a) ,Cbl, le) :

form .
in (e) ⇒ formed wi (b)⇒ form .

in Ca)

(forwee di Lagrange) (form .
di Peano)

Promote a diiuostrarlo voi !

Diuuostrazione del Teoreuea

Yi eiueito al Caso de 2 (da cui si cap isee it

case d qualuuque) .

a) Devo far vedeve che Rdx) - 064 cioe che

Figo Ry so .
Uso che

Rdx) - f Cx) - Pdx) = f Cx) -f co) - f
'
G) x - fzx2

RIO ) = f'Cx) - ft) - f
"
Co) . x ⇒ RICO)- o

R"z G) = f " Cx) - f"co) g RICO) -0

R'"
z Cx) = f

" (x) ⇒ R'{6)=f%)



f
Perche Rio) = O ⇐ (*)

Eino '3¥ -
"

8. Elisir:# -
"

8.← ref;¥o
de L' H .

¥ frigo REGI = Rico) - O

b) Devo dimestrove die Rygg → f"fI
Broader came prima

lui Rach lui Rica linked
X→o Is In x→o 342 § xx GX

del' H
.

de L' H
.

¥ bin R" = Rio - f"¥ .

go 6

c) Date x devo trevave I t.c.kz#-fgCxI

Rz = Rdx)
- Rio) 122¥

4€03 If 38,2

fcb)-fca) bet, a-0 tear
-

di Greely :

pay f- R2
, 9=43 esiste X , Cen

OL x.ex

=
Rich -R'do) & Rick)
-
-

38,2 - 3.02 602



= Ra"Cxy-R"dI%T
"

R"zf=f"c
6 Xz - 6 .

O

preudo I = Xz .
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Ricardo che :

Teoveueab (dello soieuppo di T. )

Data f e date D= 0,1 , . . . . , considero lo soiluppo di

Taylor di f di Ordine d Ciao ) :

f Cx) = Pd (x) + Rd K)
t ←

resto dit
poe . ditdif
di ordered

- - -

Allora per x→0i

a) Rd (x) = o (Xd)

b) Rd Cx) =0(xd
") e precisian . RgI#×→→oftt(Atl) !

c) Hx FTE (o, x) f. a . Rolly = f
#DCF )
¥4

Xd"
.

( per b) ee) serve che f Sia derivable dtl vote .)

Proposizione 2 ( Uniats dello soiluppo de'T. )

Data f come met teoraua I
, se posses Seompovla

come

pay =P to (Xd )

Cen P poeiuouiio di grado Sd ,
allora P E per

forza ie poliuouuo di Taylor Pd .



Dive

Scriver

PG) = Aotaixtazx
'

-193×3-1 . . . . + Adxd ⇒ Rota

Atlas :

P' Cx) = A, -12928+30282-1 . -+ dad Xd
"

⇒ P'Cota ,

P" (x) = 292+693×-1 . . . -+ dcd-Dad Xd
-Z

⇒ PYO)=2az

Devo diueostrare che

✓ v v
Ao - fo) , a , - ft) , AE FEI , . . . . . ,

Ade -7%1
d !

L ' ipotesi e- che fcx) - pcx) - o (xd)cioefco
) - Pco)

-
O = live fHI-P# recess

. una forma violet.
"

Og
*→O Xd h

- cioe f = Pco) = Ao
ti
O

f 'Cq- Pico)
-

a

= bin FG) - P' Cx) recess
. found wide . Og

+→O d xd- I x

p
- cioe f ' = P'G) =A,
t

de UH
,

O

f- "co) - P"Co)
9¥ lieu f"H-P neeessar . f-"6)=P "lol - Zaz

*→O dCd-Dxd
to

etc .
etc

.



Svieuppo di Taylor in Xo

Dat Xo E R
,
f fuuzione definite almeuo wi un

uitevvdlo I eke centime Xo all
' niterno

, f derivable

d volte
,
allow ie polinovuio di Taylor di grado

d di f wi Xo e-

Pao
,
d
Ch) :- f Ko) tf

'Go) .xx f%z÷x4 . . . . . +f xd

= & geol xu
Ye resto diTaylor E Ryo

,
d (b) = f-Goth) - Pcb),

e lo soilwppo di T. e- i

f Goth ) = Pyo
,
d (b) t Rxo

,
d (b)

e pareude X - Toth , cioe h= X-Xo
,

f- (x) = Pyo
,
d (x-Xo) t Rio

,
d (x-Xo)

se toneme dello soieuppo di Taylor e- esattameule
lo stesso : peu le→ O Vale che

a) Rxo
,
d
(b) = ofhd) ,

b) Rxo
,
d th ) - Ochdty ,

e) Rx
,
d th) = ffdtI.ge?-edt

'
can lie (ga)



Eseuepio di Uso dello soiluppo dit

Calcetane ie valone di
"
e
, con error uiferiove

a 103
.

Ricardo che ex
= It x -1¥? + + . . ..tl#-RdCx)Quindie--

e
'
= It It & -134

,

t - - - -t &,
1- Rd H)

d

= Ent t Rd lb)4=0

Qwiudi se rieseo a trave d tale che IRD CI) 15103

allow It It g. + . . . .-1¥, approssind e Cen error Sto?

Come tooo d ? Uso la formula di Lagrange per
ie resto : Rd Cx) = fcfx,y xd" = E xd"

dad!
Cen I c- (o,x) .

Quiudi Rath = con 05841
,

f.
Uso che es 3

(Rd HH = 8¥, Sfg
.

s 3-
(Atl)!

Cero de tic
. d¥,, ! S

103 (⇒ IRISH 5103)
Pvoado a tentative

idea
: = = To >1- No1000

D= 5 i 7. e- ¥0 - LTO Toto No

d- 6 : %
.

= Go <Go =# Ok !



Conclusione :

b + It f- + f- t# +↳ +¥0 = 1,9ft = 2,71805 . . . .

approssina e an error uifeviove a 183

( Iu effete e = 2,71828 . . . . )

Eseveizi sue Calcote degli soieuppi dit .

Punto drive : cesare dove possible gli soieeeppi

moti : e
"

,
seux

,
cost

,
(txt , log City) .

1
.
Traore lo suiluppo (o ie poliuouuio) dit. di ordines
di seu in0

.

Uso lo soieuppo note : Seay = y - Y÷, + Is, +0Gt)
e sostituisco y =x2

i

④ seu x2- ¥, + 8,7+06141 .

in partieolaee

seu Cxz) - x2- 1¥ + + o(x' 3)
Per la proposizicne 2 , xz-xggi-xg.IE ie
poliuocuio di Taylor di Senf) di Ordine 13

.

( pareve ie resto 0613) ) e coincide on ie

fol . dit . di Ondine d peu de lo, 11,12 .



Usando e ie feetto die ¥0 = 0010) olteugo

Scum , xz- 1%+0091-0014)
4

usaudo Is hegola Ocxa) 1- Ocxb) - Oka)
,
se asb

cottage L diwostraziare

Sen = xzxgg
,

+ 0µg
domani

Quest e- lo soileeppo di T .
di ordure 9

ed audie lo sviluppo di Ordine d Cen 01=6,7, 8 .

A posteriori , per visolvevelesevazio bastard

poutine dalle soieuppo Seay = Y - toys)
wi fate

'

Sen = XI +009 .

Ma alteuzi are : men basta partie da
seu y = y +043) pevdie si ottieue Solo

sendD= +4006)

questo ie solo lo soeeuppo di ordure 5 .
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Caicedo di suieuppi di Taylor Ciao)

1
.
Treasure to soieeeppo dit. di seu all

'
Ordine6

.

Uso lo soieuppo seu y = y - YI + 0 Cys) e
Sostituisco y = XZ :

Sen = it
- ¥+0010)

= xz
- ¥+009

quiudi XI GI E ie pol . di T.
di ordure 6 .

Ossevoazioni
. Iu realtor ho audie seu = XI + ok 9)
quiudi XIGI e- andre il pool . dit di ordines .

- Cosa suecede se uso lo soieeeppo say = y -101931?
seu = X2+006 )
ma 006) men e- 006) , questa fornude NON

basta a terrae lo suileeppo di ordines

(ma baster a tvovove queller di ordure 5) ,



o Cosa suecede se also seuy=y - 93-+9%+069?
seu = xe +41%+0014

↳ I
= XZ XI + 006)

Va bare
,
ma ho facto dei Calabi wi pin del

necessaries
.

2
.
Traore to soieuppo all

'

ordire 4 di ett ?

Soluzi one I (errata)

Uso eY= It y -1¥ -1043) e sostituiseo y=Hx2 :

ett E- It Gtx) + 4¥42 + Old-1×43 )

NON VA BENE ! perdie y = I-1×2# O per x→O .

E infalti , esauiewaudo ie resto :

OC#2) 3) = O( It 3×2+3×486 ) - OH)
T In
Uso closure.

di Catb) 3 men e- 006)
( tiene uifiuitesiuo ! )



Soluzi one 2 (Coweta)

ett X
'

= e. ex
-

Uso eY= Hy -193+0143)
e sostituisco y =X2

= eft Rt +OHH

= e text Exley 066)

quest E lo soiluppo all
'
ordone 4 perdie

006) e- awoke 00h) .

(Iu effete
'

e- andre lo soiluppo all
'

ordines
. )

Meltedmo wi Chiaro abune
"

hegde , per l
'
Uso

degli
"

o grandis, (e degli " o piccoli ,).
• Sostituzione

Se g Cy ) = OffCy)) per y→ yo ,
e hcxl→ yo

allow gchcx)) = OffChex)) ) .

×→o

Dive .

Devo dimosth.ve che g Ch GD

ga ,
Eiffel men e- to .

¥to¥ty§⇒%j. q
L eiuito .

per ipotesi



o

"

c Off ) = Off)
,
cioe : se 901=00HD per xoxo

allow e. gcx) =Off GD puts to

Cloe ee costawti devout' agree o - grandi si possaro
elieuiuave .

Dine . Per ipetesi /9ff → L fiuuto , e qeuhdi

kjfY = la . f§Y → tell biuito .

•
"

Off) 1- Off) = Off) ,,

cioe i se g ,G) = Ocfcxl) e gdx7= OffGD allora

g , G) tgzcx) = Off Cx)) .

Dim
.
Per ipotesi 19,4¥, → Li , 196k¥,→ Lz

Cen Li
,
Lzfiuuti

.

Quiudi

19 , Cx) -192 I

*
s 19k¥, +1,9k¥, → 4th

• Casi partialavi i
,

se x→ o e a Sb : 049+004--009+049=009 ,
La somma di O -grandi di diverse poteuze E

O -grande della potenza di grado pin basso
.



se x→ to e a Sb :

"

Oka) -10GB) = ocxb) -1064=001,
La somma di O -grandi di diverse poteuze E

O -grande della potenza di grado pin alto .

.

"

Off
,
) . Offa) = Off, if ) ,

a'OE i se g ,# = Off, GD e gzcx) = Off

allow g. Cx) . gzcx) = Off, Gl . fix)) .

Dive .

Per ipote.si/9iexsl
Li
,
↳ fiuiti .

HI
→ ↳ ' 19¥17 → Lz can

Allora
1g , . gust 19Mt

Teil
=

tf
'Yf→ Lilzfimto .

.

"

@Cfl )
-

= Offa) ,

cioe i se g Cx) = OffKD alloa (gGDa=OKfGDa) .

Dive
. per esevaizio .

-
"

O( OHH = Off) ,
a'OE : se g Cx) = OthGD e

b = Olfcxd) allow

g.(x) = Ocflxl ) , fi fewtolqfiuilo
Dim

.

M m

194¥, = 1,989¥ .
1h01 → 4.↳ fiwto .

If All



Eseuepio Olaxb) = Ofxb) .

le costauti multiplicative dentine gli o -gaudi war centavo .

• Se gear of Cx) allora gcx ) = Off

uifate gf, → I cioe 96¥, → c .

3
. Coupletate ee segueuti " regoee , i

coff ) = @Cf) )
A

-0(f) to (f) = o(off )) =

off ) -1 Off) = → 0(Ocf)) =

off
, )

. offD= → 0(off )) =

→ off , ) - Offa)=

4 .
Theme to soieeeppo all

'
Ordine g di e-

2×3

Uso e 9--1 -19+91+9%+096) e sostitwisco
y =
- 2×3 ( posso fado ? Si ! ) i

e-2×3=1+(-2×3) +42131+(-2831+062834)
= I - 2×31-2×6- leg +9 + O# 2)

quest E lo soileeppoeeveato per die 0012)

e au che 049 ) .



5
. Suieuppo all ordure 8 di ft th) log ( Ita) .

Uso log# y ) = y - YI + Ofys) e sost . y=xh :

( ltxh ) log (HH ) = Ctx4) (H- ¥+0612))
=
th
- of +01×12) -1×8- XLI + xh OK 'D

=xu-ixstx-ocxfy-ocxfg-xatxftoctxr.TT
quest E lo soiluppocevoato purdie 0014 E

Andre 008) .

Cosa succede Ussudo log City ) = y -1042) ?

(HN ) log (Hxh) = (Ita ) ( 84+008) )
-=XE -1008) -1×8+8401×8)

its 6
= 84-1×8+008 ) -101×12)

= Xh -1×8+0
←

men wa bare paroled 008) non e- 008) .

Attentione ie corvette Scrivener f = 84×8+008)

ma non hee senses tenure sia X8 +008) ,

rueglio seiveue X8+008 ) = 008) .



6
.
terrane lo soieeeppo all

'
ordine 2 di log (3-18) ,

log ( 3 xx) = log(3Gt Eg )) = log 3 tlogcltxg)
adesso uso log ( Ky ) = y - 41+063) e
sostituisco y - Ig :

log Gtx) = logs -1 ( E - + Of 3))
= log 3 -1kg -¥+003 )

E la visposta Arcata perche 003 ) e- audie

002) ,

NON vs bare tisane log City) = . . . . .
e poi

sostituive y=2tX perches 2K¥30

Calcote delle parti principal (par x→ o)

La pp .
di Lex) por Eso E il primo

termine men niello dello soieuppo di Taylor .

Gulati se il primo termine rien Mello E di grado
d ko da lo sohu.pro di ordine d e-

f- G) = axdtocxd ) ⇒ f G) naxd .



I
.
Treasure p . p . per x→O di seu

So die Seery = y +093) → Seng - y

peu sostituzione y=x4 olteugo Sen nxh
.

2
.
Traore p . p . per x→o di em- i

EY = It y -10092) ⇒ et
- is y-1044 ⇒

EY - in y , sostitwiseo y= sent i

e. Seuil ~ sent ~ X \
posses faces
peraie seux→ 0

x→0
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Eseveizi su parti principal e sviluppi diTaylor

Thorne la pp , per x→o delle segweutifuuzioni :

I
.
fcxl = log ( It xD . seux

So che : seux n x (⇐ sent = x-1003) )
log City ) n y (⇐ log City) - y -1044)

Sostituiseo y=X2

log(Hlf) n x2
(possofavtoporehe x→o -→ y→ o) .

Quitdi

fcx) - leg (1++2) . sent ~ x? X =X3

Riassumeudo

pp . @ Cx)) = x3

Soluzi one alternative :

So one sent = x -101×3)

e log City) = y + Olya) ⇒ log (1-1×2)=84044)



uiudi

f- Cx) - log (Hlf) . Sent

= 42+0041 ) . (x -104311
= 83-1×2.063) -10641×+0041.01×3)

= X 's + 005) -1 005) -1007)

= 83+005) ← soiheppo dit di fix)

= 83+003 )
di Ordine 3 o 4

Quiudi pp . (fed) = X3 .

2
.

f- Cx) = Seu + log ( I -1×3)

Seng - y ⇒ sarky - XZ

log (Hy ) Ny ⇒ log ( it nX3

Per e' en

madtomf- (x) ~ XZ -1×3 ~ XZ

Quiudi Pip .@ Cx) ) = XZ

I

Proposizione
Se f Cx) naxb e g Cx) - exd ( per xnsoopp . Esto)
allow f- G) + gcx) ~ axbiexd

TRANNE se axbtcxd so
,
Cioe bed e c- -a .



Dive
.

So che f Cx ) = axbtocxb) , gcx) = exd+o(xd)

quiudi

f Cx) + g Cx) = Axbtcxdtocxb) to(Xd)

Casobi x→o e bed : ocxb ) + o(xd) = o(Xb ) = ofaxb)
= o (axbtexd) quiudi fcxstgcx) naxbxcxd .

Gli altvi Casi si fanno wi modo simile . .. .

3
. f- G) = seufxz) - log (Hlf)

Siecome Seen n XZ e logcltxz) - XZ

NON posses careendeve che f Cx) n x#2=0 .

Devo cesare gli soieuppi can i Eesti ! !
Provo Cen

log City) - y + Olya) ⇒ log ( itxD -14-01×6)
seu y = y+OCy3) ⇒ scuff = X2+049

e dteugo

fcx) - seu - eogcltxz)

= 82+046) - XZ - 004) 04 )

Corvette
,
ma mon ei permute di concludeve .



Uso soieuppi pin preeisi :

log City) = y - 122+0 Cys) ⇒ log (HR) - text -1069
e

seu y = y+OCy3) ⇒ send7=+2+049

come prima .

Quixote :

f- Cx) = Sen - eogcltxz)

= +009)- (Etf -1009)
=
X'
+ OGG) - x2+Xhg -0kg

= Hq -1006)

n Xd
2

Riasswmeudo : pp . (FG) ) = XL .

Altena' one : Cesare to soieuppo Seng - y - 9%+069
cioe seek4=+2- ¥+0010) porta ako

stesso visuetato
.

Juvea cesare gli soieuppi seuy= y- ¥+069
e logCity ) = y +062) men fuuziona .

Prorated e- vedete dove it problems .



4 .
feel = log (cost)

f- Cx) = log ( It@ )
g- cost

- I y
voto che = log ( Hy)

g.→ o per x→0

soiluppo →
n y

di log (HY)
= cost- I

soieuppodit. = (4×1+0041) -11=-1221-0di cost

Qiuudi pp .
= - Ez .

5
. f- Cx) = e-a- I

seuCx4 )

Arco sepavatameute ee p . p . di numen.

e denom .

EY = It y + 064 ⇒ e-4=1+(-2×3406202)
T

= I - 2x -1004
cost . y = -2x

(eegiltima !)
Quiudi e-2×-1 = I - 2x -1042) - I = -2x -1009

e e-2×-1 ~ - 2x .



Seng n y q
seu n Xa

Sost
. y=x4

(eegiltiwa ! )

①wind's

f Cx) = e- 211 - 2x

Sen (x4)
~

I
= - 2×-3

Quirudi p.p.CM) = - 253 .

Prorate a fave con i vesti
.

Traore la pp . per x→ to delle seguentifuuz .

6
. fcx) = TE

por Esto tix n x ⇒ Ctx)
's next

f- Cx) ~ x
's
e p . p . @Cx)) - X 's

7
.
fcx ) = Txt + PII

X -11 - X ⇒ (x-1153 n x 's

x- I n X ⇒ (x- D 's ~ x 's

Qwiudi fcx) = Txt -187-1 n x's -1×3=2×3

e p . p . (FG)) = 2x 's



8
. f Cx) = Txt - FEI

Yu queSto Caso Txt n X 's
,
FEI n X's

ma NON posses ceneeudeve fan x's- X 's = O .

L
'

esevazio e- complicates !

Raecolgo X degli argonaut delle Delia :

f- Cx) = (HD
's
- (x -D 's

= Gets.DE @⇒D 's

=
x'skits) 's - ( I- ¥13 ]

sicconne It →o per x→ to, posses usare

to soreuppo dit di O) di City ) 's i

ft y)
}
= It lgy -1042) per y→ o

sostitweudo y =3 ( posses fares perche y
tender a O quando x→ tis ! ) olteugo

(It ¥ ) 's = It Is + Of = It + Offs)
e sostitueudo ye -f

( i - ⇒
'

5=1+31-41+01 9=1 - told



①uiudi

fix ) - x'skits) 's - ( I- ¥53 ]
= x

's
¥+06.4)- ft - ¥+9141)

= x
's [3×+0644]=3×-5+06-5)

Siccerne 0(x
- E ) e- traseuhobiee righto a E3

por Esto ( parent - 2g > - §)

p . p . ( fld) = 2g I } .


