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Limiti
"

facile
,
(conclusion)

>evil Caicedo dei limit valgono tutte le negate
"
intuitive , che Uno si aspdta .

Ma alteuzi one alle forme liedeterminate :

"

text to) , ( "to - co
, )

"

⇐ o) . O
,

"

¥9
,
i
"

do
.

i

"

I
,

ma
"

to = -10
,

; = -o

,

;

"

to -10=+0
,

" ¥g=Q, "

⇐ co) . (IO) = to ,

Formula di Cambio di variable

se fol→ Yo allora liiugffcxl) = kingly)
xoxo x→Xo T Y→Yo

Cambio di
Vaviabiee

ye f- Cx)



Ein cos (ex ) = him cosy = cos (O) = I
x→ -o T y→o

Cambio Var
.

Y = ex

Osservo che

se x→ - is

allover y→O

Figo, aeetaullogx) q ylujnaretauy = - Iz
y = logx

se x→Ot

Allora y→ -A

fig
, .bg/log(logxDqluielog(logy)--hielogz- toy→ to T 2-→to

Y - logx z - logy

Cuviosita : se ealcolate log (log (log x )) een

la eakdatrice olteuete sempre humeri 52 .

Alteuzi one Pud succeeder che ylnjyogly) NON es ist
heute esiste bin

→xo
9 HAD ,

Va bene applicator la formula se ling Cy) esiste .

7770



Eseuepio
lui 1- =

lui e- × = lui EY = + is
+→ is ex te-o p y→ to

Ye -X

ma

bait line 1-
×→ -a ex q y→ o y

mon esiste !

Y - ex

Gu effete
'

basta stave piialteule :

bint lui
as-a ex q y→city = to .

b- ex

e Osservo die

seas -es
,

allora y=e×→ Ot



Derivates

Jefiwizione e motioazioni

1
. Motivazi one geometrica

Problemai trovave tequazi one della retta

tangent at grafico y - f Cx) Mel punto Po

di ascissor Xo

Y

← y=fCxl

← R - retta

Po
tangent uipo

i.
i

1 X

Xo

Sicome Po - (Xo
,
fcxo)) ,

lerette passant
'

per Po hanno equazi one

Y = MK-Xo) tf ko)
← Coefficient augdare



Resta da trovare il Valone di m
.

Thendo be so piccolo e considered Is

retta Ree che passo por Po e

Ppe
panto del grapico
di asci Ssa Roth,
cioe ( Xoth, fGoth))

Y

y -- feel→ ← Ra retta passante
per Po EP

Pen ← retta tangents R
9

Po
.

i. i

i i

l l X

Xo Xoth 0£ = f-Goth)
- fad

er

11
Idea : ie coeff . angdare ma di Re

tender a m quando le→ o

eioem-luie.me
= line f-Goth) -flxo)

h→o heob-
rapport incremental



2
. Defimizi one di deviate

Data f : IR→ R e xER
,
la derivates

di f wi x E ie limit (se esiste)

f-
'

G) = line fcxth) - fix)
h→ o h

Notazioni alternative : f- Cx) , d¥ , 4¥
T T

la Usiamo si usa in
R fisica
U

se f : X→ IR e x EX , per partare

di deviate di f iux serve che es isTono

h arbitrariamente piccoli te . Xth C- X
.

Se f ' esiste e appavtieue a IR
dice che f e- devilsbile in X .

Se la deviate esiste in tutti i punt
'

del dominie di f dice chef e-

derivable (sax )



Ossewaz
.

u Non sempre la deviate esiste .

Es
.
i Sef Cx)- 1×1 allow la deviate in 0 honesiste .

Kotha = lead = {
b se bio

- l se h so

qviudi line fatal - flo)
h→o a-

rien es ist
.

In guest case perf esistono i eiuiti

destvi e fiuistri , ehialuati deviate destino

e sinistral
y

ye lol

. X

o la deviuatapuo essene to (o -o) .

Es
.
i se f Cx) is Xa Cen Osas I

,
allora

f ' = lhujuoflothff = had
=Eo¥a=¥ - to



Y

T y = ya

x

← s

" ie gvafico ha peudluzd to in 0,

• Se f E derivable in X allora e- continua

wi x ( non lo diiuostvo) .

• Caicedo la deviate di f Cx) = If a partre

daha definizi one i

44
'
= lui Gt e)

2×2

h→ o h

= leunjoxlthatzhx -xx

= ¥0 (ht 2x ) = 2X
.

Non e- cost che si cakedano le deviate!



Alte interpretazioni della clericsto

• Velocita ( sealane)

considered P panto in movimento hello spatio .

India con d Ctl la distanza pereorsa da

P a parterre dall
'

istante iuiziale
.

Velo citi media hell
' intervale di tempo [to,ti

e- Od d Cti) -doo)Vm = =-

Ot ti - to

velocities all
' istante t

Vct ) = lui (v media in Ct ,ttoE)
Otro

= bin dcttotl - dlt) = d ' (t) .

Otro Ot

cioeveloeita
= derivata della distanza pacorsa .

(sealane)



• Velocities (vetore)
P come prima .

La posizione at tempo t

e- Pct) = (Xlt)
, yet) , 2-Ct)) ← oeltoreui 1123

S postamento tho l
' istante t e e '

isTante t tot

OP = Plttot) - Pct)← better inR

= (xcttot) - xct)
,
ycttotl -yet)

,
2-Cttot)-zGD

Y
a Pct)

• ←OP

•
pettot)

>x

z
L

Veeocita ( istautahea) at tempo t

Ect) = leni DI
Otro Ot

=
leni Pcttott - Pct) = Pict)
Ot→o Ot

= (X ' Ctl
, y

' Ct) , 2-
'
Ct) ) .
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Calcdo delle derivates

Le derivates si catalano utilizeando

- l ' eleuco delle deviate delle fuuzionielemeutari
. un insieme di regole ( Usate per combihare le
deviate delle fuuzioni elementavi e Ottenere

quelle di funzioni pin Comptesse ) .

Oggi do I ' eleuco e le regole , spiegando come Usar le .

Le dimostrazioni Verranno date hella prox . Kei one .

Tauda delle deviate elementavi (a , b Sono humeri)
f Cx) f'Cx) f Cx) f'Cx)
A O Seh x cos X

axtb A Cosi - seux

** g:
"

÷:/ '
co:*

at a>o toga . a× 1areas x -

log x f- VIX

arctanx 11+122



Og ni formula vale wi Tutto l ' insieine di definizione di f

(e in portico lane f e- derivable in Tutto il domini o)
con le segueuti ecceziomi :

- per Oca l
,
Xa e- definite su (O, too) , continua

ouunque , e la dericsta in O e to, mentire

ax
't '
mon e- definite in O .

. aresin x e- definite su fi , I] , continua ovumque,

e la deviista in Ib e + is
,
menthe v¥*

non e- definite in It .

Un disease analogo Vale per arecost .

Regde (f , g Sono fuuzioni , a, b sono humeri)

1
.

Derioata della Somma : (ft g)
'

e f 't g
'

a'OE (fcxltgcx))
'
- f ' t g

- Cx) ; non Scriver la var . x

per seueplifieare la formula

Caso partialare : (fta)
'
= f

'

Esempioi

(ext xD
'

= (ex)
'
+ (xD

'
= ett 2#

'

= ext2x

1- bis
.

Derivata della difference : (f - g)
'
e f

'
- g

'



2. Derivates del prodotto : (f. g)
'
e f ! g-if.gr

Caso porticoLane : (af )
'

= af
'

Esempi

⇐ 2. logx )
'
= (xD

'
- logo t xz . (log x )

'

= 2×2-1 logxx x2¥ = xfzlogxtl)
(2B - 3g )

'
= (2x "2- 3. I ' ) '

= 24112)
'
- 3# t)

'

= 2.1-25112- 3.G) 52 = + ¥2

3
.

Deviusta del rapporto : (Ig)
'

=

F-

gg-zf.gl
Caso partiedare : (gt ) 's - GI
Eseuepioi

(9¥ ; )
'

=
CHA !Heil - CAD -Gea '

(X2- 1)
2

=
2x (Ell - 441) 2X

=

(I z(x - 1)2



4 .
Derioata della fuuzione composta :

f- CgcxD] 's f
'

(gcxs) - grey

Caso partialare : (fcaxtb))
'

= af
'
(art b)

New Uso introduces la variable y - g Cx) e la

formula diveuta
←
deviate n'sp .

alla

[f(9 I ]
'

=ftp.gyxgvariabieeyesostituisco
a y

'

il valone g (x ) in un passaggier
successive

.

Esaupi

(e)
'

= (e Y )
'

. (x4-H
'
s e

'd
. 2x = et 't ' . 2x

.

flykey
in

gcx XII
↳ deviate n'sp .

/
,
alla variab. y

-

(VIX )
'

= Cy 's)
'

( i - zig
'
= { y C-z)

-

ftp.ry-yk =
- Tyr = -¥*

g Cx ) = I - 2x



Eserazi

y
-

I
.

(EI )
'
= (eYJ@euxj-eY.eosx-eseuxcosxfwuzioneicempostafCy1.e

's got = sent
funzione composta
f ( y ) = y

'k
, g Cx) = I

- X2

-

2
.
x Tix = 'tf t x . ( C

'

y

= fix + x. (y 's) ! f- xD
'

= Exe t x . z y
't '

. (- 2x)

= Exa - Ny
- I
= Exa - ¥×z= t

y
-

Z

3. (log (log (logx) ) )
'

= (logy )
'
. (log ( loot))

'

- -
fun2- ione comp .

fund
'

one comp .

fly b- log y
f the logo , gcx) -eogx

guy = log (log x)
=

'

g
. (log z) ! (log x)

'

I
= ty . ¥ . I = x. logx. log (logx)



E '

@eetaulggI.careta.nyI
'

hiya k¥4
= = = -¥

5. fog
'

prima sample
'

ficave! !

log I = log ( l I = log I
= log Dsa ) - log (G- DE) =3

,
logAtl) - 3g log (x- i)

(log I
'

= ⇐ logAt D - I log Cx- ID
'

= 3g (logAtl))
'

- z (log (x- D)
'

= 3g .
- I# = - 3¥19,



6. (xx )
'
= ( exp (xtogx ) ) ' = '

lxeogxl
'

ab = ebeoga
= EY ( CN ! logxxx (log x)

')
= exp(blog a) = ex lost ( logxtl)

= X
"
( login)

Torno agei esercizi sui limit .

"
I

7-
.

09
,
E una forma indeterminate o no ?

Traduzi one : date f Cx) e g Cx) Tali che

f Cx) e got→ too ,
xoxo

posso dine qual e- il limiter di fG)
9

(per xoxo) senza bi sogno di attire info ?

Per vispondere Scriver f
""
come potenza

in base e i



to - as

q r
-

f 9% exp ( gas . log D)→
"

e-9=0
--

t
- co

Dunque
" Oto = O

, ( won e- una forma indet .)

Allo stesso modo si ottiene
"
O
-•

= to
1)

'

8. For vedette che
" 1+9

,
E una forma indet .

Procedo come prima ;

+ as

I' to log 1=0
- r t
- -
-

f- G)
9"'

= exp ( guy . log HAD ) e
"
to - O

,

E
-

f, una forma
1 indeterminate

Nota : anche b
- •

E una forma indet .



9.
" OO
,
E una forma indeterminate .

O
o -co

I. t t
m- g

-

f- G)
9 '"

= exp ( gCx) . log D ) e o . -4 e

-
"

t una forma
Ot indeterminate

10
.

Dire se le segweuti Sono forme violet
.

oppure no i

"

+•+9
, j

"
+ es
-

9 , ;

"too
, ;

"

2+0
,
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Dimostrazioni delle negole di devivazi one e delle
deviate delle fuuzieni elementon

'

E '

important fade hell
'
ordure giusto !

Regolab (ftg)
'
= fig '

Versione preeisa : date f , g : X→ IR derivable in un

punto X EX
,
ahora f -1g e- deniesbile uix e

(ftg)
'
ex, = f

'

Cxltgkx)

(Per le pvossime regole Now enomoto la versione precisa.)
Dim

.

Sarto dal rapport incrementale di fig :

(fcxthxgcxth) ) - ( f Cx)-1901 )
=

e

fcxte) - f
+
gcxth)-9K)

→ f
'
+ gtx)=

h h h→o- -
J, h→ o f, h→o

f- ' Cx) g
'
Cx)



Regdaz ( f.g)
'
= f

'
. g + f.gl

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f. g i

fcxth) gated - f glx )
=

he

=
flxthlglxte) - fG)glxthltfcxglxth) - f Cx)

e

=
flxthtglxte) - fG)goth)

+
fcxlglxth) - f gcx)

h h

=
fcxtbe)- f Cx)
q getter) + pay

9Gte) - g

-w e
f, h→ o f,h→o the

f- ' Cx) gcx) gtx)

To ftxlgcxtfcxlgicxl

Regda 4 [ ffgcx)) ]
'

= ftp.glxjcony-gcx) .

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f-(gli)) :

fcgcxta) ) - fcglxl)
=

he



=

fcgcxte) ) - fcglxl)
.

gcxta) - gcx)

gcxta) - gcx) a e.→ o
ftp.gtx)

Sostituzi one :-
-

y : - ga → 11 tho

ki-gcxthl-glx-fcy.tk) - fly) 9
'

allots : k

ytk-glx.ie) f,
Koo

k→ o per h→0
fly )

Questa dimostrdzione mon e- del tutto cornuta perche

si divide per gate) -g Cx) , che potrebbe essene O
.

¥5 (Derivates dell
'

inverse)
Se
g e- Quiversa di f allora

g'Cy) =¥, dove x=g(y) cioe-y-f.CN .

Iu guest enunciator conoiene Cesare lettere diverse per le

variabili di f e g .

Dive
.

Per definizione di inverse hoche x -_ gffcxl) per oguix .

Derioaudo questa ideutita otteugo :

y
-

b = (gcfcx))) 'q gtyl . fix ) .

Reg . 4



text b)
'
= a

im
. Calcote il rapport incrementale :

(akey + b) - lax+ b)
=
aft ah -Vb-at-8

, a

b b

e auche il limit per h→ o e- a .

6×5=07
obleiua : non ho mai definite ie numero "e

, .

Dave la defiuizi one pin in EE nel Corso .

Uso qui la segueute proprietor caralteringante :

line ett
= b -

boo a

Dim
. Scriver it rapport increw .

di ex :

e
#

ka ex = et. elf- et = ex
⇒

e
"

.

-

tho
I



EYE"

Jim
.

Sevivo At = E' look
, Quindi

Reg . 4

(axl's ( e¥5a ) ' ! @Y) ! (x.eogaj
= EY . loga

= ex
- Cosa

. loga = loga. a
"

flog x ) 's #
Jim

.

Ricardo che logy E e' inverse diet
. try

Quiudi Reg . 5 Come at soeito
,

Uso y come$
, variable dell

'

(logy)
'

q
= ¥ = ty "

inversa

x = logy
a'OE ye ex

Quindi (logy ) 's Ig .



(a)
'
e- axa

- I

Jim
. (solo per x >o)

Scvivoxa_eal09Xeqwiudicxays@aTb5xyRI4CeYY.Ca.eogx) '
= EY . a. (log x)

'

= eaeogx.ee . I
= Xa . a. I = Axa

- I

Zegola 3 Caso particulate : (GI)
'
= - 9g÷ .

Dive
. Reg . 4

(gq )
' I yfy.gtxs-ly-Y-g.CN

w

y =L- y
') - g

'

= -9h = -
941
94g

'



2-egjasogeneraeffgy.figgjfg
'

Dim
. Reg .

2

(fg )
'
= (f. Ig )

' te f ! Ig + f - fig)
'

= GI + f. f-%) = f'S g- af
9
'

.

T
Reg .

3 Caso partie .

(seu cost

Jim .
Si parte dal rapport incrementale :

Senate) - sent
=

e

=
Sewer . Cos x x seux.cosh - seu x

e
sewer . oosx seux - cosh - seu x

= 1-
h h

= cos x. self - seux . toad → cost

- -
h→o

tho tho

I O

Resta da dimestrove che :

(b) bin Senate =L ; (2) laing tagged = 0 .

hoo

T T
forma inde . Oq forma indet.IO



Dimostro (b) .
Considero le segueuti figure piano :

Senk

/ tanh

b e s e b e
- - -

T
2 3

Se soursoppongo
le te circonfereuze , T, , Tz e Tz

Sono contenute una hell
'

atra (T, C Tz C Ts ) e quindi

area CT, ) s area (Tz) s area (Tz)
11 11 11

Esme za tztauh = 's %9h_a
Cioe formula per I'area

sente s h s
Slub del Sehore a' red

.

*
see

cosh E sente
v

e-
SI

Siaome Senda E ampreso tna cosh e I , e

cosh cos 101=1 ( cosh E una funz .
Continua)

he deduce che

sewed → I .

↳o



Un alto modi di interpretare l
'

Ultimo passaggio
e- quest : ie grapico di# (fanzine della oar . h)

h

e- compereso Tra queUo di cosh e queller di b :

^ f yet

I ← y = send

. .
-
-

-
.
.
. L

l l h

y = cosh
→

Siccome i grafiei di b e cosh si Toaano

per he 0 ( perche cos 0--1 ) recess
. Senf → I

h→o
<

Dimostro (2) :

I - cosh
=

( t - cosh)( Itcosh)
h h (it cosh)

= k¥0634, =
Sene

.

saree
→ o

y L
am

I - cos2h = seuzh
tho tho
y seu

= 0
It cos


