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Capitolo 1

Semigruppi e generatori

1.1 Introduzione

La teoria dei semigruppi nasce nella prima meta del secolo XX, e a partire dal 1948,
con il fondamentale teorema di Hille-Yosida, acquista un’importanza centrale per una
vastissima gamma di applicazioni in svariati campi: equazioni alle derivate parziali,
equazioni integro-differenziali, equazioni con ritardo, teoria dei controlli, modelli mate-
matici in dinamica delle popolazioni, meccanica quantistica ed altro ancora.

La “proprieta di semigruppo” deriva dall’'unicita della soluzione di problemi di Cauchy
per equazioni differenziali ordinarie in RY. Se denotiamo con u(t, s; ) la soluzione del

problema
{ u’((t)) = f(t,u(t)), t>s

allora, se f & continua in (¢,u) e lipschitziana in « uniformemente rispetto a t, vale il
teorema di unicita: dunque risulta

u(t, s;x) = u(t, 7;u(r, s;)) YVt > 1> s,

in quanto i due membri risolvono la stessa equazione differenziale e assumono entrambi
il valore u(r, s; z) all’istante 7. Come vedremo, questa proprieta sara alla base di tutta
la teoria che svilupperemo.

1.2 Semigruppi

Quando si ha a che fare con equazioni lineari nascono in modo naturale i semigruppi di
operatori. Consideriamo un problema di Cauchy della forma

{uig o vem 1

dove x € un fissato elemento di uno spazio di Banach X, e A: X — X & un operatore
lineare e limitato. La soluzione esiste unica ed ¢ data da

u(t) = ez, teR, (1.2)



ove l'operatore e*4 & definito dalla serie

L AT
et=>" - LER (1.3)

n=0

la quale converge totalmente nello spazio £(X): infatti

HetAH < i % — Al « 5o vVt € R (1.4)
Lx) S 2 " . .
La famiglia (e'4);cr costituisce non solo un semigruppo, ma addirittura un gruppo,

poiché verifica

eH9A — othesd g s € R; =TIy,
ove Ix e l'operatore identita su X; in particolare
et = (M) vVt € R. (1.5)
Si ha inoltre, nella norma di £(X),
d
J—elt = At VWt eR,
dt
e quindi, per t = 0,
i © ey L(X) (1.6)
lim . = in . :

Si dice che il gruppo (e4);cr ¢ generato da A. Come vedremo, queste proprieta, oppor-
tunamente generalizzate, formano il nocciolo della teoria dei semigruppi di operatori in
un fissato spazio di Banach X.

Definizione 1.2.1 Sia {T(t)};>0 C L(X) una famiglia di operatori lineari. Se vale la
proprieta di semigruppo

T(t+s)=Tt)T(s) Vt,s>0, T(0)=Ix, (1.7)
si dice che la famiglia {T'(t) }+>0 € un semigruppo di operatori.

Non si e fatta qui alcuna ipotesi di continuita rispetto al parametro t. Ad esempio, in uno
spazio di Hilbert X, detta P : X — X una proiezione ortogonale diversa dall’identita,

la funzione
_J Ix set=0
T(t) = { P set>0

¢ un semigruppo di operatori che ¢ discontinuo nel punto ¢ = 0.

Definizione 1.2.2 Sia {T'(t)}+>0 un semigruppo su uno spazio di Banach X. Diciamo
che esso e fortemente continuo se risulta

lim | T(t)r —z||lx =0 VzeX.
t—0+

Cio equivale, grazie alla proprieta (1.7), alla condizione
t—td

2



Si noti che se T'(-) & un semigruppo fortemente continuo in X, allora per ogni z € X
'orbita del sistema uscente da z, ossia la funzione ¢t — T'(t)x, ¢ continua da [0, 00 in
X; dunque essa ¢ limitata in ogni intervallo della forma [0, a]. Dal teorema di Banach-
Steinhaus segue allora che la funzione ¢t — T'(¢) ¢ limitata in ogni intervallo [0, a]. In
altre parole, se T'(+) & un semigruppo fortemente continuo, allora per ogni a > 0 esiste
M, > 0 tale che

IT@llecx) < Ma Ve € [0,a] (1.8)

Definizione 1.2.3 Sia {T'(t)}+>0 un semigruppo su uno spazio di Banach X. Diciamo
che esso é uniformemente continuo se risulta

lim [|T'() — Ix || e(x) = 0.

t—0+

Cio equivale, grazie alla proprieta (1.7), alla condizione

lim [|T(t) = T(to)llccx) =0 Vto = 0.
tt]

Ovviamente, ogni semigruppo uniformemente continuo ¢ anche fortemente continuo; il
viceversa non e vero, come vedremo nel paragrafo successivo.
tA

I gruppi uniformemente continui sono tutti e soli quelli della forma T'(t) = e, con
A€ L(X). Infatti:

Proposizione 1.2.4 Sia X uno spazio di Banach. Ogni gruppo della forma e, con

A€ L(X), é uniformemente continuo. Viceversa, sia {T'(t)}1>0 un semigruppo unifor-
memente continuo su X : allora esiste un unico A € L(X) tale che T(t) = e per ogni
t > 0; in particolare, {T'(t)} si estende ad un gruppo uniformemente contmuo.

Dimostrazione Sia A € £(X); mostriamo che e & uniformemente continuo. Infatti,
da ([1.3)) segue, per 0 < |h| < 1 e per un’opportuna costante C' > 0,

= hrA"
> ” < |h|z

n=1

A" 1|| IZ¢x)

" — Ixllex) = L <,

£x

e cio prova la tesi.
Viceversa, sia {T'(t) }4>0 un semigruppo uniformemente continuo. Definiamo l'integrale

si tratta dell’integrale di una funzione a valori in uno spazio di Banach (integrale di
Bochner, definito nell’Appendice [B]). Risulta V(¢) € £(X) e inoltre, per la proposizione

[B0.16,
‘viy=11), t>o. (1.9)



In particolare,

1
¥V(t) —Ix  in L(X) pert— 0 (1.10)
quindi per 0 < t <4, con 9 < 1 fissato, risulta
1
Ix — —V(t) < 1.
b e

Ne segue che la serie
oo

1 k
k=0

converge in £(X) all’operatore

o FV(t)} e

lIX _ [[X - %V(t) t

Pertanto anche V(t) ¢ invertibile per 0 < t < 4.
Allora, scelto ty € [—0, 4] \ {0}, possiamo scrivere per ¢ > 0

T(E) = V(to) "'V (o) T(E) = V(ty)~" /0 (s ) ds = Vity) ! /t e dr.

Dunque, per (1.9)), esiste la derivata di T'(¢) per ogni ¢t > 0 e si ha

ST) = V)™ Dty +1) — T(0)] = V(1) [T(t0) — ) T(0).

Posto infine
A =V(to) " [T(te) — Ix],

siha Ae L(X)e

d
ET(t) = AT(t), t>0. (1.11)
Ne segue T(t)z = ez per ogni # € X et > 0, perché entrambe queste funzioni

risolvono il problema di Cauchy indexproblemaldi Cauchy.

L’operatore A & unico: se infatti $T'(t) = AT(t) = Bt(t), con A, B € L(X), allora per
t = 0 si ricava subito A = B.

Inoltre, in virth di (L5)), 7'(t) = e & invertibile per ogni t > 0, con T'(¢)~' = e~ per
ogni t > 0. Possiamo quindi estendere T'(t) a R ponendo T'(t) = €' per ogni t € R
e ottenendo cosi un gruppo, che e uniformemente continuo per quanto visto all’inizio
della dimostrazione. 0O

1.3 Semigruppi fortemente continui

Analizziamo qui alcune proprieta dei semigruppi fortemente continui.



Proposizione 1.3.1 Sia {T'(t) }+>0 un semigruppo di operatori limitati sullo spazio di
Banach X . Sono fatti equivalenti:

(1) {T(t)}+>0 € fortemente continuo;

(ii) limy o+ |T(h)x — x||x = 0 per ogni x € X;

(iii) esistono § >0, M > 1, D sottospazio denso in X, tali che
(a) IT@llcce) < M per ognit € [0,];
(b) limy o+ || T(t)x — x||x = 0 per ogni x € D.

Dimostrazione (i) <= (ii) Le due implicazioni sono ovvie per definizione di semi-
gruppo fortemente continuo.

(if)=>(iii) Possiamo scegliere D = X, ottenendo (b); la (a) segue da (1.8, visto che il
semigruppo ¢ fortemente continuo.
(iii)=(ii) Siano §, M e D forniti dallipotesi. Fissati z € X ed ¢ > 0, scegliamo
z. € D tale che ||z — z.||x <e. Allora, se 0 < h <9,
IT(h)e —zllx < T(h)(z —z)lx + T (h)ze = 2ellx + [Jee —2]x <
< Me+ ||T(h)x: — z.||x +&.

Dall’ipotesi (b) segue
limsup |T(h)z —z||x < (M +1)e  Ve>0, VrelX,

h—0t
e dunque vale (ii). O

Ogni semigruppo fortemente continuo ha un generatore infinitesimale, come adesso
vedremo.

Definizione 1.3.2 Sia {T'(t)}+>0 un semigruppo definito su uno spazio di Banach X .
Un operatore lineare A : D(A) C X — X ¢ detto generatore infinitesimale, o semplice-
mente generatore, del semigruppo {T'(t)}i>0 se risulta

h—0t h
T(h) — Ix

D(A):{:L‘EX:EllimT(h)—_IXxMX} )
1.12

Az = lim r Vxe D(A),

h—0t
Se il semigruppo {7(t) };>0 ha un generatore A, l'insieme D(A), detto dominio di A, ¢
un sottospazio di X e quindi non & vuoto perché certamente contiene {0}.
Prima di mostrare che un generatore esiste, facciamo due osservazioni sotto forma di
lemmi.

Lemma 1.3.3 Sia {T'(t)}+>0 un semigruppo fortemente continuo. Se x € X, l'orbita
t— T(t)x & derivabile in [0,00[ se e solo se esiste

o [100]

t=0
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Dimostrazione (=) Evidente.
(<) Se h > 0, allora

Tt+h)r—-T(t)r T(h)x —x
. =T(t) h — T'(t)Lz;
inoltre
T(t— h)_xh— T(t)z T - h)T(h)}aLc - x’

quindi, scegliendo M > 0 (grazie a (1.8))) tale che ||T'(s)||zx) < M per ogni s € [0,al,

con a > t, otteniamo per h — 0T

T(t—h)x—T(t)x
—h

—T@Msz@—M{

Pertanto

dt
Lemma 1.3.4 Sia {T'(t)}:>0 un semigruppo fortemente continuo e sia A : D(A) C
X — X un generatore di {T(t)}i>0. Allora:

(i) A é lineare;

(ii) gli operatori T(t) sono invarianti per D(A), ossia x € D(A) se e solo se T(t)x €
D(A), t >0, e in tal caso

STt = T(1)Ax = AT()e ¥t >0 (1.13)

(iii) wvale
t
/ T(s)xds € D(A) Vo € X
0
(iv) risulta

¢
T(t)x—x:A/ T(s)xds Vo € X,
0

T(t)x—x:A/tT(s)xds:/tT(s)Aa:ds Vo € D(A).

Dimostrazione (i) Immediata conseguenza della definizione di generatore.
(ii) Sia z € D(A). Poiché A ¢ un generatore, se h — 0% si ha

T(t+h)z — T(t)x
I

T(h)r —x
h

= T(t) = T(t) Az,



e quindi anche

T(h)—1 T(t+h)z—=T(t
%T(t}x: (t+ )z ()x—>T(t)A:v per h — 0%;

quest’ultima relazione prova che T'(t)z € D(A) e che AT (t)x = T(t)Azx = LT(t)x per
ogni x € D(A). L’implicazione contraria ¢ banale.
(iii)-(iv) Sia x € X. Si ha per h — 07, grazie alla continuita dell’orbita ¢ — T'(t)x,

TWT—[X/;T(S)MS - %{/OtT(s+h)xds—/otT(s)xds] S

1 t+h 1 t
= E/h T(s)xds—ﬁ/o T(s)xds =

1 t+h 1 h
= —/ T(s)xds — —/ T(s)xds — T(t)r — x.
h /i h Jo

Dunque
¢ ¢
/ T(s)xds € D(A), A/ T(s)xds =T(t)x — x,
0 0
ossia valgono (iii) e la prima relazione di (iv). Se poi € D(A), ricordando (1.8)) si ha
K T(h)z —
= ‘/ T(s) [M —Ax] ds
X 0 h

< Mt H—T(h)x T Ax

<
X

HWT_IX/OtT(s)de—/OtT(s)Ade

0
N —

b
per h — 0%, Cio prova (iv). O

Possiamo finalmente provare due fatti importanti: un operatore non puo essere gene-
ratore di due semigruppi diversi, ed inversamente un semigruppo fortemente continuo
non puo avere due generatori diversi.

Teorema 1.3.5 Sia X uno spazio di Banach e sia {T'(t)}i>0 un semigruppo fortemente
continuo.

(1) Ogni generatore di T(-) e chiuso, ossia ha grafico chiuso in X x X, ed ha dominio
denso in X.

(ii) Il generatore di T(-) é unico.

(iii) Sia A: D(A) C X — X il generatore di T(-): se {S(t)}+>0 € un altro semigruppo
fortemente continuo che ha generatore A, allora T'(t) = S(t) per ognit > 0.

Dimostrazione (i) Sia A un generatore di T'(-): allora A soddisfa (1.12)). Proviamo
che il grafico di A ¢ chiuso: se {x, }nen € D(A) verifica

T, = xin X, Az, > yin X per n — oo,



possiamo scrivere
t
Tt)x, — x, = / T(s)Az, ds
0

e, grazie a (|1.8)), otteniamo per n — oo

Ttr —x= /0 T(s)yds.

Pertanto
Tt)r—x 1

t
——/ T(s)yds —y per t — 0T,
/ ¢/,

ossia x € D(A) e Az = y. Dunque (z,, Az,) — (2, Az) in X x X per n — oo, vale a
dire A & chiuso.

Proviamo che D(A) & denso in X: sappiamo che %fg T(s)yds € D(A) per il lemma
1.3.4(iii), e risulta, grazie alla continuita dell’orbita s +— T'(s)z,

1 t
Z/T(s)xds%x in X pert—0F;
0

quindi D(A) = X.

(ii) Supponiamo che A : D(A) € X — X e B: D(B) C X — X siano entrambi
generatori di T'(+); dunque in particolare essi sono entrambi chiusi. Sappiamo dal lemma
1.3.4{(iv) che

1 [ 1 [
—/ T(s)xds € D(A)ND(B) Vt>0, lim — [ T(s)rds=xz VzeX,
t 0 t—0t t 0
ed anche
T(t)x — 1/t 1/t
%:Ag/T(s)xds:Bg/T(s)xds vVt >0, VzrelX.
0 0

Quindi, se x € D(A)

1/ 1 [ T —
lim — [ T(s)rds =z, lim B—/ T(s)rds = lim W = Az,
0

t—0t ¢ 0 t—0t t—0t

e siccome B ¢ chiuso, deve essere © € D(B) e Bx = Ax. Dunque D(A) C D(B) e
A, B coincidono su D(A). Un argomento simmetrico prova che D(B) C D(A) e A, B
coincidono.

(iv) Per z € D(A) consideriamo per ¢ > 0 la funzione
s— T(t—s)S(s)z, s €0, :
essa e derivabile con

%T(t —s5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)x+T(t—s)AS(s)x =
= —T(t—s)AS(s)x+T(t —s)AS(s)x =0 Vs € [0, t];
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quindi s — T'(t — 5)S(s) € costante in [0,¢]. Ne segue

Cio prova che T'(-) — S(-) ¢ nullo su D(A). Ma T'(t),S(t) € L(X) e D(A) = X in virtl
di (i): quindi 7(-) = S(-)in X. 0O

Osservazione 1.3.6 Si osservi che se T'(-) ¢ fortemente continuo, il grafico G4 del
suo generatore, essendo un sottospazio chiuso di X x X, e anche debolmente chiuso in
X x X.

La definizione di generatore non richiede a priori che il semigruppo sia fortemente
continuo, anche se in qualche modo lo sottintende. Si ha infatti:

Proposizione 1.3.7 In uno spazio di Banach X, sia T(-) un semigruppo. Supponiamo
che loperatore A : D(A) C X — X sia generatore di T(-). Allora T(-) é fortemente
continuo se e solo se valgono le condizioni sequenti:

(i) D(A) = X,
(ii) 4l semigruppo é limitato in un intorno destro di 0.

Dimostrazione (=) Supponiamo che il semigruppo sia fortemente continuo. Allora
da (|1.8)) segue subito che esso € limitato in un intorno destro di 0. Inoltre dal teorema

1.3.5(i) segue che D(A) e denso in X.

(<=) Supponiamo che D(A) = X e che il semigruppo sia limitato in un intorno destro
di 0. Dobbiamo far vedere che

lim [|[T(h)x —z||x =0 VrelX.
h—0+

La cosa ¢ evidente se © € D(A), poiché in tal caso

T(h)x —x

- 0 || Az||x = 0.

IT(h)e — xllx = hH
X

Se invece € X \ D(A), la tesi segue dalla proposizione [1.3.1fiii)(b). O

Corollario 1.3.8 Sia T(-) un semigruppo limitato in un intorno destro di 0; supponia-
mo che l'operatore A : D(A) C X — X sia generatore di T(-). Allora:

(i) loperatore A: D(A) C X — X ¢ chiuso in D(A), ossia il grafico G4 di A é chiuso

in D(A) x D(A);

(1) T(-) e fortemente continuo su D(A);

(iii) per ogni v € D(A) con Az € D(A) la funzione T'(-)x é derivabile e

%T(t)x = AT(t)x =T(t)Ax vt > 0.



Dimostrazione Sostituiamo X con D(A): il semigruppo ¢ fortemente continuo su
D(A) per la proposizione il che prova (ii). Quindi, per il teorema (ii -(i), il
suo generatore ¢ unico ed ¢ chiuso in D(A), ossia vale (i). Infine, dal lemma (ii)
segue la (iii). 0O

Corollario 1.3.9 Sia T'(-) un semigruppo fortemente continuo e sia A : D(A) C X —
X il suo generatore. Sono fatti equivalenti:

(i) A ¢ limitato, ossia esiste K > 0 tale che ||Az||x < K||x||x per ogni x € D(A);
(ii) D(A) = X;

(iii) D(A) é un sottospazio chiuso;

(iv) T(-) € una funzione continua rispetto alla norma di L(X).

In tal caso st ha A € L(X) e

o

T(t) = e = — A" vt > 0.
n!
n=0

Dimostrazione (i)==(ii) Sia € X. Per la proposizione[1.3.7, D(A) ¢ denso in X, e
dunque possiamo scegliere {z, }nen tale che z,, — 2 in X per n — oo. Da (i) segue che
{Az, }nen € una successione di Cauchy in X. Quindi esiste y € X tale che Az, — y.
Ne segue, essendo A chiuso per il teorema [1.3.5(1i), che € D(A4) e Az = y. Percid
D(A) = X.

(ii)=(iii) Ovvio.

(iii)==(ii) Il dominio D(A) & chiuso e denso in X per la proposizione [1.3.7 quindi
D(A) = X.

(iii)==(i) L'operatore A ¢ definito su tutto X ed e chiuso; per il teorema del grafico
chiuso, esso ¢ limitato da X in X, ossia appartiene a £(X).

(i) <= (iv) Da (i), utilizzando (ii) che ne ¢ conseguenza, si ottiene per ogni ¢,t+h > 0

ex € X = D(A), usando (1.8)),
t+h
/ T(s)Azds
t

ossia ||[T(t + h) — T(t)| ccay < |h|MK. Cio mostra che il semigruppo 7'(-) € uniforme-
mente continuo, e (iv) & provata. Il viceversa, nonché I’affermazione finale, segue dalla
proposizione [1.2.4] O

Consideriamo un semigruppo fortemente continuo 7°(+) su uno spazio di Banach X, e
sia A il suo generatore. Se nella definizione di quest’ultimo (si veda ((1.12))) sostituiamo
la convergenza forte con la convergenza debole, ossia poniamo

T —
DA:{xEX: Jw-lim Win)(}

IT(t+h)e = T(t)]x = < [n[M||Az]|x < [h[MK]l]x,

X

h—0t+

Ty — woli LT~
h—0t

Vo € Dz,
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allora evidentemente avremo D(A) C Dy e Ax = Ax per ogni x € D(A). Tuttavia
questa estensione non ¢ effettiva. Infatti vale il seguente risultato:

Proposizione 1.3.10 Sia T(-) un SEMigruppo fortemente continuo su uno spazio di
Banach X e sia A il suo generatore. Se A ¢ l’operatore sopra definito, risulta A = A.

Dimostrazione Abbiamo osservato che D(A) C Dy e Av = Ax per ogni x € D(A).
Sia ora x € Dy allora, dato che ogni operatore limitato e continuo rispetto alla
convergenza debole, si ha per ogni t > 0

w-lim Tt +h)e = T(t) = w-lim T(t)—T<h)x T
h—0+ h h—0+t h
. T(h)r —=x —
= Tt -lim —— ) =T'(t) Ax.
() (Wh;%a h ) (t) Az

Dunque, per ogni ¢ € X* si ha

lim L) = Ix [ (T(t)z)] = lim ¢

h—0+ h h—0+

(FU ) ¢ (10

Quindi la funzione reale t — ¢ (T'(t)x) ¢ dotata in ogni punto di derivata destra, e
questa coincide con la funzione continua ¢ — ¢ (T'(t)Az).
Da questo segue che t — ¢ (T'(t)x) & di classe C!, con

o (T(t)a) = ¢ (T(1)Az). (114)

Infatti vale questo lemma di analisi 1:

Lemma 1.3.11 Sia w una funzione continua e dotata di derivata destra DYw in [a, b .

Allora:
(i) sew(a)=0e DTw <0 in [a,b], allora w <0 in [a,b];
(ii) se DYw ¢ continua in [a,b], allora w & di classe C* in [a,b].

Dimostrazione (i) Supponiamo dapprima DTw < 0 in [a,b]. Se esistesse t; € ]a, b|
tale che w(t;) > 0, allora potremmo porre ¢, = inf{tc |a, b] : w(t) > 0}; per definizione
avremmo w(ty) = 0 ed esisterebbe una successione {t, },en Cla,b[ tale che ¢, > t,.1 e
t, — to. Ne seguirebbe

D*u(to) = lim “A0)

>0,

il che contraddice l'ipotesi DYw < 0 in [a, b].

Nel caso generale DTw < 0 in [a, b[, basta considerare per ¢ > 0 la funzione w.(t) =
w(t)—e(t—a): ad essa possiamo applicare il ragionamento precedente, ottenendo w. < 0
in [a,b], ossia w(t) < e(t — a) per ogni t € [a,b]. Poiché € ¢ arbitrario, si ha la tesi.

(ii) Poniamo per t € [a, ]

A(t) = wia) + / Dbuw(s)ds,  ME) —(t) — wib)
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e notiamo che v ¢ di classe C' in [a,b[, essendo DTw continua in [a,b[. Allora le due
funzioni +\ verificano le ipotesi della parte (i) del lemma, essendo A(a) =0e DA =0
in [a,b]. Dunque si deduce A <0e —A < 0in [a,b], ossia A =0 in [a,b[. Percio w =~
e dunque we di classe C' in [a,b[. O

Dal lemma [1.3.11] segue subito la (1.14]). Notiamo ora che per ogni ¢ € X* si ha
t /

o(T(t)x —z) = o(T(t)x) — p(x) = / o(T(s)Azds = ¢ (/ T(s)Ax ds) :
0 0

Ne segue T'(t)x —x = fot T(s)Az ds, da cui

Ttz — _
%%Ax,

e cid mostra che v € D(A) e Ar = Az. O

Un risultato simile, che si dimostra in modo piuttosto complicato, ¢ il seguente:

Proposizione 1.3.12 Sia T'(-) un semigruppo su uno spazio di Banach X. Se risulta

w-lim T(t)x = x Ve € X,

t—0t

allora il semigruppo ¢ fortemente continuo.

Dimostrazione Sia ry € X: andiamo a dimostrare che ||T(t)xg — zol|x — O per
t — 07. Poniamo ¢(t) = T(t)zo ed osserviamo che g & debolmente continua in ogni
punto tg > 0: infatti, per ipotesi,

w-lim ¢(t) = w-lim T'(h)T(to)xo = g(to)-

t—td h—0%
Inoltre ¢ ¢ limitata in un intorno di 0, altrimenti esisterebbe t; — 07 tale che

sup || T () ol x = 400,

keN
il che & assurdo, dato che T'(t)zo — x¢ per k — oo. Dalla proprieta segue che g
¢ limitata in ogni intervallo compatto della semiretta [0, co].
Proviamo che g ¢ debolmente misurabile (definizione . Poiché ¢ ¢ continua a
destra, ||g(+)||x € misurabile secondo Lebesgue, in quanto per ogni o € R l'insieme {t >
0:|lg(+)|lx < a} & unione al pitt numerabile di intervalli di lunghezza positiva (infatti se ¢
sta in tale insieme, esiste [t,t+J;] che a sua volta vi & contenuto). Consideriamo l'insieme
{g(t) : t > 0} e mostriamo che esso ¢ separabile. Sia {t,},en l'insieme dei razionali
positivi, e sia M l'insieme di tutte le combinazioni lineari della forma Zle Bg(t;),
con coefficienti f3; appartenenti a Q (oppure a Q +iQ): sara dunque M = {Zy, }men-
Allora M & un sottospazio chiuso separabile, e inoltre, per la debole continuita di g,
g(t) = w-limg_, g(t,) appartiene per ogni ¢ > 0 alla chiusura debole di M, che coincide
con M. Percio {g(t) : t >0} C M, e cid prova la separabilit.
Dato che g ¢ debolmente misurabile e {g(t) : ¢t > 0} ¢ separabile, il teorema di Pettis
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(teorema [B.0.8]) ci assicura che g & fortemente misurabile. Inoltre, per la limitatezza di
g in ogni intervallo compatto, esiste l'integrale di Bochner || f g(t) dt, che verifica

LZ@@

(si vedano la definizione [B.0.12| e la (B.1))). Inoltre l'integrale verifica la seguente

proprieta di forte continuita:

B B+s B
lim [ g(t+s)dt =lim g(r)dr = / g(r)dr.
s—0 s—0 a

@ a+s

B
g/HﬁMhﬁ per 0< a < f< oo
X «

Proviamo che ¢ & fortemente continua in ogni punto ¢ > 0. Sia [«a, 3] C]0,t[ e sia
e €]0,t — B[. Per (1.7) possiamo scrivere g(t) = T'(r)g(t — r) per r € [a, B]; quindi

B8
w—aM@%i/TWMG—ﬂW,

e di conseguenza

<
X

E
(B—a)llg(t£e) —g@)llx = ‘/ T(r)gtte—r)—glt+e—r)dr

t—«o
< swp [T0)le) [ lals£2) — g()xds
T€[a,f] t—3

In virtu della continuita delle traslazioni (proposizione , I'ultimo membro della
relazione precedente tende a 0 per € — 0: cio prova che g ¢ fortemente continua nel
generico punto ¢t > 0.

Mostriamo infine che g ¢ fortemente continua anche in ¢ = 0, il che coincide con la
tesi della proposizione: per ogni ¢, € Q e t > 0 si ha T'(t)g(t,) = g(t + t,), e per la
forte continuita in ¢, | T(¢)g(t,) — g(tn)|lx — 0 per t — 0%. Poiché ogni z,, € M ¢
combinazione lineare dei g(¢;), si deduce

lim |T(t)zm — zp|lx =0  Vm e N.
t—0+
Allora, per ogni t € [0,1] e m € N, si ricava
[T()zo — zollx < NTE) (w0 — zw)llx + T () 2m — @l x + [[2m — zol|x <

< [ sup [T(0)]l e +1

te(0,1]

[20 = Zml[x + [[T(E)2m = Zml|x -

Per t — 0% otteniamo per ogni m € N

thMW@%—wﬂxélprWWmm+lH%—th,

t—0t te(0,1]

ed essendo inf,,en |20 — || x = 0, si arriva finalmente alla tesi. O

In certi casi puo risultare difficile caratterizzare il dominio del generatore di un dato
semigruppo. E utile allora la definizione che segue:
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Definizione 1.3.13 Sia A : D(A) C X — X un operatore lineare nello spazio di
Banach X. Un sottospazio D C D(A), denso in D(A) rispetto alla norma ||z||pay =
x|l x + ||Ax||x , $i chiama ndcciolo (“core” in inglese) per A.

Proposizione 1.3.14 Sia A il generatore di un semigruppo fortemente continuo T'(-)
in uno spazio di Banach X . Allora ogni sottospazio D C D(A), denso in X ed invariante
per T(-), é un nocciolo per A.

Dimostrazione Sia x € D(A). Scegliamo una successione {z, } C D tale che z,, — «
in X per n — oo. Osserviamo che per ogni n € N I'applicazione s — T'(s)x,, ¢ a valori
in D, grazie all'invarianza di D rispetto a T(-), ed ¢ continua nella norma di D(A):
infatti

IT'(s) = T()]anllpay = IT'(s) = T()]anllx + [[T(s) = T(£)]Azn|lx — 0 per s —t.

Quindi l’elemento %fg T(s)x,ds € X, essendo limite in D(A), per m — oo, delle
proprie somme di Riemann

Sou[T( )] = %gT (%) Lo,

appartiene alla chiusura di D rispetto a D(A). Vogliamo approssimare il nostro x, nella
norma di D(A), con un’opportuna selezione di tali elementi, al tendere di ¢ a 0. Per
cominciare, fissato ¢ > 0, scegliamo 0. > 0 tale che

<e Vtelo,d].

|
D(A)

t
—/ T(s)xds —x
t Jo

Scriviamo, con un indice n. da determinare,

1 [
—/ T(s)x, ds —x <
(55 0 D(A)
1 [ 1 [
S‘—/ T(s)|xn., — x| ds + —/ T(s)xds —x
0 Jo D(A) 0= Jo D(4)

Il secondo termine a secondo membro ¢ minore di €. Il primo termine lo stimiamo a
parte:

< /0 " (), — ] ds

D(A)
1 de O
= —/ T(s)[rn. — x| ds|| + —A/ T(s)[zn. —x]ds|| <
55 0 X 5& 0 X
T(6.) — I
< Ml = allx + |09 o, — | < Culon, —allx,
e X
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dove abbiamo utilizzato ([1.13]) e posto

T(6.) — I

M= s [T0leco, C.= [P

t€[0,5¢]

L(X) '

Adesso scegliamo n. in modo che risulti C.||z,. — z||x < ¢, il che ¢ lecito, visto che
r, — x in X. Allora possiamo concludere che
1

de
‘—/ T(s)x,. ds—x
9 Jo

e questo ci permette di dedurre che x appartiene alla chiusura di D in D(A); poiché
x € D(A) era arbitrario, abbiamo provato che D ¢ denso in D(A) come richiesto. 0O

< 2¢,

D(A)

Corollario 1.3.15 Sia A : D(A) C X — X generatore di un semigruppo fortemente
continuo T'(-). Allora i sottospazi, definiti induttivamente,

D(A™) = {zx € D(A™ ") : A" 'z € D(A)}, n>2,
ed il sottospazio .
D(A®) = (| D(A™)
n=2
sono tutti noccioli per A.

Dimostrazione Basta provare la tesi per D(A*). Siccome esso ¢ invariante per T'(-),
in virtu della proposizione basta mostrare che D(A*) = X.

Sia ¢ € C°°(R) una funzione scalare con supporto K compatto e contenuto in ]0, 0ol .
Fissato x € X, definiamo

4y 2/ ©(s)T(s)x ds;
0
questo vettore e ben definito, essendo

ol < (sup K)ol sup 70 eco -

Per h > 0 si ha

=t - 2 /Oooﬂs)[T(sm)—T(s)]xds:

[T els—h) = ¢(s)
= /0 7 T(s)xds,

ove nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato il fatto che ¢ & nulla su [—h, 0]. Per h — 07,
I'integrando all’ultimo membro tende a —¢'(s)T(s)x, ed & dominato dalla funzione
sommabile ||¢|oo sup;er |T(6) || 2cx)l|z||x Ik (s). Dunque, per il teorema di Lebesgue,

T =1 Ty, = — /000 ' (s)T(s)x ds,
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ossia z, € D(A) e Az, = fo )z ds. Tterando, per ogni n si prova nello stesso
modo che z, € D(A") e

Az, = (—1)”/ 0™ (s)T(s)x ds, n € NT.
0

Dunque z, € D(A™).

Sia ora V' lo spazio generato da tutti i vettori della forma z,, al variare di x € X e
delle ¢ € C*°(R) con supporto compatto e contenuto in |0, 00[. Se mostriamo che V' &
denso in X, a maggior ragione sara D(A>) = X. Sia ¢ € X* tale che ¢y = 0 per ogni
y € V: se proveremo che v ¢ il funzionale nullo, allora seguira che V = X. Sia dunque,
per ogni x € X e ¢ del tipo descritto,

0= = T ds | = T ds.
vy = ([T oreeds) = [T e
Per l'arbitrarieta di ¢, ne segue
Y(T(s)x) =0 VreX, Vs>0.

In particolare, quindi, ¥ = 0 per ogni x € X; come osservato in precedenza, cio prova
la tesi. O

1.4 Esempi

In questo paragrafo raggruppiamo alcuni importanti esempi di semigruppi.

Esempio 1.4.1 (Semigruppi moltiplicativi) Sia  un aperto di RY, e scegliamo
X = Cy(02), ove

Co(2) ={f € C(Q) : Ve > 0 K, compatto C Q: |f(z)|<ein Q\ K.}.  (1.15)

Muniamo lo spazio X della norma || f||cc = sup,eq |f(x)]. Se ¢ : @ — C ¢ una funzione
continua, possiamo definire

[Tt f)(x) = @ f(z),  feX.

Allora ¢ immediato verificare che T'(+) & un semigruppo; non avendo fatto ipotesi ulteriori
su g, esso non sara in generale né fortemente continuo né limitato in un intorno di ¢t = 0.
Poiché per t — 0% si ha

[T()f](x) — f(z) et@ —1

t - 1 f(x) = q(z)f(x) Ve,

il generatore infinitesimale di T'(t) e I'operatore di moltiplicazione

(M f)(z) = q(z) f(z),
con dominio D(M,) = {f € X : qf € X}. Si verifica subito che:
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e in generale, sup ey |T(t) flloc = €274 = 400 per ogni t > 0;

e il dominio D(M,) ¢ denso in X, perché contiene il sottospazio di X costituito
dalle funzioni continue a supporto compatto in €2;

e M, ¢ un operatore chiuso;
o M, € L(X) seesolose qe L>®(Q), e in tal caso T'(t) = '™ per ogni t > 0;

e T(t) & fortemente continuo se e solo se Re ¢ € limitata superiormente in 2; in tal
caso risulta

T ()] 2x) < €' SPaled vt > 0.

Possiamo alternativamente scegliere X = LP(Q, M, pu), 1 < p < oo, ove (2, M, pu) ¢
uno spazio misurato o-finito. In questo caso ¢ : £ — C & una funzione misurabile: si
noti che, in particolare, |¢| < co ovunque. In questo caso avremo ancora M,f = qf
sul dominio D(M,) = {f € LP(Q, M, u) : qf € LP(2, M, u)}. Sono ancora veri tutti
i fatti elencati in precedenza: in particolare, per mostrare che il dominio ¢ denso in
LP(Q2, M, 1), basta considerare lo spazio Sp(£2) costituito dalle funzioni semplici e nulle
al di fuori di un sottoinsieme di misura finita. Esse sono dense in LP(Q2, M, u): infatti,
per ipotesi = J,cn Xn, con X, € M e pu(X,) < oo per ogni n € N. Quindi, si
puo prendere una successione {p, },en convergente a una fissata f € LP(Q, M, ), tale
che |on| < |ont1] < |fl, ¥n sia nulla fuori di X,, N {|f| < n} e valga p,(x) — f(x)
puntualmente in ) per n — oo: allora ¢,(z) — f(z) anche in L? per convergenza
dominata.

1.4.1 Digressione: spazi di Sobolev

Apriamo una digressione incentrata sugli spazi di Sobolev W1?(Q), con Q aperto di R™.

Definizione 1.4.2 Sia Q0 un aperto di RN e siano f, f; € LP(Q). Diciamo che f ha
derivata parziale debole i-esima f; in LP(2) se vale la relazione

/f Dip(x /fz dr Vg€ CE(R).

Definizione 1.4.3 Sia Q un aperto di RN e siano f, f; € LP(Q). Diciamo che f ha
derivata parziale forte i-esima f; in LP(2) se esiste una successione {fn}tnen C CH(Q)
tale che fn, D;f, € LP(Q) e

Si dimostra abbastanza facilmente che le derivate parziali deboli, o forti, sono uniche
(quando esistono) e, altrettanto facilmente, che se f : Q@ — R appartiene a LP(Q)) ed &
derivabile parzialmente in ogni punto con D;f € LP(R), 1 < i < N, allora le derivate
parziali “effettive” D;f sono anche le derivate deboli e forti di f in LP(R).

Mostriamo ora che le derivate deboli e le derivate forti coincidono.
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Teorema 1.4.4 Sia Q un aperto di RN e sia p € [1,00[. Poniamo
HY(Q) = {u e LP(Q) : u ha derivata parziale i-esima forte in LP(Q), 1 <i < N}.
Allora
WhP(Q) = H'?(Q).

Osserviamo che una norma su questo spazio

N
lullpo = llullr@ + Y luill o),
i=1

ove u; € la derivata parziale i-esima debole o forte.

Dimostrazione L’inclusione D ¢ facile: se u € H"(Q2) e u; ¢ la derivata parziale forte
i-esima di u in LP(Q), sia {u,} la successione che verifica per u la definizione |1.4.3}
allora per ogni ¢ € C5°(Q2) si ha, passando al limite per n — oo,

/Qu(x)Digo(x)dz = lim [ wu,(z)Dip(x)dr =

n—oo Q

= — lim [ Du,(x)p(x)dx = —/Qui(x)Digo(ac) dx,

n—oo Q

cosicché u; ¢ la derivata parziale debole i-esima di w in LP(€). Dunque u € WP (Q).
Proviamo 'inclusione C. Sia u € W1P(Q); fissato € > 0, poniamo

1
Q. 1=0=0, Qn:{xEQ: |z|n < n, d(x,@Q)>—}.

n

Gli insiemi €2, n > 0, sono aperti, 2, C 2,1 per n > —1 e 'unione di tutti gli €2, ¢
Q. Sia {¢y }nen+ un partizione dell’unita, cioé una successione contenuta in C§°(£2) tale
che

0 S wn(x) S 17 supp wn - Qn+1 \ Qn71> an(ﬂﬁ) =1
n=1
per ogni n € NT e per ogni = € Q. Per n € N* sia poi k,. una funzione appartenente
a C>=(RY), tale che

1
)(n+2)

) ) “kn,a * (¢nu) - (wnU)Hl,p < =

knECB 07 ’
SHPD En, ( (n+1 on

ove kn e * (Ypu) € il prodotto di convoluzione tra le due funzioni k, . e ¥,u, dato da
b+ (G0)(2) = [ Boeli = ) (00)0) dy (1.16)
Q

(si noti che in effetti 'integrale ¢ fatto su un opportuno sottoinsieme di €2, come tra
poco mostriamo). Allora si ha

1
(n+1)(n+2)

supp kn,s * <¢nu) g B (0; ) + (Qn+1 \ Qn—l) :
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infatti, se  non appartiene alla chiusura a secondo membro esiste una palla B(x,r)
disgiunta da essa, e in particolare vale ' —y ¢ B (O, m> perogniy € Q,,1\Q2, 1
e per ogni 2’ € B(xz,r). Percio k, (2" — y)(¥Y,u)(y) = 0 per ogni y € Q e per ogni
x' € B(x,r). Integrando su (2, si trova [k, * (¢¥,u)](2') = 0 per ogni 2’ € B(z,7), e
quindi = non appartiene al supporto di ky ¢ * (¢, u).

Inoltre, poiché

avremo per y € B (O, m> ez € Qi1 \ Qg

CHRN ! <d(y+2,090) < ! + : =
n+2  n+l (n+1)(n+2) s n—1 (n+1)(n+2)

1 1 1 1

n—2 (n—l)(n—2)+(n—|—1)(n—|—2)<n—2’

ed anche |y + z|y < (nTl(n—Q) +n < n+ 2. Cio mostra che

1
kne n cB ) Qn Qn— C Qn Qn— s
SUupp Rn.e * (w u) <O (TL + 1)(n + 2)) + ( +1 \ 1) +2 \ 2

e dunque l'integrale della convoluzione k,, . * (1,u) ¢ fatto al pitt su Q42 \ Q,—2.
Premesso tutto cio, poniamo

V() = Z[kn,e * (Pnu)](z), =€

n=1

La serie converge perché per ogni z € 2 esiste m € NT tale che z € Q12 \ 2, €
dunque nella somma gli unici addendi non nulli sono quellidan =m —3 an =m + 4.
Inoltre v, € C*°(Q2) perché

Dv.(z) = [D%kne* (You)l(x) Vo eQ, VaeNY,

n=1
e questa serie converge per lo stesso motivo di prima. Si ha poi

m+1

I = vellpan = 3 hne () = @l 0, <

m+1 m~+1

3
< Z [kne * (Ynu (anU)Hl,p,Q < Z on <€
n=1
1

per monotonia, per m — oo si trova ||[u — v.|l1p0 < €. Dunque, scelto ¢ = —, esiste
una successione {v,,} tale che, per m — oo, v,, — in LP(Q) e Dv,, — w; in LP(Q),
1 <i < N. Cio prova che u € Hl’p(Q) e che le derivate parziali forti di u sono le u;.
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Osserviamo, infine, che si definiscono gli spazi di Sobolev W??(€2) come l'insieme delle
funzioni f € WHP(Q) tali che le derivate deboli f; di f sono dotate a loro volta di
derivate deboli f;; € LP(Q) (i,7 = 1,...,n), e in modo analogo, induttivamente, gli
spazi W*P(Q) (k € NT). La digressione finisce qui.

Esempio 1.4.5 I prossimi esempi sono dedicati al semigruppo delle traslazioni, che e
estremamente importante, essendo legato all’operatore derivata prima. Per f € LP(R),
1 < p < 00, poniamo

T(t)f](x) = f(x+1t), ze€R, t>0. (1.17)

E ovvio verificare che T'(-) & un semigruppo; esso e anche un gruppo, potendo essere
definito anche per ¢ < 0. Se scegliessimo invece X = L?(0, 00), T'(-) sarebbe solamente
un semigruppo.

Esempio 1.4.6 (Il gruppo delle traslazioni in LP(R), p€ [1,00[) Consideriamo il
gruppo 7T'(+) definito da ([1.17) nello spazio LP(R). Verifichiamo che esso ¢ fortemente
continuo per 1 < p < oo: per la continuita delle traslazioni in LP, si ha

lim |[T(h)f = fllom = lim Mu(ﬁh)—f(x),pdxr —0 VfeI’R). (118)

h—0t

Si noti che il gruppo 7'(+) non € uniformemente continuo nello spazio L(R), 1 < p < oc:
infatti, se h > 0 e f = Ij ), ove Iy € la funzione indicatrice di [0, h], che vale 1 in
[0, 4] e 0 altrove, si ha

0 h
1T(h) f = fllisw) = / [ Ljo.n)(x+h) = To ()P do = / [1-0[" dl’+/ 0—1[" dz = 2h,
R h 0

mentre || f|[}, g = foh 1dx = h; pertanto

2h

"Z95>0 W0
0

|T(t) = Iewyll cezrry) > {

Chi e il generatore infinitesimale A di questo gruppo? Deve essere

o T f(2) = flz) o fla+h) = fle) o
Af(z) = lim = lim 7 in LP(R) :

h—0 h h—0

verificheremo che risulta

{ D(A4) = WH(R) (1.19)

Af = f' Vfe W (R),

ove WIP(R) ¢ lo spazio di Sobolev, definito nella digressione precedente, delle funzioni
f € LP(R) che hanno le derivata (debole, ovvero forte) f’in LP(R).
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Proviamo che D(A) C WP(R). Osserviamo preliminarmente che per ogni ¢ € C°(R),
indicato con K, il supporto di ¢, in virtl del teorema di Lagrange si ha per h # 0

e(-+h)—¢ !
ORI ( / |90/($)—80/(§hx)|qd$> <
La(R) K,U(K,—h)
1
< ¢ lrem bl 2mi(Kp)]s < Clhl Vg € [1,00],
e analogamente
p(-+h) — o)
ot - 20 < ¢~ Al < CJAl,
L>(R)
cosicché )
lim ||/ — £ = @0) —0  VYgel[l, o0l (1.20)
h—0 h L9(R)

Stabilito cio, sia f € D(A). Allora per definizione

Th)f—f _fe+h)—=f0)

Y = 7 — " in LP(R) per h — 0,

per cui, grazie a (1.20)), otteniamo per ogni ¢ € C5°(R)

[rapwar = g [TEENEIE 0 g

- %L%Af(t)¢(t_h2_ —— [ e

Dunque f’ & la derivata debole di f in LP(R), e pertanto f € WP(R).

Viceversa, proviamo che W'*(R) C D(A). Se f € W'?(R), e f’ ¢ la derivata forte di f
in LP(R), allora esiste {f,}nen C CH(R) tale che f,, f: € L’(R)e f, = f, f, — f in
LP(R). Per ogni n € N e h # 0 possiamo scrivere

0]
= %/1ifn(t+3h)d3—f,(t)pdt 1[]“ <t+3h)—f,{b(t)]d8pdt§

// |fL(t+ sh) — fL(t)]P dsdt = //|f (t + sh) — f.(t)|P dtds =
=i [ [1n0 0~ o

Aggiungendo e togliendo nell’ultimo membro + foh Jo |l f'(t+a) — f'(t)|P dtda, otteniamo

Ful A0 =B,
| LB g

P ! / ]' h / /
stan—inp(Rﬁﬁ/o /R!f(tJra)—f(t)\pdtda.

LP(R)
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Adesso passiamo al limite, con h # 0 fissato, per n — oo: dalle proprieta della
successione {f,} si ricava

. h _ . p 1 h
[PE=B=I0 | < [ 10 - sop auaa
h wry PJo JR
e infine, se h — 0, per la continuita delle traslazioni in L”(R) si ottiene
. —_— . p
h—0 h LP(R)

ne segue che f € D(A) con Af = f'.

Esempio 1.4.7 (Il gruppo delle traslazioni in L>(R)) Supponiamo ora p = oo.
Si vede subito che il gruppo delle traslazioni 7'(-), definito in -, non e fortemen-
te continuo: basta considerare la funzione indicatrice f = Ij,4), per la quale si ha,
qualunque sia h > 0,

1T(h)f = fller) = Sgglf[a,b](ﬁh) I ()] = sup a5 (x + 1) = Lo ()| = 1.
x xe|0—nh,

tuttavia, || 7(t)||z~®r)) = 1 per ogni ¢ > 0. Quanto al generatore A, si puo osservare
che se f € D(A) deve essere

fC+h)—F0)
h

— Af(-) uniformemente in R; (1.21)

Questo fatto implica che Af = f' € L>°(R), e in particolare f & derivabile e lipschitziana,
dunque uniformemente continua. In particolare, il rapporto incrementale di f, per h # 0
fissato, € continuo come funzione di ¢t. Pertanto f’, essendo limite uniforme di funzioni
continue, ¢ continua. Ma f’ & anche uniformemente continua: infatti, fissati s,¢ € R ed
€ >0, si ha

+

fls+h) — ()
# Ll

70 -10)1 < | - =10

L) = J@)  fls+h) = f(5)
h h

— f'(s)]-

I1 primo e terzo addendo a secondo membro, grazie a ([1.21]), sono minori di € per
|h| < h.; detta w(r) loscillazione di f su intervalli di ampiezza non superiore a r, vale
a dire w(r) = supg_s|<, | f(t) — f(s)], 'addendo intermedio si maggiora cosi:

fiE+h) = f)  fls+h) = f(s)

h h
1

~|hl

[V@+m—f@+m%Hﬂﬂ—ﬂ@HS%ﬂ%;ﬁ'
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Scelto h = +h,, prendendo . > 0 in modo che %ﬁs) < g, si ottiene
sup [ f'(t) — f'(s)] < 3e,

[t—s|<de
e cio mostra che f’ & uniformemente continua. Si conclude percio che
D(A) C{feC'RNUCR)NLZR): f € UC(R)NL*(R)}.

D’altra parte, se f € C*(R)NUC(R) N L*¥(R) con f' € UC(R) N L*¥(R), allora ¢ facile
vedere, usando il teorema di Lagrange, che vale (1.21]); dunque

D(A)={f e C'R)INUCR)NL*R): f € UC(R)NL™(R)}.

Il gruppo delle traslazioni in L*®(R), in virtl della proposizione [1.3.8(ii), & fortemente
continuo in D(A); si vede facilmente che, rispetto alla norma uniforme, risulta

D(A) = UC(R) N L=(R).

Ovviamente, il semigruppo non ¢ uniformemente continuo in questo spazio, perché,
fissato h > 0 e posto, per 0 < € < h,

00 1 selt|>e
U Lse0<|t| <e,
risulta
[felloemy =1, (IT(R) fe = fellzom) > | fo(R) — f2(0)] = 1,
da cui

|T(h) fe = fellzr

-1  Vh>0.
| fellzos(r)

IT(h) = Ixllex) =

Esempio 1.4.8 (Il gruppo delle traslazioni in C*, 0 < a < 1) Sia X lo spazio di
Hoélder C%(R) N L*(R), ove 0 < o < 1, munito della norma

f(x) = fy)]

, feX.
|z —yl|*

Ifllx = sup [f(x)] + sup
z€R TH#Y

I1 gruppo delle traslazioni, definito da (1.17)), non ¢ fortemente continuo neanche in
questo spazio, poiché, posto

f(z) =|z]* A1, xr €R,
si ha per |h| <1

|f(x+h)— fly+h)— flx)+ fy)

IT(h)f = fllx = sup - >
Y |z —yl
h|* — |h|* — |x|* h 2
> sup [l + | 1A =% Z(sceltox:—,con0<h<—>
le|<1—|h] || 2 3
Sh)" —he — (B)®

- G}
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Si puo verificare agevolmente che il generatore infinitesimale del semigruppo ¢ Af = f/,
con dominio

D(A) = C*(R) N L=(R),
ove C1*(R) = {f € CY(R): f' € C*(R)}. Esso ¢ fortemente continuo su D(A) , con

D(A) = h*(R) N L®(R),

ove

r—=0% |4 _gj<r |t — |«

h*(R) = {f € C*R): lim sup ) = Fs)l = 0} .

Esempio 1.4.9 (Traslazioni destre e sinistre) Se ci mettiamo sulla semiretta R =
[0, 00[, il semigruppo T..(-) delle traslazioni a destra, ossia [T,.(t)f](z) = f(z +t) per
ogni x,t > 0, ha le stesse proprieta viste negli esempi precedenti nel caso del gruppo.
Dunque esso ¢ fortemente continuo, con generatore Af = f!, la derivata destra, negli
spazi

e [”(R"),1<p< oo, con D(A) =W (RT);
e UC(RT)NL®(R"),con D(A) = {f € UC(RT)NL>®(R") : f € UC(R")NL>®(RT)},

ove UC(RT) ¢ I'insieme delle funzioni uniformemente continue su R;
e C*RT)NL>®RY),0<a<1,con D(A) =CH(RT)N L>®(RT).

Si noti che non e affatto evidente che il dominio di A, negli ultimi due casi, sia fatto da
funzioni di classe C*; ciod segue da questo lemma elementare:

Lemma 1.4.10 Sia f : Rt — R una funzione continua, dotata in ogni punto di derivata
destra f’, continua. Allora f € C*(R") e f'= fl.

Dimostrazione Siano s,t,7 > 0 con 7 < s, t < s. Andiamo a stimare la differenza
fra due rapporti incrementali sinistri:

=110 S 1) (=110 _ =10
t—s T—3S8 s—1 §$—T -
<[ PEZI0 o)+ 1510 - 1ol + | - HRZLE),

fissato € > 0, a secondo membro il primo addendo ¢ minore di € per 0 < s —t < 9.,
il secondo addendo ¢ minore di € per |t — 7| < 0. e il terzo addendo ¢ minore di € per
0<s—7 <6, Quindi, se

min{s —t,s — 7} < I, |t — 7| <6,
si ottiene la condizione di Cauchy

f@) = f(s) _ f(r) = [(s)

t—s T—358

< 3¢,
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e dunque esiste la derivata sinistra

i 10 = ()

t—s— t—s

=f'(s)eR  Vs>0.

Proviamo ora che f’ (s) = f (s), il che dara la tesi. Si ha per 0 <t <s

ft) = ‘f f@)

[F2(s) = (o) < | f2(s) = — L@+ 1540 = Fi(s)l;

t—s

come prima, il primo addendo a secondo membro ¢ minore di € per 0 < s —t < 4., il
secondo ¢ minore di € per 0 < s —t < J. e il terzo & minore di € per |t — s| < J.. Percio
esiste f'(s) = f'(s) = f'.(s). Dato che f| & continua, anche f’ & continua. O

Possiamo definire anche le traslazioni a sinistra, ossia considerare T'(t) f(z) = f(z —t),

ma per x,t € RT questo semigruppo non ¢ ben definito. Possiamo invece porre per
x,t >0, nel caso di LP(RT), 1 < p < o0,

mone@ ={ 7 57120

mentre nel caso di UC(RT) N L>(RY)

il = { 607 Rr Tz

E facile verificare che entrambe queste definizioni danno luogo ad un semigruppo forte-
mente continuo; il generatore, in tutti e due i casi, ¢ la derivata sinistra, Af = f’, con
lo stesso dominio visto nel caso della derivata destra.
In modo analogo possiamo definire le traslazioni destre e sinistre su intervalli limitati:
per z € [a,b] e t > 0, nel caso di LP(a,b), 1 < p < oo,

flx+t) sex+t<b
sex+t>b,

n-{3
{ x—t serxr—t>a

sex —t<a;

nel caso di Cfa,b] o di C%[a,b], 0 < a <1,

po-{
i) 1) = { 4

Il generatore ¢ sempre la derivata destra o sinistra, con D(A) dato rispettivamente da
WhP(a,b), da Clla,b] e da C1[a,b]. Si noti che nel caso di LP(a,b) entrambi questi
semigruppi sono nilpotenti, vale a dire

(x+t) sex+t<b
(b) sex+1t>0b,

*hkhkh

(x—t) sex—t>a
f(a) sex —t <a.

T.(t)=0 Vt>b—a, T,(t)=0 Vt>b—a.
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1.5 Comportamento asintotico, prima parte

Dopo aver analizzato il comportamento di un semigruppo attorno a t = 0, ¢ il momento
di vedere cosa succede quando t — 4+00. Come vedremo, avremo un andamento di tipo
al pit esponenziale.

Iniziamo con una piccola generalizzazione della relazione (|1.8)).

Lemma 1.5.1 Sia {T(t)}:>0 un semigruppo limitato in un intorno destro di 0. Per
ogni T > 0 esiste Cp > 1 tale che

IT)|lexy < Cr VEE[0,T].

Dimostrazione Poiché il semigruppo & limitato in un intorno [0, ], esiste C' > 0 tale
che
IT®)]lex) <C Ve 0,

Posto per comodita
pt) =Ty, 20, (1.2

¢ evidente che
p(t+s) <p(t)+p(s)  Vt,5>0;

dunque, per ogni k € N possiamo scrivere

Zﬁ):p(ké)gkp(é)gkhm7 Vit € 10, k6] .

Sia allora t € [0,T]: scelto k = [%] + 1, otteniamo k6 > T, e dunque, in particolare,
p(t) <klnC  Vte|0,T].
La tesi si ottiene scegliendo

cr =ct=clEl g

Proposizione 1.5.2 Sia {T'(t)}i>0 un semigruppo limitato in un intorno destro di 0.

Posto
I T®)eeo
inf ——~——"2

>0 t ’
risulta wy € [—00, +00] e

(1.23)

La quantita wy ¢ detta soglia di crescita, o tipo, del semigruppo.
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Dimostrazione Essendo wy un estremo inferiore, & chiaro che wy € [—o0, +00[. Pro-
viamo che si tratta di un limite, supponendo dapprima che wy € R. Fissato € > 0, esiste
a > 0 tale che

woa < pla) < (wp + €)a,

ove la funzione p(-) & definita in ((1.22)). Se 0 <t < a, il lemma con T' = a ci dice
che
p(t) =W ||T(#)]lcx) < Ca  VE€]0,a;

se invece t > a e se n = [ﬂ, si avra na <t e dunque, per subadditivita,

v < PO _plt—na)  plna) plt—na)  pla)_
t t t t t
p(t —na) napla)  p(t—na) na
= - 4+ — < — .
; t0 =, = " + (wo +¢)
Pert—>oosiha0§t—na§ae%Sl,epertanto
t t
wogliminf&glimsup]ﬂg()%—l-(wo—i-e) Ve >0,
t—o0 t—00
cosicché .
d lim ]ﬂ = wp.
t—oo
Se wy = —00, si procede analogamente, fissando M > 0 e scegliendo a > 0 tale che
pla) < —Ma;

dopodiché se 0 < t < a vale ancora il lemma mentre se t > aen = [ﬂ, si ha
come sopra
pt) _plt=na) na
t t t

e per t — 400
t
limsup# <0-1-M,

t—o00

ovvero

t
Ellimw:—oo:wo. O
t—oo

Possiamo finalmente enunciare la stima di tipo esponenziale preannunciata all’inizio del
paragrafo.

Proposizione 1.5.3 Sia {T'(t)}s>0 un semigruppo limitato in un intorno destro di 0.
Allora esistono w € R, M > 1 tali che

1Ty < Me*t  VE>0. (1.24)
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Dimostrazione Sia wq il tipo del semigruppo, definito da (1.23]). Supponiamo dap-
prima wy € R. Allora, scelto un qualsiasi € > 0 esiste K. > 0 tale che

1T 1) || ex) < et vt > K
d’altra parte per 0 <t < K, vale il lemma [1.5.1] e quindi esiste M. > 1 tale che
T exy <M. Vtel0, K.

Ne segue la tesi con w =wg+ce M = M, elwotelKe
Quando invece wyg = —o00, va bene qualunque w € R, con M = M, e

I1 semigruppo T'(t) si dice limitato se si puo scegliere w = 0 nella stima (([1.24)); si dice
di contrazione, o contrattivo, se si puo scegliere w =0e M = 1.

wiKe g

Esempi 1.5.4 (1) Siano X = C?, con ||(?)||, = /2> + [w]? per ogni (7) € X, e

T(t) = ( é | ) . ossia T(D) (Z) - (z U“’) V(Z) €cC?, Vi>o.

Per questo semigruppo si ha

ed anche

T2 <2+ VE>0,
2
=24+t  Vt>0,

oG,

cosicché || T(t)||lgx) > 4/1+ % per ogni ¢t > 0. Ne segue che ||T(t)|zx) — oo per
t — 00, ma la soglia di crescita di questo semigruppo ¢ wy = 0. Dunque wy non € un
minimo.

(2) Sia X = LP(a,b), 1 < p < oo, e consideriamo il semigruppo delle traslazioni a
destra

[T(t)f](x):{g<x+t) zgiiiig velal, t>0, feX.

Poiché per t > b — a si ha [T(t) f](x) = 0 per ogni x € [a, b, risulta ||T'(t)||zx) = 0 per
ogni t > b— a, da cui wyg = —o0.
(3) Sia X = L'(R) e poniamo per f € X

2f(x+1t) sex e [—t,0

) /() = { f(z+t) altrimenti. reR, =20

Questo e un semigruppo, anche se la verifica e alquanto delicata: a questo scopo si puo
scrivere

(T(t) fl(z) = 2f(x + t)[|_ro)(x) + f(z + t)_y g (),

28



da cui, osservato che le funzioni sono definite a meno di insiemi di misura nulla, per
ogni f € X e per quasi ogni x € R si ha

[T0)f(x) = 2f (@) 10y (x) + f () [0y () = f (),

mentre, per ogni s,t > 0,

[TO[T(s)f]] (x) = [T(t) [2f (- + ) 1—s0) + [ (- + 8) s 9] ] (x) =
=22f(+t+ ) _so(-+8)+ [+t + ) g0 (- + )] L0 (2) +
+ [2f (4t + ) so) (- + 1) + f(- +t 4+ ) s 0pe (- + 1)] [0 (2) =
=4f(x+t+s) st (@) [—t0(x) + 2f (T + 1+ 8)[—s—t,—g)e (¥) L[4 0 (7) +
F2f (@ +t+ $) st (@) [0 (2) + [ (@ + T+ ) st e () |-t 0c (x) =
=0+2f(z+t+5)]0(zx) +
F2f(x+t+ s) st —qg(x) + flx + 1+ 5) st 0e(x) =
=2f(z +t+ ) —s—10(x) + f(& +t + ) [_s—r00(x) = [T(s + 1) f](2).

Questo semigruppo verifica
ITM) e <2 vi>0,
ma essendo, come si vede facilmente,
[T(t)pg](x) = 2[—g(x) VL>0, VreR,

si trova subito che ||T()||zx) = 2 per ogni ¢t > 0. In questo caso dunque il semigruppo
¢ limitato, ossia il suo tipo ¢ wy = 0, e possiamo scegliere w = 0 in ([1.24)); tuttavia il
semigruppo non e contrattivo, perché non possiamo prendere M = 1.

(4) Consideriamo in X = LP(R) (1 < p < 00) il gruppo delle traslazioni a destra
T fl(x) = fx+t), z€R t=0, feX,

il quale, come sappiamo da (1.18)), ¢ fortemente continuo. E immediato verificare che
|7°(t)||z(xy = 1 per ogni t > 0 e, di pit1, per ogni ¢ > 0 I'applicazione T'(¢) ¢ un’isometria
su X. Dunque il gruppo ¢ limitato e contrattivo. Lo stesso vale nel caso X = UC(R) N
L>*(R).

Il semigruppo delle traslazioni e limitato e contrattivo nel caso in cui al posto di R vi ¢
[0, 00[ oppure [a, b].

1.6 Proprieta spettrali del generatore

Come abbiamo visto, la proposizione [1.5.3| stabilisce che il comportamento asintotico di
un semigruppo ¢ sempre di tipo esponenziale con certi parametri M, w. In particolare
la soglia di crescita del semigruppo e strettamente legata alle proprieta spettrali del
generatore. Andiamo allora ad analizzare quest’ultimo tema, iniziando dal seguente
lemma.
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Lemma 1.6.1 Sia T(-) un semigruppo fortemente continuo e sia A il suo generatore.
Se A€ C et >0, valgono le relazioni

t
—r+e M (t)r = (A— )JX)/ T(s)xds, Vo e X,
0

—z+e M (t)r = /t T(s)(A— Mx)xds Vo € D(A).

Dimostrazione Sia S(t) = e MT(t): esso ¢ un semigruppo fortemente continuo,
con generatore A — M x, di dominio Dy = D(A). Le relazioni sopra scritte seguono
applicando a S(-) il lemma|l.3.4(iv). 0O

Il teorema che segue e il risultato centrale relativo al legame fra tipo del semigruppo
e proprieta spettrali del generatore. Ricordiamo che p(A), 1'insieme risolvente di A, &
I'insieme dei A € C tali che I'operatore R(\, A) := (M x — A)™! esiste (ossia AMx — A :
D(A) — X & surgettivo) ed & un operatore limitato da X in X (si vedano la definizione

e 'osservazione [A.0.2)).

Teorema 1.6.2 Sia T'(-) un semigruppo fortemente continuo e sia A il suo generatore.
Siano poi M > 1 ew € R tali che

ITOlleex) < Me Vi 0.
Valgono i sequenti fatti:
(i) Se per un fissato A € C esiste l'operatore

RNz := / e M T(s)rds, re X,
0

nel senso che l'integrale e assolutamente convergente per ogni x € X, allora A €
p(A) e R(\A) = R(N).

(ii) Se A € C e ReA > w, allora A € p(A) e R(A\,A) = R()).
(iii) Se A € C e Re) > w, allora

M
A A <
1RO, Ao < 7
Dunque, per A € p(A) 'operatore risolvente ¢ la trasformata di Laplace del semigruppo:
R\ A)x = / e T(s)xds, r e X. (1.25)
0
Dimostrazione (i) Sia h > 0: per ogni x € X si ha
T(h) -1 T(h)—Ix [~
uR()\)a: = u/ e M T(s)vds =
h h 0
1 [ 1 [~
= —/ e AN T(s)x ds — —/ e T(s)rds =
h Jn h Jo
et —1

00 1 h
— —)\ST - —)\ST .
; /h e (s)xds h/o e (s)xds
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Per h — 07 siottiene R(A)z € D(A) e AR(N)x = AR(A\)z—=z, ossia (M x—A)R(\)x = x,
per ogni x € X. D’altra parte, per z € D(A) si ha per definizione di R(\)

t

lim [ e™T(s)xds = R(\a,

t—oo [
¢ ¢
lim A/ eMT(s)xds = lim [ e T(s)Axds = R(\)Ax;
t—o0 0 t—o0 0
essendo A chiuso, si deduce R(A\) Az = AR(AN)x = AR(N)z—=, ossia R(\)( M x—A)x = z.
Cio prova che R(\) = (A\I[x — A)~! = R(\, A).
(ii)-(iii) Sia A € C con ReX > w: allora l'integrale che definisce R(\) ¢ assolutamente
convergente. Quindi vale la tesi di (i), il che prova (ii). Inoltre, da (ii),

M

Rex w17l 0

IR\, A)z|x = H/Ooo e M T(s)xds

SMHxHX/ plomReN)s g
X 0

Corollario 1.6.3 Sotto le stesse ipotesi del teorema per ognin € N ex € X si
ha, per A € C e ReA > w,

1 OO n— —AS n
[ s RO e <

M

R\ A)'x = Rer =)

Dimostrazione Proviamo la prima relazione. Dalla formula (A.3) nell’osservazione

segue che
(_1)n—1 dn—l

(n— 1)l dAnt
ove R(A, A) ¢ dato dalla formula (1.25)), nella quale si puo derivare sotto il segno di

integrale per convergenza dominata. Si ricava cosi, derivando n — 1 volte,

1 o0
R\, A)'x = —)'/ s e T(s)rds  Vxe X, VYneNT,
HJo

RO\, Az = R A),

che & quanto si voleva. Di conseguenza

n M OO n— w—Re\)s
|R(A, A)"| 2x) Sm/o 571 @ RNs gl

e dopo n — 1 integrazioni per parti si arriva alla seconda relazione. 0O

Il seguente lemma illustra una fondamentale proprieta di approssimazione dei risolventi
R(M\A).

Lemma 1.6.4 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
lineare chiuso con dominio denso e spettro o(A) contenuto nel semipiano {zA € C :
Rez <w}, conw € R. Se

AR Allexy <M VA>w,

con M >0, allora si ha:

31



(1) per ognix € X, AR(A\, A)x — = in X per A — +00;
(i) per ogni v € D(A), NMAR(N, A)x — Ax in X per A — +o0.

Dimostrazione (i) Se z € D(A), dalla stima segue
A
AR, A)z — 2| x = ||R(N, A)Az|x < % 50 per A — .

Se z € X, dato che D(A) ¢ denso in X, per ogni € > 0 esiste z. € D(A) tale che
|z — z.||x <e. Dunque

INR(A, A)z — zf|x < (M + 1)e+ ||AR\, A)ze — z||x,
e per A — oo si ottiene

limsup [[AR\, A)x —z||x < (M +1)e Ve >0,

A—00

che ¢ la tesi.
(ii) Grazie a (i), si ha per x € D(A)

IAMAR(N, A)x — Azx||x = |AR(\, A)Az — Az||x — 0 per A = co. D

Esempi 1.6.5 (1) Sia 7'(-) il semigruppo moltiplicativo T'(¢)f = e f (t > 0, f € X)
dell’esempio ove X = Cy(R2) oppure X = LP(Q) con 1 < p < o0, € ¢ & una
funzione continua definita su un aperto €2 di R™. Se la parte reale di ¢ e limitata
superiormente, allora il semigruppo ¢ fortemente continuo, con generatore M,f = qf, e
si ha per Re)\ > supg Reg,

RO\ M) f(z) = / TN f () ds VS €

(2) Sia T'(t) il semigruppo delle traslazioni a destra nello spazio X = L?(R), 1 < p < o0,
oppure X = UC(R)NL>*(R) (esempio(1.4.7)). Il semigruppo & contrattivo, con generatore
Af = f'; risulta

lR (/\, %) f] (r) = /OOO e M f(r+s)ds = /Too A f(t) dt.

L’espressione all’'ultimo membro, non a caso, € I'unica soluzione dell’equazione differen-
ziale A\g — ¢’ = f, con la condizione g(co) = 0.

1.7 Comportamento asintotico, seconda parte

Abbiamo visto esempi di semigruppi limitati, di semigruppi contrattivi e di semigruppi
nilpotenti. La questione generale che ci poniamo adesso é: quali condizioni assicurano
che un semigruppo abbia all’infinito crescita esponenziale negativa?

Per rispondere a questa domanda sono utili alcuni preliminari. Per cominciare, intro-
duciamo, accanto alla soglia di crescita o tipo (definita in ((1.23)), altre due quantita
basilari.
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Definizione 1.7.1 Sia X uno spazio di Banach e sia T(-) un semigruppo fortemente
continuo su X con generatore A.

(i) La limitazione spettrale di A é il numero s(A) definito da

s(A) =sup{ReX: A€ o(A)}. (1.26)
(ii) Il raggio spettrale di T'(t) e il numero non negativo (si veda la definizione

r(T(E) =swp{lul: € o(T(EN} = lim [Ty, t2 01

Osservazioni 1.7.2 (1) Non ¢ difficile verificare che
—00 < 5(A) <wy <7r(T(t) < o0 ¥Vt >0.

La prima diseguaglianza ¢ banale. Per la seconda basta usare il teorema m(ii), e
notare che, se Re A > wy, allora A\ € p(A), cosicché deve essere Re A > s(A). Infine, la
terza disuguaglianza ¢ immediata, essendo Re A < |\|. L’ultima disuguaglianza ¢ pure
evidente, essendo r(T'(t)) < ||T(t)||zx) < Me** per qualche M > 1 e w €R,

(2) E utile osservare che risulta
r(T(t)) = e vt > 0.
Infatti

1 . 1
PTW) = T [T = lm [T, =

1 . 1
—  lim et ne ITe)lcx) — gtlimn—oo 7 M T(nt)ll2(x) — ptwo

n—oQ

(3) Se A € L(X) allora s(A) = wy. Cio & conseguenza del teorema dell’applicazione
spettrale (teorema |C.0.3): essendo infatti t — e una funzione olomorfa quando A €
L(X), vale la relazione

o(ett) = eloW VA e L(X), Vt>D0. (1.27)

Percio

) = sup{lpl s € (e )} =sup{lul e W) =

= sup{|e"|: A€ a(A)} =sup{e™r: Neco(A)} =
esup{tRe)\: A€o (A)} ets(A)'

Dunque, dato che r(e*) = e, si deduce s(A) = wy. Le stesse proprieta, vale a dire la

(1.27) e I'uguaglianza fra s(A) e wyp, valgono (ancora in virtu del teorema |C.0.3|) per i
semigruppi analitici, che analizzeremo nel paragrafo |1.11}

Esistono semigruppi fortemente continui, per i quali vale s(A) < wy.
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Esempio 1.7.3 Consideriamo lo spazio
X =UC([0,00[) N L>(0, 00) N L*(0, 00; €” da),

munito della norma naturale
£l =swls@l+ [ 1@lerds,  feX,
x> 0

e consideriamo il semigruppo delle traslazioni a destra
T(t)fl(z) = f(t+x) Ve>0, V>0, VfeX.

Calcoliamo la norma di 7'(¢t) in £(X) per t > 0 fissato. Si ha per ogni f € X

70l =suplf o)+ [ |f@oler de < suplf)ire [ 1r@ler do < |l
x>0 0 0

x>0

dunque ||T(t)||zx) < 1. D’altra parte, scegliendo una successione {f,} C X tale che
0< fu<n, fu(t) =ne f,=01in [0,00[\ ]t —e ™ t+ e "], si ha

sup |fu ()| = sup |[T(t) fu) ()] = n.

x>0

mentre

t+e ™
||fn||L1(07oo;ez dz) = / fu(z)e® dx < 2ne e - 0 per n — oo,
t

76—71

—n

t+e
NT(t) full L2 (0,0056% da) = et/ fn(s)e®ds <ne et — 0 per n — oo.
t

Dunque

o 1T A

noo || follx
e cio prova che ||T'(t)|zx) = 1 per ogni ¢ > 0; percio si ha wy = 0.
Proviamo adesso che il generatore di questo semigruppo e

=1

Y

DA ={feX: fleX} Af =f" Vfe D(A).
Nello spazio piu grande Y = UC([0, oo[ ) N L>(0, 00), il semigruppo 7°(+) ¢ ben definito,
ed ¢ invariante per X; il suo generatore e la derivata prima Bf = f’, con dominio

D(B) ={f eY : 3f € Y} (si veda l'esempio [1.4.9). Se f € D(A) C D(B), dal
teorema [1.6.2(1) e dall'invarianza di T'(-) segue, per A > 0 sufficientemente grande, che

ROBIf = [ e T(0fde= RO A
0
dunque, per n sufficientemente grande,

nBR(n,B)f = [-n+n’R(n, B)|f = [-n+n’R(n, A)|f = nAR(n,A)f  Vf e D(A),
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da cui, per n — 0o, grazie al lemma [1.6.4] si ricava
Af = Bf Vf e D(A).
In altre parole, A ¢ la cosiddetta parte di B in X, cioe e tale che
(A)={feXnD(B): Bf X}, Af =Bf Vfe D(A). (1.28)

Cio detto, mostriamo che se Re A > —1 risulta A € p(A). Si ha infatti

d’altra parte

(/we*Wwaﬁ
0 X

/e‘”f(t—i—a:)dt‘+/ e’
0 0

sup/ e(Re’\ﬂ)tet\f(t—i-x)]dtgsup/ e'lf(t + x)| dt =
0 0

>0 x>0

= sup
x>0

dv =1+ 1IT;

/me*7a+xﬁﬁ
0

I

IN

IN

sup / | f(s)| ds < / F)le ds < [1fx

x>0

e similmente

II < > (Re)\+1)t/oo t+x ¢ dr di < ||f||X .
_/O e [ e+ olaear < 11

Dunque, per il teoremdl.6.2(i), il risolvente R(X, A) esiste per ReA > —1, e di con-
seguenza deve essere s(A) < —1. D’altronde, per Re A < —1 la funzione g(z) = *®
appartiene a D(A) e Ag = A\g € X, per cui A € o(A): pertanto s(A) > —1. In
conclusione

s(A)==1<0=uwp.

Diamo finalmente qualche risposta al quesito che ci siamo posti all’inizio del paragrafo.
Definizione 1.7.4 Sia T(-) un semigruppo nello spazio di Banach X. Diciamo che:

(i) T(-) é esponenzialmente stabile, se esistono M,d > 0 tali che

1T ||l exy < Me™ Yt >0;

(ii) 7'(-) é uniformemente stabile, se

lim [IT(8)] ) = 0
—00

(iii) 7°(-) e fortemente stabile, se

lim ||T'(t)x||x =0 Vo € X;
t—o00
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(iv) T(:) é debolmente stabile, se

lim o(T'(t)z) =0 Vee X, Vee X

t—o00

E evidente che (i)==(ii)==(iii)==(iv). Ma possiamo dire di pii.

Proposizione 1.7.5 Sia T(-) un semigruppo nello spazio di Banach X. Sono fatti
equivalentu:

(i) T'(-) é esponenzialmente stabile;

(i) T(-) é uniformemente stabile;

(iii) Esiste to > 0 tale che ||T(to)||cx) < 1;
(iv) FEsiste t; > 0 tale che r(T(t1)) < 1.

Dimostrazione Ovviamente si ha (i)==(ii)==-(iii); inoltre (iii)==(iv) perché, gra-
zie alla proposizione [A.0.4] si ha 7(T'(t1)) < || T(t1)]|zx)- Poi, vale I'implicazione
(iv)==(iii), in quanto, per definizione,

1
P(T()) = T |[T(kt)] A
Infine, proviamo che (iii)==-(i): poniamo

q=T)lecx)y <1, B= sup [T(s)|lcx),
s€[0,to]

e, fissato t > 0, scriviamo t = ktg + s, con s € [0,t[. Si ha allora, notando che
t < (k+ 1)to, e scegliendo § = % e M = B/q,

B
ITOllecey = 1T (Kto + )l < ITENecolT (o) leco < B = ¢ =
_ Me(k—l—l)lnq _ Me—(k+1)|lnq| _ Me_(k—’—l)to% < Me_ét. 0
Vi e un’altra condizione equivalente all’esponenziale stabilita:

Proposizione 1.7.6 Sia T(-) un semigruppo fortemente continuo nello spazio di Ba-
nach X. Sono fatti equivalenti:

(a) T(-) é esponenzialmente stabile.

(b) Esiste p € [1,00] tale che

/ | T(t)z|5 dt < oo Ve € X.
0
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Dimostrazione E chiaro che (a) implica (b). Viceversa, vogliamo provare che (b)
implica che T'(-) ¢ uniformemente stabile. Poniamo, per n € N,

T(t)x sete[0,n]

T, : X — LP(0,00; X), [Tna](t) = { 0 set>n

Allora
T x| = / | T (t)x|% dt < / |T(t)x|% dt =: C, Vn € NT, Vz e X,
0 0
da cui, per il teorema di Banach-Steinhaus,

1Tl 2(x,r(0,005)) < C < 00 Vn € NT,

ed anche, per convergenza monotona,
o0
| ir@alpar < crjal veex.
0

D’altra parte, essendo T'(+) fortemente continuo, per la proposizione esistono M >
1 ew € R tali che
1T ex) < Me - VE=0,

e chiaramente si puo supporre w > 0, altrimenti non c¢’¢ nulla da dimostrare. Allora

t t ¢
/ e ds|| T (£)al, = / T ()T (t - s)a|y ds < MP / |7 = s)all% ds,
0 0 0

da cui

MPCP
1Tl < / T (o)l do < P el vee X, Vi 0

—puwt
Se t > 1 ricaviamo per qualche K > 0
IT@)z|lx < K*[lzllx ~ Voe X,
mentre se ¢ € [0, 1] ovviamente si ha
1Tzl < MPePllz| Ve e X
Percio esiste H > 0 tale che
IT(t)x||x < H||x|lx Ve e X, Vt>O0.

Ne segue
t t
T @l = [ 1T - S)alfeds < 17 [ [T(@)aldo < HCPall, Vo € X,
0 0
e dunque 7'(¢) ¢ uniformemente stabile. Ne segue la tesi per la proposizione |1.7.5, O
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Esempi 1.7.7 (1) Il semigruppo moltiplicativo dell’esempio [1.6.5] (1)
[T(t)f](x) =" f(zx), z€R, t>0, feX,

ove X = Cy(Q2) oppure LP(Q), 1 < p < 00, con ¢ : 2 — C continua e §) aperto di R", &
esponenzialmente stabile nel caso in cui sup,.q Reg(z) < 0.

(2) Mostriamo che esistono semigruppi fortemente stabili, ma non uniformemente sta-
bili. Sia X = LP(0,00), e consideriamo il semigruppo delle traslazioni a destra, che ¢
[T(t)f](s) = f(t+s) per ogni f € LP(0,00) e t,s > 0. Questo semigruppo ¢ fortemente
stabile, perché

HNWW=A|N+ﬂWF¢“WMWmﬂ)mH%m

qualunque sia f € LP(0, 00); tuttavia il semigruppo non & uniformemente stabile, poiché
1Ty =1 VE>0.

(2) Mostriamo che esistono semigruppi debolmente stabili, ma non fortemente stabili.
Consideriamo ancora il semigruppo delle traslazioni a destra, stavolta nello spazio X =
LP(R), 1 < p < 0. In questo caso T'(+) & un gruppo di isometrie, quindi non puo essere
fortemente stabile. Proveremo che esso ¢ debolmente stabile. Osservato che X* = LI(R)
con q = 1%’ siano f € LP(R) e g € LY(R). Fissato € > 0, scegliamo f. e g. continue a
supporto compatto in R, tali che || f — fo||zor) < €, ||g — 9=l Lar) < €. Allora si ha per
t>0

<

Awwﬂmmmm

< NTO = Pllr@llgllom + ITE fllr@llg = gellLawy +

[T w.)ds| <

<

Awwmwmqu

<ellgllrar) + el fell Lo r) +

Sdmm®+dwmmﬁwh Awmm@mumm.

Adesso osserviamo che se u, v sono due funzioni continue a supporto compatto, risulta

/[T(t)u] (x)v(z) de = /u(t +z)v(x)dr =0
R R
non appena t ¢ sufficientemente grande da disgiungere i due supporti. Dunque

lim sup
t—o00

Awwﬂwwmm

<e€ [HQHL‘I(R) + ||fHLP(R)] +e240

con ¢ arbitrario: ne segue che T'(-) ¢ debolmente stabile.
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Il teorema della mappa spettrale

Col nome di "teorema della mappa spettrale” si denota un gruppo di risultati, dei quali
il prototipo ¢ il seguente:

Teorema 1.7.8 Sia X uno spazio di Banach e sia A € L(X). Allora si ha
el = g (et vt >0,
ove et = L 0 X € o(A)}.

Dimostrazione Basta scegliere f(A) = e nel teorema [C.0.3l O

Si noti che se A e generatore di un semigruppo fortemente continuo in X, il teorema
1.7.8 & falso in generale.

Esempio 1.7.9 Si consideri il semigruppo delle traslazioni a destra (esempio [L.5.4(2))
nello spazio

X={feco,1]: f(1)=o}.

L’operatore A, grazie al lemma [1.4.10} e la derivata prima: Af = f’ sul suo dominio
D(A) = {f € C'a,b] : f(1) = f'(1) = 0}. Si verifica che per ogni g € X e A € C
I'equazione A\f — f' = g ha I'unica soluzione

f(z) = / AV g(y)dy, e [0,1),

e tale funzione appartiene a D(A). Dunque o(A) = ), cosicché €74 = (); d’altra parte,
essendo T'(t) € L(X) per ogni t > 0, si ha o(T(t)) # 0, salvo che nel caso banale
X = {0} (si veda il corollario [A.0.9)). Pertanto non vale la tesi del teorema

Se il teorema [1.7.8 non vale, ci sono tuttavia dei teoremi piu deboli ma comunque
significativi ed importanti. Anzitutto:

Proposizione 1.7.10 Sia X wuno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X il
generatore di un semigruppo T(-) fortemente continuo in X. Allora

oW Co(T(t))  Vt>0.

Dimostrazione Fissato t > 0, sia e”* € p(T(t)) e poniamo Q = (e Ix — T(t))L.
Consideriamo 'operatore

t
By (t)x ::/ e (s)x ds, reX:
0

esso e limitato, come e immediato constatare, e verifica

My — A)By\(t)r = e?x —T(t)r  Vr € X,

(1.29)
Br(t) My — A)z = e —T(t)z Vo € D(A).
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Queste relazioni si provano nella stessa maniera usata nella dimostrazione del teorema

1.6.2(i). Infatti si ha per h >0

—T(h> —Ix Bi(t)r = /t e(tfs))‘T(s + hf)b — T<S)xds =

h 0
1 t+h t
=7 [/ =T (o) x do —/ e (5) ds] =
h 0
oA 1t 1 [h ohX tth
= / =N (o) z do — —/ AT () ds + — eI (s)x ds;
hJn h Jo hJi

per h — 0%, I'ultimo membro converge a AB\(t)z — e*z + T(t)z, e di conseguenza
By(t)x € D(A) e AB\(t)x = ABy(t)z — ez + T(t)x, ossia vale la prima relazione. La
seconda segue dalla prima osservando che se x € D(A) risulta AB)(t)r = B,(t)Ax.
Poiché inoltre () commuta con By (t), si deduce

()\Ix—A)B)\(t)QJJ:LU Ve e X,

Dunque A € p(A) e R(\, A) = By(t)Q. Abbiamo cosi mostrato che p(T'(t)) C e
passando ai complementari si ottiene {0} Uet) C o(T(t)), e pertanto vale I'inclusione
richiesta. [

Osservazione 1.7.11 Se A genera un semigruppo 7'(+) tale che s(A) < wp, come quello
dell’esempio si vedano la definizione [1.7.1](i) e la (1.23))), allora I'inclusione della
proposizione ¢ stretta. Infatti, e C {\: || < W}, mentre o(T(t)) e
pitt grande, visto che il raggio spettrale di 7(¢) (definizione [L.7.1ii)) verifica, in virtl
dell’'osservazione [1.7.2(2), r(T(t)) = "0 > ets(4),

Si ottengono risultati piu precisi ricordando (osservazione la decomposizione dello
spettro o(A) = 0,(A) Uo.(A) Uo,(A). Per ciascuna di queste parti dello spettro vi e
un teorema che lega tale parte a quella corrispondente dello spettro di T'(¢).
Cominciamo con lo spettro puntuale o,(A).

Teorema 1.7.12 Sia X uno spazio di Banach e sia A: D(A) C X — X il generatore
di un semigruppo T(-) fortemente continuo in X. Allora

el — o (T(t))\ {0}  Vt>0.

In particolare, se e € 0,(T(t)), esiste k € Z tale che A+ 2% € 0,(A).

Dimostrazione Se A € 0,(A), allora esiste xy € D(A), non nullo, tale che Azy = Axy;
dunque, dalla seconda delle (1.29), e"zy = T(t)zo. Quindi e” € 0,(T(t)); poiché
ovviamente 0 ¢ eto»(4) la prima inclusione & provata.

Sia ora z € 0,(T(t)) \ {0}: dunque z ¢ della forma z = ¢ € 0,(T(t)). Esiste allora
zg # 0 tale che exy = T'(t)zp. Dunque la funzione continua (e non identicamente nulla)
s+ e~ T(s)xg & periodica di periodo ¢; pertanto almeno uno dei suoi coefficienti di
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Fourier rispetto al sistema ortonormale {e%ikz }rez deve essere diverso da 0: in altre
parole esiste k € Z tale che

1

t .
Ty = ?/ e T e T(s)xgds # 0.
0

Proviamo che A\, = A+ @ € 0,(A). Poiché T'() ¢ un semigruppo fortemente continuo,
per la proposizione esistono M > 1 e w € R tali che ||T(t)| zx) < M e** per ogni
t > 0. Per ogni p € C, tale che Repu > w e u # A\ per ogni k € Z, si ha, ricordando
(T29),

t

00 oo (k+1)¢
R(u, A)xzy = / e M (s)xrgds = Z/ e T (s)xgds = [s =0+ nit]
0 o /K

0 t
= Z e / e "T (o +nt)xydo;
k=0 0

d’altronde, per periodicita, risulta T'(o + nt)zg = €™ T'(0)x0, da cui

1 t
W/ e M T(O')IO do. (130)
0

1 — ¢t

00 ¢
R(p, A)zg = Z e MA—H) / e MT(0)rgdo =
0

k=0

L’integrale nel membro destro e chiaramente una funzione olomorfa intera della varia-
bile p, cosicché R(u, A) ¢ estendibile tramite la (1.30) ad una funzione meromorfa con
possibili poli nei punti A, & € Z. Usando ([1.30)) & facile vedere che

lim (g0 — M) R(p, A)xg =y,
KA

infatti, essendo e!®~H) = ¢! =1) i ha per p — g

— t 1 t
(1 — M) R(p, A)xg = #—)\k) / e "T(o)rgdo — ;/ e~ T(0)zodo = xy .
0 0

1 — ete—n

Analogamente,
lim A(p — M) R(p, A)xg = Ay

B Ak
infatti, per p — Ay,

Alp = M) R(p, A)rg = (A — plx + plx)(p — M) R(p, A)mo =
= —(p—A)xo+ plpr — M) R(p, A)xg — 0+ Ay, -

Essendo A un operatore chiuso, si conclude che z;, € D(A) e Az, = Ay, cioe xy €
0,(A): quindi e = e € etor). g

Passiamo ora allo spettro residuo o,.(A).

Teorema 1.7.13 Sia X uno spazio di Banach e sia A: D(A) C X — X il generatore
di un semigruppo T'(-) fortemente continuo in X. Fissatot > 0, valgono i sequenti fatti:
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2kni ¢ Z, appartiene a o,(A), allora

(i) se A € 0,.(A) e nessuno dei numeri A\, = A+ =

e € o, (T(t) \ {0};

(ii) se ™ € 0,(T(t)) \ {0}, allora nessuno dei numeri A, = A+ 2% k € Z, appartiene
a 0,(A) e uno di questi, A\, appartiene a o,(A).

In particolare, detto N = {\ € C: A+ %™ ¢ 5,(A) Vk € N}, vale l'uguaglianza

o ANN) — 5 (T(£)) \ {0).

Dimostrazione (i) Sia A € 0,(A): allora A\[x — A ¢ iniettivo con immagine non
densa, e quindi esiste ¢* € X*\ {0} tale che p*(Ax — Az) = 0 per ogni x € D(A).
Dalla prima delle segue che p*(e*z — T(t)x) = 0 per ogni x € X, e dunque
e* Iy — T(t) ha immagine non densa. Esso ¢ anche iniettivo, perché altrimenti, per il
teorema , esisterebbe k € Z tale che Ay € 0,(A), contraddicendo la nostra ipotesi.
Dunque e € o,(T(t)) \ {0}.

(ii) Sia e € o.(T(t)) \ {0}. Anzitutto, se qualcuno dei ), appartenesse a o,(A),
dal teorema avremmo e = ¢ € ¢,(T(t)): assurdo. Per provare l'ultima
affermazione, mostreremo che ¢ impossibile che sia {A\;}rez C p(A) U 0.(A). Dalle

seconda delle (1.29) si ha
ey — T(t)r = By, () (MIx — Az Vo € D(A), VkecZ.

Essendo e = ¢, il primo membro appartiene ad un fissato sottospazio non denso Y

(I'immagine di e"* Iy — T'(t), indipendente da k). D’altra parte, se A\ € p(A) U o.(A),
I'immagine di Ay /x —A ¢ densa in X, e quindi 'immagine di B, (t) deve essere contenuta
in Y per ogni k € Z. Scriviamo adesso la serie di Fourier della funzione continua
e~ (s)x, x € D(A):

1 t TiT TS 1 TS
Z [;/ P P T(r)z ds] ™ = Z ;B)\k (t)x e
kez 0 kez

Questa serie converge in L?(0,t; X) a e **T'(s)z, ma la serie delle medie aritmetiche,
ossia la serie delle somme di Fejér, converge uniformemente in [§,t — 6] a e =**T'(s)z per
ogni § €]0,¢[. Dato che ogni somma finita appartiene a Y, si ottiene che T(s)z € Y
per ogni z € D(A) e s > 0. Per s — 0%, si deduce che ogni x € D(A) appartiene a Y,
il che & assurdo perché D(A) & denso in X mentre Y non lo &. Dunque, esiste k* € Z
tale che \g» € (p(A) Uo.(A)) = 0,(A) Uo,(A). Ma A\g- ¢ 0,(A), come abbiamo visto;

quindi Mg+ € 0,(A), come si voleva. [

Concludiamo con lo spettro continuo o.(A).

Teorema 1.7.14 Sia X uno spazio di Banach e sia A: D(A) C X — X il generatore
di un semigruppo T(-) fortemente continuo in X. Fissatot > 0, se A € g.(A) e nessuno

dei numeri \y = A+ 22k € Z, appartiene a 0,(A)Uo,(A), allora e € a.(T(t))\{0}.

Dimostrazione Se A\ € o.(A4), dalla proposizione segue che e € o(T(t)).
D’altra parte, se fosse e € 0,(T(t)), per il teorema [1.7.12] esisterebbe un A, € o,(A)
contro l'ipotesi. Se invece fosse e € o,.(T(t)), per il teorema [1.7.13| esisterebbe un
M € 0,(A), nuovamente contro l'ipotesi. Dunque e € o.(T(t)) \ {0}. O
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Osservazione 1.7.15 il viceversa del teorema |1.7.14] ¢ falso, come ¢ abbastanza facile
intuire: se nella proposizione I'inclusione ¢ stretta, e se nei teoremi[1.7.12]e[1.7.19]
ci sono uguaglianze, nel caso dello spettro continuo uguaglianze simili non potranno
esserci in generale. In effetti, esistono semigruppi 7'(-) e numeri A € C tali che e €
o.(T'(t)) con tutti i Ay = A+ 22k € Z, appartenenti a p(A), come mostra 1'esempio
1.7.3] Infatti, come si sa, per questo semigruppo T'(-) si ha s(A) = —1, wyg = 0 e
r(T(t)) = e*0 = 1 per ogni t > 0. Dunque e C B(0, ") = B(0,e™"), mentre dai

teoremi [1.7.12] e [1.7.13] segue
a,(T'(t)) C et {0} € B(0,e7"), o.(T(t)) C Hor (NN {0} € B(0,e7).

Dunque i punti e € o(T(t)) vicini in modulo a 1 devono essere in o.(T(t)) e non
possono appartenere a e/ Percid i corrispondenti A sono in p(A), cosi come i
corrispondenti \g, almeno se t & sufficientemente grande.

1.8 1l teorema di Hille-Yosida

Sia X uno spazio di Banach. Quali operatori A : D(A) € X — X sono generatori
infinitesimali di semigruppi fortemente continui?
Coma sappiamo condizioni necessarie affinché cio avvenga sono:

e A & un operatore lineare e chiuso (lemma e teorema [1.3.5(1)),
e D(A) ¢ denso in X (teorema [1.3.5(1)),

e p(A) contiene qualche semipiano del tipo {A € C: Re A > w}, con w € R (teorema
1.6.2).

Ma queste condizioni non bastano, come mostra il seguente

Esempio 1.8.1 Sia
X ={f € Co([0,00[) : 3f" € C[0, 1]},

ove Cy([0,00[) & I'insieme delle funzioni continue in [0, 00| che hanno limite nullo per
t — 0o, munito della norma

1fllx = sup [f(£)] + sup [f'(£)].
>0 te[0,1]

Poniamo

DA)={feX:f X}, Af =f" Vfe D(A).

Si verifica facilmente che A ¢ chiuso, che D(A) ¢ denso in X, e che R(\, A) esiste per
ogni A € C tale che Re A > 0, con

[RO\, A)f](z) = /OO e AN f(r)dr YfeX, Vr>0.

xT
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Se A fosse il generatore di un semigruppo T'(-) fortemente continuo, per f € D(A) e
s,t > 0 potremmo definire la funzione derivabile

§r)=[Tt—-7)fl(s+7), 0=<7<t,
ed avremmo, essendo Af = f/,
{(r)=—[Tt—7)Afl(s +7) + [Tt —7)f (s +7)=0;
quindi £(-) ¢ costante, da cui
[T(t)f](s) = £(0) = &(t) = f(s +1).

Percio T'(+) ¢ il semigruppo delle traslazioni a destra (esempio [1.5.4(2)). Ma questo &
impossibile, perché tale semigruppo non manda X in sé: infatti, se f € X in generale
s+ f(s+1t) non ¢ derivabile per s €]1 — ¢, 1].

Il teorema forse piu importante dell’intera teoria dei semigruppi e il seguente.

Teorema 1.8.2 (di Hille-Yosida) Sia X uno spazio di Banach, siano M >1 e w €
R, sia A: D(A) C X — X un operatore lineare. Sono fatti equivalenti:

(1) A é generatore di un semigruppo fortemente continuo T(-) con

IT(t) || ey < Me* Yt >0;

(ii) A é chiuso, D(A) ¢é denso in X e
M
(A —w)r

(iii) A é chiuso, D(A) é denso in X e

| RN, A)" | 2x) < VAER con A >w, VnéeN;

M

A" <
1RO A oo < oy

VA e C con Red>w, VneN.
Dimostrazione (i) = (iii) Basta ricordare il corollario |1.6.3

(iii) = (ii) E evidente.

(i) = (i) Questa ¢ l'implicazione importante. Per dimostrarla, introduciamo gli
approssimanti di Yosida

A, =nAR(n,A) =n’R(n,A) —nlx, neN, n>w. (1.31)

Gli A, appartengono a L£(X) e, per la commutativita dei risolventi, commutano fra
loro. Sia
T, (t) = e, t>0, neN, n>w.

[ semigruppi 7),(+) sono uniformemente continui, commutano fra loro e convergono per
n — oo. Infatti si ha:
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Lemma 1.8.3 Sotto lipotesi (ii) del teorema[1.8.9, esiste il limite

T(t)x := lim T,(t)x Vee X, Vt>0,
n—oo

ed il limite & uniforme sui limitati di [0,00[; inoltre T(-) é un semigruppo fortemente
continuo con
IT)]lex) < Met V> 0.

Dimostrazione Anzitutto, i semigruppi 7,,(+) sono equilimitati: infatti, per ogni ¢ > 0
en € N si ha, in virtu di (1.4)),

0 2k k
_ —nt an(n,A)t o —nt n R<n7A) k
1Tl = fle™™e leco = |l > ———t"| =
k=0 L(X)
00 2 k 2 .
< Me_ntz% ( - ) = Me ™Mens = Memat < M@t
. n—uw
k=0

con 0 > 0 opportuno.
Siano ora € D(A) e t > 0. Consideriamo la funzione s +— T,,(t — s)T,,(s)z da [0,¢] in
L(X): per n,m € NNJw, oo[ risulta, visto che A, commuta con T},(s),

T.(t)x —Tnt)r = T,(0)T,(t)x — T, (t)T,(0)x = /0 %Tm(t —s)T,(s)xds =

— /Ot [Tt — s)Th(s)Apx + T (t — )T, (s)Apz] ds =

t
_ / Tt — $)To(5)[An — Ay ds,
0
da cui
| T () — Tr(t)z||x < M?te“™ Az — Apzllx  Vn,m € NN w, ool

Grazie al lemma [1.6.4{ii), {A,2},en © una successione di Cauchy in X. Ne segue che
{T.(t)x}nen € una successione di Cauchy in X, uniformemente rispetto a t in ogni
limitato [0,7] C [0,00[, qualunque sia z € D(A). Per la completezza di X, resta
definito il limite
T(t)x := lim T,(t)z Ve e D(A), Vt>0,
n—oo
ma in realta, tale limite esiste per ogni € X, grazie alla densita di D(A) in X ed alla

equilimitatezza dei semigruppi T, (-). Di conseguenza, T'(-) & a sua volta un semigruppo,
e verifica

IT(t)z||x = lim | T,(t)z|x < lim Mems|z|lx = Met|z|x VYzeX, Vt>0.
n—o0 n—oo

Infine, I'uniformita della convergenza sui limitati [0, 7] C [0, oo[ implica che ¢ — T'(t)x
¢ continua in [0, 00| per ogni z € D(A); ma la stima sopra scritta ci dice che cio accade
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per ogni x € X, il che significa che T'(-) e fortemente continuo. 0O

Adesso dimostriamo che il generatore infinitesimale del semigruppo T'(+) sopra costruito
¢ proprio A. Sia B : D(B) C X — X il generatore di 7'(-): allora B ¢ chiuso, D(B)
¢ denso in X e, in virtu della stima asintotica per 7(-), si ha p(B) 2O |w,00[. Fissati
to >0 ez € D(A), poniamo

E(t) =T, (), &(t)=T({t)x, te]l0,t.

Dato che x € D(A), si ha &, — £ uniformemente in [0,%] e &, = T,,(-)Ax — T(-)Ax
uniformemente in [0, to]; dunque esiste £'(t) = T'(t) Az per ogni t € [0, %o]. In particolare,
scelto t = 0, per definizione di B si ha

/ :
Av =€(0) = hli>r(r)1+ h
ossia D(A) C D(B) e Bx = Ax per ogni x € D(A).
Viceversa, sia © € D(B): scelto A > w, poniamo y = (AMx — B)x e z = R(\, A)y.
Allora, essendo z € D(A), per quanto visto sopra si ha (Alx — B)z = (AMx — A)z =y,
ed anche (AIx — B)x = y. Dato che Al x — B ¢ iniettivo, si deduce x = z: in particolare
x € D(A)e Br =X r—y = A z—y = Az = Azx. Cio prova che D(B) C D(A) e Ax = Bx
per ogni € D(B). La tesi ¢ provata. 0O

In definitiva, il teorema di Hille-Yosida ci dice che, affinché un operatore lineare chiuso,
con dominio denso, generi un semigruppo, occorre e basta che, per qualche M > 1 e
w € R, si abbia p(A) D {A€C: ReA>w}e

M

n < -
IR Al = max—wp

per ReA>w e neN;

tuttavia quest’ultima condizione e difficile da verificare, salvo il caso in cui M = 1.

1.9 Alcuni esempi di generatori

Vediamo qualche importante esempio di generatore infinitesimale.

La derivata seconda con condizioni di Neumann

Consideriamo 'operatore derivata seconda con condizioni al bordo di Neumann:

{ D(A)={feX: f"eX, f(0)=[f(1)=0},
Af=f"  VfeD(A),

con X = C[0,1] oppure X = L?(0,1), 1 < p < 0.
Se A > 0, allora A € p(A). Infatti il problema ai limiti (problema di Neumann)

M-fl=geX
{ F0) = F(1) =0 (1.32)
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contiene un’equazione lineare di secondo grado, la cui soluzione e
F@) = e 4 eV o (@)e VN 4 vy(x)eV ™,

ove v; e vy sono funzioni opportune, dipendenti da g, e ¢, ¢y sono costanti tali da
soddisfare le condizioni agli estremi. Dunque, per A > 0 la soluzione del problema
esiste unica. Si noti che, al contrario, il punto 0 non appartiene a p(A). Infatti
ogni funzione costante risolve il problema (1.32) con A = 0 e g = 0: dunque A non &
iniettivo, ossia 0 € autovalore per A.

Vogliamo ora dimostrare una stima per la soluzione f di (| in termini di g, nel caso
A > 0, di tipo “Hille-Yosida”.

Caso p = 2. Nello spazio L?(0,1) la stima ¢ facile. Precisamente, fissata ¢ € X, si
moltiplica 'equazione Af — f” = g per f e la si integra su [0, 1]:

)x/01|f]2dx—/Olf”fdx:/olgfdx.
)\/01]f]2d$+/ol\f’\2dx:/olgfdac.

A questo punto si maggiora:

Si integra per parti:

1 1
A / fPda+ / F2dx < llglonlflzon (1.33)
0 0

e infine si conclude: )
3 [ 1o < gllzn iz
0

OVVero
M Allzzon) < llgll2 -
Cio significa che p(A) 210, 00] e

1
IR, Al 2e20,1)) < X YA > 0.

Caso p €]2,00[. Nello spazio L?(0,1), 2 < p < o0, il conto e simile: si moltiplica
I'equazione per f|f[P~2

1 1 1
M IfPde— [ fFIFP de = P2
/0 Pz / P2 da / ofIf1P2 d,

da cui, integrando per parti,

1 1 1
P / / p—2 p—3 p—1 .
A / e+ / f (f 172 =2l g )dmg / gl1f 1P da

usando ora la disuguaglianza di Holder

/ fPde + (p—1) / FRUP2dn < glmonlf by . (134)
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In particolare
Al fllzeo,0) < Mlgllzeo,) (1.35)

e dunque p(A) 210, 00| e
1
HRO\,A)HL(LP(OJ)) < N VA >0, Vpe]l2,00].
Caso p = co. Per ogni g € L>(0,1) si ha anche g € L?(0, 1), quindi la soluzione f del
problema ((1.32)) verifica la stima ((1.35)). Tale f, che appartiene a D(A), sta certamente
in L>°(0,1): quindi, passando al limite per p — oo in ((1.35)), otteniamo
M fllze.1) < lgllzeo.) (1.36)

vale a dire p(A) 2]0,00[ e

VA > 0.

>

RN, Al 2zoe(o,1)) <

Caso p €]1,2[. Nello spazio LF(0,1), 1 < p < 2, si ragiona per dualita: detto
= L= €12, 00[ lesponente coniugato di p, moltiplicando I'equazione A\f — f” = ¢ per

P
o € L9(0,1), si ha
1 1 1
/\/ f(pd:p—/ f”cpdm:/ gpdx.
0 0 0

Scegliendo in particolare ¢ € D(A) si puo integrare per parti:

1 1 1
/\/ fgod:v—/ fgo”dx:/ gpdr.
0 0 0

Se, ancor piu in particolare, si sceglie come ¢ la soluzione del problema ([1.32)) con dato
€ L9(0,1), si trova
1
/ gpdz
0

/Olfwx

e dalla stima ({1.35))

/Olfwdx

Cio implica f € [L9(0,1)]* = LP(0,1) e

< lgllzro,0ll @l zago0,1),

1
/0 fQ — ") dx

1
< lgllzellellzaoyy < Sllgllzropllllzaey Vi € L(0,1).

1
1fllzron) < Sll9llze@) -
In altre parole, p(A) 2]0,00[ e

RN, Al 2zro) < YA >0, Vpell2f.

>
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Caso X = C[0,1]. Sifissa g € C[0,1] € L*>(0,1): la soluzione del problema ([1.32)) sta
in D(A), quindi certamente f € C[0,1] e vale la stima (1.36)), da cui p(A) 2]0,00[ e

VA > 0.

> =

RO Al e <

Caso p = 1. Fissata g € L'(0,1), la si approssima con una successione {g, }nen C
C°(0,1); si considera f,, = R(\, A)gy, la quale appartiene a LP(0, 1), e verifica (1.35]).
Si ottiene subito, allora, che

1
Ifrn = fmllzeon) < <190 — gmlle0ny VR, m €N,

e per p — 1 si ricava che {f,}nen ¢ una successione di Cauchy in L'(0,1). Quindi
esiste f € L'(0,1) tale che f, — f in L*(0,1). Dall’equazione \f, — f” = g, segue
allora f” — Af — g in L'(0,1). Essendo A chiuso, si deduce che f € D(A) (dunque

f(0)=f'(1)=0)e Af = f" = \f — g. Percio f risolve il problema ((1.32)) e la stima
segue da quella per le f,, in LP(0, 1), passando al limite per p — 1 e per n — oo.

In conclusione, il semigruppo generato dalla derivata seconda e limitato e contrattivo
in tutti gli spazi X = L*(0,1), 1 <p < o0, ed in X = (0, 1], con

1
p(A) D {AeC: ReA >0}, | RN, A 2ix) < Rox Pt Re X >0,

in virtu dell’implicazione (iii)==(ii) del teorema di Hille-Yosida.

Derivata seconda con condizioni di Dirichlet

Consideriamo ancora l'operatore derivata seconda, stavolta con condizioni al bordo di

Dirichlet:
DA)={feX: ["eX, f(0)=f(1)=0}
Af =f"  Vfe DA,
con X = [*(0,1), 1 < p < o0, oppure X = C[0, 1].
Anche in questo caso, se Re A > 0 allora A € p(A): il procedimento ¢ lo stesso, e vale la
stima

1
RN, A)llzx) < Rox Por Re )\ > 0.

Pero stavolta il punto 0 appartiene a p(A): infatti il problema ai limiti (problema di
Dirichlet)

M—f'=geX
{ f(0) = f(1) =0, (1.37)

quando A = 0, ha I'unica soluzione

o) = —/Ox(a:—t)g(t)dt—l—x/o (1= t)glt)dt, z€0,1],
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ed inoltre si hanno le seguenti stime fini ma elementari: poiché risulta, come ¢ facile
verificare,

f@) = (1) / Ctgydi+a / (1~ t)g(t) dr,

otteniamo, per p = oo,

x 1
I llmon < sup [<1—x> [rasa [ <1—t>dt] 19l o) =
0 T

z€[0,1]

x? (1—x)? 1
= sup |(1—2) = +x——"|llgllz~01n = 5llgllz=01)
z€]0,1] 2 2 8

ed anche, per p = 1,

1flion = / (1-2) /Oxtga)dtw / (1~ t)g(t) dt

< / [(1—x>/0xt|g<t>|dt+x/$1<1—t>|g<t>|dt] dx =
_ /01 |g(t)|/t1t(1—x)dxdt+/01 |g(t)|/0t(1—t)xdxdt§
< [ lot0) [0~ ) ot = Glglscon,

A questo punto, un classico teorema di interpolazione, dovuto a Riesz e Thorin, darebbe
la stima nel caso p € |1, oo[; tuttavia essa segue anche direttamente, modificando di poco
quella fatta per p = 1:

oy = [ a0 [ torarso [0~ g a

< /01 liv(l—fff)/1 Ig(t)ldtrdfvé

1
< /mp(l—xpdxl/ lg(t !pdt}<4p||9“/;p(o1
0

Dunque 0 € p(A) e |[A7|zzr01)) < 3. Ma, essendo p(A) aperto in C, esiste un intorno
U di 0 tale che A € p(A) per ogni A € U. Per tali A vorremmo procurarci una stima pit
precisa. A questo scopo notiamo che nelle stime e abbiamo trascurato a
primo membro il termine integrale contenente la f’: nel caso del problema di Neumann
esso non ci dava alcun aiuto, ma nel caso del problema di Dirichlet la situazione cambia.
Vale infatti questo lemma:

dr <

p
de <

Lemma 1.9.1 (Disuguaglianza di Poincaré) Per ogni funzione f : [0,1] — R,
derivabile, tale che f' € LF(0,1), 1 < p < o0, si ha

1fllzr@0) < 2720 £ | ooy, 1 fllzee0,0) < L Ml zoe0,1) -
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Dimostrazione Sia = € [0, 1]. Dato che f(0) = 0, possiamo scrivere
[f(@)] = [f(z) = F(O)] =

1
’t)dt’ < U yf'(t)v’dtrm%l,
0
da cui, integrando,

[ ewaos [ [Ciraralertas [irops

ne segue la tesi nel caso 1 < p < oo. [ casi p=1 e p = 0o sono ancora piu facili. 0O

In realta questo lemma verra usato solo nel caso p = 2.
Torniamo alla ((1.33)): dalla disuguaglianza di Poincaré segue

A+ 21 £ 17200y < N9l ll fllz20)
da cui

1
1 £1lz20,1) < )\+2”9HL 0,1)

Nel caso di p # 2, p # 00, bisogna osservare che vale I'identita

fuuwwmw@:ééﬁﬁgﬂmwﬂmrwi
infatti

L@ @) = (2-1) 1p@E L ) ) 4 @) ) =
= 2@ (@),

Dunque, nel caso 2 < p < oo, da ((1.34) e dalla relazione precedente segue

) ['Td -
Moy + 25 [ [ (@1 1@)] e < Nl Wit

utilizzando ora la disuguaglianza di Poincaré con esponente 2, si ottiene

8(p— 1)
(A+ - )Hmm01<ummomvuml

OvVVero .
[ fllze 1) < WHQHLP(OJ), 2 <p<oo.
p2
La stessa stima si ottiene, col metodo di dualita visto nel caso del problema di Neumann,

nel caso 1 < p < 2: detto ¢ l'esponente coniugato di p, essendo p; = L si ottiene

Pq’
1 1
1fllzr0) < m”gﬂmo,l) = mllgllm(o,l)a l<p<z
qa? p?
Questa argomentazione non funziona nei casi p = 1 e p = 0o, perché la costante della
maggiorazione tende a 0 per p — 1 e per p — oco. Torneremo in seguito su questo

esempio (esempio [1.12.2)).
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1.10 Operatori dissipativi

Gli operatori dissipativi hanno grande importanza a causa della loro stretta connessione
con i semigruppi contrattivi.

Definizione 1.10.1 Sia X uno spazio di Banach. Un operatore A : D(A) C X — X
¢ dissipativo se risulta

| Az — Az||x > A|zllx VA >0, Vae D(A).

Osservazione 1.10.2 Se X ¢ uno spazio di Hilbert, la condizione di dissipativita

equivale alla seguente:
Re (Az,z)x <0  Vz e D(A). (1.38)

Infatti, se Re (Ax,z)x < 0 per ogni z € D(A), allora per ogni A > 0 si ha
Az — Az||% = N|o]% + [|Az[% — 2ARe (Az, z)x > N[z |% ,

e dunque A ¢ dissipativo. Viceversa, se A ¢ dissipativo, allora per ogni x € D(A) e

A > 0 dalla definizione si ricava
2)Re (Az, x)x = N||z|% + [ Az|% — [|Az — Az||} < ||Az[%,

da cui .
Re (Az,z)x < ﬁHAxH_QX VA >0, Vze D(A);

per A — oo si ottiene (|1.38)).

Osservazione 1.10.3 Possiamo estendere 1'osservazione[1.10.2] al caso di uno spazio di
Banach X, introducendo Iapplicazione di dualita x — J(zx), x € X, ove J(x) € I'insieme

X}

Vale allora 'enunciato seguente: se A : D(A) C X — X & un operatore lineare, allora
A & dissipativo se e solo se per ogni x € D(A) esiste ¢ € J(x) tale che

J(z)={peX": pr=z]% = ||

Re p(Az) < 0. (1.39)

Infatti, fissato € D(A) con ||z||x = 1 e scelto il corrispondente ¢ € J(x) per cui vale

, si ha per ogni A > 0
IAe — Az||x > Rep(Ar — Az) = A — Reyp(Az) > A > 0.
Viceversa, se A ¢ dissipativo, sia x € D(A) con ||z||x = 1. Allora
| Az — Az||x > M|z||x =X  VA>0.

Scegliamo ¢y € J(Ax — Az) e poniamo ¥, = —2—. Si ha ¥\(A\z — Azx) = || Az — Ax||x,

lloallk

da cui

A

IN

Az — Az||x = ¥r(hx — Az) = Rer(hx — Az) =
= ARen(z) — Ren(Az) < min{X — Reyn(Az), \Rea(x) + [[Az| x }-
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Cio implica
1
Re ¢y (Ax) <0, 1— XHAxHX < Rety(x).
Sia ora ¢ € X* un punto di accumulazione per la topologia debole* relativo alla famiglia

{\} per A — 4o0: allora ||¢||x- <1, Reyp(Ax) < 0 e Retp(z) > 1; ne segue ||¢||x- =
1=|z|x e ¥(x) =1, ossia ¥ € J(x) e Reyp(Ax) < 0. Quindi vale (1.39) con ¢ = 1.

Osservazione 1.10.4 Si noti che se A genera un semigruppo contrattivo 7'(-) nello
spazio di Banach X, allora si ha

Rep(Az) <0  Vx e D(A), Vye J(x).

Infatti

x—|lzllIX] < 0.

Re(Ar) = lim < Relp(T(h)r) — p(x)] < limsup +[|T () x]l¢

h—0t+ h—0+

Si capisce dunque che vi € un legame fra operatori dissipativi e semigruppi contrattivi.

La prossima proposizione € un po’ tecnica, ma molto importante perché apre la strada
alla piena descrizione di questo legame. Indichiamo con R(A) 'immagine di A, ossia

R(A)={ye X :3xr € D(A): Az =y}.

Proposizione 1.10.5 Sia X uno spazio di Banach e sia A dissipativo. Allora valgono
1 sequenti fatti:

(1) Mx — A é iniettivo per ogni A > 0 e
1
I = A7 zllx < Szl ¥z € ROMx — A);

(ii) Mx — A ¢ surgettivo per qualche X > 0 se e solo se é surgettivo per ogni A > 0, e

in tal caso |0,00[C p(A) (si vedano la definizione e losservazione[A.0.9);

(iii) A é chiuso se e solo se R(Ax — A) é chiuso in X per qualche X > 0, ed anche se
e solo se R(AMx — A) ¢ chiuso in X per ogni A > 0;

(iv) se R(A) C D(A) (e questo vale in particolare quando D(A) ¢é denso in X ), allora:

(a) A ¢ chiudibile, ossia esiste un operatore lineare chiuso A: DA CX = X,
con D(A) 2O D(A), il cui grafico G(A) coincide con la chiusura G(A) del
grafico di A in X x X;

(b) loperatore A ¢ dissipativo;

(c) risulta R(AMx — A) = R(AMx — A) per ogni X\ > 0.
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L'operatore A definito in (iv)(a) & detto chiusura di A: esso costituisce la minima
estensione chiusa di A.

Dimostrazione (i) E una immediata riformulazione della definizione di dissipativita.

(i) Sia A\g > 0 tale che M\gIx — A sia surgettivo. Allora, per (i), risulta Ay € p(A) e
| R(Xos A)|[2(x) < /\io Poiché si ha (si veda la dimostrazione della proposizione D

o0

R\ A) =D (ho = N"[R(Xo, A" per [A—Ao| <

n=0

1
[1R(Xos Al eex)

cio vale in particolare per |A — \g| < Ag, ossia per ogni A €]0,2\[. Applicamdo (i), si
ha allora A € p(A) e [|R(A, A)||zx) < 5 per ogni A €]0,2X[, e in particolare Ay — A
e surgettivo per A €]0,2)\o[. Iterando questo ragionamento, si ottengono le stesse
proprieta per A €]0,4)\g[, poi per A €]0,8)¢[, eccetera. In definitiva, ]0,00[C p(A) e
RN, A zx) < % per ogni A > 0; in particolare AIx — A & surgettivo per ogni A > 0.
(iii) Sia A chiuso. Allora AMlx — A & chiuso per ogni A > 0: infatti, se {z,} € D(A) e
rn — ¢ in X, A\x, — Az, — y in X, allora Ax,, — Az — y, da cui, essendo A chiuso,
r € D(A) e Ax = Az —y, ossia \v — Ax = y. Dunque anche (A x—A)~!: R(A\Ix—A) —
D(A) & chiuso, dato che ha lo stesso grafico di A\Ix — A (a parte I'inversione degli assi),
ed inoltre € un operatore limitato. Da questi fatti € immediato verificare che il suo
dominio R(AMx — A) ¢ chiuso. Il viceversa ¢ assolutamente uguale.

Prima di dimostrare (iv), premettiamo un lemma sugli operatori chiudibili.

Lemma 1.10.6 Sia X wuno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
lineare. Allora A é chiudibile se e solo se vale la sequente proprieta:

{zn} CD(A), z,—0inX, Azr,—-ymmX, = y=0. (1.40)

Dimostrazione Se A & chiudibile, sia A : D(A) C X — X l'operatore chiuso che
estende A, ossia la chiusura di A. Per A vale la (1.40) in quanto, se {z,} C D(A), se

z, — 0 ese Ar, — y, allora si ha {z,} C D(A), , — 0 e Az, — y e dunque, dato
che A e chiuso, risulta 0 = A0 = y, ossia y = 0.

Viceversa, supponiamo che per A valga la (1.40). Mostriamo anzitutto che G(A), la
chiusura di G(A) in X x X, ¢ un grafico, ossia esiste un sottospazio D O D(A) tale che

Vee D Fly, e X: (z,y.) € G(A). (1.41)

In effetti, se + € D(A) allora necessariamente y, = Az. Se invece x € D\ D(A), e
se per assurdo esistessero y,z € X, distinti, tali che (z,y), (z,2) € m, allora per
densita potremmo scegliere due successioni {(x,, Az,)} e {(&n, AE,)} in G(A), tali che
(Tn, Axp) — (2,y) € (&, ASn) — (2,2) in X x X. Ne seguirebbe z, — &, € D(A),
Ty —& — 0in X e A(z, — &) — y — 2z in X, da cui, per (1.40), y = z: assurdo.
Percio G(A) ¢ il grafico di un operatore A : D(A) = D C X — X la cui definizione &
obbligata: Az =y, per ogni x € D e, in particolare, Az = Ax per ogni x € D(A), ossia
A estende A. Resta da provare che A & un operatore chiuso: per questo basta osservare

che G(A) = G(A), il che & vero per costruzione. [
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(iv)-(a) Per provare che A ¢ chiudibile, utilizziamo il lemma [1.10.6| Sia {x,} C D(A)
tale che z, = 0 e Ax,, — y in X. La definizione di dissipativita applicata al vettore
Az, + w fornisce

INAx — A)x, + (Mx — A)w||x > M| Az, + wl|x Yw € D(A), YA >0, Yn € N.
Per n — oo otteniamo
| =X+ Ox — Al = Mwly  Ywe D(A), ¥A >0
dividendo per A e mandando A — —+o00, si ricava

| —y+w|x > ||lwlx Yw € D(A).

Dall’ipotesi R(A) C D(A) segue che si puo scegliere {w,} € D(A) tale che w, — y in
X: la relazione precedente, con w sostituito da w,, implica allora, per n — oo,

0 2 HyHX>

cioe y = 0. Dunque A & chiudibile.
(iv)-(b) Sia A la chiusura di A, dunque tale che G(A) = G(A); proviamo che A &

dissipativo. Se x € D(A), come abbiamo visto in precedenza esiste {z,} C D(A) tale
che (z,, Az,) = (z,Az) in X x X. Quindi z, — = in X e Az, — Az in X. Essendo
A dissipativo, possiamo scrivere

Az, — Azpllx > A||zn||x Vn €N, VA>0;

per n — oo segue, con x € D(A) arbitrario,
|\ — Az||x > ||z x VA > 0.

Dunque A ¢ dissipativo.
(iv)-(c) Dal fatto che G(A) = G(A), per ogni \ > 0 segue che R(Ax — A) ¢ denso in
R(Mx — A), il quale & chiuso in X per (iii), dato che A & chiuso. Quindi R(AMx — A) =

R(Mx — A) per ogni A > 0. O
Esempio 1.10.7 Nello spazio X = C|[0, 1] consideriamo 'operatore A definito da

D(A) = 0, 1]
{ Af=f(0)1 vfe DA,

ove 1 ¢ la funzione costante 1(z) = 1 per ogni = € [0, 1]. 1l grafico di f e {(f, f(0)1) :
f € C'0,1]}. Scegliendo una successione {f,} C C'[0,1] tale che f,, — 0 uniforme-
mente in [0,1] e f/(0) = 1 per ogni n € N, si trova che

f, =0 inX, Af,=1 VneN,

e dunque l'operatore A non ¢ chiudibile.
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Veniamo al legame con i semigruppi contrattivi.

Proposizione 1.10.8 Sia X uno spazio di Banach, sia A : D(A) C X — X generatore
di un semigruppo contrattivo. Allora A é chiuso e dissipativo, con p(A) 210,00 .

Dimostrazione FEssendo un generatore di semigruppo, A & chiuso (corollario [1.3.8]).
Essendo ||T'(t)||zx) < 1, dal teorema di Hille-Yosida (teorema [1.8.2)) segue che

1
IR Ao <5 ¥A>0,

stima che equivale alla dissipativita ed implica 1'ultima condizione. 0O

Teorema 1.10.9 (di Lumer-Phillips) Sia X uno spazio di Banach, sia A: D(A) C
X — X wun operatore lineare dissipativo con dominio D(A) denso in X. Sono fatti
equivalentu:

(1) A é chiudibile e la sua estensione chiusa minimale A genera un semigruppo con-
trattivo;

(ii) R(AMIx — A) ¢é denso in X per qualche A > 0;

(iii) R(AIx — A) ¢é denso in X per ogni A > 0.

Dimostrazione (i)==(iii) Per il teorema di Hille-Yosida si ha R(AMx — A) = X; ne
segue la tesi, essendo (proposizione [1.10.5(iv)(c)) R(Alx — A) = R(AMx — A).
(iii)==(ii) Evidente.

(ii)==(i) A & dissipativo con dominio denso, ed esiste A > 0 tale che R(A[x — A) =
R(Mx — A) = X: dunque, per la proposizione [1.10.5(iv), A ¢ chiudibile, la sua esten-
sione A & dissipativa, con D(A) = X e R(AIx — A) = X. Quindi, per la proposizione
1.10.5(1) ed il teorema di Hille-Yosida, A genera un semigruppo contrattivo. 0O

Riassumendo: se A genera un semigruppo contrattivo, allora A e chiuso e dissipativo
per la proposizione ; se A e chiuso e dissipativo, con R(A x — A) denso per almeno
un A > 0, allora per il teorema[l.10.9(i) A genera un semigruppo contrattivo. Tuttavia,
in generale, gli operatori dissipativi sono solo chiudibili e R(AIxy — A) puo essere non
denso e non chiuso per ciascun A > 0.

Corollario 1.10.10 Sia X uno spazio di Banach, sia A : D(A) C X — X un operatore
lineare con dominio denso. Se A ed A* sono dissipativi in X ed in X™* rispettivamente,
allora la chiusura A di A genera un semigruppo contrattivo in X .

Dimostrazione In virtu del teorema di Lumer-Phillips (teorema [1.10.9(ii)), basta
mostrare che R(Ix — A) ¢ denso in X. Se cosi non fosse, per il teorema di Hahn-Banach
esisterebbe T' € X* \ {0} tale che

T(Ix —A)xz=0 Vxe D(A).

La relazione Tx = T Ax, valida per ogni x € D(A), mostra che Tx € D(A*) e che
A*Tx = Tz per ogni z € D(A), cioe A*T = T. Dunque, Ix+ — A* non & iniettivo, il che,
per la proposizione [1.10.5(1), contraddice l'ipotesi della dissipativita di A* : D(A*) C
X*—=X*. 0O
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Corollario 1.10.11 Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia A: D(A) C X — X
un operatore dissipativo. Se esiste A > 0 tale che AIx — A ¢é surgettivo, allora il dominio
di A ¢ denso in X ed A genera un semigruppo contrattivo.

Dimostrazione Per la proposizione [I.10.5(ii), AIx — A & surgettivo per ogni A > 0
e p(A) 210,00[. Quindi, fissato z € X, possiamo definire gli approssimanti di Yosida
z, = nR(n, A)z. Essendo A dissipativo, si ha ||R(n, A)|zx) < £ e quindi la successione
{z,} € D(A) ¢ limitata in X. Dalla riflessivita di X segue che esiste una sottosuccessio-

ne {z,, } debolmente convergente ad un elemento z € D(A) (poiché D(A) ¢ debolmente
chiuso, essendo un sottospazio). Dunque

R(1, A)x,, = nipR(ng, A)R(1,A)x — R(1, A)z,
e d’altra parte

R(1,A)x,, = R(1,A)z + R(ng, A)AR(1, A)z — R(1,A)x + 0 = R(1, A)z;

percio R(1, A)x = R(1, A)z e, per iniettivita, v = z € D(A). Cio mostra che D(A) =
X. 1l fatto che A generi un semigruppo contrattivo segue dal teorema di Hille-Yosida

(teorema[1.8.2). O

Esempio 1.10.12 Sia X = C|0, 1] e poniamo

{ D(A) ={f € C'0,1] : f(0) =0}
Af =—f" Yfe DA,

L’operatore A & chiuso, il dominio non e denso in X, ed A e dissipativo poiché per ogni
f e X e)>0/lequazione A\u — Au = f ha I'unica soluzione

W@AVWQ—A:A“@ﬂﬁﬁ,xGDJL

e vale la stima

1
IR A)fllx < I1fllx - VFeX, VA>D,

che implica la dissipativita.
Poniamo Xy, = D(A) = {f € C[0,1] : f(0) = 0}, e definiamo la seguente restrizione A,
di A:
{ D(Ag) ={f € D(A): Af € Xo} ={f € C*0,1]: f(0) = f'(0) =0}
Aof =—f" VI € D(Ay),

Si dice che Ay e la parte di A in X, (si veda la ) Allora Ag € chiuso ed ha dominio
denso nello spazio Xy, ed e ancora dissipativo: quindi, per il teorema di Lumer-Phillips
(teorema , Ap genera un semigruppo contrattivo Ty(+) in Xy. Come sappiamo
dall’esempio [1.4.9] tale semigruppo & dato da

e - { 5070 2T

rel0,1, t>0.

Questo semigruppo non ¢ estendibile a X, perché in generale se f € C|0, 1] la funzione
To(t) f non ¢ continua nel punto = = t.
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Nel caso hilbertiano gli enunciati si semplificano. Anzitutto si ha

Proposizione 1.10.13 Sia H uno spazio di Hilbert, sia w € R e sia A : D(A) C
H — H un operatore lineare autoaggiunto. Allora A genera un semigruppo fortemente
continuo (ed autoaggiunto) T'(-) con ||T(t)|lzmy < €' per ognit > 0 se e solo se A é
chiuso e

(Az, 2) g < wl|z||% Vo € D(A). (1.42)

Dimostrazione Se A & chiuso e vale ((1.42)), allora
Re((A —wly)z, x)pr = (Az, 2)x — wlz[3 <0,

quindi A—wly & dissipativo, chiuso, autoaggiunto. Per il corollario[1.10.10) A—wly ge-
nera un semigruppo contrattivo autoaggiunto S(t); ne segue che A genera il semigruppo
fortemente continuo e autoaggiunto T'(t) = e**S(t), che verifica ||T(t)||zm) < €' per
ogni t > 0.

Viceversa, sia A autoaggiunto e generatore di un semigruppo fortemente continuo e
autoaggiunto T'(-) tale che ||T'(t)||z(m) < €' per ogni t > 0. Allora per ogni x € D(A)
si ha

(Av,a)y = lim S (T(R)x —z,2)x < lim el = lall3] = wlolf . O

Nel caso hilbertiano anche i corollari|1.10.10|e[1.10.11|sono integrati da un risultato piu
preciso. Si ha infatti:

Teorema 1.10.14 (di Stone) Sia H uno spazio di Hilbert e sia A: D(A) C H — H
un operatore lineare con dominio denso. Allora A é il generatore di un gruppo unitario
{T(t) }+er se e solo se A* = —A.

Naturalmente un gruppo unitario & una famiglia {T'(t)};er C L(H) tale che T'(t)* =
T(—t) = T(t)"! per ogni t € R.

Dimostrazione Se A genera un gruppo unitario {7'(-)}, allora si vede immediata-
mente che A* genera il gruppo T'(t)* = T(—t), e dunque, per definizione di generatore
infinitesimale (definizione [1.3.2)), si ha A* = —A.

Viceversa, sia A* = —A. Per ogni x € D(A) = D(A*) si ha

(Az,x)g = (x, A"x)g = —(x, Ax)yg = —(Ax,x)y ,

e quindi il numero (Az,x)y € immaginario puro per ogni x € D(A). Dunque tanto A
quanto —A sono dissipativi. Siccome D(A) = H, A ¢ chiudibile per la proposizione
1.10.5(iv). Per il corollario |1.10.10, le chiusure +=A di +A generano due semigruppi
contrattivi 7' (-), T-(-); poiché A" = — A, si verifica che

d

ZTHOT- (e =0 Vo € D(4), Vi =0,
da cui, per densita e per il fatto che T, (0)T_(0) = Iy, segue che T (t) = T_(t)~" per
ogni t > 0. Similmente, essendo

%T_(t)_1T+(t)*x —0 Vze D(A)=D(A"), Vt>0,
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si trova T (t)* = T_(t) per ogni t > 0. Percid T, (t)~' = T_(t) = T'.(¢)* per ogni t > 0,
e in definitiva

T, (t) set>0
T_(t) set<0

T(t) = {

¢ un gruppo contrattivo con T'(¢)™' = T'(—t) = T(¢)* per ogni t € R: dunque {T'(-)} ¢
un gruppo unitario. O

Esempi 1.10.15 (1) Consideriamo 'operatore di moltiplicazione A = M, (esempio
nello spazio X = L*(Q, F, ), con Q aperto di R”. Si ha D(M,) = {f € X :
qf € X}, ove ¢ : Q© — C ¢ una funzione misurabile assegnata, e M,f = ¢f. Si ha allora
My;g = qg per ogni g € D(A*); quindi M, ¢ autoaggiunto se e solo se ¢ = @, vale a
dire ¢ : 2 — R. In tal caso risulta M = My = M_;; = —M,,. Percio il semigruppo
T(t)f = e f si estende ad un gruppo unitario, con T'(t) = T'(t)* = T'(t)~L.
Supponiamo anche che esista w € R tale che ¢(x) < w per q.o. = € €. Allora

M@ﬁﬁxz/ﬁ@W@N”wéwvﬁ» Vi e D(M,),

quindi M, — wlx ¢ dissipativo.

(2) Sia X = Cy(R") ={f € C(R") : f(xz) — Oper |z|] - oo}, esia F': R» - R"
una funzione di classe C! con |VF|l, < oo (dunque F & globalmente lipschitziana).
Consideriamo il sistema dinamico n-dimensionale

O bt,2) = F(o(t,a),  teR zeR,

»(0,2) =z, x €R",

del quale ¢ : R* — R™ ¢ il flusso. Definiamo
[T(t)fl(x) = f(o(t, x)), teR, zeR", felX.
La famiglia {T'(t) }+cr € un gruppo in virtu delle proprieta di ¢(t, z):
[T+ 7)) = (ot +7,-)) = f(o(t,¢(7, ) = [T({) f1(o(7,-)) = T@)T(7) f (")

per ogni t, 7 € R. Si noti che tale gruppo ¢ contrattivo, visto che, ovviamente,

IT(E) flle < [[flle  VfeX, VE=0. (1.43)
Vogliamo dimostrare che esso e fortemente continuo, cioe che

lim |T(t)f — flle =0 ¥f€X. (1.44)

Per provare la (1.44)) ¢ sufficiente, grazie a (1.43)), considerare f € C'(R") N X. Sia K
un compatto di R™ tale che |f(y)| < e per ogni y € K¢: allora per uniforme continuita
esiste d > 0 per cui risulta

bt z) — d(r.a)|ln <e Ve K, Vtrel[-d4. (1.45)
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Andiamo a stimare la quantita |f(¢(t,x)) — f(z)| per x € R" e |t| < 4. Distinguiamo

T
tre casi: (a) z € K, (b) x € K¢e ¢(t,z) € K¢, (¢) x € K°e ¢(t,x) € K.
Osserviamo che

[f(o(t,2)) = f(x)] = /O(Vf(cb(sal“)),F(¢(8,I))>nd8 : (1.46)

Nel caso (a), poiché I'insieme ¢([—d,d] x K) & compatto, risulta

[f(o(t,x)) = flo)] < sup [(V[(y), F(y))allt] < Cslt].

y€([-0,6]x K)

Nel caso (b), per definizione di K si ha
[f (ot 2)) = f(2)] < |F(o(t,2))| + | f(2)] < 2.

Infine, nel caso (c), per continuita, esiste 7 tale che 0 < |7| < |t| e ¢(7,2) € IK;
possiamo allora scrivere, applicando i casi (a) e (b),

[f (ot 2)) = f(2)| < |f(o(t, ) = f(o(T, 2))| + [f(o(T, 2)) — f(2)] < Cislt] + 2e.

Pertanto
sup |f(o(t, x)) — f(z)] < Cslt| +2¢ Vit e [-6,6],

rER™

cosicché, per ogni € > 0,

limsup |f(6(t, 2)) — f()] < 2.

t—0

Cio prova la ((1.44)).

Il generatore del gruppo 7T'(+) e 'operatore A dato da
Af(z) =(Vf(x),F(x)),, VreR" VfeD(A), (1.47)

ove

D(A)={fecC'R"): feX, (VFf,F), € X}

Per dimostrarlo, fissiamo dapprima f € C}(R") (lo spazio delle funzioni di classe C! a
supporto compatto); per uniforme continuita si ha per x € K e [t| < 4:

T f - f _ ‘f(cﬁ(t,fc)) —flx)
t

— (@) = (Vf(2), F())n

t (VF(2), F(z))n

- '1 | (165,20, Fols.a))o = (V@) Fla, s

<e.
t

Poiché C}(R™) & denso in Cy(R™) ed & invariante per T'(), esso & un nocciolo (definizione
per A; ne segue che la stessa proprieta vale per ogni f € D(A).

Notiamo che A ¢ dissipativo. Sia infatti f € D(A) e sia xy un punto di massimo
per |f|% allora, scelto ¢ = f(20)dz,, si ha o € X*, con [|p|x+ = |f(z0)|, ed anzi ¢
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appartiene allinsieme J(f) (applicazione di dualita: si veda 1’osservazione[1.10.3)), dato
che [p(f)] = |f(z0)|? = | fI1% = |l¢l|5~- Inoltre, essendo V f(zo) = 0,

Re (Af) =Re (V (o), F(x0))nf (x0) = 0.

Poiché D(A) = X, Poperatore A & chiudibile per la proposizione [1.10.5(iv). Se g € X
e A =1, vale l'identita f — Af = ¢ se e solo se

/ " Tt g) () di = / " e g(olt, x)) dt =

z)) = (Vf(o(t, 2)), F((t, z)))nl, dt =

[
/ -t [ ,T)) — —f(gb( ))] dt = (integrando per parti)
fla) = [T ettt a)dir [T ettt o) = fa)

Dunque 1 € p(A) e [R(1,A)g] = [;” e [T (t)g](x) dt. In particolare, A & chiuso (propo-
sizione [1.10.5(iii)), e come abbiamo visto genera un gruppo contrattivo.

(3) Nello spazio X = C[-1,0], fissati a < 0 ¢ L € X* (dunque L ¢ una misura con
segno, finita), poniamo

D(A) ={f € C'[-1,0]: f(0) =af(0)+ Lf}
Af = f' Vf e D(A).

Naturalmente, Lf = fi)l f(z)dL(z) per ogni f € X, e ||L||x+ = |L|([-1,0]), essendo
|L| la variazione totale di L. E immediato verificare che A & chiuso e che D(A) &
denso in X. Mostriamo che A — ||L||x+Ix & dissipativo. Fissata f € D(A), scegliamo
nuovamente ¢ = f(x0)dz,, dove zg ¢ un punto di massimo per |f|>. Come sappiamo,
risulta ¢ € J(f).

Se xg €] — 1,0], allora f'(z9) =0, da cui

(1.48)

Re (A — ||L||x-Ix) = Re f'(z0) f(z0) — [ Ll x-|f(20)|* = —[|L||x+]f(z0)[* < 0
se 1o = —1, allora la derivata di |f|? in —1 & non positiva, da cui
Re (A — ||L||x-Ix) = Re f'(=1) f(=1) — || L]|x-| f(=D)* =
1d — 9 9
_ ¢ _ (=12 <0— . < 0:
S [FOTE)] = MLl (1) < 0= [ Ll (o) < 03

infine, se zg = 0, allora la derivata di | f|* in 0 ¢ non negativa, ma sfruttando la negativita
di a si trova

Re (A — ||L||x+Ix) = Re f'(0) £(0)
=Re ((af(0) + Lf)f(0)) = [[Ll[x-f(0 )’2
— alf(O) + Re((LATO) ~ | Llx- L O)F < |

FO)* =

FO)P = [ILllx-1f(0)]* = 0.

X*
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Inoltre, Alx — A & surgettivo per ogni A > ||L||x+: infatti, fissata g € X, se cerchiamo
f € D(A) tale che A\f — f' = g, risolvendo 'equazione differenziale troviamo

fla) = e = [ gly) dy =i cesla) ~ o)
0
ove ¢ € C, e imponendo che f'(0) = af(0) + Lf ricaviamo
Lf=f(0)—af(0)=cLey — Lh — ac;
d’altra parte I'equazione differenziale dice che

Lf = f'(0) = af(0) = Af(0) — g(0) — af(0) = Ac — ac — g(0).

Dobbiamo dunque scegliere la costante ¢ in modo che

. g(0) — Lh
Ley — Lh — ac = Ac —ac — g(0 =
cLey ac = Ac¢ —ac — g(0), ossia ¢ N Lo,
il che ¢ possibile in quanto, essendo ey (z) = e*® < 1 per ogni z € [—1,0],

Dunque, per quanto osservato al termine della dimostrazione del teorema di Lumer-
Phillips (teorema [1.10.9), A — ||L||x+Ix genera un semigruppo contrattivo e quindi A
genera un semigruppo fortemente continuo 7'(-) tale che |T'(t)||zx) < ellbllx=t per ogni
t>0.

Mostriamo che {T'(¢) };>¢ verifica la seguente relazione:

Tone) = e I s€[-1,0, t>0 (1.49)
[T+ 9)f)(0) set+s>0, Ot 20 :

Ci limitiamo a provare il caso t + s > 0, poiché l'altro si prova nello stesso modo.
Consideriamo la funzione

o(r)=[T(t+s—7)f)(r), 7e€[-10]
ove f € D(A), ed osserviamo che
o(s) =[T()f1(s),  »(0)=[T(t+ s)[](0);

dunque basta provare che ¢ ¢ costante in [—1,0]. Risulta per 7 €] —1,0]

pr+h)—e(r)  [Tl+s—7=hf[r+h) -[Tt+s-—7)fl(r) _
h h
_ Flts—7=Wf0) = [Tt+s=7)fI(7)
h

+ ([0 + 5= 1)f1(r) ~ [Tt + 5= 7))+ B) +

HT(t 45— 7= B)f](r+h) = [T(t+5— 7= W)](7)) +

[Tt+s—7)f](r+h)—[T{t+s—7)f](7)
h

=L +1L+1s.
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Poiché f € D(A), si ha I} — —[T(t + s — 7)Af](7) per h — 0T. Similmente, poiché
f € D(A), la funzione [T(t+s—7) f](-) & di classe C', e dunque I3 — [T(t+s—7) f]' (1) =
AlT(t+s—7)f)(1) =[T(t+s—T1)Af](1) per h — 0. Infine, si ha

b= _%[fkw“+5_TVWﬂdﬁ+%[T[T@+s—7—hﬁHMdr:
- %/W GT@+S—T—mAﬂv%ﬁT@+s—ﬂAﬂ@gm5

T+h
< %/ w(h)dr = w(h),

ovew(h)=||[T(t+s—7+h)—=T(t+s—71)]Af|x ¢ un infinitesimo per h — 0; dunque
I, — 0 per h — 0". Pertanto ¢'(7) = 0 e dunque ¢ ¢ costante.
Similmente, nel caso t + s < 0, si prova che la funzione

o(r) =Tt +s—71), 70,4

la quale verifica ¥(t) = [T'(¢)f](s) e ¥(0) = f(t + s), ¢ costante. Pertanto la relazione
(1.49) & provata quando f € D(A); il caso f € X si prova per densita.
Questo semigruppo ¢ importante perché e legato alle equazioni con ritardo. La piu
semplice delle equazioni differenziali con ritardo ha la forma seguente:

{ W' (t) = au(t) + Lug, t>0,

1.50
A (1.50)

nello spazio X = C[—1,0], dove a < 0, L € X*, h € D(A), ove A & l'operatore (1.48|);
inoltre, per ogni t > 0, u; € X e la funzione

u(s) =u(t+s), sel[-1,0]. (1.51)

Dunque il grafico di w; in [—1,0] & il traslato del grafico di w in [t — 1,¢]. L’equazione
differenziale coinvolge quindi, insieme a w'(t), non solo il valore u(t), ma i valori del-
I'incognita u nell’intero intervallo [t — 1,¢]; il dato iniziale & rimpiazzato da un dato
nell'intero intervallo [—1,0], cosicché l'incognita u ¢ in effetti definita in [—1,00[. Si
noti che, per ogni ¢, u(t) ¢ un elemento di X, ossia una funzione continua definita su
[—1,0].

Si vede facilmente che una soluzione di (1.50]) ¢ data da

. h(t) se t € [—1,0],
M)_{W@WWSH>O

Infatti, osserviamo preliminarmente che dalla definizione di u e dalla ((1.49) segue che

u(s) = [T(t)h)(s) Vs € [-1,0], Vt>0,
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il che, essendo h € D(A), implica u; € D(A) per ogni ¢t > 0 (lemma [1.3.4{ii)). Usando
la definizione (|1.48)) di A si ottiene, per ogni t > 0,

W) = | T8 0) = AT(OM0) = Au(t) -

= Au(0) = u;(0) = auy(0) + Luy = au(t) + Luy .

Inoltre, ovviamente, si ha u = h in [—1,0]. Dunque u risolve ((1.50)).
Mostriamo infine che la funzione u sopra definita e 'unica soluzione di (1.50). Sia v
un’altra soluzione di tale equazione e sia w = u — v. Allora w risolve

{ w'(t) = aw(t) + Lw,, t >0,

w|[—170} - 07

ove wy ¢ definita come in (1.51]). Poniamo z(t) = wy, t > 0. Allora per ogni t > 0 si ha
z(t) € C'[—1,0], e poiché

w;(0) = w'(t) = aw(t) + Luwy,
risulta addirittura x(t) = wy € D(A). Inoltre, per ogni s € [—1,0]

+/(s) = lim Wyt (8) — wy(s) — lim wy(s+ 1) —wy(s)
r—0 r r—0 r

= wi(s) = [Awi](s).
Dunque, osservato che z(0) = wy = w|—1,0) = 0, si ottiene che x(-) risolve il problema

di Cauchy
(t) = Az(t), t>0,
{ z(0) =0,
e pertanto z(-) = 7'(-)0 = 0. Si conclude che w(s) = w(t +s) = 0 per ogni t > 0 e
s € [—1,0], ossia w = 0, come si voleva.
(4) Consideriamo adesso X = C[0,1] e

{ D(A) = {f € C20,1]: f/(0) = f(1) =0}
Af = p".

Verifichiamo che l'operatore A ¢ dissipativo. Sia f € D(A) e sia zg € [0, 1] un punto di
massimo per |f|?: allora, come abbiamo visto piu volte, ¢ := f(x()d,, ¢ un elemento di
J(f) e la funzione z — Re f(z)f(zo) ha massimo in zq. Se xy €]0, 1], allora

Re f"(20)f(@0) = |-oRe f(e) )| <0,

2
dx R

Se xy = 0 oppure z = 1, allora si ha f’(z¢) = 0 in quanto f € D(A); quindi

Re f"(20) f(z0) <0,
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poiché se tale quantita fosse invece positiva, dalla formula di Taylor avremmo per
continuita, in un opportuno punto & fra x e xg,

Re /(x)(w0) = | (@)l” + 3Re f"(€)F(w0) > |f(zo)l? = 1%,

il che e assurdo. Dunque A e dissipativo.
Inoltre, A\Ix — A ¢ surgettivo per ogni A > 0, poiché se g € X l'equazione \f — " =g
ha la soluzione generale

1 1
f&ﬂzae““+beﬂﬁx———/)F“WF”—e“a“W)g@%w,

2\

ed ¢ facile vedere che esistono unici a, b € C tali che f/(0) = f/(1) = 0. Percio, come del
resto gia sapevamo (paragrafo [1.9), A genera un semigruppo contrattivo.

(5) Anche nel caso X = L?[0,1] e

{ D(A) = {f € C20,1]: f(0) = f(1) =0}
Af = f"

¢ facile verificare che A ¢ dissipativo:

<Affx—Re/ (a /!f ()P dz <0 Vf € D(A).

Come sappiamo gia dal paragrafo [I.9, A genera un semigruppo contrattivo.
(6) Nello spazio X = C]0, 1] consideriamo 'operatore

D(A) = {f € 00,1 N C*(]0,1[) : zli>I(I)l+ z(l—x)f"(z) = xlir{{ x(1—x)f"(z) = O}
[Af](z) =2(1 —2)f"(x) Vx€]0,1], Vf e D(A).

Si vede facilmente che A & chiuso: se {f,}nen € D(A) ese f, — fin X, Af, — g in
X, allora in particolare in ogni sottointervallo [d, 1 — 4] risulta f,, — f uniformemente e
f/'"— h uniformemente, con x(1 — z)h(z) = g(z). Per interpolazione, essendo per ogni
m,n €N

1fr = Fralloo < 11 fa = Full L217 — Sl

anche {f/} & uniformemente convergente in [§,1 — ¢] ad una funzione k € X. Ne
segue k = f"in [§,1 — ¢], e di conseguenza h = f” in [§,1 — §]. Ma 4 & arbitrario,
quindi h(z) = f"(z) per ogni z €]0,1[, e di conseguenza z(1 — z)f"(x) = g(x) per
ogni x €]0,1[. Dato che g € X, si ricava f € D(A) e quindi Af = g. Cio prova
che A e chiuso. Inoltre il dominio di A ¢ ovviamente denso in X. Mostriamo che A e
dissipativo: con il solito metodo, sia f € D(A) e sia 2y un punto di massimo per |f|*.
Scelta ¢ = f(z0)04, € J(f), si trova

Re |01 — @) f"(20) [(20)| =0 se ap = 0 oppure z = 1,
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mentre
2

Re [mo(l — a:o)f"(xo)M] = z0(1 — ) d Re f(z) f(zo) <0 sexy€]0,1].

dl‘Q T=T(

Inoltre, A\[x — A e surgettivo per ogni A > 0: per A = 0 e facile, poiché per ogni g € X
il problema

z(l—a)f"(x) =g(z), 0<z<l,

f(0)=f(1)=0

ha 1'unica soluzione

(1—ux) L
fxz—/ gy)dy— [ —g(y)dy, x€]|0,1].
@ =~ [ G- [ Zo0) 0.1
La verifica per il caso A > 0 € un po’ pit complicata che nei casi precedenti. Notiamo
anzitutto che le funzioni fy(x) =1 e fi(x) = x appartengono a D(A) e Afy = Af; = 0.
Poniamo

Xo={feX: f(0)=f(1) =0}

e osserviamo che fy, fi ¢ X,. Consideriamo la seguente restrizione Aq di A:

D(Ag) = {f € XoNC?*(]0,1]) : lim x(1 —2)f"(z) = lim z(1 —2)f"(x) = 0}

z—0+ r—1—

[Aof](z) = 2(1 —x)f"(x) VY el0,1], Vf e D(A).

Nello spazio X, Ag € ancora dissipativo, con dimostrazione analoga ma piu semplice,
perché non c’e il caso degli estremi. Inoltre, con lo stesso conto di prima si vede che
0 € p(Ap), ed essendo p(Ap) aperto, esiste qualche A > 0 tale che A € p(Ap); dunque
in particolare \lx, — Ag € surgettivo per tale A\. Quindi, per la proposizione (ii),
p(A0) 2 [0, 0.

Sia adesso g € X: esistono unici a,b € C tali che go(z) := g(x) — a — bz € X,. Posto
fo = R(\, Ao)go, si verifica subito che la funzione

b

f@) = fol@) + 5 + 5@

soddisfa la relazione \f — Af = g. Dunque p(A) 2 [0, 00| e, per il teorema di Lumer-
Phillips (teorema [1.10.9) A genera un semigruppo contrattivo.

1.11 Semigruppi analitici

Dato uno spazio di Banach X, se A: D(A) C X — X genera un semigruppo fortemente
continuo 7'(+), allora vale il teorema di Hille-Yosida (teorema|1.8.2)); in particolare, p(A)
contiene il settore

Y = {)\ €C: |arg(\ —w)| < g}
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ed esiste M > 0 per cui vale la stima

M

k
< -
1RO AV e < oy =

WkeN, VAES:,;

inoltre

R\ A)x = / e NT(tedt  VeeX, VAeXz,.
0

Pero questa relazione fra risolvente e semigruppo non ¢ invertibile, cioé¢ non sappiamo
ricavare T'(t) in funzione di R(A, A).

Vogliamo adesso modificare le ipotesi su A, in modo da definire una speciale classe di
semigruppi per i quali esiste una formula che li rappresenta in funzione del risolvente.

Definizione 1.11.1 Sia X uno spazio di Banach. Dato un operatore A : D(A) C X —
X, diciamo che A é settoriale se esistono 1 € ]g,ﬂ ew € R tali che

p(A) DXy, ={AeC: |arg(A —w)| < I}

ed esiste M > 0 per il quale vale la maggiorazione

IR(N, A) |l eix) < YA E Dy, (1.52)

A —wl
Si osservi che questa ipotesi e differente
dalla tesi del teorema di Hille-Yosida: in
questo caso il risolvente e piu grande e la
stima piu precisa (contiene a denomina- olA)
tore |A — w| anziché Re A — w), pero tale
stima vale solo per k = 1.

o{A]\ C':
Osservazione 1.11.2 Se A € L(X), al- Kj
lora A ¢ settoriale. Infatti, dato che
lo spettro di A & contenuto nella pal-
la B(0, [[Allcx)), per ogni w > [|A]lz(x)
esiste ¥ > 7 tale che p(A) D Xy o

Osservazione 1.11.3 Esistono generatori di semigruppi fortemente continui che non
sono settoriali: ad esempio, nello spazio X = Cy([0, 00| ), per I'operatore

{D(A):{feX: e X}
Af = [ Vfe D(A),

che genera il semigruppo delle traslazioni a destra (esempio [1.4.9)), risulta
p(A)={\eC: ReA >0}

infatti, le funzioni gy(x) = € soddisfano Agy — g = 0 e, per Re A < 0, appartengono
a D(A); quindi ciascuna delle gy, per Re A < 0, ¢ autovettore per A con autovalore \.
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Ne segue 0(A) O {A € C: ReA < 0}. Ma, essendo o(A) chiuso, si ha d(4) D {\ €
C: Re) < 0}. D’altronde, p(A) D {A € C: Re\ > 0}, perché per ReA >0eg e X
Iequazione A\f — f' = g & sempre univocamente risolubile, e si ha

flz) =€ / N e Mg(y)dy.

Dunque vale 'uguaglianza sopra scritta.

Dato un operatore settoriale A, andiamo a costruire un semigruppo 7°(+), del quale A
sara il generatore, in un senso opportuno.

Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore settoriale di costanti
VRS }g,ﬂ e w € R. Definiamo

e, pert > 0,

1
() = - / RO AN, (153)
Ye,ntw

2w

Yeq +0

ove e >0, 1n € ]g,iﬂ, la curva 7., +w ¢ la
traslata della curva

Yep = {AE€C: Jarg\ =1, |\ >c}U
U {AeC: |arg)| <, |A|=¢}

ed e percorsa nel verso delle Im\ crescenti.
Dato che la funzione A — eMR(\, A) & olomorfa da ¥y, in £(X), I'integrale che
definisce T'(t) ¢ indipendente da ¢ e 71, ed ¢ convergente nella norma di £(X): quindi
T(t) € L(X) per ogni t > 0. Proviamo che 7'(-) ¢ un semigruppo.

Teorema 1.11.4 Sia X uno spazio di Banach e sia A: D(A) C X — X un operatore
settoriale di costanti 9 € |Z,7] e w € R; sia T(-) definito da (1.53). Allora esiste
{Mp}ren C +0,00] tale che:

D ITONlex) < Mo VE=0;
(ii) T(T(s) =T(t+s) Vi, s>0;
(iii) T(t)xr € D(A¥) VEEN, Vt>0, VreX, e
AMT (e = T(H) APz Va € D(A®);
(A = wIx)" T() ||y < Mye" tF VEeN, Vt>0;
(iv) T(-) € C*=(]0,00[, L(X)) e

dk
%T(t) = A"T(t) VkeN, Vt>0;
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(v) t = T'(t) ha una estensione analitica al settore Xy_r)2,;

(vi) risulta

lim [|T(t)xr —2)[|x =0 <= x€ D(A);
t—0+t

(vii) esiste y € X tale che
Tt)r —x
t

se e solo se x € D(A) e Ar =y € D(A).

=0
X

lim
t—0+

- Y

Si dice che T'(+), definito da ((1.53]), &€ un semigruppo analitico. Si noti che da (iv) segue
che, in generale, un semigruppo analitico puo non essere fortemente continuo (si veda

il successivo esempio [1.12.2]).

Dimostrazione (i) Poniamo per comodita B = A — wly. Si ha

1 wt
() = — MR A)dN = < [ AR\ — w, B)d)\ =
2 ) e 2mi ).,
wt z
= & .y (i, B) dz = [per olomorfial
2mi f,,. t t
wt z
= 6—, °R (z, B) dz;
2m ), ¢ t
quindi
wt oo _rcosd t ¥ _ecos? ¢
1T ex) < {2/  Midr+ 2/ ‘ M—gdn] < M.ye,
2m - r 0 €

da cui segue (i).
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(ii) Ponendo nuovamente B = A —wlx siha, con 0 <e <& e <n <,

w(t+s)
THT(s) = e / e”R(z,B)dz / e R(p, B) du =
Vel !
= “re) / / tz eSH Z B) R(:U’aB> dudz-
27rz e It s W=z

e w(t+s) esh
= — / e”R(z, B) / du | dz—
(27TZ> Ye,n ’YE/W/ lu -z
tz
- / e**R(u, B) / — dp| = [calcolo dei residui]
ER Ve H—z

6o.)(t+s)
= 5 / e“R(z, B)e® dz — / e**R(u, B) - 0du| =

Ve RERTY

ew(t+s)

= +2R(2,B)dz = T(t + s).
e | R B)dz = T

(iii) Utilizzando l'identita AR(X, A) = AR(X\, A)—Ix , per n — oo si ha, per convergenza
dominata,

1

nR(n, A)T(t)z = 57 - eMnR(n, AYR\, Az d\ — T(t)x,
e analogamente
nAR(n, A\T(t)zr — % [ PR ADAO, ) Ixfrdr -
QLM, - AeM R(X, Az d + 0,
da cui T(t)z € D(A) e
AT (t)x = 2%” . AeM R(X, A)z dA Vo e X.

Per induzione su k si ottiene in modo analogo
1
AT () = — MNeeM RN, A)wd\ Vo e X, VkeN.

2 Ao

Infine, ragionando come nella dimostrazione di (i),

et et 2¥ z dt
A—wI )" T(t) = S [ 25e*R(z, B)dz = — —ZR<—A>—
(A= wly)'T() = 27”/%”2 R B = [ e R(5A) T
e dunque per ogni k € N esiste M, > 0 tale che
M,
(A = wL)*T(1) | ) < — e



(iv) Derivando sotto il segno di integrale, per convergenza dominata si ha

a1 N )
ST(0) = 5 /%W AN RO\, A)z dA = AT(#),

e per induzione su k si arriva subito alla tesi.

(v) Fissiamo o €]0,9 — w/2[ e sce-
gliamo n = ¥ — 0. Per z € X, /20
consideriamo l’applicazione

- n-1/2=6-1/2-0*

1
R — M RN, Az d)

2mi Ye,ptw J
questo integrale converge in £(X). In-

fatti, se A € 1. tw e z € Xy_r/20, si
ha nei due tratti rettilinei dell’integrale

arg (A —w)z = arg(A —w) + argz > |arg(A —w)| — |arg z| =n — |arg z| € ]g,w[,

cosicché nel corrispondente pezzo di integrale ’esponenziale e negativa e dunque esso e
finito; nel tratto curvilineo, 'integrando risulta limitato rispetto a z, e pertanto anche
tale integrale converge. Percio, essendo o arbitrariamente piccolo, n ¢ arbitrariamente
vicino a 1 e quindi 'intero integrale definisce una funzione olomorfa dal settore Xy_r /20
allo spazio L£(X).

(vi) Se T(t)x — z in X per t — 07, allora ovviamente, grazie a (iii), si ha = € D(A).
Viceversa, sia x € D(A) e sia wy > w. Posto B = A — wylx, si ha, procedendo come in
(i) e utilizzando 'identita del risolvente (proposizione ed il calcolo dei residui:

wot

T(t)r = T(t)B'Bx =

™

/ ¢”R(z, B)B™'Brdz =
Ve

ewot etz
= / —[R(2,B) + B"")/Bxdz =
Ve, 9

211 z
th tz tz
- o / e—R(Z, B)Bx dz +/ “rdz| =
271—2 Ve, 8 Z Ye,® z
ot i 1 etz
= ewot | —R(z,B)Brdz+ x| =
27 e ?
i 1 tz 1 1 1
R € R(z,B)Bxdz + — —R(z,B)Bxdz+z| =
omi )., 2 2mi ), 5 %
i 1 tz 1
= Wt | — ‘ R(z,B)Bxdz+ x|,
271 vew 2

visto che l'integrale f,7 B %R(z,B)Bx dz ¢ nullo, se ¢ e sufficientemente piccolo, per
olomorfia dell'integrando. Pertanto, detto S(t) = e “*T(t) il semigruppo generato da
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B, risulta

wot tz _1
Ttz —z||x = ; / " R(zB)Brdz+ [¢* —1]z| <
i «
< Szdst B)Bx dz —|—[e“°t—1]]|x\|X§
2m e
< t / S(o)Bxdo|| + [e“f —1]||z||x <
0 X

< cte’!||Bz||x + cte||z||x -

Cio prova che T'(t)z — x in X per t — 01, per ogni z € D(A). Per densita, la stessa
proprieta e vera per x € D(A).

(vii) Se esiste y € X tale che T(t)x = = yin X per t — 0T, allora T'(¢t)x — x in X per

t — 0"; dunque x € D(A) e di conseguenza y € D(A). Inoltre, scelto A € p(A), si ha

RO A)y = Tim RO, A EDT =2 i Yp) — 10RO A)e =
t—0+ t t—0t ¢
t t

1 1
= lim — [ T(s)AR\, A)xds = AR\, A) lim — [ T(s)zds = AR(\, A)z.

t—0+ t 0 t—0+ t 0

Ne segue x = R(\, A)(Ax — y), da cui z € D(A); la relazione precedente implica allora
R\, A)y = AR\, A)x = R(\, A) Az, da cui subito y = Az ed infine Ax =y € D(A).
Viceversa, se x € D(A) e Az € D(A), allora da (iv) segue, per t — 07,

T(t)r —x

t t
; = %/ AT (s)xds = %/ T(s)Axds — T(0)Ax = Az. O
0 0

Osservazioni 1.11.5 (1) Dal teorema|l.11.4{(iii) segue che se A genera un semigruppo
analitico T(-) di costanti ¥ € |2, 7| e w € R, allora

1 1
AT ()| 2y < Me! {Z +w} <cet [E + 1] Vit >0 (1.54)

e similmente

1
AT (8) | oy < cx e [t—k + 1} vt >0, Vke N*. (1.55)

(2) Dal teorema [1.11.4(v) e dal teorema dell’applicazione spettrale (teorema |C.0.3])

segue che per un semigruppo analitico T'(+), con generatore A, vale la relazione o(T'(t)) =
et”(A) per ogni t > 0 (si veda 'osservazione m(?)))

Per riconoscere se un semigruppo 7'(-) ¢ analitico, la cosa importante & verificare la
stima ||R(A, A)||zx) < IATMwI per tutti i A nel semipiano X= . Vale infatti la seguente
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Proposizione 1.11.6 Sia X uno spazio di Banach, e sia A : D(A) C X — X un
operatore lineare chiuso, tale che:

(i) esistaw € R per cui p(A) 2 ¥x ,;

(ii) esista M > 0 per cui

RN, Al zx) < VAE Xz, .

A=l

Allora per ogni € € }0, arcsin ﬁ[ esiste M. > 0 per cus

1RO Allex) <

£ VA€ Xm0
A — w| 2+

dunque A ¢ settoriale, e in particolare e generatore di un semigruppo analitico in X

(teorema|1.11.4)).

Dimostrazione Dalla dimostrazione della
proposizione segue che

BOVIROLA)Izh) € p(A) VA€ plA). @

per ogni S €R e ‘

Scelto w’ > w, si ha per ipotesi w'+1i5 € p(A)
\|
.

ce

M
|R(W'+ifB, Al cxy < m V3 €R.
Dunque la palla B(w" + i, W_WTHM), ed a maggior ragione la palla B(w' + i3, %),
e contenuta in p(A) per ogni § € R; l'unione di queste palle & pure contenuta in
p(A). Tale unione ¢ costituita dal settore ¥z, ./, ove I'angolo « ¢ tale che sina = %
Infatti, detto o 'angolo fra il segmento verticale di estremi ', W’ + i3 e la tangente
Si ottiene dunque
Y taw C p(A) per ogni w' > w, e quindi anche ¥z, ., C p(A).

Vediamo adesso la stima risultante. Sia
A€ 0¥z o con 0 <& < a. Scelto Ag = t Ao
w + i tale che A\ — )¢ sia ortogonale a

A — w, vale la relazione

Im A
A — Xo| = |[Im A\g|sine < | I;\l/jol;

v

quindi A € B()\o, %)
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Dunque, con lo stesso conto fatto nella dimostrazione della proposizione [A.0.7]

1
R(N A < [[R(Ng, A <
1R ( e [2(Ao )HC(X)l — - )\O‘HR()\O,A)“E(X)
M 1 B
[Im Ag| 1 — |Im /\0|(sin6)|lm—M)\0‘
B M 1 _ Msine 1
ImXg| 1 — Msine 11— Msine |\ —w|’
N : M sine
Cio prova la stima con M, = ;=375 . [

1.12 Esempi

In questo paragrafo raggruppiamo alcuni basilari esempi di semigruppi analitici.

Esempio 1.12.1 Ogni operatore A € L£(X) ¢ settoriale (osservazione [1.11.2): verifi-
chiamo che il semigruppo (1.53)) in questo caso coincide con t + e!4. Anzitutto, vale la
seguente stima del risolvente su un opportuno semipiano: se Re A > || Al|z(x) si ha

(r-)

A
S Z “ HL X) 114 _ 1
& "B e~ TN = [ATlecx)

1 o0
1RO Aleco = 75 Z -

£(x)

1
R

L(X)

Dunque, considerando il semigruppo ([1.53)), ed osservando che 'integrando ¢ una fun-
zione olomorfa, si ha, per w > [|A|z(x),e > 0 e n > 0 opportuni,

1 1
T(t) = —/ eMR(\, A)d\ = lim —/ eMR(N, A)d);
Ye,n+w [ve,n+w]NB(0,r)

2m r—o0 271
chiudendo la curva a sinistra per mezzo della semicirconferenza

Br={2€C: |z] =r, |arg(—2)| < n},

tA

orientata nel verso delle Im A\ decrescenti, si ottiene il residuo e, mentre il termine

aggiunto, ossia I'integrale lungo ,, tende a 0 per r — oo, essendo

1 1
—/ MR(N, A) d/\‘ < lim —/ ertest __—— dr = 0.
27 g, r=oo 27 J_ r— || Al zx)

Dunque, se A € £(X), il semigruppo (1.53)) si riduce all’esponenziale t - e*4

lim
r—00

Esempio 1.12.2 Nello spazio X = C[0, 1] consideriamo 'operatore

{ Q(A_) :”{u € C?0,1] : u(0) =wu(1) =0}
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Si noti che D(A) non ¢ denso in X. Si puo agevolmente verificare che se A€ Ce f € X
il problema

{ Au—u"=f in ]0,1]
u(0) =u(1) =0

¢ univocamente risolubile se e solo se A # —n?, n € N*, mentre per A\ = —n?, con f = 0,
vi & Pautovettore u,(z) = sinnrz. In effetti, per A # —n? la soluzione &

u(z) :/0 Ky(z,t)f(t) dt, z € [0,1],

ove il nucleo K ¢ dato dalle formule seguenti (verifica noiosa ma facile):

—t(l—2x) se 0<t<z<l1

K)\(xat>:{ —x(l—t) se OSxStSL x7t€[071]7
per A = 0;
sin(v/—At) sin(v/—A(1 — x)) e 0<t<z<l
V—=Asiny—A\
Ky(z,t) = z,t € 0,1],
sin(v/—Az) sin(v/—A(1 — t))
se 0<zx<t<Ll1
V—=Asiny—A\
per A < 0, A # —n?;
sinh(v/\t) sinh(vA(1 — z)) 0<i<az<l
_ VA sinh v\
Ky(z,t) = z,t €0,1],
sinh(v/Az) sinh(vVA(1 — t))
se 0<x<t<,
Vsin v\
per A € C\ ] — 00, 0], scegliendo la radice di A tale che Re v/A > 0.
In quest’ultimo caso, posto p = v/, si ha la stima
cosh(Re pt|) co.shh(R|e p(l —x)) 0<i<z<l
psinh p
[Ka(z, )] < x,t €[0,1],
cosh(Re pz) C(')sh(Re p(l —1)) e 0<z<t<l,
psinh )

dalla quale segue, per A € ¥, . e x € [0, 1],
cosh(Rep(l — =z
|psinh p|

cosh(Re pz) /1
_ h 1—1))dt =
peinb g J, “h(Resll 1)

cosh(Re p(1 — x)) sinh(Re pz) + cosh(Re px) sinh(Re p(1 — x))

/1 [Kx (@, t)|dt < ) /I cosh(Re pt) dt +

|psinh p|Re p
sinh Re p 1 < 1
|psinhp|Rep = |p|Rep = [A[sin§
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Percio, per ogni A € ¥,_.,
1
|A|sin §

1
lullx < sup / Koo 0)ldt | fllx < 1£llx .
0

z€[0,1]
e cio mostra che A & generatore di un semigruppo analitico in X.

Vediamo adesso alcune classi di operatori che generano semigruppi analitici in opportuni
spazi.

Proposizione 1.12.3 Sia X uno spazio di Hilbert e sia A : D(A) C X — X un
operatore lineare, chiuso, autoaggiunto e tale che esista w € R per cui

(Az,z) g < wl|z||% Vx € D(A).
Allora A genera un semigruppo analitico con p(A) D X, .

Dimostrazione Dalla proposizione [1.10.13| segue che A genera un semigruppo forte-
mente continuo, e che in particolare, per il teorema , si ha p(A) D Yz .
Mostriamo ora che se A € ¥, ¢ ReA < w (in particolare, Im A # 0), si ha ancora
A € p(A). Anzitutto, se x € D(A) e Az — Az = y, allora

quindi, essendo (Az,z)x € R,

T All|z]% = [T (y, ) x| < llellxllyla,

da cui |
|z||lx < m IA\r — Az||x Vax € D(A).

Dunque Al x — A e iniettivo. D’altra parte A\[xy — A ha immagine densa. Infatti, sia
z € X ortogonale all'immagine di AIx — A: allora z € D(A*), visto che

{2, Az) x| = [(z, Az)x| < P2l xllzllx - Vo e D(A),
ed inoltre B
Az —A"z,x)x = (z, e — Az)x =0 Vo e D(A),
ossia Az = A*z. Ma, dato che A* = A ¢ A\[x — A & iniettivo (visto che = Yrw al
pari di A), si deduce che z = 0. Cio prova che R(Alx — A) = X. Un facile argomento

basato sulla stima sopra dimostrata ci dice che R(Alx — A) = X, e quindi A € p(A).
Infine, se A € ¥, _., earg(A—w) =9, sihaperye X e |[J| <e

lyllx lyllx lyllx
RN A < = <
IR0 )yHX_Re)\—w A —w|cos? ~ |\ —w|cose’

mentre per y € X ee < [¥| <m—¢

lyllx lyllx lyllx
RO\, A)yllx < _ < .
IR Allx < S = el [sm ] = Th— w|sime

Cio prova la stima per l'analiticita richiesta dalla proposizione [1.11.6 O
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Proposizione 1.12.4 Sia X wuno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X il
generatore di un gruppo fortemente continuo T(-). Allora 'operatore A2, con dominio

D(A%*) ={z € D(A): Az € D(A)},
genera un semigruppo analitico i X.

Dimostrazione Proveremo che p(A?) contiene un settore ¥, , con o € ]g,w[, sul
quale vale una stima di tipo (|1.52)).

Per ipotesi esiste w > 0 tale che gli operatori +A — wlx generano semigruppi limitati:
quindi esiste M > 0 tale che

|R(p, £A — wix)|lzx) < per Repu > 0.

Re i
Fissiamo a € ]g, 7T[. Affermiamo che esistono rqg > 0 e [ in ]%, g[ tali che
Yo\ B(0,79) C{2*: z€Xs,}. (1.56)

Per provare questa inclusione osserviamo che la semiretta {w +7 €™, r > 0} puo essere
parametrizzata da z(t) = w + ¢ + it tand, ¢ > 0. Dunque

2(t)? = (w+ 1) — tan ¥ + 2it(w + t) tand, t > 0.

Questa curva, per t — 0o, ha un asintoto obliquo il cui coefficiente angolare e, come e
facile verificare,

Imz(t)>  2tan?

to+oo Rez(t)2  tan?d —1°

In particolare, quando ¥ > 7 ta-
le coefficiente e negativo. Dun-
que, in corrispondenza del valore
« fissato e possibile scegliere 3 €
H, %[, sufficientemente vicino a
7, in modo che la pendenza nega-
tiva del corrispondente asintoto,
% , sia minore della penden-
za tana della semiretta che de-
limita il settore ¥,0. In questo
modo, esiste certamente ro > 0
tale che i punti di X, \ B(0,70)
stiano al di sopra della curva z(t)?
di parametro .

Cio dimostra I'inclusione . Cio premesso, sia A € X0\ B(0,rp): allora, per (1.56]),

esistono ¥ €] — B3, B e rg > 0 tali che A = (w + 7 ¢™)%. Dunque

My — A? = ((re” +w)Ix — A)((re” +w)Ix + A),
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da cui segue che \ € p(A?) e
R\ AY) = R(re”, A—wlx)R(re”, —A —wly).
In particolare, per ogni A = (w + 7€)% con [J] < f3 si ha

M? I\ M2
< 1

(rcosff—w)?2 = r2cos?f’

MR, A2 < (A

e dunque vi & una costante K > 0 per cui
ARG A% ooy €K YA€ Sag\ B(O, 7).

Questo e sufficiente per avere la tesi: infatti avendo a disposizione questa stima si puo
definire il semigruppo 7'(+) generato da A? come in ([1.53)):

1
T(t) = — / M R(N, A%) d),
Yn,ro+e

- 21

ove n € ]g,a[ ede>0. O

Il Laplaciano

Sia X = LP(R"), 1 < p < o0, oppure X = Cy(R"), definito come in ([1.15) con 2 = R™.
Consideriamo 1’ operatore di Laplace

DA)={uve X:Aue X}

n aQu (157)

ove Au e inteso nel senso delle distribuzioni, vale a dire
v=Au <= uAgodx:/ vpdr Vo e C5°(R™).
R’VL n

Vogliamo mostrare che tale operatore ¢ settoriale con angolo 7, ed in particolare esso
genera un semigruppo analitico in X. Consideriamo per f € X i gruppi fortemente
continui

[Uj(t)f](.fﬁ):f(xl,...,l'j_l,l'j—|—t,3§'j+1,...,$n), tER, [EGRn, jzl,...,n,

i cui generatori sono gli operatori

D(Aj):{ueX: Ha%eX}
j
0

u
Aj=—:
J 827]'
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questo si prova come negli esempi e [1.4.7. Dato che i semigruppi U; agiscono su
variabili diverse, si ha inoltre per i,j € {1,...,n}

U;)Ui(s)f = Ui(s)U;(t) f Vs, t >0, VfeX,
A]Alf = AZAJf Vf - X con Alf, Ajf, AiAjf, AJAlf € X
Per la proposizione 1.12.4} per ognii € {1,...,n} I'operatore A% ¢ settoriale di angolo

e in particolare genera un semigruppo analitico 7}(+) in X, e ancora risulta 7;(t)T;(s) =
Ti(s)T;(t) per ogni s,t > 0. Quindi

¢ ben definito ed € un semigruppo analitico, con generatore A, settoriale di angolo m. Il
dominio di questo operatore e

n 2
DMKHWDM%Q{ueingan} (1.58)

7=1
se u € (;_, D(AF) si ha
Af = (AT + ...+ A2)f = Af.

In generale, come ¢ naturale, D(A), ossia D(A), coincide col dominio (L.57). Se
X = LP(R"), le inclusioni in sono tutte uguaglianze (si veda I’osservazione|(1.12.6)).
Se X = Cy(R™), invece, tali inclusioni sono strette.

Come e fatto il semigruppo generato dal Laplaciano? Esso, detto semigruppo di diffu-
stone oppure semigruppo del calore, € dato dalla formula seguente:

2
_ lz—ylqn

[T(t) f)(x) = (4rt) "/ / e fly)dy,  t>0, feX. (1.59)

n

Non e evidente che questo sia un semigruppo. Tuttavia notiamo anzitutto che

2 2
Cle—yln  ly—zln

(T[T (s)f](x) = (4mt) ™2 (4ms)"/? /n /n e 4 e & dyf(z)dz (1.60)

per ogni x € R" e s,t > 0. Adesso proviamo questo lemma:

Lemma 1.12.5 Pert,s >0 e x,z € R® vale l’identita

Tr— 2 —z 2 T—2z ,%
(4rt) "2 (47s) /2 / e~ T T Gy — (4 (t 4 5)) 26 T

n

Dimostrazione Si parte dalla relazione

e —ylk ly—zl Jr -2

11
4t 4s  Alt+s) 414l




la quale si ottiene per verifica diretta, scrivendo x — 2z = (x —y) + (y — 2) e sviluppando
i quadrati a secondo membro. Allora, posto

1 (a:—y y—z)
v = - ,
T :

si ha

e si ottiene, utilizzando (|1.61)),

2 2
lz—ylg ly—z2lpn

(47rt)_"/2(47r3)_"/2/ e A e 4 dy=

n

B (47t) "2 (47s) /2 lzz%/ o \n le—z12

_ e (tts) = (4n(t+5))~ n/2 = I |
1 1\ 2
(i +3)

Cio prova il lemma. O
Da questo lemma e da ([1.59), (1.60]) segue immediatamente che

TWT(s)f =T(t+s)f VfeX.

Bisogna provare ora che il semigruppo T'(t) ¢ fortemente continuo. Notiamo che,

ponendo v = % in (1.59)), si ha
T f(2) = 72 / B f(z — Vv dv,  fe X

n

— —lvl2 . .
Dunque, essendo 7~"/2 fRn el dv = 1, possiamo scrivere per t > 0 e z € R”

() — fl(x) = " /ne'v'i[ﬂx—mv)—ﬂxﬂdv, fexX. (L6

Ora, se X = L?(R") si ha da (1.62), per la disuguaglianza di Young,

|T(t)f — fHLp Rn) = 72 /Rn eIV { s |f(x — \/Ev) — f(z)P dx| dv;

grazie alla continuita delle traslazioni in L?, I'integrando (relativo all’integrale rispetto a
v) ¢ infinitesimo per t — 0%, ed & dominato dalla funzione sommabile e~ %1% - 2|| f||? Lo (Rn):
dunque ||T(t)f — fl|zr(rn) tende a 0 per t — 07.

Se X = Cy(R™), torniamo alla ((1.62). Fissato ¢ > 0, scegliamo R > 0 abbastanza
grande, in modo che

W"/Z/ e Midy<e, sup{|f(y)l: |yl > R} <e.
|[v|n>R
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Allora risulta

IT@)f(x) = f(2)]x < 7?"/2/ e f(x = Vit v) — f(x)| dv +

[vln>R

st [ R = Vi) — f@)]do
[v[n<R

il primo integrale si maggiora semplicemente con 2¢|| /¢, rn), mentre il secondo si stima
con la quantita

sup{[f(2) = f(y)| : 2.y € B(x, R), |2 —yl, < RV4t}. (1.63)

Precisamente, se © € B(0,2R), allora B(z, R) C B(0,3R) e quindi ¢ dominata
da

sup{|f(2) = f(y)| : z.y € B(0,3R), |z — yln < RV4t},
numero che tende a 0 per ¢ — 0T, per uniforme continuita. Se invece z ¢ B(0,2R),
allora B(xz, R) C R*\ B(0, R) e quindi la quantita ¢ minore di 2¢. Cio prova che
|T(t)f — fllcorn) tende a 0 per t — 0.
Dunque 7T'() & un semigruppo fortemente continuo su X.
Verifichiamo adesso che il generatore di 7'(+) ¢ proprio il Laplaciano (e quindi 7°(+) ¢ un
semigruppo analitico, visto che, come abbiamo osservato, A ¢ settoriale). Notiamo che,
posto

IF
e (v) = (4t) " 2ea" veR" t>0,

la (1.59) mostra che T'(t) f = p* f. Indichiamo con F 'operatore trasformata di Fourier
in L?(R"):

Folx) = / i ng(e)de, weRY, g€ LARY).

Allora si ha per ¢ e R" et >0
(FTONIE) = [Fluex HIE) = [Fual(©) - [FAE) = e - [FFIE) VfeSRY,
ove S(R") & lo spazio di Schwartz, vale a dire
S(R") = {ve C®°R"): |2°Dv(x)| £ Myap Va,B € N"}.

La trasformata di Fourier ¢ un isomorfismo dello spazio di Schwartz in sé; inoltre tale
spazio e invariante per il semigruppo 7'(+), come facile conseguenza del fatto che anche
u: appartiene a S(R™). Dato che, ovviamente, S(R") C D(A) e S(R™) ¢ denso in X,
per la proposizione lo spazio S(R™) & un nocciolo per D(A) in X. Cio osservato,
per f € S(R™) si ha, come abbiamo visto,

[F(T () N))(E) = e *Ft - [Ffl(e), €eR", t>0.

Ne segue
d

ZF@DONIE = —lelPe - [FAE). cer" >0,

81



lim P[F(T(t)f)](@} _ ePIFAE), EcR

t—0+ | dt

dove la derivata ed il limite sono non solo puntuali, ma nel senso di S(R"): cioe, per
ogni a, f € N" e £ € R™,

£ D7 LRI = SEDIFTONIE) = €D -lge 5 - [F1](6)]
&0 lim | LEFCONE©] = e | LFCONIO| = €D HEPF O

Applicando 'isomorfismo F~!, si ottiene per z € R"

O] = [ RO @) - ) e SR,

t=0

ancora puntualmente e nel senso di S(R™), ossia, per ogni «, 5 € N™,

z*DP {%[T(t)f] (:13)} = 2°DPAf(x) VfeSRY).
t=0
Poiché S(R™) ¢ incluso con continuita in X, si ricava
T - d
tl_igﬁ%z [E[T(t)f]}tzozAf inX  VfeSR").

Dato che lo spazio S(R™) € un nocciolo per D(A), la stessa proprieta vale per ogni
f € D(A). Abbiamo cosi verificato che 'operatore A, dato da (1.57)), e il generatore

del semigruppo 7T'(-), dato da (1.59)), in X.

Osservazione 1.12.6 Si noti che se X = LP(R") risulta
D(A) = W*P(R"),

grazie a classici teoremi di regolarita per i problemi ellittici; invece nel caso X = Cy(R")
e facile verificare che
D(A) C () W*P(RY),
p<oo

ma manca una caratterizzazione esplicita di tale dominio.

Concludiamo con un cenno a due dei principali problemi ai limiti che coinvolgono il
Laplaciano. Sia 2 C R™ un aperto limitato con frontiera di classe C?. Consideriamo

per f € X, con X = LP(2), 1 < p < oo, oppure X = C(),

Au=f in

u=0 suodf)
(problema di Dirichlet), e

Au=f inQ

Ju

o 0 su 09,
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ove n ¢ il versore normale esterno a €2 calcolato nei punti di 092 (problema di Neumann).
Entrambi questi problemi coinvolgono 'operatore di Laplace con un opportuno dominio:
si dimostra che per il problema di Dirichlet, con X = LP(Q)), 'operatore

D(A) = W, P(Q) N W2P(Q)
Au=Au  Yue D(A)

genera un semigruppo analitico e fortemente continuo, con 0 € p(A). Analogamente,

nel caso X = C(1), 'operatore

D(A) = {u € Myens WEUQ) : Au € 0(5)}
Au = Au Vu € D(A)
genera un semigruppo analitico ma non fortemente continuo, essendo il dominio non

denso. Per il problema di Neumann si hanno risultati analoghi, con la differenza che 0 ¢

p(A), dato che le costanti sono soluzioni, e che il dominio ¢ sempre denso: precisamente,
nel caso X = LP(Q) si ha

{ D(A) = W?P(Q)
Au=Au  Yue D(A),

mentre nel caso X = C(Q) risulta

{ D(A) = {u € Moo W)+ Au € C@)} (1.64)

Au=Au  VYue D(A).

Tutti questi fatti hanno dimostrazioni pit 0 meno complicate, che non possono entrare
in questi appunti.
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Capitolo 2

Problema di Cauchy non omogeneo

2.1 Introduzione

Sia X uno spazio di Banach. Consideriamo il problema di Cauchy

W) - Au(t) = (). te0,T) o
u(0) =z, '

ove u : [0,7] — X ¢ l'incognita, z € X e f € C([0,7],X) sono i dati, e A: D(A) C

X — X & un operatore lineare chiuso, generatore di un semigruppo T'(-) fortemente

continuo in X.
Nel caso del problema omogeneo, in cui f = 0, sappiamo che la candidata soluzione e

u(t) =T(t)z, t>0;

poiché D(A) & denso in X, essa ¢ una funzione continua su [0, oo[; tuttavia se z ¢ D(A)
essa non ¢ derivabile e quindi non risolve (2.1)). Se invece x € D(A), allora u ¢ di classe
C' in [0, 00] e risolve in [0, ool

Torniamo al caso non omogeneo, iniziando con le varie possibili nozioni di soluzione per

il problema (2.1)).

Definizione 2.1.1 Sia u: [0,7] — X una funzione.

(i) Diciamo che u ¢ soluzione stretta di (2.1)) se u € C*([0,T], X) N C([0,T], D(A)) e

risolve l’equazione in [0, T).

(ii) Diciamo che u é soluzione classica di (2.1) se u € C([0,T], X) N C*(]0,T],X) N
C(]0,T),D(A)) e risolve 'equazione in ]0,T].

(iii) Diciamo che u ¢ soluzione forte di (2.1) se u € C([0,T],X) ed esiste {u,} C
CY([0,T], X) N C([0,T], D(A)) tale che

u, = uwin C([0,T],X), wu, — Au, — f in C([0,T],X), u,(0) =z in X.

In particolare, se f =0 e 2 € D(A) la funzione T'(t)x ¢ soluzione stretta in [0, oo[ del

problema di Cauchy ([2.1]).
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Osservazioni 2.1.2 (1) E evidente dalle definizioni che ogni soluzione stretta ¢ anche
sia soluzione classica, sia soluzione forte.

(2) Se A € L(X), allora per ogni x € X e f € C[0,7],X) vi & un’unica soluzione
stretta di (2.1), data da

u(t) = ez + /Ot e A1 (s) ds, t€[0,7]. (2.2)

Infatti, per verifica diretta questa funzione risolve (2.1)) ed ha la regolarita richiesta. Se
poi v & un’altra soluzione di (2.1)), per ¢ €]0, 7] fissato consideriamo la funzione

w(s) = e y(s), s €[0,t] :
si ha w € C'([0,t],X) e

w’(s) _ _Ae(t—s)A,U(S) + e(t_S)A’U/(S) —
—Ael M u(s) + eI [Av(s) + f(s)] = eI f(s).

Integrando in [0, t] si trova

w(t) — w(0) = / eI f(5) ds,

ed essendo w(0) = ev(0) = ez, si ottiene che w ¢ data da (2.2)).

(3) Ripetendo l'argomento precedente, si vede subito che se v & soluzione stretta del
problema (2.1)), allora necessariamente v & data dalla formula

v(t) =T(t)x + /OtT(t —5)f(s)ds, t 10,17, (2.3)

la quale, per analogia con le equazioni differenziali ordinarie, ¢ detta formula di varia-
zione delle costanti.
Infatti, essendo v(s) € D(A), la funzione w(s) = T'(t — s)v(s), s € [0,¢], & derivabile e

w'(s) = =Tt —s)Av(s)+T(t —s)v'(s) =
= —T(t—s)Av(s) + T(t — s)[Av(s) + f(s)] =T(t — s) f(s).

Integrando su [0, ¢] e osservando che w(t) = v(t), w(0) = T'(t)z, si ottiene ({2.3).
(4)Se A¢ L(X),z=0¢e f(t) =T(t)y cony ¢ D(A), allora la soluzione stretta di
(2.1) non esiste. Infatti se ve ne fosse una, v, essa sarebbe data dalla formula ({2.3)), cioe

v(t) = /0 T(t—s)T(s)yds =tT(t)y,

ma questa funzione non ¢ derivabile in |0, oo].
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2.2 1l caso dei semigruppi fortemente continui

Diamo un teorema di esistenza e unicita per le soluzioni strette, classiche e forti del

problema (2.1)).

Teorema 2.2.1 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
lineare chiuso, generatore di un semigruppo T(-) fortemente continuo di costanti M e
w.

(i) Sex € D(A) e f € C([0,T],D(A)), esiste un'unica soluzione stretta u del problema
(2.1)), data da

u(t) = T(t)z + /O tT(t —$)f(s)ds,  telo,T]. (2.4)

(ii) Sex € D(A) e f € CY([0,T],X), esiste un’unica soluzione stretta u del problema

, data da .

(iii) Se x € D(A) e f € C([0,T],X) con Af € C(]0,T),X) N LY 0,T;X), esiste
un’unica soluzione classica u del problema (2.1)), data da (2.4)).

(iv) Sex € D(A) e f € C([0,T], X) con f' € C(]0,T), X)NLY0,T; X), esiste un’unica
soluzione classica u del problema (2.1)), data da (2.4).

(v) Sex e X e feC(0,T],X), esiste un'unica soluzione forte u del problema (2.1),
data da (2.4).

Dimostrazione (i) Proviamo 'esistenza della soluzione. Sia u la funzione (2.4)): poiché
x € D(A) e feC([0,T],D(A)), ¢ chiaro che u € C([0,T], X) e che

Au(t) =T(t) Az + /tT(t —s)Af(s)ds  Vte[0,T].

D’altra parte, dato che, per ogniy € D(A), t — T'(t)y ¢ derivabile con derivata T(t) Ay,
si ha anche

u'(t) =Tt) Az + f(t) + /OtT(t —s)Af(s)ds  Vte[0,T].

Tenuto conto che u(0) = x, si conclude che u ¢ soluzione stretta del problema ({2.1)).
L’unicita verra provata piu avanti, per soluzioni sia strette che classiche.

(ii) Per mostrare l'esistenza, sia ancora u la funzione (2.4)): poiché f € C*(]0,T]; X),
integrando per parti si ha

u(t) = T(t)x — A f(t) + A T(2) £(0) + /0 ATVt — 8) f'(s) ds, (2.5)
e quindi possiamo derivare, ottenendo
u'(t) = T(t) Az — A f/(t) + T () f(0) + AL/ (1) + /0 T(t—s)f'(s)ds  Vte[0,T].
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D’altra parte, da segue immediatamente che u € C([0,T], D(A)) e che
Au(t) =T(t)Ax — f(t) + T(t)f(0) + /t T(t—s)f'(s)ds  Vte|0,T].
0

Dunque, per differenza, si vede subito che u ¢ soluzione stretta del problema .
(iii) Sianox € D(A)e f € C([0,T],X) con Af € C(]0,T], X)NL*(0,T; X). Per provare
che la funzione u definita in e soluzione classica, occorre qualche precauzione,
perché non ¢ evidente che il termine fg T(t — s)f(s)ds appartenga a D(A). Tuttavia,
osserviamo che la quantita T'(t — s)Af(s) € ben definita per ogni s €]0,¢], e che

cosicché possiamo scrivere

S MGWt”AfHLl(O,t;X) )
X

/OtT(t —5)Af(s)ds

/0 T(t—s)f(s)ds=A"" /0 T(t—s)Af(s)ds € D(A). (2.6)
Cio premesso, ¢ evidente che u € C(]0,7], D(A)) e che
Au(t) = T(t) Az + /t T(t—s)Af(s)ds  Vte€]0,T].

D’altra parte, dalla (2.6)) segue che

d t

g ), Tt=9f0) ds:f(t)Jr/O T(t = s)Af(s)ds,

e pertanto la u e derivabile con
t
u'(t):T(t)Ax+f(t)+/ T(t—s)Af(s)ds  Vte€]0,T].
0
Poiché u € C([0,T], X) con u(0) = z, si deduce che u ¢ soluzione classica del problema
&),

(iv) Siano x € D(A) e f € C([0,T],X) con f" € C(]0,T],X) N L'(0,T; X). In questo
caso, per t €]0,7] il termine integrale puo essere riscritto, integrando per parti, come

/0 T(t — 5)f(s) ds = —Af(t) + A~VT(£) F(0) + A~ /0 T —s)f(s)ds:  (2.7)

dunque u ¢ derivabile, con
u'(t) = TH)Az — A @) +T@H)fF(0)+ Af() + /o T(t—s)f'(s)ds =
= T(t)Az+T(t)f(0) + /tT(t —98)f'(s)ds  Vte€]0,T).
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Inoltre la mostra che
Au(t) =T (t)Ax — f(t) +T(t)f(0) + /0 T(t—s)f'(s)ds  Vtelo,T).

Per differenza si verifica subito che u & soluzione classica di (2.1).

Proviamo infine I'unicita della soluzione stretta o classica, con un facile argomento valido
in entrambi i casi. Sia w una soluzione stretta, o classica, di (2.1)). Fissato ¢t €]0,T],
definiamo la funzione

w(s) =Tt — s)u(s), s €[0,¢].
Allora w ¢ derivabile in [0, ¢[, con
w'(s) = —AT(t— s)u(s)+T(t —s)u'(s) =
= —AT(t— s)u(s) +T(t — s)[Au(s) + f(s)] = T(t — s)f(s) Vs € [0,¢].

Fissato € €10, t[, integriamo la relazione precedente su [0,¢ — ¢|:

w(t—s)—w(()):/o_ew’(s) ds:/o_aT(t—s)f(s) ds,

da cui
T(e)u(t —e) — T(t)u(0) = /0 T(t—s)f(s)ds.

Per ¢ — 0" si ricava che u ¢ data necessariamente dalla formula .

(v) Datiz € X e f e C(0,7], X), sia {z,}nen C D(A) tale che z, — x in X per
n — 00, e sia { f fnen € C1([0,T], X) tale che f, — f in C([0,T], X) per n — co. Per
(ii), esiste la soluzione stretta u,, del problema con dati z, e f,; tale u, ¢ data
dalla formula

un(t) = T(t)z, —I—/O T(t — s)fu(s)ds, t €10,77.

Per n — oo ne segue che u,, — u in C([0,T], X), ove u & data da (£2.5)); inoltre, per
n — oo, ul, — Au, = f, — fin C([0,T], X) e u,(0) = z,, — = in X: dunque u, data da
(2.5]), & soluzione forte del problema ([2.1)).

Per I'unicita si ragiona come in (iv): se u ¢ una soluzione forte, e se {u,}nen verifica
per n — 0o

u, = uwin C([0,7],X), u,(0)=:12z, >2zin X, wu,—Au,=:f,— fin C([0,7],X),
allora per t €10, T arbitrariamente fissato

d

P [T(t — s)un(s)] = =T(t — 8)Au,(s) + T(t — s)u,(s) = T(t — ) fu(s) Vs € [0, 1],

da cui, integrando su [0, ¢],
t
un(t) = T(t)z, = / T(t —s)fu(s)ds.
0
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Per n — oo otteniamo, per ¢ € [0, 77,

un(t) = T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds.

Dunque u ¢ data da (2.5). D

2.3 Il caso dei semigruppi analitici

Analizziamo ancora il problema , supponendo stavolta che nello spazio di Banach X
I'operatore A sia generatore di un semigruppo analitico con dominio D(A) non necessa-~
riamente denso in X. Cercheremo ancora soluzioni strette, classiche e forti (definizione
. Faremo uso, per o €0, 1], degli spazi holderiani:

CH[0.7], X) ={f € C(0,T], X) = If(t) = f(s)llx < cylt —s|* Vs, €[0,T]},
ove la migliore costante ¢y nella stima sopra scritta ¢, per definizione,

o ) = f(s)]x

9

o = Su
/] QT

definiamo anche
Cc*(]0,7),X)= (] C*([6.T).X).

0€10,T7

Cominciamo con alcune osservazioni.

Osservazioni 2.3.1 (1) Le condizioni
z € D(A), Az + f(0) € D(A)

sono necessarie per ’esistenza di una soluzione stretta u. Infatti, essendo per definizione
u € C([0,T],D(A)), deve essere u(0) = x € D(A) ed anche

u(h) —r  ——

Az + f(0) = 4/(0) = lim € D(A).

h—0 h
Risultera anzi Au(t) + f(t) € D(A) per ogni t € [0, 7.
(2) Affinché esista una soluzione classica o forte ¢ necessario solamente che x € D(A).
Risultera poi Au(t) + f(t) € D(A) per ogni t €10, 7.

Ed ecco il teorema di esistenza.

Teorema 2.3.2 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
lineare chiuso, generatore di un semigruppo analitico T(-), di costanti M e w.

(i) Sex € D(A), f € C([0,T],X) e Az + f(0) € D(A), esiste un'unica soluzione
stretta u del problema ([2.1), data da [2.4); inoltre v, Au € C*(]0,T], X).
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(ii) Sexz € D(A) e f € C*(]0,T],X) N LY0,T; X), esiste un’unica soluzione classica
u del problema (2.1), data da ([2.4).

(iii) Se z € D(A) e f € C([O T),X), esiste un'unica soluzione forte u del problema

. data da

Dimostrazione L’unicita si dimostra come nel teorema 2.2.1]
(i) Sia u data da (2.4). Possiamo scrivere

t t
u(t) =T(t)x +/ T(t—s)[f(s)— f(t)]ds +/ T(t—s)f(t)ds, te[0,T].
0 0
Ora notiamo che i tre addendi appartengono a D(A): infatti

T(t)x = A™'T(t) Ax;

tATﬂ—ﬂﬂﬂﬁ—fﬁﬂw=wri/AT@—QU@%—ﬂﬂM&

0
e l'integrale ha norma convergente grazie a (1.54)) e al fatto che f € C*([0, T}, X);

[ 7= 50 = 400 - 16170,
Dunque u(t) € D(A) per ogni t € [0,T], con
Au(t) = T(t) Az + /Ot AT(t —s)[f(s) — f(O)]ds+ [T(t) — Ix]|f(t), te]0,T]. (2.8)

Per provare che Au € C([0,T], X) basta verificare la continuita nel punto ¢ = 0, poiché
negli altri punti la verifica & evidente. Si ha, essendo f € C*([0,T], X) e Az + f(0) €

D(A), e ricordando la stima ((1.54)),

[Au(t) — Az||x <
< ||T(t) Az — Az + T(t) £( |\X+H/ AT(t — s)[f(t) — f(s)]dsxg
<|[T(t) = Ix] Az + T(8)[f(t) — f(0)] — FO)] +[T(t) = Ix]f(0) ]| x +

/HATt—s ()~ )lxds <
< |T(t) — Ix][Az + f(0)][|x + ct® = o(1) per t — 0T,

Per provare che u € C*([0, T, X), fissiamo ¢ €]0, T e consideriamo le funzioni, definite
su [4, 77,

we(t) = T(t)z + /OHT(t —9)f(s)ds, 0<zc<4.
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Chiaramente, u. — u uniformemente in [0, 7] per ¢ — 07. Inoltre, poiché la funzione
u: non ha singolarita, possiamo derivare:

ul(t) = T(t)Az+T(e)f(t—e) + OtEAT(t —s)f(s)ds =

::Twa+T@V@—@+A AT(t — )[f(s) — F(B)]ds — [Tt — s) (1)) =

= T(t)Az +T(e)f(t — ) +/ AT(t = s)[f(s) = f(O)] ds + T (@) f(t) = T(e) f(t)-

0

Per ¢ — 07 si ottiene u.(t) — Au(t) + f(t): infatti da (2.8]) segue

ot (1)~ Aute) — Ol =
~ |- [ are- ot - s+ reira -9 - s

<
b

t
1
SC/ ————ds+ce® < Ce”.
e (t—s)t@

Percid u. — u e u. — Au+ f per ¢ — 0%, uniformemente in [0, 7T]; dunque, per
I'arbitrarieta di 0, esiste v’ = Au + f in ]0,7]. Ma siccome Au + f € C([0,T], X), per
t — 0T si ricava che esiste u/(0) = Az + f(0) e pertanto u € C*([0,T], X). In definitiva,
u € soluzione stretta.

Resta da provare che v/, Au € C*(]0,T], X), e basta mostrare che Au appartiene a tale
spazio. Siano t,7 € [§,T] con t > 7. Da si ha

Au(t) = Au(r) = [T'(t) = T(n)]Az + [T'(t) = T(7)]f(t) + [T(7) — Ic][f(t) — f(T)] +
/AT(t—s)[f( s+/0 AT(t — $)[f(r) — f()] ds +

.+A]AT@_S> AT(r = 5)][f(s) — f(7)] ds

Sono 6 addendi Iy, I, I3, 14, I5, Is. Risulta

/ AT (o) Ardo

T

Ihllx =

do
sl/—AMﬂu o lAzx(t - 1) <
X T

<

Azt - )

analogamente, si ha
[ 2]|x <

C «
5= I leqom ot = )%

Inoltre
3]l x < cllf(t) = f()llx < et —1)7,

t
1
s < [ 79 ds =)
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1 sllx = [T(t) =T = DIF () = f(T)]llx < et —7)%,
ed infine, grazie a -
/ / =) o ds <

//tSAQ )] do ds
: /ohr—s) =D ]M“‘”l_a'

1
Dunque, Au € C([6,T], X), e Parbitrarieta di § ci permette di concludere.
(ii) Sia u data da (2.4). Fissato 6 €0, T, possiamo scrivere per t € [§, T

Isllx =

5/2
Au(t) =T(t) Az + / AT (t — s)f(s) ds+

t (2.9)
n / AT = S)S) = F0]ds T = 0/2)0) = F (0

ed anche

5/2
u'(t) = T(t)Az —{—/0 AT(t — s)f(s)ds + f(t) +

n }LigéT(t—l—h—s})L—T(t—s)[f(s)_f(t)+f(t)]d8:

5/2
= T(t)Az + /0 AT(t — s)f(s)ds + f(t) +

+ /t AT(t — s)[f(s) — f(t)]ds +
5/2

: L T(h) = Ix L T(t—=6/2+h)=T(t—4/2)
+ lim {—A —— I+ A -
5/2

= T(t)Ax+ [ AT(t—s)f(s)ds+

N / AT = $)[f(5) — F(D] ds + T(E— 6/2)£().
5/2

Ne segue u/(t) — Au(t) = f(t) in [0, T], e dunque, per arbitrarieta di §, in |0, 7.
Proviamo che u' e Au appartengono a C*(]0,7], X): basta provarlo per Au. Dalla
relazione sopra scritta segue, per t > 7 > 4,

)| =

Au(t) — Au(r) = /AT A:L’da—l—/(W/ AT s)dods +
AT (t — s s ds AT(t — s)|f(T) — ds
w [ AT 56 - o) ds+ /M (t = () - F(O)ds +
t—5/2
AT dods AT (o do
¥ /// ()] +/Tm (0)f (1) dor +
[T =0/2) — L@ = S = 3



Analizziamo separatamente ciascun addendo J;. Utilizzando le stime ((1.54]), (1.55]) e
Iipotesi di regolarita su f, risulta

||J1||X<c/ ——cln<1+t_7> Sc(t_T) ;
T o

6/2 pt—s do 8/2 t—71 (t _ T)a
< —d— —  ds< :
I72]1x / / s / o= TG

)
(r—s T t—71 (t—T1)~
J. §c/ / —dUdSZC/ ds <c ;
WMalx=ef ) . = e oot =) P = CE)e

T(t—T)* (t—7)
< P gs< e
||J4||X_c/6/2 —has< il

T (1 — )™ T t—T (t—1)~
J, Sc/ / —dads:c/ ds < c——;
Wl =ef |~ N (D M 7T

t—5/2 o
||J6||X§C/ d—agcln <1+t_> (t T) ;
r—8/2 O 5/ 5

ed infine, ovviamente,
[ T2]lx < et —7)%
Dunque Au € C*([0,T], X), ed essendo § arbitrario si ha Au € C*(]0,7], X).

(iii) La dimostrazione ¢ uguale a quella del teorema [2.2.1|v), con la variante che adesso
x € D(A), il che garantisce la forte continuita di ¢ — T'(t)x per t — 0%. O

Osservazione 2.3.3 Si possono fare molti perfezionamenti al teorema [2.3.2, ma questo
richiede I'uso degli spazi di interpolazione fra D(A) e X: si tratta di spazi intermedi,
un po’ come C*([0, 7], X) & intermedio fra C*([0,T], X) e C([0,T], X). Precisamente,
osservando che per ogni ¢t € [0, 1] si ha

IT(t)x —z||x <C VzrelX, |T(t)x —z||x < Ct Vae D(A),
possiamo definire per a €]0,1[
Dy(a,00) ={zre X : |[T(t)r —x|x < Ct* Vte|0,1]};
questo € un sottospazio normato di X con norma

%[ Datace) = llzllx + sup ™| T () — 2| x - (2.10)
te(0,1]

Di piu, osservato che
ItAT (t)x||x < C Vz € X, |AT (t)z||x < C Vz € D(A),
si dimostra che

Dyla,00) = {r € X : [t AT (t)z||x < C Vt € [0,1]},
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e che la quantita
]| x + sup ¢ AT(t)z]|x

te(0,1]

e una norma su D4 (a, 00) equivalente alla norma (2.10]). Questi spazi sono stati ca-

ratterizzati in molti casi concreti. Per esempio, se X = C(f2), con 2 aperto limitato
di R™ con frontiera di classe C? (si veda 'osservazione , in particolare la (1.64))),
allora si dimostra che il Laplaciano A, con condizioni di Dirichlet al bordo, genera un
semigruppo analitico, e che in tal caso si ha per a €10, %[

Da(a,00) = {u € C**(Q) : u=0sudQ},

mentre per a €]3,1]
Da(a,00) = {u e CYQ): v € C*™(Q), u=0sudN};

nel caso o = % si ha invece

Dy(3,00) = {u e A'(Q): u=0sudQ},
ove

A :={u: Q= R: |ulz) +uly) —2u(E)| < Clz —y| Va,y € Q}.

Cio premesso, si hanno i seguenti risultati, che non dimostriamo per brevita:

I.se f € C0,T],X), z € D(A) e Az + f(0) € Da(a,00), allora per la so-
luzione stretta u del problema (2.1) si ha «/, Au € C([0,T], X); inoltre v’ €
B(0,T; Da(a,00)), ossia € limitata a valori in D4 (a, 00);

2. se f e C([0,T],X)NB(0,T; Da(cr,0)), x € D(A) e Az € D4(a,0), allora per la
soluzione stretta u del problema (2.1]) si ha ', Au € B([0,T], Da(«, o0)); inoltre
u e C*0,T; X).

Questi enunciati sono risultati di regolarita massimale, e sono tipici dei problemi di
evoluzione modellati da semigruppi analitici. Le dimostrazioni pero richiederebbero
uno spazio eccessivo per i limiti di questo corso.
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Capitolo 3

Perturbazione di semigruppi

Il problema generale ¢ il seguente: in uno spazio di Banach X, dato un operatore lineare
chiuso A : D(A) C X — X generatore di un semigruppo, e dato un altro operatore
lineare B : D(B) C X — X, cercare condizioni affinché A + B generi a sua volta un
semigruppo. L’operatore B ¢ una perturbazione di A; il suo dominio D(A + B) ¢, a
priori, I'intersezione D(A) N D(B), la quale in generale potrebbe essere {0}.

Esempi 3.0.1 (1) Se A & un operatore illimitato, quindi con D(A) # X, e scegliamo
B = —A, allora A+ B = 0 sul suo dominio, che ¢ D(A). Dunque questo operatore non
¢ chiuso. Se invece B = —2A, allora A + B = —A sul suo dominio D(A); esso genera
un semigruppo solo nel caso in cui A generi un gruppo, e non solo un semigruppo.

(2) Sia X = Cy([0,00[), e poniamo Af = f’ con dominio D(A) = C3([0,00[). Sia
S l'operatore di moltiplicazione Sf = q f per ogni f € X, con ¢ funzione positiva,
continua, tale che ¢ e ¢! siano limitate e mai derivabili in [0, 00[. Posto B = SAS™,
ossia Bf = q(q™'f)’, sul dominio D(B) ={f € X : ¢ 'f € D(A)}, si vede che A+ B
¢ definito solo in {0}: infatti, se fosse f € D(A) N D(B) e f # 0, allora f e ¢ 'f
dovrebbero essere di classe C''. Dunque avremmo

iy oo @A) e+ h) =g (@) f(x)
(¢ f)(x) = lm - =

da cui, se f(z) # 0,

—1 -1
e —g )

h—0 h - f(x) (g™ /) (@) = @) f'(@)]

il che e assurdo. Dunque deve essere f = 0.

Quindi, il problema delle perturbazioni di un semigruppo e delicato. Ma, come vedremo,
in certi casi funziona.
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3.1 Perturbazioni limitate

Il caso di perturbazioni B € L(X) ¢ relativamente semplice: vale infatti il seguente
risultato.

Teorema 3.1.1 Sia X wuno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X generatore
di un semigruppo T(-) fortemente continuo di costanti M,w. Se B € L(X), allora
A+ B, con dominio D(A), é un operatore chiuso che genera un semigruppo fortemente
continuo S(-), di costanti M e w + M| B||zcx)

Dimostrazione Il fatto che A + B sia chiuso ¢ banale: se {x,} C D(A) e x, — z,
(A+ B)zx, — vy, allora Bz,, — Bz e dunque Az,, — y — Bz. Poiché A & chiuso, deve
essere y € D(A) e y — Bx = Az, ossia (A + B)z = y.

Proviamo 'esistenza del semigruppo S(-). Si ha A € p(A) per ogni A € C con Re A > w,
e possiamo scrivere per tali A

My — (A+ B) = [Ix — BR(\, A)|(\x — A).

Essendo Alx — A bigettivo, si deduce che \Mx — (A + B) & bigettivo se e solo se lo ¢
Ix — BR(\, A), ed anzi

A€ p(A+B) — [)\Ix—(A—l—B)]*l e LX) <= [[X—BR()\,A)T1 € L(X),
ed in tal caso avremo
R(MA+ B)=R(\A)[Ix — BR()\,A)]”. (3.1)

Scegliamo ora A € C con Re A > w + M||B||z(x): allora

IBROL Al < SHIIED) g
quindi A € p(A+ B) e
RO\ A+ B) i BR(), A)]"
n=0
e vale la stima
1RO, A+ B)len < oy — @ - RGA_W_lMHBHE(X) |

Dunque, in virtu del teorema di Hille-Yosida, (teorema [1.8.2) A + B genera un semi-
gruppo S(-) tale che

”S(t)HE(X) < Me(w‘f‘MHB”L(X))t Vi>0. O
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Abbiamo dimostrato che il semigruppo S(-) generato da A + B esiste: adesso vogliamo
trovarne una formula di rappresentazione. Fissato z € X, sia u(t) = S(t)x, t > 0:
allora u ¢ soluzione forte del problema

{ u'(t) = Au(t) + Bu(t), t>0,
u(0) = =z,

e quindi, utilizzando la formula ({2.4)),
t
u(t) = S(t)x =T(t)z + / T(t — s)BS(s)xds, t>0,
0

Fissiamo ¢y > 0 e consideriamo questa equazione integrale in [0, o] nell’incognita S(-):
si tratta di um’equazione integrale di Volterra. Posto

VG](t) = /0 tT(t—s)BG(s)ds, te0,t), G e (0t LX),

essa si puo riscrivere nella forma operatoriale
[(Tecoy = V)SI) = T(t), te[0,to]. (3.2)

Formalmente, la soluzione di questa equazione e la serie

— i[va](t), t € [0,t0];

k=0

per mostrare che questa formula ha senso e fornisce davvero il semigruppo S(-), occorre

provare che la serie
> vk (3.3)
k=0

¢ convergente nella norma di C([0, %], £(X)). A questo scopo, dimostriamo che per
ogni t € [0,tg] e per ogni F' € C([0,%y], L(X)) vale la relazione

k

IVEFlcoa.com < [Fllcqomex) Yk eN. (3.4)

k!

t- 1Bz sup [|T(s)lzex)
s€[0,t]

Infatti, per k = 1 risulta per ogni 7 € [0, t]

V(e < / IT( = $)lleco | BllecolF($) Lo ds <

< - |1Blleexy sup [|T(0) leaoll Elleqo,,cox0) -

o€l0,t]
Se la (3.4)) vale per k, allora
IVE Fll oo, =
= [VIV*Fllleqog.coo) < Tsel[l(ﬁ/ 1Bl 2(x) sup IT ()l ) IVEFlloo,m1,20x)) d
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e utilizando l'ipotesi induttiva
IVE Flleog.coo) <
k

7| Bllzxy sup |T(s)|lzx)| dr <
s€[0,t]

1
< 1Bz sup [T(lec) sup [

s€[0,t T7€[0,t]
k+1

< |t [|Blleex Sl[lori] 1T (5)] £(x) 1 Fl[cqo.0.cx)) 5
se|0,

cio prova la (3.4). Questa stima mostra che la serie (3.3) & convergente nello spazio
C([0,to], L(X)): percio il semigruppo S(-) ¢ dato da

o0

S(t) = (e = V)TN = Y_VFTIE), ¢ €[0,t),

k=0

ovvero, in forma piu esplicita e ricordando che ty e arbitrario,
oo
k=0

ove Sk(-) ¢ definito ricorsivamente da
So(t) =T(t), Sk+1(t) = [VSK(t), k€N, t>0.

Notiamo infine che, essendo 7'(-) fortemente continuo, anche S(-) risulta fortemente
continuo. [

Osservazioni 3.1.2 (1) Se A: D(A) C X — X genera un semigruppo analitico, e se
B € L(X), allora A+ B genera un semigruppo analitico. La dimostrazione e la stessa:
il semigruppo S(-) ¢ analitico perché, in virtu di (3.1)), se p(A) contiene il settore Xy,
con w € Re /2 <9 <, allora p(A + B) contiene il settore 29wt M|Bllg(x) -

(2) Se R(\, A) e compatto e B € L(X), allora R(\, A+ B) ¢ compatto, essendo, grazie
a (3.1]), il prodotto di due operatori, uno dei quali & compatto.

3.2 Perturbazioni non limitate

Consideriamo adesso il caso di una perturbazione costituita da un operatore lineare
B: D(B) C X — X, non limitato, sotto opportune ipotesi.

Definizione 3.2.1 Sia A : D(A) C X — X wun operatore lineare. Diciamo che B :
D(B) C X — X ¢ relativamente limitato rispetto ad A, o pit brevemente A-limitato,
se D(A) C D(B) ed esistono a,b > 0 tali che

|Bx||x < a||Az|x + bl|z||x Vo € D(A). (3.5)
La A-limitazione di B ¢ il numero

ag = inf{a > 0: 3b > 0 per cui vale (3.5))}.
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Esempio 3.2.2 Sia I = [a,b] un intervallo di R e definiamo nello spazio X = L?(a,b),
con 1 < p < oo,

D(A) = W*P(a,b) D(B) = W'?(a,b)
Au=u" Yue D(A), Bu =14 Yue€ D(B).

Dimostriamo che B ¢ A-limitato con ag = 0. Sia J = [«, 5] C I. Siano inoltre, ponendo
per comodita ¢ =  — a,

Ji=la,a+¢/3], Ja=la+¢e/3,8—¢/3], Js=][8—¢/3,0].

Allora se f € D(A), s € J; et € Js, per il teorema di Lagrange esiste xy € J tale che

dunque per ogni x € J si ha
< Q5o+ 10 / 7)

/ 'y dy’

Integriamo rispetto a s € J; e at € Js:

52 / 52 "
sreis [ oias [ e+ [ irwia

Ne segue, per ogni x € J,

52 / 62 1!
§|f (@) < | flleren) + §||f 21 - (3.6)

Se p = 1 abbiamo quasi finito: con una nuova integrazione su J, dopo semplificazioni,
si trova

9
1 ey < el ey + <1 F e

relazione che vale per ogni intervallo J C I di ampiezza €. Possiamo ora ricoprire I con
un numero finito di intervalli di questo tipo: sommando le relazioni valide per ciascuno
di questi, si ricava subito

9
1 ey < ellf ot an) + ngHLl(a,b) :

Questa stima prova che ag = 0 nel caso X = L'(a,b).
Prima di passare al caso p > 1 notiamo che anche nel caso di X = Cla, b], con

D(A) = C?a,b] D(B) = C'a, b]
Au=u" Yue D(A), Bu =1 Yue€ D(B),

99



si ottiene, come ovvia conseguenza di (3.6)),

9
1 Nlewy < ellfllew) + g||fHC(J) ;

e dunque, fissato un punto di massimo xg per |f’| in I e scelto un intervallo J C I di
ampiezza € contenente xg, da questa relazione segue subito

9 9
1 e = 1 lewy <ellflew) + g||f||o(J) <ellf"lea + g||f||0(1) ,

e c10 prova che ay = 0 nel caso X = C|a, b].
Vediamo il caso p > 1: ripartendo da (3.6) e passando alla norma p, si ottiene, grazie
alla disuguaglianza di Holder,

941
8+

3
g
—HfHLP <5”|\fHL1 +—Hf"\|L1(J <ellfllzeer ng"HLl(J)

pertanto, analogamente al conto precedente, si ha, per ogni intervallo J di ampiezza ¢,

1 ey < ellflloeesy + —||f||Lp

Come prima, ricoprendo I con un numero finito di tali intervalli, e sommando le relative

relazioni, si ha
Hﬂmms%lemmm+()\mmU]

da cui

p—1

1
p—1 P 9
Hﬂmm§2p[¥WWZm+<>|MM“J <2 pFwwm gmmm]

Cio mostra che ay = 0 anche nel caso X = LP(a,b), 1 < p < 0.

La nozione di A-limitatezza garantisce che D(A + B) = D(A), ma non ¢ sufficiente per
estendere il teorema [3.1.1] senza una stima superiore per la A-limitazione ag. Iniziamo
il cammino verso ’estensione con alcuni lemmi.

Lemma 3.2.3 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
chiuso; sia inoltre B : D(B) C X — X wun operatore A-limitato con ag < 1. Allora
A+ B:D(A) C X — X ¢é chiuso.

Dimostrazione Essendo A chiuso, lo spazio D(A), munito della norma del grafico di
A, e uno spazio di Banach. Dunque, per provare la tesi basta dimostrare che su D(A)
la norma del grafico di A ¢ equivalente alla norma del grafico di A 4+ B, perché in tal
caso D(A), con quest’ultima norma, sara uno spazio di Banach e dunque A + B sara
chiuso.

Per ipotesi, esistono a €]0, 1] e b > 0 tali che

|Bz|[x < allAz]x +bllz[x Vo e D(A).
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Di conseguenza,
[Az|lx = [[(A+ B)z — Bz|x <[[(A+ B)z|x + al|Az|x + b]lz[/x,
e quindi
—bljzflx + (1 —a)l|Az]x <[[(A+ B)z|x < (1 +a)||Az|x + bl x;
pertanto
bllzllx + (1 = a)|Az|x < 2b]lz]lx + [[(A+ B)zllx <3bllzflx + (1 +a)[|Az||x,
ossia le due norme sono equivalenti. O

Lemma 3.2.4 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
chiuso con risolvente p(A) # 0; sia inoltre B : D(B) C X — X un operatore A-limitato
con costanti a > 0 e b > 0. Se risulta

)\0 S p(A), C = CLHAR()\(),A)HL(X) + bHR()\OuA)HL(X) < 1,

allora A+ B é chiuso, \g € p(A+ B) e
1
IR0, A+ B)llecey < 71 (Ao, A)lleex) - (3.7)

Dimostrazione Procedendo come all’inizio della dimostrazione del teorema [3.1.1] si
trova

Molx — A — B = [Ix — BR(\o, A)](\oIx — A).
Ora, \oIx — A : D(A) — X ¢ bigettivo, mentre BR(\g, A) & una contrazione: infatti

|BR(M\o, A)z||x < al|AR(Xo, A)z||x + b||R(No, A)z||x < c|lz]x < ||z]. Vze X.

Dunque si ottiene che A\g € p(A + B) e
R(Xo, A+ B) = R(X, A) Y [BR(Xo, A)%;
k=0

in particolare vale la stima (3.7)).
Mostriamo infine che A+ B ¢ chiuso. Sia {z,} C D(A) tale che z,, = z ¢ (A+B)x, =y
in X. Allora Aoz, — (A + B)x, — Aoz — y; d’altra parte, scrivendo

T = R(Xo, A+ B)[Mozy — (A+ B)xy)
si vede che il primo membro tende a « mentre il secondo ha limite R(\g, A+ B)(Aoz—vy),

il che implica z = R(Ag, A+ B)(Aox—y). Pertanto x € D(A) e A\gr— (A+B)z = Aox—,
ossia (A+ B)x=y. O
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Lemma 3.2.5 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X un operatore
settoriale, tale che p(A) contenga il settore Xy, con 9 € [0, 7], ed esista M > 1 per cui

M
HR()\7A>||E(X) < |_)\| VA e 21970;

1

T - Allora esistono

sia inoltre B : D(B) C X — X un operatore A-limitato con ay <
r>0eM >1 tali che p(A+ B) 2 Xy \ B(0,r) e

/

M
IR(A, B)lex) < ™ VA€ Xyo\ B(0,7).

Dimostrazione Siano a € }O, ﬁ[ e b > 0 tali che

|Bx||x < a||Az|x + bl|z|x Vo € D(A).

bM

Allora risulta, per |[A| > r := T=a(MF1)

M

La tesi segue dal lemma [3.2.4, O

Dai lemmi precedenti segue che sappiamo stimare la norma di R(\, A + B) ma non
quella delle sue potenze: questo significa che potremo trattare solo le perturbazioni non
limitate di semigruppi contrattivi o analitici, cosa che faremo nei prossimi due teoremi.

Teorema 3.2.6 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X il generatore
di un semigruppo contrattivo; sia inoltre B : D(B) C X — X un operatore dissipativo
e A-limitato con ag < 1. Allora A+ B : D(A) — X ¢ generatore di un semigruppo
contrattivo.

Dimostrazione Supponiamo dapprima 0 < aqp < % Dalla dissipativita di B, in
virtu dell’osservazione [1.10.3] segue che per ogni x € D(B) esiste p € J(x) tale che
Re¢(Bx) <0, ed in particolare questa proprieta vale per ogni x € D(A). Quindi

Rep((A+ B)x) = Rep(Ax) + Rep(Bz) <0,

visto che il primo addendo ¢ non negativo per la proposizione [1.10.8] Pertanto A+ B ¢
dissipativo, con dominio denso. Per provare che A+ B genera un semigruppo contrattivo,
grazie al teorema di Lumer-Phillips (teorema [1.10.9) basta mostrare che esiste Ay > 0

tale che \g € p(A + B): questo segue dal lemma [3.2.5] scegliendo ¢ =0e M = 1.
Supponiamo ora % < ap < 1. Per a € [0, 1] definiamo

D(C,) = D(A), Coxr = Az + aBx V€ D(A).
Per ogni « € D(A) si ha, per qualche a € ]ag, 1[ e b > 0,

[Bzllx < aflAz[lx +bllz]lx <
< a||Cazllx + acl[Bz|x +bl| Bz|lx < al[Coz|x + al| Bxllx + bfjz[|x ,
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e quindi
b

a
|Ballx <~ Catllx + ——z]x.

Allora la stima

Sia ora k € N abbastanza grande, in modo che ¢ := o <
precedente da

< C||CQ$HX +

1 b

Questo ci assicura che %B e C,-limitato con C,-limitazione a; < %: cio, come si e visto,
implica che 'operatore
1 1
Co+-B=A+|a+-|B
C ok k

genera un semigruppo contrattivo, purché C, faccia altrettanto. Per a = 0, dall’ipotesi
su A otteniamo che A+ %B genera un semigruppo contrattivo. Ne segue iterativamente
che A+ %B, vy A+ %B, A+ B generano semigruppi contrattivi. 0O

Teorema 3.2.7 Sia X uno spazio di Banach e sia A : D(A) C X — X il generatore
di un semigruppo analitico T(+), tale che

IR Allex) < VA€ Sow,

A =l

con 9 € }%,W], w > 0; sia inoltre B : D(B) C X — X wun operatore dissipativo e

A-limitato. Esiste a > 0 tale che, se la A-limitazione di B é ay < «, l'operatore A+ B
genera un semigruppo analitico.

Dimostrazione Supponiamo dapprima w = 0. Posto o = 3745 , il lemma3.2.5) ci dice

che )

M
HR<>\;A+B>||£(X) < W V)\EE&()\B(O,T%

con M’ >1er > 0 opportuni. Cio ¢ sufficiente per la tesi.
Sia ora w > 0. Allora

[Bzllx < afAz|lx + bllzllx < [(A—wlx)zllx + (b+aw)llzlx Ve e D(A):

dunque B ¢ A — wilx-limitato, e la sua A — wlx-limitazione coincide con la sua A-
limitazione. Per quanto gia provato, A + B — wlx genera un semigruppo analitico;
dunque la stessa cosa vale per A+ B. 0O

Esempi 3.2.8 (1) Sia X = L?(0,1) e poniamo
D(A)={f e W**(0,1): f(1)=f(0)=0},  Af=f" VfeDA).
Come si sa dall’esempio [1.12.2] A genera un semigruppo analitico. Posto

D(B)=W'(0,1), Bf=f VfeD(B)
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si e visto nell’esempio che B e A-limitato con ag = 0. Dunque, per il teorema|3.2.7],
l'operatore C'f = f” + f’, con dominio D(C') = D(A), genera un semigruppo analitico.

(2) Consideriamo il semigruppo di diffusione in X = L*(R") (si veda ([1.59))

T = (art) [ e pydy = [ Ko - i),

R
ove ,

Kz —y) = (4nt)"2 e~
Come abbiamo visto, il generatore di questo semigruppo analitico e il Laplaciano A
con dominio D(A) contenente lo spazio di Schwartz S(RY). Scegliamo X = L'(R")
e prendiamo come B l'operatore di moltiplicazione M, (si veda ’esempio con

q € L*(R"), p > max{1,n/2}:

D(My)={g€ L'(R"): qg € L'(R")},  M,g=qg Vg€ D(B).
Verifichiamo che B ¢ A-limitato con ag = 0. Se f € L*(R") e A > 0 si ha, ricordando
(T29),

IBROA) iy = H nrwral| <

LL(R")

s/m |/ v [ Ko=)l dydrds -
R

= [l [ e [ Kato - plato)ldeday <
Rn

< N fllergm) sup/ e—” Ki(z —y)|q(z)| dedt <
yeR™ Jo Rn
1

£ 1l 1l o e / { / [Kt(z)]pldz} it

1
7/

L] = | [ ] -

= [ / [47rt]‘n§e_5|2p/(4t)gd§r = o3y = o,

bS]

IA

essendo poi

e

si ottiene
IBROA) s < Cll il [ e % de = Call e
Scrivendo g = R(\, A) f, si trova
1Bgllrirny < CAllAg — Agllirny Vg € D(A), VA>0.
Dunque, D(A) C D(B) e
IBgllirny < ACAllgllLrrey + CrllAgllirey Vg € D(A),  VA>0.

Dato che C), — 0 per A — oo, cio prova che B e A-limitato con ag = 0.
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Capitolo 4

Formule di approssimazione

Scrivere un semigruppo 7'(+) in termini del risolvente del suo generatore ci & possibile
solo nel caso di semigruppi analitici (formula (1.53))). Nel caso di semigruppi fortemente
continui tuttavia esistono delle formule di approssimazione che possono essere d’aiuto.

4.1 1l teorema di Trotter-Kato

Iniziamo con un risultato fondamentale che ci servira nel seguito.

Teorema 4.1.1 (di Trotter-Kato) Sia X wno spazio di Banach e sia {T,,(-)} una
famiglia di semigruppi fortemente continui su X, con generatori A, : D(A,) C X — X.
Supponiamo che esistano M >1 e w € R tali che

1T ()l ex) < M e VYneN, Vt>D0.

Fissato \g > w, valgono le implicazion:

ove:

(a) esiste A: D(A) C X — X, con D(A) =X e R(AIx — A) = X, tale che
lim ||A,z — Az||x =0 Ve € D,
n—oo

dove D ¢ un nocciolo per A;

(b) esiste S € L(X), con R(S) = X, tale che
lim ||[R(Xo, An)z — Sz||x =0 Vo e X;
n—oo

(c) esiste un semigruppo fortemente continuo T(-), con generatore B : D(B) C X —
X, tale che S = R(\g, B) e

lim [|T,,(t)x —T(t)z||x =0 VrxelX, Vt>0,
n—oo
con convergenza uniforme in [0,to] per ogni ty > 0.
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Inoltre, se vale (a) loperatore B é la chiusura di A, ossia l’estensione chiusa minimale

di A.
Dimostrazione Anzitutto proviamo il seguente lemma:

Lemma 4.1.2 Sia A: D(A) C X — X un operatore lineare. Se \g € p(A) e se D ¢
un nocciolo per A, allora (AgIx — A)(D) ¢é denso in X.

Dimostrazione Sia y € X. Poiché D ¢ denso in D(A) con la norma del grafico di A,
fissato € > 0 esiste x € D tale che

lz = R(Xo, A)yllx <

e
Ax — AR(M\g, A )
1+ |)\0| ) H z ( 0 )yHX <€

Allora

(Ao —A)z —yllx = [Xo—A)z— R(Xo, Ay]llx <
< olllz = R, A)yllx + | Az — AR(No, A)yllx < 26. O

Passiamo alla dimostrazione del teorema.

(a) = (b) Basta provare, grazie al lemma che
lim ||R(M\o, Ay)z — Sz||x =0 Vo e (Nlx — A)(D):
n—oo

infatti, essendo ||R(Xo, An)|lzx) < o Per ogni n € N, la tesi segue per densita. Sia
dunque z = (Aglx — A)&, con £ € D: si ha

R(Ao, An)z = R(Ao, An)[(Molx — A)§ — (Molx — An)§] + & = R(Xo, An)[Anf — AL + €,
da cui

R(M\o; Ap)x — & in X per n — oo;
per densita, come si € osservato, esiste il limite

Sz = lim R(\g, Ay)x in X Vo € X.
n—r00

Dato che
M

0o — W

abbiamo S € L(X) e ||5]|x < /\OL_W Inoltre, se £ € D si ha £ = Sz € R(S), da cui
R(S)=D=X.

(c) = (b) Ricordando (|1.25)), si ha per A > w

/ e MIT () — T(t)adt

ISzllx = lim [ROw, Aallx < 7——lellx Vo€ X,

<

IR\, Ap)z — RO\ A)z||lx = ‘
X

< / eMTu(t)e — Tzl x dt ¥o € X,
0

Dato che ||T,,(t)z—T(t)z||x < 2M e*! perognit > 0, siha ||[R()\, A,)z—R(\, A)z||x — 0
per convergenza dominata, per ogni x € X e A > w. In particolare vale (b).

(b) = (c) Questa ¢ la parte pin lunga ed impegnativa: dobbiamo costruire il semi-
gruppo limite dei 7,,(+) ed il suo generatore. Per iniziare, ci occorre un altro lemma.
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Lemma 4.1.3 Nelle ipotesi del teorema se vale (b) allora esiste il limite

lim R\, Ap)z =: G\)z  in X Vee X, VYA>w,

ove G(\) € L(X) verifica
GA) = G(p) = (= ANGNG(p) = (p = NGWGA) VA p>w,

M
IGONFz||x < —w)kaHX Vre X, VA>w, VkeN'.

(A=
Dimostrazione Sia

Q:{)\>w: 3 lim R(\, A,)z in X per ogniazGX}.

n—oo

Per ipotesi, A\g € €. Proviamo che Q) & aperto, mostrando che se € Qe |A—p| < 4
allora A € Q. Infatti, anzitutto notiamo che, essendo u € €2,

2M’

3 lim R(p, An)z =: G(p)zr Vo e X.

n—oo

ne segue facilmente, per induzione,

3 lim [R(p, A" = G(w)*z Vo € X, VkeNT.
n—oo
Cio premesso, osserviamo che R(-, A,) ¢ una funzione analitica in un intorno di p;
precisamente, il suo sviluppo di Taylor centrato in p converge per ogni A € B (,u, ‘ﬁ),
poiché

1RO\ Ao = {20 (=1 A = ) [R(u, A))H <
k=0 L(X)

- MFH1 M X1 2M = w
<) |A—plf < — < VneN, VAe B :
—§| o (u—w)’““_u—w;?’“_u—w nem s <M’ 2M>

Dato che la serie converge totalmente, per |\ — u| < &7 si ricava che A € Q e che

lim R(\, A,)z = lim Z(—l)k(/\ — 1)*[R(p, Ap)]* =
= Z PO = kG (p)* e in X Vo € X.

k=0

Proviamo che Q & chiuso in Jw, +oo[ Sia A > w un punto d’accumulazione per (2

allora esiste pu € € tale che |\ — u| < £22. Con 'argomento sopra esposto, si trova che
A € . In definitiva, w ¢ non vuoto, ChIUSO e aperto in Jw, +0o[: dunque = w, +o00],

e pertanto

3 lim RO\ Ap)e =GNz in X Ve e X, VYA>w.

n—oo
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Dalla precedente stima uniforme per ||R(X, A,)||z(x) segue che G(A) € £(X); Inoltre,
dall’identita del risolvente scritta per gli A,,,

R(A, An) = R(p, An) = (= MR, An) R(p, An) = (1 = A R(p, An) R(A, Ay),

segue subito, per n — 00, la stessa relazione per G(\) — G(u). Infine

IGN)Fz||x = lim [|R(N, Ay)Fz|x < Vee X, VA>w, (4.1)
n—o0

M
m”l’Hx

e cio prova la tesi. 0O
Dal lemma segue che G(\g) = S; inoltre

G(A) = G(ho) + (Mo = )G (A)G(N),

cosicché

R(G(N\) = R(G(\o)) = R(S),
e per ipotesi esso € denso in X. Ora si ha, per A > w,
Tim [[[nG(n) = Ix]G(N)l|ccx) =
= lim [|(n = N)G(n)GA) + AG(M)G) = G|l eix) =
= lim |[G(A) = G(n) + AG(n)G(A) = GN)lleex) =

: . M AM
= Jin [GEAGO) - e < fim 2|22 1] <o
Quindi
lim [nG(n)r —z||lx =0 Vo e R(G(\)) =R(5),
n—o0
e poiché R(S) & denso in X, dal fatto che |[nG(n)|zx) < 22 < ¢, segue che

lim ||[nG(n)x —z||x =0 Ve € X.
n—oo

Di conseguenza, se « € ker G(A) si ha per A > w

= lim nG(n)xr = lim [n[G(n) — G\)]x +nG(\)zx] =

n—oo n—oo
= lim [n(A —=n)G(n)G(A)z +0] = lim 0 =0,
n—oo n—oo

ossia G(\) ¢ iniettivo ed ha immagine densa per ogni A > w. Possiamo allora porre

{ D(B) =R(S)
Bx = Mz — S7'z Vz € R(S).

L’operatore lineare B & chiuso, perché \gIx — B ha inverso S € L£(X); inoltre, per
definizione,

(MoIx — B)S = S(A\Ix — B) = Ix,
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ovvero G(Ag) = S = R(\o, B). Infine

(Mx — B)G(A) = (A=X)G\) + (Mlx — B)G(\) =
= (A =20)GA) + (Qolx = B)[G(Xo) + (A = A0)G(Ao)G(N)] =
= A=X)GN) +Ix+ (N — NG\ =Ix
e analogamente
GA)(AMx = B) = G[(A =X+ Xo)Ix — B] =
GA)(A = Xo) + [G(Ao) + (Ao = A)G(X)G(N)] =
= GAA=X)+Ix+ (N — NG = Ix,

il che mostra che G(\) = R(A, B) per ogni A > w. Da (4.1)) segue che

HR()‘vB)kHE(X) < VA >w, VkeNT,

(A —w)*

e quindi B genera un semigruppo fortemente continuo 7'(-). Resta da provare che,
per n — oo, T, (t)x tende a T'(t)x in X per ogni x € X et > 0. A questo scopo,
introduciamo il sottospazio C dello spazio £*°(N, X) delle successioni limitate a valori
in X, definito da

C={x={z,}nen C X: Elnlgroloxn in X},

munito della norma
|x|lc =sup ||lz.]|]x  VxeC.
neN

E facile verificare che C & uno spazio di Banach. Per A > w poniamo
G\)x = {R(\, An)xp }nen Vx = {Zp}nen C X.

L’operatore G(A) manda C in se stesso, in quanto per ogni x = {x, },en convergente
ad un limite x si ha per n — oo

[RA; An)n = R(A, B)zl|x < [[ROA, An)ll e llen =2l x +[[R(A, An)z = R(A, B)z|[x =0,

e dunque G(A\)x € C, con limite R(\, B)x. Inoltre vale la stima

|GV x]lc = sup [|R(\, 4, )F2n||x < vx e C, VkeNT,
neN

M
WHXHC
ossia

”G()‘)kHL(C) < ()\——w)k Vk € NT. (42)

Vale anche la relazione

G(A) = G(u) = (= NGNG() = (k= NG(p)GA) VA pu>w.
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Mostriamo infine che
ker G(\) = {0}, R(G(N)=C VA > w.

Infatti, se x € ker G(\), la successione {R(\, A,)Ty fnen € nulla, ossia R(\, A,)z, =0
per ogni n € N: ne segue x,, = 0 per ogni n € N, vale a dire x = 0. Sia ora x = {2, }nen
un elemento di C, con x,, — x per n — oco. Fissato ¢ > 0, sia w € D(B) tale che
|w—z||x < 5. Sia poi N € N tale che

llan — ||x < % e [I[R(N Ay) — RO\, B)(Ow — Bw)||x < % Vn > N,
e infine per n =0,1,..., N sia z, € D(A,) tale che
|zn — xnllx <€ pern=20,1,..., N.

Allora, posto
[ = RNA)Mx — A)z, sen <N
Yn = R(X\ A (M x — B)w sen > N,

si ha y = {yn}tnen € C perché y, — R(\, B)(AMlx — B)w = w per n — o0; inoltre
y € R(G(\)) per costruzione. Valutiamo |y — x||c: si ha

[yn = znllx = ll2n = znllx <& pern <N,

mentre

IR, An)
ITR(

£
3

—~

yn — 2nllx Aw — Bw) — x,||x <

IN

~—

JAn) — RN, B)|(Aw — Bw)||x + ||w — z||x + [z — 2, x <
_l’_

A

A
€
3 =€ per n > N;

OOIm

in altre parole, ||y — x||c < €. Cid prova che R(G())) ¢ denso in X.
Adesso procediamo come quando abbiamo costruito B: definiamo A : D(A) C C — C
ponendo

{ D(A) = R(G(Mo))
Ax = Mx — G(N\)'x Vx € R(G(\o)).

Si noti che, per costruzione,
G(Ao)Ax = A G(Ao)x —
osslia
R(Xo, A)(AX),, = MR(Xo, Ap)zn — 2 = Ay R(No, An)zp Vn € N,
vale a dire

Ax = {A,x, }nen Vx € D(A). (4.3)
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L’operatore A ¢ lineare, chiuso, con dominio denso, e risulta G(A) = R(X\, A) per
ogni A\ > w; grazie alle stime , per il teorema di Hille-Yosida (teorema , A
e generatore di un semigruppo T(-) fortemente continuo su C. Consideriamo adesso
gli approssimanti di Yosida, definiti in , di A, ossia gli operatori A,, definiti da
A,, = mAR(m,A) € L(C). Per il lemma|l.8.3si ha

lim e*mx = T(t)x in C Vx € C,

m—r0o0
e la convergenza e uniforme in [0,%y] per ogni t; > 0. Pertanto possiamo scrivere,
ricordando (4.3)) e indicando con (A,),, gli approssimanti di Yosida di A,,

T(t)x = n}g%o ethmx = nllgclm {et(A”)mmn}neN = {Ta(t)zn},eny InC ¥xeC, Vt>0,
con convergenza uniforme in [0, %] per ogni t; > 0. In particolare si deduce che la
successione {T,,(t)z, }nen € convergente in X per ogni {x, },en convergente in X e per
ogni t > 0. Scegliendo in particolare la successione X costantemente uguale a x, si
trova che {7T),(t)z } nen coincide con la successione convergente T(¢)X. Detto S(t)z il suo
limite, abbiamo

lim 7,,(t)r = S(t)r in X Vee X, Vt>0,
n—o0
uniformemente in [0, ¢o] per ogni ¢y > 0. Chiaramente S(-) ¢ un semigruppo fortemente

continuo in X, tale che
1S()]lex) < Met V> 0.

Proviamo che S(t) = T'(t), il semigruppo generato da B, per ogni ¢t > 0: detto L il
generatore di S(-), per la (1.25)) si deve avere R(\, A,)x — R(A\, L)z per n — oo; ma
sappiamo che R(\, A,))x — R(\, B)z per n — oo, e dunque R(\, L) = R(\, B), da cui
L = B e infine S(-) = T'(-). Dunque vale (c).

Proviamo finalmente che, se vale (a), allora B = A, ove A ¢ la chiusura di A. Anzitutto,
vale S = R(\g, B), e quindi se x appartiene al nocciolo D si ha, grazie all’equilimitatezza
delle norme [[R(Ao, An)||z(x) e allipotesi (a),

S(/\()IX — A)l‘ = lim R()\o, An)<>\0]X - A)ZL’ =

n—oo

n—oo

= lim [ + R(N\o, 4,) (A — Az)] = 2.
n—oo

Poiché X & un nocciolo anche per A (visto che per i grafici vale G(A) = G(A)), si ottiene
facilmente -

S()\()]X—A)l’:l' VI'ED(A),
il che implica l'iniettivita di A\g/x — A. Si ha poi

R(Xolx —A) 2 R(Molx — A)
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e quindi R(\olx — A) = X. D’altra parte, I'operatore (AgIx —A) ™' : R(N\oIx —A) = X
e bigettivo e verifica

()\0[)( — Z)_lx = Sx Vx € R()\OIX — Z)

Utilizzando il fatto che A & chiuso, ¢ facile verificare che anche (Aolx — Ao ¢&; da
qui si deduce che R(AoIx — A) = X. In definitiva, (Ao/x — A7t =8 = (\Ix — B)™,
da cuil infine A = B. Cio conclude la dimostrazione del teorema di Trotter-Kato. O

4.2 Formula di Chernoff

La formula di Chernoff esprime un semigruppo fortemente continuo in funzione del
risolvente del suo generatore, tramite un opportuno limite. Il teorema fondamentale,
da cui otterremo questo risultato come corollario, ¢ il seguente.

Teorema 4.2.1 (di Chernoff) Sia X uno spazio di Banach e sia V : [0, 00[— L(X)
una funzione tale che

V(0) = Ix, VO " lexy <M VE>0, VneNF.
Se tnoltre esiste il limite

A — li V(T2

m X Ve e D,
h—0+ h

ove D é un sottoinsieme denso in X, tale che (\oIx — A)(D) sia a sua volta denso
in X per un opportuno \g > 0, allora la chiusura A di A genera un semigruppo T(-)
fortemente continuo, per il quale

t n
T(t)leimV(—) r inX Vee X, Vt>0,

n—00 n

con convergenza uniforme in [0,to] per ogni tg > 0.
Dimostrazione Partiamo da un lemma fondamenale.

Lemma 4.2.2 Sia X uno spazio di Banach e sia T € L(X) tale che | T"||zx)y < M
per ogni n € N*. Allora

o700 Tl < MVRITE ~2llx Vo€ X, VneN-

Dimostrazione Fissato n € NT, vale

nk

!

0

en(TfIX) _Tn — efn[enT . enTn] — e [Tk . Tn]

NE

i
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D’altra parte

(k-1 k—1
D -1 = T[T —Ix] sek>n
j=n j=n
™" —T"=¢ 0 se k=n
n—1 n—1
DI =T = TIT — Ix] sek<n,
\ J=k j=k
da cui
|[TF —Tz|x < |n—kIM||Tz —z||x VreX, VYneNT, VkeN.
Pertanto
n(T—Ix) - —
JenT g — || < e "M||Tz—zx > i — k| <
k=0
1 1
< e "M||T IS e
< Mol | Y5 | [ - kP
essendo
- nk - 7’L 2 2.n 2. n 2. n n n
k—n— Fn—anij):ne—%ze + ne" + ne" = ne”,
k=0 k=0
si ottiene

He (T-Ix), Tnx”X < e "M||Tz —z|x - e%[ne"]% = Myn||Tx —z|x. O

Proviamo il teorema di Chernoff. Scegliamo un parametro s, tale che s, \, 0 quando
n — oo; posto A, = i(V(sn) — Ix) € L(X), si ha, per ogni z € D, A,z — Ax per
n — oo. Inoltre, dall’ipotesi ||V (¢)"||z(x) < M per ogni t > 0 e n € N*, si ha per ogni
t>0

t

€ sn

V(sn)
€ sn

. e IV (0) ™ 2
[C Hc(X) < ) <e Z < M.

m
smm]!

Ne segue, per il teorema di Trotter-Kato (teorema 4.1.1), che la chiusura A di A genera
un semigruppo fortemente continuo 7'(+), il quale verifica

lim |T(t)r — ezl|lx =0 Vo€ X, Vt>0,
n—o0

uniformemente in [0, ty] per ogni to > 0. Ma d’altronde, se scegliamo s,, = 7%, usando il
lemma, con T =V (L), si ha per n = o0

(g 1 (%) ) V() x]y (z)

(2)e-a], - g

<
X

Wlx =0 YreD, Vt>0,

t

- M|l
T
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uniformemente in [0, o] per ogni ¢ty > 0. Essendo poi

ethn Y 3 '
n

per densita si ottiene che la relazione sopra scritta vale per ogni x € X et > 0, sempre
uniformemente in [0, o] per ogni ¢, > 0. Ne segue

t n
lim HT(t)x -V (—) x
n—00 n

uniformemente in [0, o] per ogni ty > 0. La tesi ¢ provata. 0O

<2M, Vr >0,
L(X)

=0 VreX, Vt>0,
X

Corollario 4.2.3 (formula di Chernoff) Sia X wuno spazio di Banach e sia A :
D(A) C X — X generatore di un semigruppo T(-) fortemente continuo. Allora

T(t)r = lim [ER <?,A>rx: lim (IX—%A)_nx Vee X, Vt>O0.

n—oo LT n—00

Dimostrazione Siano M > 1 e w € R tali che ||T(t)|/zx) < M e** per ogni t > 0
(proposizione [1.5.3]). Poniamo

Ix set=0
1 1

V(t) = ;R (;,A) se0<t<d
0 set >0,

ove § €]0,00[ se w < 0, mentre § € 0, 2] se w > 0. Allora V :]0, 00[ — L(X) e

k
R (—1,A>
¢

Dato che, per § > 0 abbastanza piccolo,

1
V) lex) < m

1

(w+1)t
e >
1—wt

vt €10, 0],

otteniamo, per o > 0 sufficientemente piccolo
V() |lexy < M@tk e 0,8, VkeNT;
dunque, per definizione di V (t),
V() ||l exy < Me@D  we >0, Vke N

Inoltre, per t — 0T,
1
= ;R (?A> Ax — Az Yz € D(A).
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Possiamo allora applicare il teorema di Chernoft alla funzione
V(t) = e @V (),

che ne verifica le ipotesi con A = A — (w+ 1)Ix. Siricava che esiste un semigruppo

T'(-) fortemente continuo e limitato, tale che

lim Hv (f>nx — ()

n—00 n

=0 Vee X, Vt>0.

X

Ne segue che il semigruppo T(-) = {e@ VT (#)},5¢ verifica

t n
lim HV (—) r—T(t)x
n—0o00 n

e cio prova la tesi, essendo per ognit >0 en € NT

(=) =) G = Gl = ()] -

=0 VreX, Vt>0,
X
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Appendice A

Teoria spettrale

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia A: D(A) C X — X un operatore lineare
non necessariamente limitato. La teoria spettrale analizza gli operatori Al — A al variare
di A € C, e ne studia le proprieta di invertibilita e di non invertibilita.

Definizione A.0.1 Un numero complesso A é un punto regolare per A se [’operatore
Mx —A: X — X ¢ iniettivo con immagine R(AMx — A) densa in X e con inverso
(AMx—A)"' : R(A\x—A) — D(A) limitato rispetto alla norma di X. L’insieme p(A) dei
punti regolari ¢ detto insieme risolvente di A e l'operatore R(\, A) := (M x — A)™!, che
¢ densamente definito per ogni X\ € p(A), é detto operatore risolvente di A. L’insieme
o(A) =C\ p(A) e detto spettro di A.

Osservazione A.0.2 Supponiamo che 'operatore A sia chiuso. Allora, se A € p(A),
risulta in effetti R(Ax — A) = X. Infatti, se y € X = R(Ax — A), per densita esiste
(Zn)nen C D(A) tale che \x,, — Ax,, — y in X. Ne segue che Ax,, — —y + Az; poiché
A ¢ chiuso, si conclude che x € D(A) e Ax =y — Az, ossia y € R(Ax — A).

Lo spettro o(A) si decompone nel modo seguente.

e Lo spettro puntuale o,(A) ¢ costituito dai numeri A € o(A) tali che AIx — A non
¢ iniettivo. Gli elementi di 0,(A) si dicono autovalori di A e gli z € X \ {0} tali
che Az — Ax = 0 sono chiamati autovettori relativi a .

e Lo spettro continuo o.(A) ¢ formato dai numeri A € o(A) tali che \Mx — A ¢
iniettivo, con immagine R(Ax — A) densa in X, ma con (AIx — A)~! non limitato
su R(Ax — A) rispetto alla norma di X.

e Infine lo spettro residuo o,(A) consiste dei numeri A € o(A) tali che \[x — A ¢
iniettivo ed ha immagine non densa in X.

Alla luce dell’osservazione [A.0.2] risulta 0(A) = 0,(A4) U 0.(A) U 0,(A), con unione
disgiunta.

La prima cosa che verifichiamo & che p(A) & un aperto di C, e che quindi lo spettro o(A)
& un chiuso.
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Proposizione A.0.3 Sia A : D(A) C X — X un operatore lineare chiuso. Allora
linsieme risolvente p(A) ¢é aperto in C.

Dimostrazione Se p(A) = (), allora esso ¢ aperto. Altrimenti sia A € p(A): allora,
per l'osservazione [A.0.2] (A\[x — A)~! € L(X). Per ogni z € C tale che

1
I(Mx = A) e |

2] <

proviamo che risulta A — z € p(A): infatti, posto By = Zizo (M x — A)~", la succes-
sione (Bg)ren € di Cauchy in £(X) perché la serie Y 77, z"(Ax — A)™" converge total-
mente. Detto B il limite in £(X) dei By, ossia la somma della serie Y32 2" (A x —A) ™",
verifichiamo che I'operatore B(Ax — A)~! ¢ 'inverso di (A — 2)Ix — A:

B\ x — A7\ —2)Ix — A] = B— 2By — A" = B(Ix — 2(Mx — A)7}) =
SO — A =3 Ly — A = I,
h=0 h=0
ed analogamente si vede che [(A — 2)Ix — A]B(AIx — A)™! = Ix. Percio I'intero disco
B <)\, m) ¢ contenuto in p(A4). O

Proposizione A.0.4 Sia A € L(X). Se [N > [|Allz(x), allora X € p(A).

Dimostrazione Infatti, supposto |A| > || Al|z(x), ¢ facile verificare che l'operatore
B =35 inverte \Ix — A. O

In realta vale di piti. Premettiamo la seguente

Definizione A.0.5 Sia A € £(X). [l raggio spettrale di A &
r(A) =sup{|A|: A € a(A)}.

Si noti che per la proposizione si ha 7(A) < ||Allzex)-

Proposizione A.0.6 Sia A € L(X). Allora esiste il limite

Jim (A2 ) = 7(A);

in particolare se |\ > r(A) si ha X € p(A).

Dimostrazione FE chiaro che l'ultima affermazione segue dalla definizione stessa di
raggio spettrale.
Proviamo 'esistenza del limite. Sia

1
_ . . n H
s = hq{r_l}golf [A™ 1 2 x)-
Ovviamente risulta 0 < s < [|Al|z(x). Fissato € > 0, sia m € N* tale che
1
s—e<[[A™|Fx) <s+e.
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Per ogni n > m, scegliamo 'unico k € N tale che km < n < (k + 1)m; allora

: - IR ese
Iy = AP AR 2 SHA’“ Izl Allzge, <
km n—km
< [I4™170] " 143y < G+ 0% 1Al

Poiché 1 < 2=bm < ‘rigylta HA||£(X) — 1 per n — oo; poiché 1 — 2 < ¥ <1 i ha

(s+e)n = + e per n — oo. Percio, passando al massimo limite,

1
hmsupHA”H£ < s+€:1i£g1f|\A"\\Z(X)+€ Ve > 0,

n—oo

1
da cui segue subito che il limite s = lim,, o | A"[| £y esiste.
Dobbiamo adesso provare che s = r(A). Sia |A\| > s e mostriamo che A € p(A). Esiste
d > 0 tale che |A| > s + ¢; quindi per un fisato indice n sufficientemente grande si avra

A" > (s +0)" > |4 2ex)

Allora si verifica agevolmente che 'operatore
0 Ank
S = Z A\n(k+1)
¢ ben definito come elemento di £(X) e soddisfa

S(\"Iy — A™) = (\"Ty — A™)S = Iy,

ossia S = (\"Ix — A™)~1. Ne segue, posto U = S p_  A"A" =" che U € L£(X), che
US = SU e che
US(Mx — A) = (\x — A)US = Iy,

ossia US = (AMx — A)~!. Si noti che

oo n—1 Ank+n 1-h 0 n—1 Ank+p

[o.¢] Am
Us = Z )\hAn o Z )\n (k+1) Z Z \nk+n—h Z Z )\nk+p+1 ~ Am+L’

k=0 h=0 k=0 p=0

Dunque, se [A| > s, allora A € p(A) e (AMx — A)~! = > 4% Per definizione di
raggio spettrale, cio prova che s > r(A).

Proviamo ora che s < r(A). Tutti i punti esterni alla palla chiusa B(0,7(A)) apparten-
gono a p(A). La funzione X\ — (A x — A)~! & olomorfa nell’aperto p(A), ed ha dunque
uno sviluppo in serie di Laurent che converge nella norma di £(X) in ogni punto di

p(A). D’altronde, la proposizione ci dice che

_ = Ah
(2lx — A7 =) Y]z > |All 2ex)

zh+1
h=0
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Per I'unicita dello sviluppo di Laurent, deve essere

(2Ix —A) ' = Z A7 Vz € p(4), (A1)

cosicché, in particolare,
nh_}rgo A lccolz] =0 Vz e p(A).

Fissiamo ¢ > 0 e scegliamo A € C tale che |A| = r(A) + e: si ha allora per n
sufficientemente grande

[A™ |20y < A" = (r(A) + )",

e dunque
1
= | nln <
s = lim 14", < 7(4) +¢

da cui s < r(A) per I'arbitrarieta di e. 0O

Vediamo ora due fondamentali proprieta dell’operatore risolvente.

Proposizione A.0.7 Sia A: D(A) C X — X un operatore lineare chiuso. Allora:
(i) la funzione A\ — R(\, A) = (M x — A)~! ¢ olomorfa sull’aperto p(A);

(i) wale I’identita del risolvente

RN A) = R(p, A) = (= RN A)R(p, A) - VA, i€ p(A).

Dimostrazione Proviamo dapprima (ii): si ha
R(A, A) = R(p, A) = R A)(n = A) = (A = AR (p, A) = (1 = M R(A, A)R(p, A).

Proviamo (i). Da (ii) segue che [[R(A, A)||zx) ¢ limitata nell’intorno di ogni punto
i€ p(A): infatti

da cui per |\ — pu| < m segue
IR Allecey = (1R, AL = (1= N R A)] o) <
< R Al ZH = NR(p, Allzx) <

A

1R, Al c(x 22 =2 R(p, Allex) -

Pertanto, per A — p otteniamo

RN A) = R(u, A) in L(X),
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e dunque, dividendo per A — u,

RN\ A) — R(u, A)
A—p

= _R()‘7 A)R(,U,, A) - _R(/lﬂ A)2 per A= s

ossia

H%Rm, A) = R, A? Ve p(A). (A2)

Quindi A — R(A, A) € una funzione olomorfa in p(A). 0O
Osservazione A.0.8 Si noti che dalla (A.2)) segue facilmente per induzione che

H%R(A,A) = (=1)"n! R\, A)™ WA € p(A), VYneNT'. (A.3)

Corollario A.0.9 Sia A € L(X), con X # {0}. Allora o(A) # 0.

Dimostrazione Per la proposizione [A.0.7, la funzione A — R(), A) & olomorfa su
p(A). Se fosse o(A) = ) sarebbe p(A) = C e dunque tale funzione sarebbe olomorfa
intera. Inoltre dallo sviluppo di Laurent segue che essa tende a 0 per |A| — oc.
Per il teorema di Liouville, essa e costante, quindi in questo caso nulla: dunque tutti i
coefficienti dello sviluppo sono nulli, in particolare il primo che & A = Ix. Da Ix =0
segue X = {0}, assurdo. O

Esempio A.0.10 Poniamo X = Cla,b] con | f|lx = supyc,y |f(t)|. Sia K una fun-
zione di due variabili continua in [a,b] X [a,b] e sia A : X — X l'operatore integrale
definito da Af(t) = fab K (t,s)f(s)ds per ogni t € [a,b] e per ogni f € X. E immediato
verificare che A € L(X) con [[Al/zx) < [[K||o: dunque p(A) contiene tutti i numeri
A€ Ccon Al > ||K|s -

Un caso particolare di questo esempio si ha quando K(t,s) = 0 per ¢ < s: in questo
caso si ha Af(t) = fat K(t,s)f(s)ds e A viene chiamato operatore integrale di Volterra.
Per un operatore di questo tipo valgono le stime, verificabili per induzione,

(b—a)"
n!

A" 2x) < 1K |% Vn e N;

dunque la serie dell’operatore risolvente » °° /A"""1A" ¢ totalmente convergente per
ogni A € C\ {0}, e di conseguenza p(A) D C\ {0}; al contrario, si ha 0 € o(A). Si noti

che in questo caso si ha 0 = r(A) < ||A]zx). In particolare, per ogni fissata g € X
I’equazione integrale di Volterra

MO [ K96 ds= o0, e

& univocamente risolubile in X qualunque sia A € C\ {0}.
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Appendice B

Integrali a valori in uno spazio di
Banach

Siano X uno spazio di Banach (reale o complesso) ed (E, &, 1) uno spazio misurato:
considereremo funzioni f: £ — X.

Definizione B.0.1 Indichiamo con S(E, X)) lo spazio vettoriale delle funzioni semplici,
ossia delle funzioni ¢ : E— X tali che:

(1) ¢ assume un numero finito di valori xy,...,x, € X;

(ii) per ogni i = 1,...,k gli insiemi A; = {u € E : p(u) = x;} appartengono alla
o-algebra £ ed inoltre pu(A;) < oo.

La forma canonica della funzione ¢ e dunque la sequente:
k
o(u) = Zl“z X4, (u), ueFE.
i=1

Definizione B.0.2 Se p € S(E, X), con forma canonica ¢ = Zle Tixa,, | integrale
di o su E ¢ l’elemento di X definito da

k
/ odu = sz w(A;).
E i=1

Osservazione B.0.3 L’integrale su S(FE, X) gode delle usuali proprieta: in particolare
¢ lineare, e in luogo della monotonia (che non ha senso nel generico spazio di Banach
X) si ha la disuguaglianza

H/sodu
E

Si noti che ||¢(+)||x € una funzione semplice su F, a valori reali.

< /E leO)lxde Vo € S(E.X).

Passiamo ad introdurre le funzioni misurabili definite su F, a valori in X.
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Definizione B.0.4 Una funzione f : E — X é detta fortemente misurabile se esiste
una successione {on}tnen C S(E, X)) tale che, per n — oo,

on(u) = f(u) Yu € E.

La funzione f ¢é detta debolmente misurabile se per ogni T € X* la funzione reale o
complessa u — T f(u) € misurabile su E.

E facile verificare che una funzione f: E — X e fortemente misurabile se e solo se essa
¢ il limite puntuale di una successione di funzioni f, : £ — X fortemente misurabili.
Inoltre, si vede facilmente che ogni funzione fortemente misurabile & debolmente misu-
rabile; il viceversa ¢ falso, come tra poco mostreremo nell’esempio [B.0.5 Inoltre si vede
immediatamente che se f ¢ fortemente misurabile allora la funzione reale u — || f(u)||x
& misurabile su E.

Esempio B.0.5 Sia X = L*(a,b) e sia f : [a,b] — X definita da
f(t) = XJa,t] Vt € [a, b)].

Il fatto che f e debolmente misurabile segue notando che per ogni funzionale T €
X* positivo (ossia Tg > 0 se g > 0 q.0.) la funzione reale t — T f(t) & crescente,
dunque misurabile. Dato che ogni funzionale T" € X* e differenza di due funzionali
positivi, otteniamo che T f & misurabile per ogni T € X*. Proviamo che, al contrario,
f non e fortemente misurabile. Supponiamo, per assurdo, che esista una successione
(n)nen € S([a,b], X) tale che ¢, — f puntualmente in [a,b] per n — oo; allora
I'insieme dei valori di f, ossia l'insieme {x[qq : ¢ € [a,b]} dovrebbe essere la chiusura
in X dell'insieme {@,(t) : t € [a,b], n € N}, il quale ¢ un insieme numerabile. Ne
seguirebbe che {4 : t € [a,b]} sarebbe un insieme separabile di X. Tuttavia, i punti
Xat]> che sono un’infinita pitt che numerabile, sono tutti isolati in X = L*(a,b), dato
che le palle B(X[q,,1/2) sono tutte disgiunte al variare di ¢ in [a,b]. Quindi I'insieme
{X{ag : t € [a,b]} non puo essere separabile in X e cio mostra che f non puo essere
fortemente misurabile.

E importante la seguente proprieta delle funzioni fortemente misurabili:

Proposizione B.0.6 Sia f : E — X una funzione fortemente misurabile; allora per
ogni aperto A C X la controimmagine f~'(A) appartiene ad E.

Dimostrazione Sia {y,} una successione di funzioni semplici che converge a f pun-
tualmente in E per n — oo. Allora, se A ¢ un aperto di X, posto Ay = {z € A :
d(x,0A) > 1/k} possiamo scrivere

@ = UM en (A

keN+ neEN m=n
h ) ) ..
ora, detta wn(t) = > TjmXp,, la forma canonica di ¢y, gli insiemi B;,, sono
elementi disgiunti di £, e dunque avremo

om (A) = | Bim

JjeS
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ove S & l'insieme degli indici j € {1, ..., h,,,} per i quali si ha z; € Ay. Quindi ;' (A)
¢ un elemento di £, e dunque la relazione precedente mostra che f~!(A) appartiene ad

E. O

Anche il viceversa della proposizione precedente ¢ falso: esistono funzioni che non sono
fortemente misurabili, per le quali tuttavia si ha f~'(A) € £ per ogni aperto A C X.

Esempio B.0.7 Si consideri lo spazio misurato ([a,b], M, m), ove M ¢ la o-algebra
dei misurabili secondo Lebesgue e m ¢ la misura di Lebesgue. Posto X = L*(a,b),
per la funzione f(t) = x4 introdotta nell’esempio il viceversa della proposizione
¢ falso. Infatti, per ogni palla B(g,d) C X con 0 < § < 1/2 I'insieme f~'(B(g,d))
contiene al pitt un punto ¢ € [a, b] (e quindi esso ¢ misurabile): infatti se avessimo ¢ # s
et,s € f71(B(g,9)), otterremmo [ X[, — Xfa,sgllx < 2 <1 e cio ¢ impossibile. Ora la
controimmagine mediante f di ogni aperto ¢ unione numerabile di controimmagini di
palle, e pertanto ¢ un insieme misurabile. Tuttavia, come sappiamo dall’esempio [B.0.5]
la funzione f non ¢ fortemente misurabile.

E importante la seguente caratterizzazione delle funzioni fortemente misurabili.

Teorema B.0.8 (di Pettis) Sia g : E — X. Allora g é fortemente misurabile se e
solo se g é debolmente misurabile e ’insieme {g(u) : u € E} é separabile.

Dimostrazione (=) E chiaro che g, essendo fortemente misurabile, & debolmente
misurabile. Inoltre, detta {g, } una successione di funzioni semplici tali che g, (u) — g(u)
per ogni u € F per n — oo, gli insiemi {g,(u) : u € E} sono tutti finiti, quindi la loro
unione ha chiusura separabile e si ha

{9(w):ue EY C | J{ga(u) 1 u e E}.
neN
Ne segue che {g(u) : u € E'} ¢ separabile.

(«<=) Sia g debolmente misurabile con {g(u) : u € E} separabile. Possiamo supporre
che X sia a sua volta separabile: altrimenti possiamo sostituirlo con il piu piccolo
sottospazio chiuso M contenente {g(u) : u € E'}, che & certamente separabile.

Per prima cosa vogliamo provare che la funzione reale u — ||g(u)||x € misurabile.
Premettiamo questo lemma:

Lemma B.0.9 Sia X separabile, e poniamo S* = {T € X* : |[T||x- < 1}. Allora
per ogni successione {Ty}tnen C S* e per ogni Ty € S* esiste una sottosuccessione

{T,. Yken € {Th}nen tale che
klim T, u = Tou.
—00

Dimostrazione Sia {z;};en una successione densa in X. Per ogni n € N* definiamo
'operatore v, : S* — 2(n) (ove £*(n) ¢ R™ oppure C") ponendo

Un(T) = (Txy,...,Tx,), T c S*.
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Dato che £%(n) ¢ separabile, tale ¢ anche il suo sottoinsieme 1),,(S*). Un insieme denso
e numerabile contenuto in 1,(S*) sara una successione del tipo {¢,, (T, ) }ren, con
{Tktren C S*. Allora, fissato Ty € S*, per ogni n € NT esiste k, € NT tale che

n 3 ]
n= <Z Tox; — Tn,knwﬂz) <.
j=1

Se ne deduce che per ogni j € N si ha, per n > j,

W}n(TO) - ¢n (Tn,kn)

1
|Tn,knl‘j — T()ZE]" < E’

e dunque
lim |Tn,knzj — Tol’j| =0 \V/] € N.

n—oo

La densita di {z;};en implica che

lim |7}, ,x — Tox| =0 Vo e X,

n—oo

e cio prova il lemma. O

Per dimostrare che u + ||g(u)||x € misurabile, fissiamo a € R e consideriamo 'insieme
A={ue E:|gu)|x <a}.

Per T' € S* poniamo Ar = {u € E : |T'g(u)| < a} ed osserviamo che, evidentemente,

D’altra parte, fissato u € E, per un corollario del teorema di Hahn-Banach esiste
To € S*, con ||Ty||x+ = 1, tale che Tog(u) = ||g(u)||x; ne segue I'inclusione opposta

(| ArcAgcA

[T x==1

Utilizzando il lemma [B.0.9] si ricava

NAr.,..= (| Ar=A
n=1

TN x==1

Poiché g ¢ debolmente misurabile, si ha Az, , € & per ogni n € N¥, e I'uguaglianza
precedente mostra che, di conseguenza,A € £. Dunque ||g(-)||x ¢ misurabile.

Adesso facciamo il passo conclusivo. Essendo {g(u) : u € E} separabile, per ogni
n € N* possiamo ricoprire tale insieme con una successione di sfere aperte {S;,}jen di
raggio +. Detto uj,, il centro di Sj,, le funzioni ||g(-) — u;n, || x sono misurabili. Percid,
posto

Bjn={u€E:gu) €Sy}, jeN', B, =B,\|JBn, ieN

Jj=1
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gli insiemi Bj,, B], appartengono a & e risulta

Q=JBm=JB.
j=1 i=1
Inoltre, definendo
gn(u) = u,; peru€ B;,, €N,
si ha

1 o
lg(u) = gn(w)x <~ Vue B, =29
i=1

Dato che le g, sono fortemente misurabili e convergono puntualmente a g per n — oo,
anche g ¢ fortemente misurabile. Cio conclude la dimostrazione del teorema di Pettis.
O

Vediamo ora come e quando e possibile definire I'integrale di una funzione fortemente
misurabile, il quale sara un elemento di X.

Definizione B.0.10 Sia f : E — X una funzione fortemente misurabile. Diciamo che
f ésommabile su E se si ha

/E 1FO)llx dis < +oo.

Come sappiamo, questo integrale ha senso perché | f(-)||x € una funzione misurabile
non negativa. Osserviamo che, ovviamente, ogni funzione semplice € sommabile; natu-
ralmente, bisogna verificare che per le funzioni semplici la nuova definizione di integrale
coincida con la vecchia. A questo scopo stabiliamo anzitutto la seguente

Proposizione B.0.11 Sia f : E — X fortemente misurabile. I sequenti fatti sono
equivalenti:

(i) f é sommabile;
(ii) esiste {n}nen C S(E, X) tale che [, ]1f(-) — ¥n(-)|lx d — 0 per n — oc.

Dimostrazione (ii)== (i) Per ipotesi esiste v € N tale che

/ 1) = tu)lxdi <1 Yn= o

quindi

/||f ||Xdu</||f (¢ ||Xdu+/||¢y ||Xdu<1+/||wy Jlx i < oo,

Pertanto f e sommabile.
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(i) = (ii) Poiché f & fortemente misurabile, esiste {¢,}nent € S(F, X) tale che
on(u) = f(u) in X per n — oo, per ogni u € E. Definiamo

0 se pn(u) =0,
Yn(u) = { ||¢i751;|)|x ho(u) se @n(u) # 0,

ove la funzione h,, : £ — R ¢ data da

=" s @l =
T B se L < fw)x < & (k=1,2,...,n2").

271
Si verifica facilmente che {¢,}nen+ € S(E, X) e che ||¢,(u)||x < ||f(u)]x per ogni
u € F; proviamo che si ha

Up(u) = f(u) in X Yue FE per n — oo.

In effetti, se f(u) = 0 si ha ¥, (u) = 0 per definizione. Se invece f(u) # 0, esistera
v € N* tale che ||f(u)]|x > 27": quindi per n > v risulta ¢, (u) # 0 e dalla definizione

di ¥, (u) segue

_flw)
[1f (w)llx

Poiché inoltre |1, (u) — f(uw)|lx < 2||f(u)|x, dato che f & sommabile la convergenza &
dominata. Ne segue la tesi. O

lim ¢ (u) = lim “”—(“T ha(ut) = f@lx = fu)  Vuek.

|x

Siamo ora in grado di definire I'integrale di una funzione sommabile f : ' — X. Infatti,

per la proposizione [B.0.11| esiste {¢,, }nen € S(F, X) tale che [, || f(-) = ¢n()||x dp — 0
per n — oo. Ne segue che la successione {fE Up du}neN e di Cauchy in X, in quanto

[owtn= [vndn]| < [ 1t = a0l dn <

S/Hl/’n() ||Xdﬂ+/||f (lx dp — 0 per n,m — .
E

Essendo X completo, tale successione converge in X ed il suo limite, per definizione, sara
I'integrale su F della funzione f. In altre parole, definiamo l'integrale di una funzione
sommabile nel modo seguente:

Definizione B.0.12 Sia (E, &, ) uno spazio misurato, sia X uno spazio di Banach
e sia f: E — X sommabile. L’integrale (di Bochner) di f in E é l’elemento di X

definito da
[ rau= 1 [ vadn
E n— o0 E

ove il limite & fatto nella norma di X e {1, }nen € una qualunque successione di funzioni
semplici tale che lim, o [ || f(-) — ¥n ()| xdp = 0.

126



La definizione non dipende dalla scelta delle funzioni approssimanti ,,: infatti, se
{Nn}nen € un’altra successione in S(E, X)) tale che

Jim / 176) = ()l dye = 0,

allora evidentemente

/wndu /nndu

L’integrale di Bochner gode di tutte le proprieta usuali: ad esempio, se per A € £ si
definisce
/fduz/fodu,
A E
allora risulta

fd,u:/fdu—i—/fd,u VA,B e & con AN B =),
AUB A B

lim
n—oo

< lim / lonl) = 7)1 dpe = 0.

poiché e facile dedurre che tale relazione vale per ogni funzione semplice. Si ha anche,
come facile conseguenza della definizione,

/Efd’u X

Per 'integrale di Bochner di funzioni vettoriali definite su un intervallo I C R vale anche
la continuita delle traslazioni.

< / 1FO)llx dp (B.1)

Proposizione B.0.13 Sia f sommabile su un intervallo I C R. Prolunghiamo f
ponendola uguale a 0 nei punti di R\ I. Allora

hm/HftJrs (8)| dt = 0.

Dimostrazione Fissato 6 > 0, sia ¢ € S(R, X) una funzione semplice, nulla fuori
di I, tale che [,||f(t) — ¢(t)|x dt < &; per € > 0 sia poi w. una mollificatrice reale
di classe C*°, in modo che la convoluzione (definita, in un caso particolare, in (1.16]))
we * ¢ verifichi

/I||w5 o) — o) dt <5 Ve €l0,e.

Allora possiamo scrivere, per € € |0, &],
S5 = 50l de < [ 17+ s) - ele+ 9l des
I I
—i—/Hgo(t—irs) — W. *gp(t—l—s)det—i—/HwE * o(t+8) —we x p(t)]|x dt +

/Ilso ol det+/||<P ()x dt <

<40 + U(I) sup |Jwe * p(t + 8) —we * (t)] x,
tel
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da cui, per s — 0,
limsup/ | f(t+s) = f(t)]xdt < 46.
I

s—0

Dato che ¢ e arbitrario, si ha la tesi. O

Introduciamo adesso gli spazi LP per funzioni definite su F a valori in X.

Definizione B.0.14 Se 1 < p < oo denotiamo con LP(E; X) lo spazio delle funzioni
[+ E — X fortemente misurabili tali che [, | f()|[% dp < oo. Se p = oo denotiamo
con L®(FE;X) lo spazio delle funzioni f : E — X fortemente misurabili e tali che
supess, | f (u)]|x < oo.

Si verifica facilmente, riconducendosi al caso di funzioni da E in R, che gli spazi
LP(F; X), 1 < p < o0, sono spazi normati con le usuali rispettive norme:

1A llzrmx) = VE Hf(')H%du} v [l = supess,epl| f(u)llx-

Inoltre, con la stessa dimostrazione che si fa nel caso X = R, si ottiene che tali spazi
sono di Banach. Quando X e riflessivo, si sa anche caratterizzare, in analogia col caso
scalare, il duale di LP(FE; X):

Teorema B.0.15 (di Riesz-Fischer) Siano (E,&, 1) uno spazio misurato e X uno
spazio di Banach riflessivo; sia inoltre p € [1,00[. Allora (LP(F; X))* ¢é isomorfo ed
isometrico a LY(E; X*), ove % + % = 1; in altre parole, per ogni T € (LP(E; X))* esiste
un’unica funzione g € L(E; X*) tale che

(i) Tf = [{g(), f(-))x dp per ogni f € LP(E; X), ove (g(u), f(u))x indica Uazione
del funzionale g(u) € X* sull’elemento f(u) € X;

(1) Tl e = 9llzexe)-

Consideriamo in particolare il caso in cui (E,&,u) = ([a,b], M, m). In questo caso,
evidentemente, tutte le funzioni continue f : [a,b] — X sono fortemente misurabili e
sommabili, ed anzi lo spazio C([a, b], X) delle funzioni continue da [a, b] in X ¢ contenuto
(propriamente) in tutti gli spazi LP(a,b; X). In particolare, vale il seguente enunciato:

Proposizione B.0.16 Sia X uno spazio di Banach. Se f € C([a,b],X), allora la
funzione integrale F(t) = fat f(s)ds appartiene a C*([a,b], X) e F'(t) = f(t) per ogni
t € [a,b].

Dimostrazione Se t,t+ h € [a,b], si ha

HF(tJrh})L—F(t) ) ) _ H%/tt+h[f(5)_f<t)] . X _
< il [ 16 - ol

ed in virtu della continuita di f, I'ultimo membro e infinitesimo per h — 0. 0O
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Corollario B.0.17 Sia X uno spazio di Banach. Se f € C*(|a,b], X) risulta

s) + /t f'(rydr  Vit,s € [a,b].

Dimostrazione Fissato s € [a,b], la funzione

—/ 1 (r)dr, t € |a,b],

appartiene a C'([a,b], X) ed ha derivata nulla per la proposizione precedente. Percio,
fissato T € X*, la funzione reale o complessa g(t) = Ty(t) ha ancora derivata nulla in
quanto, in virtu della linearita e continuita di 7',

D=9 (1 2 220
) |

lim
h—0

o h

Dunque, g & costante su [a, b]; ne segue T'(y(t) —v(s)) = 0 per ogni ¢ € [a, b] e per ogni
T € X*. Per il teorema di Hahn-Banach, fissato ¢ € [a, b] si puo scegliere T' tale che
T(v(t)—~(s)) = ||[7(t) —v(s)||x; si conclude che y(t) = v(s) per ogni t € [a,b]. Essendo
v(s) = f(s), si hala tesi. 0O

Con la stessa dimostrazione del caso scalare, si provano per le funzioni a valori in uno
spazio di Banach la disuguaglianza di Holder

/ g D) x| dp < \[flleeex) - 9llLapxs  VF e LM(E,X), Vge LI(E;X7),

ove ]l) + % =1, e la disuguaglianza di Minkowsk:

JALE W|VM [/WWW@+MWM&A;VMEMEM
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Appendice C

Funzioni olomorfe di operatori

Sia X uno spazio di Banach e sia A € £(X). Come sappiamo, l'operatore risolvente
R()\, A) & ben definito nell’aperto p(A), certamente non vuoto poiché o(A) C {z € C:
2] < r(A)}.

Definizione C.0.1 Sia
©(A) ={f:U — C: folomorfa, U aperto, U D o(A)}.

Per f € ©(A) poniamo

fA) = - / RO A)

21

ove I' € una qualunque curva regolare, semplice e chiusa, orientata in verso antiorario,
contenuta in U \ o(A).

L’espressione che definisce f(A) ha senso, alla luce di quanto visto nell’appendice :
infatti se la curva I' & parametrizzata da @(t), t € [a, b], si ottiene 'integrale vettoriale

1) = ot [ SR, g 0t

L’integrale che definisce f(A) non dipende in realta dalla scelta della curva I nella classe
indicata, visto che l'integrando ¢ una funzione olomorfa. Inoltre f(A) & un operatore
lineare e limitato su X:

[f(ADllecoy = sup [[f(A)z]lx <

[zl x=1

< swp —{/ F@)IR(), Al oo llzllx ! (1) de

|zl x=1 27

< %sgp[lf(-)HlR(-,A)||c<x>]f(F)-

Verifichiamo adesso che 'applicazione f — f(A), da ©(A) in L£(X) ¢ lineare e trasforma
il prodotto ordinario in un prodotto di composizione.
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Proposizione C.0.2 Siano f,g € ©(A). Allora:

(1) per ogni A\, € C si ha \f + pg € O(

4)

e (

A+ ug)(A) = Af(A) + pug(A);

(ii) fg € O(A) e (fg)(A) = f(A)g(A) = g(A) f(A);
(iii) se wvale lo sviluppo f(X) = > 7 ja, A" per X € U, allora f(A) =7 a,

Dimostrazione (i) Segue direttamente
dalla linearita dell’integrale.

(ii) Siano U;,U, intorni di o(A) con
0U;, OU, regolari e supponiamo (il che non
& restrittivo) che U; C U,. Allora si ha,
utilizando il teorema di Fubini, I'identita
del risolvente e la formula di Cauchy:

1

F(A)g(A) = [—. SR A

21 Jyou,

1] (55 L 0000 0] -

_ (%) / N / o TV RO AV A) di =
B (27”) [raUl/wUQf()\ 2 (A’A) f( )deA_

o ,f—l 1

+ou, M

— — [ RO, A)dA+0 = (fg)(A).

1 [
- 2mi Lou, 2mi
1 ML
ori Jou, T | 2
1
2m +0U;

(iii) Per ogni e €]0,7(A)| la serie di potenze di f converge totalmente in B(0,r(A)

Scelto € in modo che OU C B(0,r(A) —¢), si ha

1

fl4) = — (ian)\"> R(\, A)d\ =

2mi Jyou

= / AN'R(A,A)d\ =
" 27” +oU

- . )
= 25

" )

h=0

Il
=)

Fjg

i
o

NE

>
Il

0

7]

—

Ah
d\ =

)\thl

U

Al d/\) - i an A",
n=0

—€).



ove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la formula di Cauchy ed il teorema dei
residui, dai quali segue

0 sek>0
1

2—/ MNdrx=4 1 sek=-1
T
+ou 0 sek<—1. O

Dal precedente risultato otteniamo, ad esempio, la rapppresentazione

2L AT
et =>" = / ePR(\, A)d),
+oU

n!
n=0

dove U ¢ una palla di centro 0 e raggio minore di r(A).

Teorema C.0.3 (dell’applicazione spettrale) Se f € O(A), allora

Dimostrazione Sia A € ¢(A). Consideriamo la funzione

) = 1(©)
A=¢

che ¢ olomorfa in un opportuno intorno U di A. Se fosse f(A) € p(f(A)), I'operatore
B =[f(NIx = f(A)]™

apparterrebbe a £(X). Ne seguirebbe

9(§) = , &€,

g(A)B(M\x — A) = [f(NIx — fF(A)](Mx — AT [fN)Ix — f(A)] (M x — A) = Iy,

quindi avremmo A € p(A), che ¢ assurdo. Cio prova la prima inclusione.

D’altra parte, sia u € o(f(A)): se fosse u & f(o(A)), posto h(€) = (f(&) — p)™*
avremmo h € O(A). Ma allora h(A)[f(A) — ulx] = Ix, contro l'ipotesi pn € o(f(A)).

Co prova la seconda inclusione. O
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