Esercizio Sia

Determinare

(i) insieme delle funzioni g € L'(R), tali che zg(z) € L*(R), che verificano
I’equazione g x g = f;

(ii) linsieme delle funzioni g € L*(R), che verificano I'equazione gx g = f.
Risoluzione

(i) Se g appartiene a L*(R) e gx g = f, deve essere anche

~

P=g%xg=Ff.
Ora si ha, denotando con F l'applicazione h +— /};,
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Adesso osserviamo che la condizione zg(x) € L'(R) significa dire che g €
C'(R) e che I'equazione g x g = f diventa, applicando F,

GO =~ %,
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g(§) ==+ife 7, oppure g(§) ==Fil¢le 7.
Siccome perd g € C(R), dobbiamo escludere la seconda eventualita. Si ha
allora
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osservato che g € L*(R), che di conseguenza anche g € L*(R), e che dunque
vale la formula di inversione, si ottiene
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9(y) = 5-9(=y) FRve

Se invece si parte dalla sola ipotesi che g € L*(R), allora anche la seconda

2
eventualita & possibile: da g(§) = +i [¢] e~ segue, essendo § € L*(R),
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Calcoliamo ad esempio h(—y) integrando per parti:
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dunque

0 2
h(y) = 2i — 2y/ e ¢y dy.
0

Pertanto
g(y) = E£[h(y) + h(-y)] =
0o 2 ' 0o 2
=+ [4@' + 2y (/ e~ T i gy —/ e~ T ¢ dy)} =:+[4i + I + L]
0 0

Calcoliamo I; e I, utilizzando il teorema dei residui. Per simmetria ¢ suffi-
ciente considerare il caso y > 0 (se y = 0 ovviamente Iy = I, = 0). Per I;
risulta, completando il quadrato,
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ove 7 ¢ la semiretta {z + iy : x € [0,00[}. Possiamo considerare, fissato
R >0, la curva chiusa T = |J;_, T, ove
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I'L =10, R], orientazione positiva,
r% = {z = Re" 9 €0, 193]} ,  orientazione positiva,

% ={z+iy:x €[0,RcosVg]}, orientazione negativa,

't ={it:te|0,y]}, orientazione negativa.

. _ .2 . .
ove ¥p = arcsin . Essendo e™*" una funzione olomorfa su C, l'integrale
di tale funzione sulla curva chiusa I'p e nullo per ogni R > 0. Ne segue,
utilizzando il teorema di convergenza dominata di Lebesgue,

I = 4ye‘y2/ e dz=4ye¥ lim [—/ e_Zde] =
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= —diye ! / el dt +V2mye V.
0
In modo analogo,
I, = -2y ey2/ e~ (5-iv) dé = —4y eV’ / e’Zde,
0 @

ove ¢ ¢ la semiretta {z — iy : © € [0,00[}. Stavolta, fissato R > 0, la curva
chiusa ' & data da T'g = |Ji_, I'%, ove
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4 - ) R,
lirR h“'*m._kt R

'L ={z—iy:x €0, Rcosdpr|}, orientazione positiva,
% = {z = Re' 9 € [-p, 0]} , orientazione positiva,
% =10, R], orientazione negativa,
'y = {it: t € [~y,0]}, orientazione negativa.

Nuovamente, per olomorfia, l'integrale di e~ sulla curva chiusa 's & nullo
per ogni R > 0. Ne segue, come prima,

I, = —dye™ / e #dz=—4ye ™ lim [ / eZde] =
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= —4iy eV’ / e dt — v 2ry eV’
0

Percio
= . . . 2 [Y
gly)=x4i+ L+ L)]==+ {42 — 8iye Y / et dt} ,
0
ed infine
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Osservazione La funzione g appartiene a L'(R), come ¢ giusto: infatti essa
¢ continua e pari, e all’infinito si comporta come x~2. Infatti, utilizzando due
volte il teorema di de L’Hopital si ha
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da qui, utilizzando il principio di sostituzione degli infinitesimi e in particolare
il fatto che z f; e’ dt ~ %eIQ per x — +oo (facile verifica), si ottiene
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