C. R. Acad. Sc, Paris, t. 301, Série 1, n" 4, 1985 107

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Une méthode unifite pour P'étude
des équations linéaires non autonomes, paraboliques dans les espaces de Banach. Note de
Paolo Acquistapace ¢t Brunello Terreni, présentée par Jacques-Louis Lions.

Pour résoudre le probléme de Cauchy abstrait non autonome parabolique, on fait une hypothése qui autorise
un traitement unifié de plusieurs ¢as ou les domaines des opérateurs A (£) varient aveo ¢,

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS., — A uniflied method for studying non autonomous linear
parabolic equations in Banach spaces.

We consider the non gutonomous abstrace Cauchy problem of parabolic type. Our assumptions provids a
unified treatment which applies to many situations where the domains of the operators may change with t.

0. InTrODUCTION. — Soit E un espace de Banach., On étudie le probléme de Cauchy
suivant :
- A D u=£), tel0, T),

0.1 HO-AOUOSO, e, T)

u(0)=x,

ou T>0, xeE et f: [0, T] = E est une fonction continue.

On considére le cas parabolique i.e. : pour chaque te[0, T] A(f) est un opérateur
linéaire fermé, générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {&**®},;, et de
domaine D, ,E qui peut varier avec . Plus précisément on suppose : :

Hyporuise H. 1. — 11 existe O, e]n/2, n] et M >0 tels que :
(@) Yze[0, T] I'ensemble résolvani p (A ()2 Xy, otk :

Ly, =1{ZeC: |argZ|§GO}U{0};

(ii) [(v—A)™! ||§1—_:VIW, YheZy, Vteld, T

D, ¢ n'est pas supposé dense dans E et donc le semi-groupe &4 ® n’est pas nécessaire-’
ment continu en £=70.

On cherche des solutions u du probléme (0,1) qui sont continfiment dérivables sur
[0, T]. On démontre existence, unicité et régularité maximales de la solution, lorsque f
est régulidre et fet x vérifient des conditions de compatibilité.

On fait 'hypothése suivante :

Hyporhise H.2. — Il existe B>0, KeN, oy, ..., o, By, ..., BeeR tels que
{i) —1=f,<a;,—1=1, j=1...K;

.

[ADA-A@) ' AGD ' ~AE s 2=B T ¢ 5|,
i=1

(i1)
YAeE,, OSs<t<T,
et on pose !
(0.2) §= min (o;— B, 1).

12jsk
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Remarque 0.1, — La représentation usuvelle du semi-groupe 5% est donnée par
I'intégrale de Dunford :

(0.3) A 0= R J A tdr, &0
: 2im |,

oll =X, est une courbe simple joignant co.e™® & oo, e® avec 0e(ln/2, By)).

Depmvrion ¢,3. — On dit que u : [0, T]— E est une solution stricte de (0. 1) si:
() ueCH([O, T E) NC({0, T); Dy () e u()eDy .
Yiel0, T et w, ', A(.)u(.)eC([0, TI; E);
(ii) W—A()u()=f dans [0, T] et u(0)=x
On utilisera les espaces d’interpolation D, (s, ©), o]0, 1] entre Dy, et E qui
peuvent étre définis de la fagon suivante : '
(0.4 Dy (0, 0)={xeE:sup| A E—A()) 'x|g<+}

g0
On utilisera aussi I'espace :
B(0, T; Dy (o, co)):={u: [0, T| > E tels queun (t) =D, , (o, «),
Yie[0, T] et sup Hu(t)”DA(!) @ )<+ 00}
0, Tl

1. CONSIDERATIONS HEURISTIGUES. — On donne ici une description heuristique de la
méthode qu’on emploie pour trouver une solution de (0. 1).

Supposons que u soit une solution stricte de (0.1) avec les données xeDy () et
FeC([0, Tk E) fizons [0, T] et posons ;

v(s)=e" A0y (s), se[0, T].
" Ona:
v ()= —A D" IO u(s)+e I NA (u(s)+S(5)

et par conséquent :

t t

u(ﬁ)—e”"“’x='[ A D) e IADA (t)‘l—A(S)‘I]A(S)u(S)dHJ el IO £ (s)ds.

0 0

Done :

(1.1) A(t)u(t)—thz(t) SNAOTA ()T A ()71 A (s) () ds

0
t
=A (DD x4+ A1) j et "IAW fyds.
]
L’équation (1. 1) est une équation intégrale de type Volterra dont le noyau est :
Qt, =A% (D POAGMTI AT, 0ss<t=T

Comme conséquence de ’hypothése H. 2 et de la représentation (0.3) on a:

1Q0 9 »ps — 25

————,  (3définipar(0.2)).
l t—s ll &

Enfin si on pose :
L(f, )YO=A(D* W x+A )" D20 f(5)ds
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et
Q(d))(t):th(r, S (s)ds,
a
on obtient :
(1.3) w(D=AE 1—Q *L{f x)] (),

qui est la formule de représentation pour u.

2. RESULTATS PRINCIPAUX. — Les résultats principaux sont les suivants
Tugorime 2. 1. — Soit ¢€]0, 8] M0, L, xeD, (), feC°([0, T]; E) et supposons que
A{Q)x+[(0)eDy o Alors la fonction u définie par (1.3) est lumique solution stricte
de (0. 1) et - o
w'eC{[e, T E) Bz, T; Dy (0, o0))
(i) et : '
A()u()HeC (e, T]; E), Yeel0, T,
(i) on peut remplacer & par zéro ci-dessus si et seulement si A (0) x+f(0)eDy (o, o).
TuEOREME 2.2. — Soif :
oe]0, 8110, 14, xeDyp  SEC(0, T EYMB(0, T; Da(o, )
et supposons que A (0) xe Dy, ). Alors la fonction u définie par (1.3) est lunique solution
stricte de (0,1) et
w eB(g, T, Dy (o, o))
(i) et:
A()u()eC([s T BYNB(e, T; Dy (o, ), Veeld, T

(i1) on peut remplacer € par zéro ci-dessus si et seulement si A(0) xe Dy (o, o).

3. COMPARAISON ET COMMENTAIRES. — On rappelle les principales hypothéses utilisées
dans la littérature pour le probléme (0. 1) dans le cas parabolique.

Dans les cas des domaines constants on a (Tanabe [8], Sobolevskii [7},
Acquistapace-Terreni [2], [3]) :

3. (1} Day=Daop Ye[0, T
' (if) il existe K >0 et ael0, 1] tels que [|A (DA ()™ ~1I||g- g <[t —s ]~
Si le domaine peut varier avec t il y a plusieurs situations. Dans certains cas, les
domaines varient, mais il y a des espaces intermédiaires entre Dy (, et E qui ne changent
pas : plus précisement, Kato [5] suppose que le domaine de la puissance p-fractionnaire
de (— A () est constant ;
(3.2) (i) Hlexiste pel0, 1 tels que p~teN et D mp=D_a o
’ (ii) il existe K>0et aelp, 1] tels que |[[—A (D [—A (] P —1|le e SK|t—s]"
Par ailleurs, Acquistapace-Terreni [4] supposent que :
(i) ilexiste pe]0, 1{tels que Dy, (p, 20}=Dy () (ps ©);
(3.3) (i) il existe K=>0 et ae]p, 1 tels que
“A(t)il_A(S)wl HF = Da 0 (p, w)§K| tﬁs|m'
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Dans le cas des domaines complélement variables, plusieurs hypothéses sont possibles :
premiérement on a (Kato-Tanabe [6], Acquistapace-Terreni {1]) :

(D) t—= (A=A () *estdérivableVAs Sy, ctilexiste K. >0¢tae]0, 1] tels que

i(A(t)—?»))“1 <  VheSy, Vis[0, T]
3.4) ” son [Af
(3. (i) ilexiste B>0etne]0, 1] tels que
NEaw-Law|  sBli-sh
di ds ko g

D’autre part, on peut supposer (Yagi [9]) que :
t — A (t)” ' est continliment dérivable et il existe K > 0et pe]0, 1] tels que

-3 A(t)(x—A@))—l-j—r(A(r))"l =

L VAeX,, te[0, T].
SRS

On peut grouper 'ensemble de cos hypothéses en deux types -
— le type (A), qui consiste en (3.1), (3.2), (3.3) et (3.3); et
— le type {B), qui consiste en (3.4). On a :

Prorosition 3. 1. — Les hypothéses du type (A) impliquent 'hypothése H . 2,

ProrosrTion 3.2. — Les hypoihéses du type (B) sont indépendantes de Phypothése H. 2.

Remargue 3.3. — On peunt remarquer que les hypothéses H.1 et H.2 permettent
d’utiliser une méthode unique pour résoudre le probléme (0. 1) dans toutes les situations
(i.e. domaines constants, domaines variables, cas intermédiaires); en particulier, dans le
cas ol les domaines sont complétement variables, cette méthode permet d’éviter les
hypothéses de différentiabilité sur I'opérateur résolvant (A —A (1)) ™7,

Remise le 29 avril 1985.
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