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Soluzioni periodiche
di un’equazione iperbolica non lineare.
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Summary, — Eguation w,,— «®[a(z)u,], = (@, & u), depending on twe real
Dbarameters «, s, 18 constdered; f is assumed to be 2m-periodic in £. An
wnigue Zm-periodic solulion is found for each sufficiently smoll value
of &, and for each « belonging to a dense, uncountable set which has Lebesque
MeasUre Fero.

Questo lavoro tratta dello studie delle soluzioni periodiche di
una equazione non lineare a derivate parziali con parfe lineare
iperbolica. La parte lineare & di tipo non dissipativo: cid rende
molto delicato lo studio delle soluzioni periodiche per la presenza
di complessi fenomeni « di risonanza »,’

Tl problema viene in primo luogo ricondotto, senza perdita di
rogolarits, alla risoluzione di un problema lineare. Quest’nltimo, a
sua volta, viene espregso in forma generalizzata e ricondotto ad un
problema sui coefficienti di Fourier secondo schemi ben noti. Qui
si gviluppa la parte pil interessante della ricerca, che congiste nel-
I'analisi di certe.forme aritmetiche da cui dipende la maggiorazione
delle soluzioni, In conclusions, V'esistenza di soluzioni periodiche &
garantita per 1 valori del parametro o (cfr. la (1.1)} costituenti un
ingieme di misura nulla, ma denso e con la potenza del continuo.

Questo problema, nel easo particolare in cui la funzione a(w)
{cfr. sempre la (1.1)) & una costante positiva, & stato trattato da
Soxworov in [7]. '

Ringrazio il prof. G. PrRoDI per avermi suggerito il problema e
per gli utili colloqui sull’argomento.

1. - Oonsideriamo il seguente problema non lineare:

U — [ af@)wo], = ef (@, tyu)  V(r, )e(0,27)x R

(1.1) {
(0, t) = (27, 8) = 0 VieR,
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1y

ove e>0 & un piccolo parametro, « & un parametro reale, a{m) &
una funzione di classe [0, 27], strettamente pogitiva, o tale che
a"(@) & a variazione limitata su [0, 27]; infine f(m, ¢, %) & una fun-
zione (0, 2n) X RX R R tale che:

i) f(z, %, %) & misurabile in () per ogni y e R;

i) f(w, ¢, y) & lipschitziana in y uniformemente in (», t), ciod

b

(1.2) If(a, %, Yy — 1w, 1, ¥ <Ky —y'|

per quasi tutti gli (#, #) € (0, Zn) X R o per ogni y, y's Ry
iif) f(w, 4, 4) & 2m-periodica in ¢, ciod

(1.3) fl@yd, y) = fm, - 272, )

per quasi tutti gli (w,?) e (0, 27) X R o per ogni y e R,

Si tratta di vedere per quali valori di « esistono soluzioni w{w, t),
2m-periodiche, del problema (1.1), per ciascun valore abbastanza
piecolo di s.

Fissiamo anzitutto aleune notazioni. Poniamo:

T = spazio quoziente di R rispetto alla relazione di equiva-~
lenza: ¢t~ se¢ o solo se ¢ —i'= 2kx con ke Z,;

Q=(0,2m)XT; I'=3R=[{0}u{2m]xT ;

L#(8) = spazio delle funzioni misurabili w: Q2> R tali che

2r 2m

| Jaifur d‘"‘"’]é = ] om0 < A+ 00 .
: LU ]

Ovviamente 7' & omeomorfo alla eirconferenza S e LA & uno
spazio di Banach isomorfo ed isometrico allo spazio L2((0, 2m) X
X (0, 2m)).

Con queste notazioni, il problema (1.1} diventa:

(1.4.) {‘“n”a“[a(w)uw]ﬁsf(m, t,u)  in 0

=0 so 1.
II problema (1.4) si intende nel senso generalizzato indicato dally

seguente

DERINIZIONE 1.1. - 8ia g € 12(Q); diremo che # € L¥£2) & golu-

i
T
3
1
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zione generalizzata del problema

N v —aa@)ul.=¢ in 02
1.5
(L.5) { w=0 su I
se risulta
2n 2z 2n 2n
(1.6) f [16p0s — 2@ (@) o] dor dt — f f o dae
90 00

Per ogni pe 0%(42) tale che =0 su I

OSSBERVAZIONE 1.2. — Nofiamo che se ue L3(£) e so et
verifica la condizione (1.3), allora f(w, ¢, u(z, B) e L) o quindi il
problema (1.4), inteso in senso generalizzato, & ben posto. Tnfatti
& ben noto (cfr. [4]) che affinchd f(w, t, wiw, t)) € L2 per ogni u e L2
¢ necessario e sufficiente che

|f({.b', 4y | < hlz, ) + Bly]

per quasi ogni («, £} < (0, 2x) X R e per ogni y c R, ove he L e B0
& una costante: ora & ovvio che la {1.2) implica guesta condizione. m

OSSBRVAZIONE 1.3. — La definizione 1.1 da effettivamente una
generalizzazione del problema (1.5) inteso in senso classico, nel genso
che se g appartiene a €°({2) od u e €*({F) & una funzione verificante
la condizione (1.6) per ogni ¢ con le proprietd richieste, allora « &
soluzione del problema (1.5) in senso eclassico. Infatti con due inte-
grazioni per parti, tenendo conto della periodieitdy di u e @ o del

tatto che ¢ =0 su I', dally relazione (1.6) si ha:

2r 2m
wn | [spawar=
00

20 2m 2

= [ [lwie—artate) w1, g do ds— o [[a(e) u(o, 1) gule, 1 a
00 L]
per ogni pe O£ tale che =0 su I\ Scegliamo in particolare
p € C3{£) (ricordiamo che CHQ)= {pe 0H): supp pccid); per
tali o risulta @,= 0 su I, per cui la (1.7) si riduce a

27 8m

f f['“’“— e[ a{@) wlo— glpdadi=0.

o0
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Da quesia relazione, per Parbitrarietd di ¥ € OHQ) e la periodicita
di e g, segue facilmente che

(1.8) Yo —afa(@) )y —g~=0 in 3,

o quindi nella (1.7) deve essere
2=
[1a@) (@, 9 gufor, 012 a1 — 0
0

per ogni @& 040) tale che p==08u I Ma per tali funzioni g la
derivata ¢, pud assumere gu J° valorl arbitrari: si oftiene percid

(1.9) =10 su .

Da (1.8) e (1.9) segue che % & soluzione classioa del problema, (1.5).
Viceversa, & chiaro che ogni soluzione claszica del problema (1.5)
verifica la relazione (1.6). m

Veniamo ora alla risoluzione del problems (1.4), inteso nel sengo
generalizzato della dofinizione 1.1. Tnnanzitubto osserviamo che,
la ricerca delle soluzioni periodiche del problema (1.4) per ¢ piccolo
8i riduce sostanzialmente ad un problema lineare. Si ha infafti:

PROPOSIZIONE 1.4, — Fissato ac R, supponiamo che per ogni
g€ L&) esista un’unica soluzione 4 — Lge LX) del problems Ui-
neare (1.5) in senso generalizzato; supponiamo anche che Poperatore
L L) - LX) sia continuo. Allors per ogni ¢ abbastanza picoolo
il problema (1.4) ka una ed una sole soluzione generalizzata u ¢ LAQ),

DIMOSTRAZIONE. — Poniamo per ogni 4 e L3(0)
(1.10) Flu), &) = f{a, 1, u(z, t)) Vo, 0)c.
Per Te ipotesi (1.2) e {1.8) e per Pogservazione 1.2, F' & un operatore
Lipschitziano di L) in 88, di costante K (efr. (1.2)). Ora, il pro-
blema (1.4) si pud scrivere semplicemente nella forma,

(1.11) %= g LI (u)

e l'operatore a secondo membro & evidentemente una contrazione
di Z*(£) in s per ¢ abbagtanza piceolo; infabti

le L () ~ e L1 (w') | 224(0,7) % 0,89) < 8 | LB — 0" | 100,50y 0,2y <<

<[ — 9 30,9 0,8y
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per ¢ < 1/[L| - K. Poich® L*(£2) & uno spazio di Banach con la norma
L2((0, 2m) X (0, 27)), si ottiene che per ogni &< 1| L) - XK 1a (1.11)
ha una ed una soluzione %, che dungue & soluzione unica del pro-
blema (1.4}, m

8

T1 nostro problema si & cosi tradotto in quello di trovare per
quali & R il problema linearc (1.5) ha soluzione unica dipendente
con continuitd dal termine noto. Congideriamo questo problema
nel senso generalizzato della definizione 1.1: si tratta allora di tro-
vare ung unica « & L*({2) tale che

4m 27 a7 27
(1.12) f f[uqaﬂ—am[a(m)%]m]dmdt: f [9panas
00 00

per ogni g 02({2) con ¢=0 su I

Vogliamo anzitutto far vedere che la famiglia delle funzioni
test per le quali deve valere la (1.12) pud essere sostituite a tuthi
gli effetii da una famiglis numerabile di funzioni {®}vervs le quali
costitniscono un sigbema ortonormale in L*(£). Consideriamo a
questo scopo il problema seguente:

il 3
(1.13) { [a{z)o") 4 Av=0 in (0, 27)
2(0) =0(2x) =0,

Oome & noto (cfr. ad es. [1]), gli autovalori di questo problemsa
formano una successione erescente di numeri positivi {4,}en:; inol-
tre le corrispondenti autosoluzionmi (normalizzate) formano un si-
stema ortonormale completo in L0, 27). Siano wi{®), ke Nt tali
soluzioni: allora il gigtemsa di funszioni

6;1'15

A zn}keNﬂn eZ

(L.14) {wk(w)

& ortonormale completo in IL3(£). Cid premesso, si ha:

LeMMA 1.5, — Affinché u e L) sia soluzione generalizeata del
problema (1.B) & necessario e sufficiente che w verifichi la (1.12) per
ogni funzione della femighia (1.14),

DIMOSTRAZIONT, — I necessitd & ovvia per il fatto che le fun-
zioni (1.14) sono di clagse 0*(£)) e sono nulle su I'. La sufficienza
sary provata se mogtreremo che per ogni e C*{L2) tale che ¢ =0
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su I' esiste una successione {p,},cn, i cui elementi sono combing-
zioni lineari finite di funzioni della famiglia {(1.14), tale che:

i) gr—> @ in L2(£2);
ii} [Wv]tt+?7£t in LQ(Q)i
iii) [a(e) [go]ofs— [a(2) Tole I LA);

in tal caso infatti la tesi si otticne pagsando al limite sotto il segno

di integrale nells (1.12). Sia allora @& C*L2) tale che ¢ =0 su [
allora ¢ & sviluppabile in serie di Fourier:

oo elnt.
@, i) = Wy(p) —— .
p(, 1) kgl gg_;z‘?%k i )'\/2.%
Bia P, la proiezione ortogonale sullo spazio generato dai vetbori

{1 () (b4 EE)}K,.,W@,; poniamo allora

giné

= P, == ; wy (i .
P @ kgl m%v%'k 5(i2) Vo

B chiaro che vale la i). Osserviamo, per quanto riguarda la if) e
la iii}, che Voperatore P, commuta con 0*/812 & con (¢/0w)[a(x)(d[0m)],
come & facile verificare; 1a tesi segue allora dal fatto che

Pypy— @y in L2(Q),
Pyl afw) Pale— {a(w) Pele in LE(Q) ’

esgendo g, e [a(w)gp,], funzioni continue su J. m

Sostituendo allora le funzioni (1.14) nella (1.12), siha che w & L*(£2)
& soluzione generalizzata di (1.12) se e solo se risulta

Er 2n

(1.15) 1~/1—_ f f[— B2 vy ot — o™ afw) || da di
2r i

2r 2n

1 ff int
= -— | |gu,e™dedi VacZ, VielNt+,
\/29300

Tenuto conto che

—[a(@) wy) = Aw, Vie Nt
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¢ posto per semplicitd

2% 2 2m %m

’%x:f J.-uw,sei“ﬁd'wdt, gﬂ,ﬂ:j fgfwk-sm“dmdt,
00 0 0

la (1.15) diventa:

(1.16) (02 A — 12 U= o Ve Z, YielN*
I1 problema & cosi diventato quello di trovare una cogstante posi-
tiva k= A(x) tale che

(1.17) ety — > h{x) VanelZ, VieNt,

poichd in tal caso se ge I3(£) allora certamente e L2(f2).

B chiaro intanto che nella (1.17) potremo gupporre & = G en e N,

Tlesistenza della costante A{«) dipenderd, oltre che dal numero ¢,
anche dall’andamento asintotico della suceessione {A}pen+. Ad esem-
pio, se nel problema (1.8) & a{w) =4, allora gi ha {a(w)u,l, =44d% e
risulta 2,= k* Vke IN*. in questo caso si dimostra (cfr. [2]} che
I'ingieme dei numeri « e R* tali che Ia successione {o? &2 —n}, o
ha origine come punto isolato & un insieme denso in Rt, di misura
nulla e con la poltenza del continuo. Ci proponiamo di ottenere lo
stesso risultato nel easo generale a{w) > 0; a questo scopo ¢ oc-
corre qualche informazione sull*andamento asintotico dei numeri 1.
Torniamo allora al problema {1.13); per ottenere le informazioni
che ¢i oceorrono passeremo mediante un ecambiamento di varia-
bile ad un problema equivalente. Poniamo (afr. [1]):

v(®) = [a(@)Fu(z) ,
an

1= [late)-tag
(1.18) 0

y= @) =7 [fafey-3 ac.

T chiaro che y(») & un’applicazione continua e crescente di [0, 2]
in [0,7], e quindi ha inversa continua # = x(y). Se allora adot-
tiamo la notazione

9+() = glo(¥)): [0, 7] — R
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per ogni funzione g= g(x): [0, 2n]— R, & ben noto che il problema

(1.13) equivale al geguente:

(1.19) { v;——'r*(y)ﬁ*—|— uv, =10,
2,(0) = w,(m) =0,

ove 8i & postio

raly) = [a*(y)]-ij—; Lo, aaly) = a(oy))
(1.20)

Del problema (1.19) & noto I'andamento asintotico degli autova-
lori g;. 8i ha infatti {cfr. ad es. [6]):

PRoPOSIZIONE 1.6. — Supponiamo che la funzione ry{y) definita
in (1.20) sta continue ed o variazione limitate in [0, 2], Allora gli
awtovalori py, del problemae (1.19) formanc una successione crescente
di numeri posilivi tale che

—ra?io(®
a2 Vam=t+Zio(3),

e N+, [max lim

f—>o0

1
20 (}{;)

<+0°]7

ove la dostante v & dala da

r=5n [y, m

Ora non ¢ difficile vedere cho se 7.(y) & la funzione definita
nella, (1.20), aliora

422)  nlye) =rio) = |0 lao e @

d’altra parte, osservando che »— y(x) & ung funzione cregeente di
[0, 2] in [0, @], & chiaro che r.(y) & a variazione limitata in [0, z]
se ¢ golo ge r(») & a variazione limitata in [0, 27]. Ma quest’uliimo
fatto & certamente verifieato poichd avevamo supposto per ipotesi
che o'(®) & a variazione lmifata su [0, 2#] ed inoltre si ha [a(z)]2-
‘[0 (2)]* € C1[0, 2x]. Siamo dunque nelle ipotesi della proposizione 1.6;
pertanto dalla seconda delle (1.20) si ottiene che gli autovalori A,
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del problema (1.13) hanno il seguente andamento asintotico:
(1.23) «/“m-mzH--Jro(n), ke N+,

ove y'=(zfl)y e (ofr. (1.20), (1.21), (1.22))

121)  y= ﬁa e )~ loto) s o)) o =

2
=5 f [a(a)]= () do

Torniamo finalmente al problema (1.5): come si & visto, il pro-
blema dell’esistenza di un’unica soluzione % e L3(£2) di (1.5) & stato
ricondotto a quelle di vedere per quali x ¢ R+ vale la maggiora-
zione (1.17) per un’opportuna costante positiva hia). Affronteremo
quests gquestione nel paragrafo successivo,

2, — 8ig
(2.1) V= {aeR*Fh{@) > 0: [o® Ap— 2| > h(x) VEcNY, Yne N} ;

dunque ¥ & Pinsieme dei numeri « per i quali il corrispondente pro-
blema lineare (1.5) ha soluzione unica in L3(£2), Dimostreremo i
geguenti fatti:

TrorEMA 2.1, — LDinsieme V ha misura nulla.

THROREMA 2.2. — Linsieme V é denso in R* ed ha la potenza -del
condinuo.

Prima di dimostrare i teoremi, faceiamo alcune osservazioni.

OSSERVAZIONE 2.3, — Le conclusioni del teorema 2.1 si miglio-
rano fortemente se il termine noto g del problema (1.5} & appensa
pil regolare,

Supponiamo infatti che g e H(T; L%(0, 2)) per qualche 6 > 0:
questo, come & noto, equivale a dire che

(2.2) 5> 3 gl < + oo

k=1 neZ

(con la convenzione che 02 = 1).
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Si pud dimostrare allora che I'insieme dei numeri o per i quali
esiste un'unica % e L*(Q) soddisfacente al problema (1.B) con ge
e HY(T'; 12(0, 27)), & formato da quasi butti gli « € R*. (In tal cago,
evidentemente, il teorema 2.2 & una banale conseguenza di questo
fatto.) Infatti, con 'ipotesi (2.2) sulla g la disuguaglianza occorrento
affinché % e 1.2(£2) divents

@) fethont> 1) VEEN', WneN, [loP-1],

¢ questa relazione & verificata appunto da quasirtut’ni gli e Rt

{¢fr, [3]). Dal teorema 2.1 segue percio che questo risultato, valido
per ogni f > ¢, non si estende al nostro caso, che éilcagso 0=0. m

Preliminarmente alla dimostrazione dei teoremi 2.1 e 2.2, os-
serviamo che & sufficiente provare enirambi i teoremi per Vingieme

(2.4) W= {fcRt: |fn: — |5 0(8) > 0 Vke Nt, Vne N},

ove i numeri g, sono gli autovalori del Pproblema (1.19) ed hanno
landamento asintotico descritto dalle (1.21). Infatti risulta, ov-
viamente, che eV se o solo se (lne) e W5 dongue I’omeomorfi-
smo @: Bt R definito da '

& tale che ¢(V)=W. Ne segue W — (V)= (V) e quindi V &
denso in Rt se e solo se W & denso in R*, ed inoltre V e W hanno
la stessa eardinalitd. Indieando poi con %z la funzione caratteristica
di un insieme % c R, si ha per ogni intervallo {4, v) c Rt con 4>

Lmw lfaw Pl [75:273

@<y (1w % = [1erans L (g
lnmy

% Haw

vt
ifmy
quindi V ha misura nulia se e golo se W ha misura nulla.

Dimostriamo dunque i teoremi 2.1 e 2.2 per 'insieme W definito
in (2.4).

DIMOSTRAZIONE DEL THOREMA 2.1, — Cominciamo con un lemma
che cf servird anche nella dimostrazione dol teorema 2.2:
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LeMmmaA 2.4, — Poniamo

(2.8) W'=={fc R*: |p20? — w]| > 6(f) > 0 VEzI(f), Vamn(8)}
(2.8) W'= {fcRt: [f2n2— & —2y|>6(8) > 0 Vi (8), Vnmn, (8}

ove ¥ & la costante (1.24). Allore risulte

(2.7) W oe= W — {1/_”_"} : W' a= W,
® Jinelr
In particolare, Wc W',

DIMOSTRAZIONE. - B chiare che WcW' e che W {3/ z/n}y perwe =
= @; vicoversa, se f € W — {4/, /n}s e 8i Offiene e W ponendo

¢{fl) = min {%(ﬁ); min{|ﬁ“’%=—-y,ﬁ|; O<n<m(f), ke N,
min{|f2nt — uz|: ne N, 0 <<k < ko{B)}} .

Bia ora = W’. Poichdé da (1.21) segue
1
Mn:k%zy-l—O(E), heN-,

gl ha che esiste &'(f) per cui |0(1/k)| < 6(f)} V> ¥ (8); dunque

820t — k2 — 29| = |B20® — up| — e — B2 — 29| >
200(18)_{ ()‘> olf)

j;}er ogni kr>max{l'(f), %,(f)} e per ogni w3 ny(f), da cui segue e W*
scegliendo

01(ﬁ) = %Ou{ﬁ) s miB)=m(f), Fey (B) = max {&'(8), ky(6)} .

Linclusione W* cW' si prova in modo del tutto analogo. ®m

In bage a questo lemma, sard sufflciente provare che 'ingieme W*
definito nella (2.6) ha misura nulla.

Per ogni f e R*, sia [By, i vy iy .1 10 sviluppe di § in frazione
continua semplice. B ben noto (efr. [2]) il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 2.5. — Sip

(2.8) {,8 ¢ Rt maxlim f,; = maxlim g, , = + oo}

i—»o0 i—roa
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allora per ogni fcY Vinsiome {f2n2 — k%), rove & denso in R; inol-
tre Uinsieme R — ¥ ha misura nulla, n

Da questa proposizione segue subito il teorsema 2.1: infatti per
definizione di W” (cfr. (2.6)) si ha W'c R*—7Y, ¢ quindi W’ ha
misura nulla. M

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.2, — Come #i & gid osservato, &
sufficiente provare la tesi per Pinsieme W dato dalla (2.4). Ricor-
diamo anzitutto un altro noto risultato (ofr. [2]):

PRrOPOSIZIONE 2.6. — Ponigmo

(2.9) Uﬂ{ﬁeR*':ma,X]jmﬁ,.<—}— oo},
f>to

ove [Byy Bry -oey foy -o-] € lo sviluppo in fracione continua semplice del
numero € RY; allora Dinsieme U 8 denso in R* ed ha lo poteuza del
continuo. Inolire, posto

i—>00

(2.10) maxlim §, = K(§) VBeTU, |
risulta per ogni B el “

Tm 2 ﬁ—
@11) |t —Re ey VERR(), Vasm(p). w

Definjamo ora su Rt la relazione di equivalenza seguente:
Er~n Be o golo 8o = {4+ b&)j{c+ dE) con a,bc,dcZ e
[ad —bo| = 1.

Allora se U & linsieme definito in (2.9), per ogni fissato e U
consideriamo la classe di equivalenza di &, ciod Pingieme

a-| b

(2.12) M= {ﬁeRJr: b=

con a,b,6,dcZ e ]ad—ba|=1}. :

Ovviamente T'; & numerabile, ed inoltre si ha
(2.13) K(f)=K(&) Vpel,

(poichéd e B = [Boy fry veey fis -o] © &= [£oy Eryney &4y o], Bllora f;=
=&, per i abbastanza grande); cid in particolare implica che
TecU per ogni {elU. Infine & noto che T, & denso in R*.



PAOLO ACQUIRTAPACE 13

Si ha allora questo lemma:

LEMMA 2.7. — Sia

(2.14) A— {M} ;
t,myne N+

[

allora linsieme

{2.15) U= {cU: T, N A=}
ha T potenza del continuo od & denso in RY.

DIMOSTRAZIONE, — Si ha

UO: U_'U To:

acd

ed essendo |J 7, numerabile, & chiaro che U, ha la potenza del
asd
continuo. Inoltre poichd gli ingiemi T, sono classi di équivalenza,

se £,me U sl ha

{2.16) nely = T,=1T,
(2.17) ngle =T, NT=9.

Da queste relazioni segue che

UOZ U T§ .
sell,

o quindi U, 6 denso in R*. m

In. particolare dal lemma precedente segue che
(2.18) U,Nnd=49

e questo ci sard utile nel seguito.
T1 prossimo lemma dimostra la densith di W negli intervalli
abbastanzs lontani dall’origine.

LEMuA 2.8, — Sie &c U,. Allora se r> 4|y|[K (&) + 3], ove p &
la costante (1.25) e K(E) & definito in (2.10), 8 ha Ty N {r, 4 co)C
cWn(r, -+ ool

In particolare W & denso in ogni intervallo (4iy|[K(£) + 8}, + o)
con Ee Uy,
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DIMOSTRAZIONE, - La seconds affermazione segue banalmente
dalla prima. Per provare questa, basta far vedere che per un gene-
rico s> risulta Ten (r, s)c W N (2, 8).

Sia allora ge TN (r,s) con £eUy; allora per la proposizione
2.6 e per la (2.13) si ha

2m2 ¢ —ﬁ__‘

Poiché
" < 4 < ﬁ
2AAK(EY-+ 3] K& 43 K&+ 3 '

2| <

8i ha anche

T 22 2| ﬁ_?/z—
(219) | — I 2y]> |t — Rl — 201> o 3>
>§ﬁ(ﬁ'j Vi>ky(B), Vn>m(B).

Dungue § e W’ (efr. (2.6)) e quindi per il lemma 2.4 si ha fe w,

Tnolire poiché per ipotesi & fe Ty con &€ U,, il lemma 2.7 im-
plica che §+#+/uy/n VE, ne N+, da oui, ancora per il lemma 2.4,
gl ottiene che feW. =

Per provare la dengith di W in un arbitrario infervallo di R,
& utile riserivere la disuguaglianza che earatterizze W, ciod la (2.4),
in una forma pit eomoda. Si ha al riguardo il seguente

LEMMA 2.9, — 8o £cU,, e sio feT.N(r, s} con s>r>>
> 4lp|[[K (&) + 3]. Allora

(2.20) |ﬁn—vﬁk|>%@>o Vn, ke N*.

Vioeversa, se f e RY verifica lo (2.20), allore feW.

DIMOSTRAZIONE., — Sia f& T N (r, 8) con & e Uy; allora la tesi &
ovvia per le coppie k, » tali che 4/ /n>s, poiché in tal caso

VY

s—@
" no

=nls—p =

pn— VTl =n 8

Per tutte le altve coppie k, # si ha 4/u,/n << s; ora dal lemma 2.8
segue in particolare che §eW, e quindi & ha

|Brne— | >o(f) Vi ne N¥;
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dungue per tutte le coppie k, » tali che 4/u,/n < & i ha

pn— )2 5, "f wf%

La (2.20) & cosl provate Vk, »c Nt scegliendo e (f) = min{s—f,
o(B)/2s}. Viceversa, se e Rt verifica Ia (2.20) allora

a(f)
T

ot (B - /) @ m ke,

da oui segue subito che fec W. m
Si ha infine questo lemma, che prova la dengitdh di W in R+:

LEMMA 2.10. ~ Se (4, v) & un arbitrario intervallo di R* con 4 > 0,
allora W N (u, v) & non vuoto. In particolare, W ¢ denso in R+

DmvosTrRAZIONR. — Congideriamo, per & eU,, l'insieme
(2.21) S.;:{ —-ER' peld , teN‘l'};

dimostreremo che comungue si scelga (u, v) c RY con u > 0, Pin-
sieme W N (u, v) contiene un opportuno punto di 8, con & arbi-
trario punto di U,, cosicehé in particolare W M (u, ¥) non & vuoto.
Fissato £e Uy, sia 1< Nt tale che fu>> > 4|y|[H (&) 4- 3], e pren-
diamo s tale che #v < s. Bia poi fe (u, v) tale che #f e T N (r, 5).
Tale § esiste cerfamente poiché 7T & denso in R* e quindi 7 N
N (tw, ) & non vuoto: scelto percid e 'y N (fw, tv), basta porre
f# = nft. Perla (2.21) si ha allora § & 8;; inoltre poiche {8 € L0 & €07y,
8l ha dal lemma 2.9

2.22) (10— /T = 91—(?%"3 Vo, ke N+,

Supponiamo per assurdo che f¢ W; allora per il lemma 2.4 si
ha f¢ W— {vﬂ,‘/n}k,ﬂem, ma, osgervando che dal lemma 2.7 e
dalla (2.21) segue in particolare

Sn{@} =0 VEielU,,
N Jurent

si ottiene che f¢ W', Per definizione (cfr, (2.5)), cid significa che
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per ogni &> 0 esistono infinite coppie p, g€ N+ tali che

|82 p2 — p| <&
e quindi per ogni &> 0 esistono infinite coppie p, g€ N* per cui
& & 1 &
b+, P B+ VB up’

Scegliamo ora & < (ue,(1f))/2t, con e (#8) fissato dalla (2.22). Si ha
allora per infiniti p, ¢

(2.23) 6P — V| <

(2.24) ;—;>tlﬁiﬂ—«/ﬁql>ltﬁp—x/ﬁTmf—Jmemtw/EI>

sl o).

Figsiamo adesgo uno di tali p. Allora csiste Gl? 8, ¢) tale che

y_ty O(L)_to(i)
\tq q+ t*q* T

quindi dalla (2.24) segue che per infiniti indici 9=t f, ») si ha

<

e {t8) )
W Vq;%“;ﬁ!p)’

I o) alp) _ o(p)
up” p 2p 2p

o ¢id & assurdo per la scelta di & Ne gegune feW o quindi la
tesi, =

Notiamo che in questo lemma si & dimostrato di pin: s & pro-
vato che per ogni intervallo (u, ») c Rt con u > 0 e per ogni £eU,
esigte un punto fye 8 NWN (u, v). Dunque

(2.25) WO (u, v) € {Belecr, - :

Per dimostrare che W ha la potenza del continuo, basta far vedere
allora che per ogni intervallo (4, v)c R+ con %> 0 la famiglia
{Be}ecy, che appare nella (2.25) & costituita da un’infinits pitt che
numerabile di punti distinti. (Cié anzi proverd che W N (%, v) ha
la potenza del continuo per ogni intervallo (%, v) c R*.} Suppo-
niamo allora, per assurdo, che {Be}eer, sia costituita al pitt da un’in-
finitd numerabile di punti distinti: questo significa che esiste una
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famiglia al pitt numerabile {&};.xcC U, tale che VEe U, esiste i N
per cui

(2.26) Be= B, -

Poiché U, non & numerabile, esiste j € IV 1ale che

Uy={fe Us: fe=f,}

non & numerabile. Allora, posto per ogni & € U,, in base alla (2.21),
Bs= g/t (con nee Ty o t, « Nt opportuni), si ha dalla (2.26)

(2.27) =py WEeU,.

Consideriamo ora la famiglia {f;}ecy,c N*: poichd U, non & numera-
bile, egigte m e IN* tale che

U,-.m: {EE Uflt“e: m}

non ¢ numerabile. Ora dalla (2.27) segue in particolare

% = ﬁé‘} Vie Usm.
oiod

Ne=mPy, VéeU,.
Ne gegue

my==nee Ty VE€U,,.

Dunque, posto o= mf, (gli indici m, § sono fissati), si ha, tenuto
conto di (2.186),

Tﬂ': TE VEE U,-’m-
Ma Tinsieme 7T, & numerabile, e poiché e Tp= 1T, Y&c U, ,, ne

segue che U;, deve essere numerabile: cid & una contraddizione,
I1 teorema 2.2 & cosi completamente dimostrato. m
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