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Esercizi sul passaggio al limite sotto il segno di integrale

Avvertenza: questo e tutto il materiale che ho, radunato dai miei appunti
e da vecchie prove scritte per vari corsi di laurea. Tutta roba che si trova
sparsa nel mio sito web. La difficolta degli esercizi € variabile, alcuni forse
li troverete troppo difficili. Per le vostre future prove scritte, ne inventero
degli altri, sperabilmente piu facili.

1. Sia f una funzione sommabile sull’insieme misurabile D C R¥. Si provi che

n—0o0

lim . |fIM" de = mu({f # 0}).

2. Posto f.(z) = (gg’;)n, x > 0, si dimostri che f, > f,.1 per ogni n € N, si

determini lim,,_., f, e si dica se & possibile passare al limite sotto il segno di
integrale nei due casi seguenti:

(i) /O T h@)e 2 dr, (i) /0 @) da

3. Per ogni a € R si esibisca una successione {f,,} tale che
1
lim f,(x) =0 Vzel0,1], lim fodz = a.
n—oo

n—oo 0

4. Dimostrare le seguenti uguaglianze:
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(ii) /0 sma:lnxdxzzzn(Qn)!,
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* cosw > n
i dr =S (=1)"
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11.
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Provare che

e dedurne che
= (=1 (1) 1 &< (-1)* 2
§ S =1In2 § = § = .
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Provare che

1 o0
11—z a”
Va € [—1,1],
/0 1—a:v3 Z (3n+1)(3n + 2) acl )

:0

e dedurne che

[e.9]
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n=

Calcolare, se esistono, i limiti seguenti:

*© nr+ 22 " 1

lim — " e V7dz, lim ——dx.
n—o0 Jo 1+ nac3/2 n—oo J T4 xr2

Sia f una funzione sommabile in [0, oo, tale che z® f(z) e 2 f () siano sommabili
per certi a, f € R con o < 3. Si provi che se v € [, ] anche 27 f(x) & sommabile
e che la funzione F(y) = [;° 27| f(x)| dz & continua.

Stabilire se le funzioni

|| |]
G(z) :/ cossin tx dt, H(x) :/ sinsin tx dt

—lz| —lz|

sono derivabili su R, e in tal caso calcolarne la derivata.

Si provi questa generalizzazione del teorema di B. Levi: se le funzioni f, sono
misurabili e verificano f,,1 > f, > g, ove g € una funzione sommabile su X,
allora posto f(x) = lim,,_, fn(x), si ha

lim fn dp = / fdp.
X

n—o0

Esibire una successione { f,,} di funzioni misurabili tale che

/ liminf f,, de < liminf | f,dz <limsup / fondr < / lim sup f, dx.
E E

n—00 n—oo Jp n—00 n—00

[Traccia: per ogni n € N si ponga fony1 = X(1/3,1)s fant2 = X[0.1/3]-]
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17.

18.

Sia {f,} una successione di funzioni integrabili su E, tale che:

(i) fu(z) = f(x) q.0. in E per n — oc;

(ii) |fn(x)| < gn(x) q.0. in E per ogni n € N;

(ili) gn(z) — g(z) q.0. in E per n — oo;

(iv) g, e g sono sommabili su E e ngndx — ngd:U per n — oo.

Si provi che

3 lim fndx—/fda:.
E

n—oo

Determinare, se esistono, i limiti

n+10

~x sine‘m nx3 4 sinn
lim S — lim / / + Y eV dady.

n—o0 J, 1+ 27 n—00 3 + 2 — cosnx

Si consideri l'insieme E costituito dai punti x € [0, 1] nel cui sviluppo decimale
la cifra 7 compare solo un numero finito di volte. Si dimostri che E ¢ misurabile
secondo Lebesgue e si calcoli my (E).

Fissato o > 1, si determini, se esiste,

n : n
. sin x
lim | | dzx.
n=00 J1/n T

Determinare, se esiste, il limite seguente:

nxe* — e
lim ———
n—00 x2€x +ne3x

. n
) sin x
lim dx;
n—oo Jp x

()

n=1

Si calcoli il limite

si verifichi poi che la serie

converge puntualmente q.o. in R ad una funzione misurabile g, la quale non &
sommabile su R.

Calcolare, se esistono,

. arctan nxz . Tr4+nsinzx
lim — dx, lim —dx.
n—oo [, 1+ (n — {E) n—oo Jo N+ sinxy
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Per ogni x €]0,1] sia 0.¢1¢2q3qs - - . lo sviluppo decimale di x. Sia f :]
definita da:

f(x) = guse gne la prima cifra decimale non nulla di x.

Provare che f € misurabile e calcolare

/ledx.

Determinare, se esiste, il limite

o0
. __n
lim vn + x2e i dax.

n—oo 0

Si consideri la successione di funzioni cosi definita:

fo(fﬂ) =
{ fnt1(x) = fu(2)® Vn €N, z € ]0,1].

Si determini, se esiste,

lim fn( ) dx

n—oo

Determinare, se esistono, i limiti

e} an_Q OO.CEn+10 :

lim de,  lim | T SMC g
n—oo [ e" + 2" n—o0 Jq 1+ zn

Provare che per ogni p > 0 risulta:

Oot_t OOt—t > _1TL
R T S I W ST oy
0 (pn+1 o er+1 “— (pn+1)°

=1

Calcolare, se esiste, il limite

lim
n—oo DnQ(y—x)—i—nx—l—y

nlxy n(y +x)? —4nzxy + 2 _ne?+y?)
e n=e—v dxdy,
n+y-+3

ove D ={(z,y) eR*: 0 <z <y}

Calcolare, se esistono, i limiti

00 (9p\n Q=T 2 2
lim L T, li / nr+3yne .
0o (nx+2)y/|z—1]

m

0,1] - R
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Per ogni a € [—o0, +0o0] si calcoli, se esiste, il limite

(e 9] nT

. xre
hm —77”
n—oo [, 1 + e

Determinare, se esistono, i limiti
. | In ] > . n?x? + 2nx +y
lim dx, lim

w3 Jy T+ a2 + | In ] " w350 Jge (L4 n) (1 + ny)

ey’ dxdy.

Determinare, se esistono, i limiti

n n 3 . s 2 .
, nx’ +sinny  _ a4 , 23 —n°sin2rx _ g
lim — e " Y drxdy, lim — 55 € ! S .
n—oo Jo Jo y—3+2—cosm§ n—oo Jg 2n*+ux

Calcolare, se esistono,

x 1
> e n? a2 (4 — )
lim _dz, lim A k)

————dt.
roeJo gt g (2)H n=ee o L+tm(4—t)"

Calcolare, se esistono,

x, lim

1
—_— ——dz.
n—ro0 Jq 1+ na? THOO[R V14 g2
Calcolare, se esistono,

2 2w In(1 + na) iz, lim sin nx .

lim 5 5
n—oo Jp T +n

n—infty 0 1 + ?7,2Q33

Provare che la funzione
efs\/i

1+ a2
¢ sommabile su [0, oo x[0, 0o ; poi, definite per s > 0 le funzioni

g(S,ZL’) =

fo) = [ oade. )= [ atsadn

si provi che la successione {f,} converge a f puntualmente in [0, o[, e che

lim (f(z) = fu(x))ds = 0.
n—oo 0
Calcolare, se esiste,
2
lim nLyz +n drdydz,

n—oo Jp 2% +y? + 22 +n?

ove B={(x,y,2) e R®: 22 +¢y* + 2% < 1}.



