Analisi matematica 2

Primo compitino - 25 novembre 2019

Esercizio 1 Si consideri la successione di funzioni

na
(1) = —, x€R, necNT.
)= T

(i) Determinare in quali sottointervalli di R vi & convergenza puntuale e
calcolare la funzione limite.

(ii) Determinare in quali sottointervalli di R vi ¢ convergenza uniforme.

Esercizio 2 Sia Z = {(z,y) € R*: F(z,y) =0}, ove

x Yy z
Fla,y) =15 e —e¥ — (x4 1)y.

(i) Verificare che (0,0) € Z e che esiste un intorno U di (0, 0) tale che ZNU
e grafico di una funzione y = g(x) di classe C*.

(ii) Provare che per ogni zy > 0 esiste un unico yo > 0 tale che (zg, y) € Z,
e dedurre che la funzione g ha un’estensione G : [0, co[— R, tale che

G(z) >0 Vx>0, lim G(x) = occ.

T—r—+00

Esercizio 3 Trovare il massimo ed il minimo della funzione

2 y2

flz,y) =ye? —ze?

nel quadrato [0,1] x [0, 1].



Risoluzione

Esercizio 1 (i) Poiché
T
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la successione converge puntualmente in R alla funzione f(x) = x.

(ii) Risulta
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da cui

|ful(z) — 2| < VzeR, VneNT

Da questa stima segue che vi ¢ convergenza uniforme in ogni intervallo del
tipo [—M, M| con M > 0:
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M
lim sup [f,)(7) — x| < lim —- =0.

Non vi e invece convergenza uniforme su R, in quanto
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sup | fu(z) — 2| > lim |fu(z) — 2| = lim
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Esercizio 2 (i) La funzione F ¢ di classe C* ed ¢ evidente che F'(0,0) = 0.
Inoltre

1—a? "
Fx(xvy):m+e - Y, Fm<070):27

1 _yQ 3y
F,(z,y) = ——(1 P —3e —x—1, F,0,0) = -5,

dal teorema del Dini segue che esiste un intorno U di (0,0) tale che ZNU &

grafico di una funzione y = g(x) di classe C*, tale che ¢g(0) =0 e ¢'(0) = %
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(ii) Sia zy > 0. Notiamo che, essendo 15 < % per ogni t € R, risulta
yEI-Poo F(I()’ y) - ygg—noo (1 + ZL’% 1 -+ y2 t+e € (IO + 1)y) 00,
lim F(zo,y) = lim 0 Y e e (a4 1)y | = 400
Yy——o0 ’ y——oo \ 1+ :L’g 1492 ’

cosicché 'equazione F'(zg,y) = 0 ha almeno una soluzione y,. Inoltre tale
[1-y?|

soluzione ¢ unica: infatti, dato che e < 1 per ogni y € R, si ha
1—? 3y
Fy(ﬂio,y):—m—?)@ —29—1<0 VyER

D’altra parte, essendo xy > 0, vale

i
O e —1>0,

F(Z’Q,O): 1—|—:1§'
0

e dunque la relazione F(zg,y0) = 0 implica, per decrescenza, che yo > 0.
Dunque, per ogni xy > 0 esiste un unico yy > 0 per il quale F(xg,70) =0 e
F,(x0,y0) < 0; quindi esiste un intorno V' di (x¢, yo) tale che ZNV & grafico
di una funzione y = ¢;(z). L’unione di tutti questi intorni forma un “tubo”
intorno all’insieme Z, nel quale i grafici delle funzioni g; si raccordano fra
loro, per continuita, e formano il grafico di un’unica funzione G(z), definita
per > 0 (anzi, per € [—§,+00[, con un certo 6 > 0), che estende la g(z)
del punto (i), che era definita in [—§, §]. Tale G(z) assume valori positivi per
x> 0.

Inoltre, poiché

x G(z)

F(z,G(z)) = 52 135Gy +e = _ (24 1)G(z) =0 Vz >0,

si ricava
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e a maggior ragione
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e3¢ 4 5 > — 5 ——+e" Vr>0,
il che implica
G 2
lim (eBG(m) + (z) ) = +400.
Tr—r00 2

Infine, osservando che

2

t
63t+§—>+oo = t— foo,

si conclude che deve essere

lim G(x) = +o0.
T—+00
Esercizio 3 La funzione f ¢ di classe C'"°. Cerchiamo i punti stazionari
interni: si ha
22 il 22 i
folz,y) =ayer —er,  fylz,y) =e? —aye?,
e dunque i punti stazionari risolvono il sistema

x2 y2
zyez —ez =0
z2 ¥
ez —xyez =0.

Inserendo la prima equazione nella seconda si trova
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Yy - 2 92 Y
€2 =zxye2 =rxryY ez,

da cui zy > 0 e 2%y? = 1, ossia xy = 1. Sostituendo y = % nella seconda

equazione, ricaviamo
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L’unica soluzione ¢ data da %~ = 75, ossia #* = 1: dato che z € [0,1], si

ricava = 1; quindi y = 1. Si trova cosi il punto stazionario (1, 1), che non
e interno al quadrato, ma ne e un vertice: in esso si ha

f(1,1)=0.

Negli altri vertici del quadrato si ha

Restano i quattro lati:
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e Su ]0,1[ x{0} si ha f(z,0) = —z, con derivata —1: nessun punto
stazionario vincolato;

e Su ]0,1[x{1} si ha f(z,1) = €T — z ez, con derivata zeT —e2 < 0
per ogni z €10, 1[: nessun punto stazionario vincolato;

e Su {0}x]0,1] si ha f(0,y) = y, con derivata 1: nessun punto stazio-
nario vincolato;

2 2
e Su {1}x]0,1] si ha f(1,y) = yez — ez, con derivata ez — ye'z > 0
per ogni y €0, 1[: nessun punto stazionario vincolato.

In conclusione, confrontando i valori trovati, si ottiene

— f(0.1) =1 i — £(1.0) = —1.
[o,%lf“féuf f(0,1) =1, [O’{?;%’l]f f(1,0)



