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Capitolo 1

Spazi vettoriali topologici

1.1 Insiemi convessi

Questo corso è dedicato alla descrizione, necessariamente sommaria, di alcuni
aspetti e metodi dell’analisi non lineare, con particolare riguardo a qualcuna
delle sue innumerevoli applicazioni.
L’analisi convessa è il principale argomento di cui ci occuperemo. Esso per
certi versi è il più vicino alle tematiche di analisi funzionale lineare svolte in
corsi precedenti (e che supponiamo note): frequentemente, infatti, i risultati
dell’analisi convessa sono le prime, naturali estensioni a casi non lineari di
proprietà già dimostrate ed analizzate nel caso lineare.
Ricordiamo, per cominciare, la nozione di insieme convesso.

Definizione 1.1.1 Sia X uno spazio vettoriale su R o su C. Un sottoinsie-
me E ⊆ X si dice convesso se si ha

λx+ (1− λ)x′ ∈ E ∀λ ∈ [0, 1], ∀x, x′ ∈ E.

Osservazione 1.1.2 Le intersezioni, finite od infinite, di insiemi convessi
sono insiemi convessi. Inoltre se E,F ⊆ X sono convessi, allora gli insiemi

αE = {x ∈ X : x = αy, y ∈ E} (α ∈ R oppure α ∈ C),

E + F = {x ∈ X : x = u+ v, u ∈ E, v ∈ F}

sono convessi.
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Inoltre, se X, Y sono spazi vettoriali e se F : X → Y è un’applicazione
lineare, allora valgono le implicazioni seguenti:

A ⊆ X convesso =⇒ F (A) ⊆ Y convesso,

B ⊆ Y convesso ⇐⇒ F−1(B) ⊆ X convesso.

Definizione 1.1.3 Sia E un sottoinsieme dello spazio vettoriale X. L’
inviluppo convesso di E è l’insieme

co(E) =

{
n∑
k=1

λkxk : n ∈ N+, xk ∈ E, λk ≥ 0,
n∑
k=1

λk = 1

}
.

Dunque co(E) è il più piccolo insieme convesso contenente E.

Esercizi 1.1

1. Sia X uno spazio vettoriale e sia {Ut}t∈]a,b[ una famiglia di sottoinsiemi
convessi di X tale che Ut ⊆ Us per t ≤ s. Si mostri che

⋃
t∈]a,b[ Ut è un

insieme convesso.

2. Sia X uno spazio vettoriale. Si provi che:

(i) se U ⊆ X e α, β > 0 si ha αU + βU ⊇ (α + β)U con inclusione
stretta in generale;

(ii) un sottoinsieme U ⊆ X è convesso se e solo se αU+βU = (α+β)U
per ogni α, β > 0.

3. Sia X uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme U di X si dice radiale, od
assorbente, se 0 ∈ U e se per ogni x ∈ X esiste λ > 0 tale che αx ∈ U
per ogni α ∈]0, λ[. Si provi che le proprietà “U è convesso e contiene
0” e “U è radiale” sono fra loro indipendenti.

4. Un sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X si dice bilanciato, o
cerchiato, se risulta αE ⊆ E per |α| ≤ 1. Si provi che:

(i) un convesso che contiene l’origine non è necessariamente bilanciato;

(ii) un insieme bilanciato contiene l’origine ma non è necessariamente
convesso;
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(iii) un insieme radiale non è necessariamente bilanciato;

(iv) un insieme bilanciato non è necessariamente radiale.

5. Si determini l’inviluppo convesso dei seguenti insiemi:

(i) E = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, xy = 0};
(ii) E = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ ex};
(iii) E = {z ∈ C : z = eiϑ, ϑ ∈ Z};

(iii) E =
{(
k, 1
|k|

)
∈ R2 : k ∈ Z \ {0}

}
.

6. Sia X uno spazio vettoriale. Si mostri che

t(U ∩ V ) = tU ∩ tV, t(U ∪ V ) = tU ∪ tV ∀t ∈ R, ∀U, V ⊆ X.

7. Sia E un sottoinsieme di uno spazio vettoriale X e sia τ una qualun-
que topologia su X (che lo renda uno spazio vettoriale topologico).
L’inviluppo convesso chiuso di E è il più piccolo insieme convesso e
chiuso che contiene E. Si verifichi che esso coincide con co(E).

1.2 Funzionale di Minkowski

Ad ogni sottoinsieme E di uno spazio vettoriale X possiamo associare una
funzione reale pE definita su X, dotata di interessanti proprietà che sono par-
ticolarmente significative, come vedremo, allorché E è un convesso contenente
l’origine.

Definizione 1.2.1 Sia E un sottoinsieme dello spazio vettoriale X. Il fun-
zionale di Minkowski di E è la funzione pE : X → [0,∞] definita da

pE(x) = inf{ρ > 0 : x ∈ tE ∀t ≥ ρ}

(con la convenzione che pE(x) = +∞ quando l’insieme a secondo membro è
vuoto).

Si osservi che il numero pE(x) è l’estremo inferiore di una semiretta, even-
tualmente vuota: può benissimo succedere, in effetti, che sia pE(x) = +∞
per qualche x. Ad esempio, se E = {y} con y 6= 0, si ha pE(x) = +∞
per ogni x ∈ X; se invece E è il semidisco di R2 di centro (0, 0) e raggio 1
contenuto nel semipiano y ≥ 0, allora pE(x, y) = +∞ se e solo se y < 0. Ha
interesse, perciò, sapere per quali insiemi E il funzionale pE è finito su X.
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Proposizione 1.2.2 Sia X uno spazio vettoriale, sia E ⊆ X. Risulta
pE(x) <∞ per ogni x ∈ X se e solo se E è radiale (esercizio 1.1.3).

Dimostrazione (=⇒) Sia pE(x) < ∞ per ogni x ∈ X. Dalle proprietà
dell’estremo inferiore segue che x ∈ tE per ogni t > pE(x); pertanto αx ∈ E
per ogni α < 1

pE(x)
(intendendo α < +∞ se pE(x) = 0). In particolare 0 ∈ tE

per ogni t > pE(0) e pertanto 0 = 0/t ∈ E. Ciò prova che E è radiale.

(⇐=) Sia x ∈ X. Per ipotesi si ha x ∈ 1
α
E per ogni α ∈ ]0, λ[ , ossia x ∈ tE

per ogni t > 1
λ
. Ciò prova che pE(x) ≤ 1

λ
<∞.

Vediamo ora le principali proprietà del funzionale di Minkowski.

Proposizione 1.2.3 Sia E un sottoinsieme dello spazio vettoriale X. Val-
gono i fatti seguenti:

(i) 0 ∈ E se e solo se pE(0) = 0;

(ii) se x 6= 0, allora pE(x) = 0 se e solo se {αx : α > 0} ⊆ E;

(iii) si ha pE(λx) = λpE(x) per ogni λ > 0 e per ogni x ∈ X;

(iv) se E è bilanciato (esercizio 1.1.4), allora pE(λx) = |λ|pE(x) per ogni
λ ∈ C \ {0} e per ogni x ∈ X;

(v) se E è convesso, allora pE(x+ x′) ≤ pE(x) + pE(x′) per ogni x, x′ ∈ X.

Dimostrazione (i) Basta osservare che se t > 0 si ha 0 ∈ tE se e solo se
0 ∈ E.

(ii) Sia x 6= 0; per definizione si ha pE(x) = 0 se e solo se x ∈ tE per ogni
t > 0, ossia se e solo se αx ∈ E per ogni α > 0.

(iii) Se pE(x) = +∞, allora chiaramente pE(λx) = +∞. Se invece pE(x) <
+∞, si ha

pE(λx) = inf{ρ > 0 : λx ∈ tE ∀t ≥ ρ} =

= inf
{
ρ > 0 : x ∈ sE ∀s ≥ ρ

λ

}
=

= λ inf{σ > 0 : x ∈ sE ∀s ≥ σ} = λpE(x).

(iv) Proviamo anzitutto che pE(eiϑx) = pE(x) per ogni x ∈ X e ϑ ∈ R.
Dal fatto che E è bilanciato segue facilmente che pE(x) = +∞ se e solo se
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pE(eiϑx) = +∞. Se invece queste quantità sono finite, se t > pE(x) si ha
x ∈ tE; quindi, essendo E bilanciato,

eiϑx ∈ eiϑ(tE) = t(eiϑE) = tE ∀t > pE(x),

da cui pE(eiϑx) ≤ pE(x). Scambiando i ruoli di x e eiϑx si ottiene l’altra
disuguaglianza.
Se ora λ = |λ|eiϑ ∈ C \ {0}, si ha, usando (iii),

pE(λx) = pE(|λ|eiϑx) = |λ|pE(eiϑx) = |λ|pE(x),

da cui la tesi.

(v) Possiamo supporre che pE(x) e pE(x′) siano entrambi finiti. Poiché E
è convesso, si ha αE + βE = (α + β)E per ogni α, β ≥ 0 (esercizio 1.1.2).
Poiché risulta x ∈ tE per ogni t > pE(x) e x′ ∈ sE per ogni s > pE(x′), si
deduce x+ x′ ∈ (t+ s)E per ognuno di tali t, s; quindi x+ x′ ∈ τE per ogni
τ > pE(x) + pE(x′). Ciò implica pE(x+ x′) ≤ pE(x) + pE(x′).

Osservazione 1.2.4 Se lo spazio X è reale, la proprietà (iv) della proposi-
zione precedente vale per ogni λ ∈ R\{0} supponendo solamente che l’insieme
E sia simmetrico, ossia E = −E.

Una nozione che useremo spesso nel seguito è quella di seminorma: le se-
minorme sono importanti perché, come vedremo, consentono di costruire
topologie dotate di buone proprietà.

Definizione 1.2.5 Una seminorma nello spazio vettoriale X è una funzione
p : X → [0,∞[ tale che

(i) p(λx) = |λ|p(x) per ogni λ ∈ R (oppure per ogni λ ∈ C) e per ogni
x ∈ X;

(ii) p(x+ x′) ≤ p(x) + p(x′) per ogni x, x′ ∈ X.

Osservazione 1.2.6 Dalla definizione segue immediatamente che ogni semi-
norma p su X verifica p(0) = 0 e |p(x)−p(x′)| ≤ p(x−x′) per ogni x, x′ ∈ X.
In particolare, ogni seminorma verifica p(0) = 0, ma non è detto che valga
l’implicazione p(x) = 0 =⇒ x = 0; ciò vale se e solo se p è una norma su
X. Inoltre si verifica subito che se p è una seminorma su X allora gli insiemi

Uc = {x ∈ X : p(x) < c}, c > 0,

sono convessi, radiali e bilanciati.
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Esempio 1.2.7 Se E è un sottoinsieme dello spazio vettoriale X che è ra-
diale, bilanciato e convesso, allora il funzionale di Minkowski pE è una semi-
norma su X in virtù della proposizione 1.2.3. È vero anche il viceversa: se
p è una seminorma sullo spazio vettoriale X, allora p coincide col funzionale
di Minkowski pU , ove

U = {x ∈ X : p(x) < 1}

(esercizio 1.2.4).

Esercizi 1.2

1. Si forniscano esempi di insiemi contenenti l’origine che siano:

(a) convessi ma non radiali;

(b) radiali ma non convessi;

(c) convessi ma non simmetrici;

(d) simmetrici ma non convessi;

(e) simmetrici ma non radiali;

(f) radiali ma non simmetrici;

(g) simmetrici ma non bilanciati.

2. Si provi che se E è un sottoinsieme convesso dello spazio vettoriale X
che contiene 0, allora

pE(x) = inf{r > 0 : x ∈ rE} ∀x ∈ X;

si dia anche un esempio di sottoinsieme E ⊆ X tale che 0 ∈ E ma per
il quale risulti, per almeno un x ∈ X,

inf{r > 0 : x ∈ rE} < pE(x).

3. Si provi che se X è uno spazio vettoriale, e se U ⊆ V ⊆ X, allora pU ≥
pV . Se ne deduca che se {Ui}i∈I è un’arbitraria famiglia di sottoinsiemi
di X, allora

p⋂
i∈I Ui

= sup
i∈I

pUi , p⋃
i∈I Ui

= inf
i∈I

pUi .
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4. Sia p una seminorma definita sullo spazio vettoriale X. Posto per c > 0

Uc = {x ∈ X : p(x) < c},

si provi che pUc(x) = p(x)
c

per ogni x ∈ X.

5. Sia X uno spazio vettoriale, sia E ⊆ X. Si provi che

{x ∈ X : pE(x) < 1} ⊆ E,

e che inoltre se E è convesso e 0 ∈ E, allora

E ⊆ {x ∈ X : pE(x) ≤ 1}.

6. Sia X uno spazio normato. Se U è un intorno di 0, si provi che esiste
M ≥ 0 tale che pU(x) ≤M‖x‖X per ogni x ∈ X.

7. Si determini il funzionale di Minkowski pE nei casi seguenti:

(i) X spazio normato, E = X;

(ii) X spazio normato, E = B(0, r);

(iii) X = R2, E = (x, y) ∈ R2 : ax + by ≤ c}, con a, b ∈ R e c > 0
fissati;

(iv) X = R2, E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0};
(v) X = `2, E = {x = {xn}n∈N : |xj| ≤ 1}, con j ∈ N fissato.

1.3 Topologie su uno spazio vettoriale

In molte applicazioni dell’analisi non lineare gli spazi di Banach non sono
sufficientemente generali. Ad esempio, per ottenere l’esistenza di soluzioni
per certi problemi occorrono risultati di compattezza che valgono in molti
di questi spazi soltanto se si fa uso di topologie più deboli di quella indotta
dalla norma; rispetto a tali topologie lo spazio perde la sua struttura metri-
ca, mantenendo solo quella di “spazio vettoriale topologico”, in cui l’unico
requisito richiesto è la continuità delle operazioni di somma e prodotto per
scalari rispetto alla topologia. È quindi utile fare un esame sommario delle
caratteristiche di questi spazi.
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Definizione 1.3.1 Uno spazio vettoriale topologico è uno spazio vettoria-
le X dotato di una topologia τ , rispetto alla quale sono continue le due
applicazioni

(x, y) 7→ x+ y da X ×X in X,

(α, x) 7→ αx da R×X in X, oppure da C×X in X.

Da questa definizione segue subito che le traslazioni x 7→ x+x0 e le omotetie
x 7→ αx, con x0 ∈ X e α ∈ C fissati, sono omeomorfismi di X in sé. È anche
chiaro che la topologia di uno spazio vettoriale topologico è univocamente
individuata se si fissano gli intorni U di 0: gli intorni di ogni altro punto
x 6= 0 sono semplicemente gli insiemi traslati x+ U .

Osservazione 1.3.2 In un qualunque spazio vettoriale topologico, ogni in-
torno U di 0 contiene un intorno W di 0 che è bilanciato. Infatti, per la
continuità del prodotto esistono ε > 0 ed un intorno V di 0 tali che αV ⊆ U
per |α| < ε; quindi, posto

W =
⋃
|α|<ε

αV,

risulta W ⊆ U , e W è ovviamente bilanciato. Si noti che W è anche radiale
(esercizio 1.3.1). Se l’intorno U è anche convesso, non è detto che anche W
lo sia; tuttavia in tal caso è facile verificare che l’insieme co(W ) è ancora
un intorno di 0 che è contenuto in U , convesso, radiale, nonché bilanciato in
virtù dell’esercizio 1.3.9.

La proposizione che segue caratterizza gli spazi vettoriali topologici che sono
di Hausdorff.

Proposizione 1.3.3 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia {Ui}i∈I un
sistema fondamentale di intorni dell’origine. Lo spazio X è di Hausdorff se
e solo se ⋂

i∈I

Ui = {0}.

Dimostrazione (=⇒) Sia X di Hausdorff: allora se x0 6= 0 esiste un intorno
Ui tale che x0 /∈ Ui , e quindi x0 /∈

⋂
i∈I Ui .

(⇐=) Sia x0 6= 0: per ipotesi esiste i ∈ I tale che x0 /∈ Ui . Poiché l’ap-
plicazione (x, y) 7→ x − y è continua, esiste j ∈ I tale che x − y ∈ Ui per
ogni x, y ∈ Uj ; ciò significa che Uj − Uj ⊆ Ui . Se ne deduce che Uj è di-
sgiunto da x0 +Uj : infatti in caso contrario troveremmo x1, x2 ∈ Uj tali che
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x0 +x1 = x2 , da cui x0 = x2−x1 ∈ Uj −Uj ⊆ Ui , cosa che non è. Quindi x0

e 0 hanno intorni disgiunti. Per traslazione, due arbitrari punti distinti x, x′

hanno intorni disgiunti.

Definizione 1.3.4 Uno spazio vettoriale topologico X si dice localmente
convesso se esiste un sistema fondamentale di intorni di 0 costituito da
insiemi convessi.

Gli spazi vettoriali topologici localmente convessi sono importanti perché la
loro topologia può essere caratterizzata mediante una famiglia di seminorme,
il che ne rende più comodo lo studio.
Sia {pi}i∈I una famiglia arbitraria di seminorme definite su uno spazio vet-
toriale X: vediamo ora come esse “generino” una topologia τ che rende
X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso. Fissati k ∈ N+ e
i1, . . . , ik ∈ I, definiamo per x ∈ X ed ε > 0

Vi1,...,ik,ε(x) = {ξ ∈ X : pih(ξ − x) < ε per h = 1, . . . , k}.

Gli insiemi Vi1,...,ik,ε(x) sono convessi (osservazione 1.2.6), ed è facile consta-
tare che per ogni x ∈ X la famiglia

V(x) = {Vi1,...,ik,ε(x) : k ∈ N+, i1, . . . , ik ∈ I, ε > 0},

verifica gli assiomi relativi ad un sistema fondamentale di intorni di x; quindi
esiste una ed una sola topologia τ su X per la quale, per ogni x ∈ X,
V(x) è un sistema fondamentale di intorni di x. Rispetto a questa topologia
le applicazioni (α, x) 7→ αx e (x, y) 7→ x + y sono continue, come facile
conseguenza delle relazioni

pi(αx) = |α|pi(x), pi(x+ y) ≤ pi(x) + pi(y);

dunque la topologia τ rende X uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso.
Si noti che tutte le seminorme pi sono automaticamente continue rispetto
a τ , a causa della disuguaglianza |pi(x) − pi(y)| ≤ pi(x − y). In effetti τ è
precisamente la meno fine topologia rispetto a cui tutte le pi sono continue.
Vale anche il viceversa: se (X, τ) è uno spazio vettoriale topologico localmen-
te convesso, esiste una famiglia di seminorme su X che genera la topologia
τ . Infatti, sia {Ui}i∈I un sistema fondamentale di intorni convessi di 0 nella
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topologia τ , che possiamo sempre supporre bilanciati e radiali (osservazio-
ne 1.3.2): i funzionali di Minkowski pUi ad essi associati sono seminorme
(esempio 1.2.7) che verificano, in virtù dell’esercizio 1.3.2,

{x ∈ X : pUi(x) < 1} ⊆ Ui ⊆ {x ∈ X : pUi(x) ≤ 1},

e quindi generano τ .
Vi è un facile criterio, basato sulle seminorme, per stabilire se un dato spazio
vettoriale topologico è di Hausdorff o no. Esso è espresso dall’enunciato che
segue.

Proposizione 1.3.5 Sia X uno spazio vettoriale, sia {pi}i∈I una famiglia
di seminorme definite su X. La topologia generata dalle pi è di Hausdorff se
e solo se le pi separano i punti, ossia per ogni x ∈ X \ {0} esiste i ∈ I tale
che pi(x) > 0.

Dimostrazione Per la proposizione 1.3.3, X è di Hausdorff se e solo se
l’intersezione di tutti gli intorni

Vi1,...,ik,ε = {x ∈ X : pih(x) < ε per h = 1, . . . , k},

al variare di k ∈ N+, i1, . . . , ik ∈ I ed ε > 0, è uguale a {0}. Poiché tale
intersezione coincide con

⋂
i∈I p

−1
i (0), X è di Hausdorff se e solo se non vi è

alcun x 6= 0 tale che pi(x) = 0 per ogni i ∈ I. Ciò prova la tesi.

Alcuni spazi vettoriali topologici di Hausdorff sono particolarmente impor-
tanti perché su di essi è possibile definire una metrica:

Proposizione 1.3.6 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso e di Hausdorff. Allora X è metrizzabile se e solo se esiste un sistema
fondamentale di intorni di 0 che è numerabile.

L’ipotesi di locale convessità sarebbe superflua, ma semplifica la dimostra-
zione, e d’altronde è il caso che più ci interessa.

Dimostrazione È chiaro che se X è metrizzabile allora le palle di centro 0 e
raggio 1

n
formano un sistema fondamentale di intorni di 0 che è numerabile.

Viceversa, sia {Un}n∈N un sistema fondamentale di intorni di 0 numerabile
e fatto di intorni convessi, bilanciati e radiali (osservazione 1.3.2). Allora, in
virtù dell’esercizio 1.2.5, gli insiemi {x ∈ X : pUn(x) < 1} costituiscono un
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sistema fondamentale di intorni di 0 equivalente a quello degli Un . Perciò,
definendo

d(x, y) =
∞∑
n=0

2−n
pUn(x− y)

1 + pUn(x− y)
∀x, y ∈ X,

si ottiene una distanza su X che induce la topologia data.

Osservazione 1.3.7 Si noti che la distanza sopra definita è invariante per
traslazioni, cioè d(x + z, y + z) = d(x, y) per ogni x, y, z ∈ X. Questa
proprietà non è automatica: ad esempio, nell’insieme R, che è uno spazio
vettoriale topologico metrizzabile con l’ovvia distanza d(x, y) = |x − y|, vi
è la distanza equivalente δ(x, y) = | arctanx− arctan y| che induce la stessa
topologia ma non è invariante per traslazioni.

Esercizi 1.3

1. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si provi che ogni intorno di 0
è radiale.

2. Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia U un convesso contenente
l’origine. Si provi che:

(i) se U è aperto, allora U = {x ∈ X : pU(x) < 1};
(ii) se U è chiuso, allora U = {x ∈ X : pU(x) ≤ 1}.

3. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si provi che se U è un intorno
di 0, allora λU è un intorno di 0 per ogni λ 6= 0.

4. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si provi che per ogni intorno
U di 0 esiste un altro intorno V di 0 tale che V + V ⊆ U .

5. Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia U un intorno di 0. Si provi
che X =

⋃
s>0 sV .

6. Si provi che in ogni spazio vettoriale topologico l’origine ha un sistema
fondamentale di intorni chiusi.

7. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si provi che se A ⊆ X è un
aperto, allora il suo inviluppo convesso co(A) è aperto.
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8. Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia K un convesso non vuoto di

X. Si provi che
◦
K 6= ∅ se e solo se le chiusure di

◦
K e di K coincidono.

9. Sia W un insieme bilanciato in uno spazio vettoriale topologico X. Si
provi che co(W ) è bilanciato.

1.4 Completezza

Sia X uno spazio vettoriale topologico. Andiamo a definire la nozione di
completezza dello spazio X. Le nozioni di successione di Cauchy e di succes-
sione convergente (a valori in X) sono ben note: xn → x in X se per ogni
intorno U di 0 esiste ν ∈ N tale che xn − x ∈ U per ogni n > ν; {xn} è di
Cauchy in X se per ogni intorno U di 0 esiste ν ∈ N tale che xn−xm ∈ U per
ogni n,m > ν. Utilizzando la continuità della somma in X si ottiene anche
che ogni successione convergente è di Cauchy. Se la topologia di X è generata
da una famiglia di seminorme {pj}j∈J , si vede facilmente che xn → x in X
se e solo se si ha pj(xn − x)→ 0 in R per ogni seminorma pj.
Cominciamo con il caso in cui 0 ha un sistema fondamentale di intorni
numerabile.

Definizione 1.4.1 Sia X uno spazio vettoriale topologico tale che 0 abbia
un sistema fondamentale di intorni numerabile. Diciamo che X è completo
se ogni successione di Cauchy in X converge ad un elemento di X.

Nel caso generale, eliminando l’ipotesi che 0 abbia un sistema fondamentale
di intorni numerabile, la completezza di X si fonda sul concetto di successione
generalizzata, o net.

Definizione 1.4.2 Un insieme diretto, o filtrante, è un insieme (I,≤) par-
zialmente ordinato, con la proprietà che per ogni i, j ∈ I esiste h ∈ I con
h ≥ i e h ≥ j. Una successione generalizzata, o net, a valori in un insieme
X è una famiglia {xi}i∈I di punti di X, ove I è un insieme filtrante.

Esempi 1.4.3 (1) Poiché N è un insieme filtrante, ogni successione {xn}
contenuta in un fissato insieme X è un net a valori in X.

(2) La famiglia U degli intorni di 0 in un arbitrario spazio topologico è un in-
sieme filtrante rispetto all’ordinamento parziale dell’inclusione “rovesciata”:
se U, V ∈ U , si definisce U ≤ V se U ⊇ V . Quindi ogni famiglia di punti
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della forma {xU}U∈U è un net a valori in X.

(3) Un ordinamento parziale in R2 è dato da

(x, y) ≤ (x′, y′) ⇐⇒ x < x′ oppure x = x′ e y ≤ y′.

Con questo ordinamento, R2 è un insieme filtrante e ogni funzione f : R2 →
X definisce il net {f(x, y)}(x,y)∈R2 a valori in X.

Definizione 1.4.4 Sia X uno spazio vettoriale topologico. Diciamo che un
net {xi}i∈I contenuto in X converge ad un punto x ∈ X se per ogni intorno
U di 0 esiste i0 ∈ I tale che xi − x ∈ U per ogni i ∈ I, i ≥ i0. Il net è di
Cauchy in X se per ogni intorno U di 0 esiste i0 ∈ I tale che xi − xj ∈ U
per ogni i, j ∈ I, i, j ≥ i0.

Nuovamente, ogni net convergente è di Cauchy. Se la topologia di X è
generata da una famiglia di seminorme {pj}j∈J , un net {xi}i∈I ⊆ X converge
all’elemento x in X se e solo se per ogni j ∈ J il net {pj(xi − x)}i∈I ⊆ R è
infinitesimo (tende a 0).

Definizione 1.4.5 Uno spazio vettoriale topologico X si dice completo se
ogni net di Cauchy in X converge ad un elemento x di X.

Definizione 1.4.6 Uno spazio vettoriale topologico localmente convesso, di
Hausdorff, completo è detto spazio di Fréchèt.

Vediamo ora alcuni esempi importanti di spazi vettoriali topologici, completi
e non.

Esempio 1.4.7 Ogni spazio normato è uno spazio vettoriale topologico lo-
calmente convesso e di Hausdorff; le palle B(0, 1

n
) costituiscono un sistema

fondamentale numerabile di intorni di 0 convessi. Se lo spazio normato è
completo, esso è uno spazio di Fréchèt.

Esempio 1.4.8 Consideriamo per p ∈]0, 1[ lo spazio

`p =

{
x = {xn}n∈N ⊂ C : ∆(x) =

∞∑
n=0

|xn|p <∞

}
.
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La disuguaglianza (a+ b)p ≤ ap + bp, valida per ogni a, b ≥ 0, mostra che `p

è uno spazio vettoriale, e che la quantità

d(x, y) = ∆(x− y) =
∞∑
n=0

|xn − yn|p, x, y ∈ `p,

è una distanza su `p; si noti che ∆(x) non è una norma perché ∆(λx) =
|λ|p∆(x). È chiaro che somma ed il prodotto per scalari sono applicazioni
continue rispetto a questa distanza; quindi `p è uno spazio vettoriale topolo-
gico di Hausdorff, ed è anche uno spazio metrico completo (esercizio 1.4.6).
Tuttavia `p non è localmente convesso (e quindi non è uno spazio di Fréchèt).
Infatti in caso contrario, posto B(r) = {x ∈ `p : ∆(x) ≤ r}, esisterebbe un
intorno convesso W di 0 tale che W ⊆ B(1); scelto m ∈ N+ in modo che
B(m−p) ⊆ W , utilizzando l’omotetia x 7→ mx si dedurrebbe

B(1) =
1

m
B(m−p) ⊆ 1

m
W ⊆ 1

m
B(1) = B(mp) ⊂ B(m).

Consideriamo d’altronde la famiglia {e(n)}n∈N, ove e(n) è la successione che
ha tutte la componenti nulle tranne la n-sima che vale 1. Si ha e(n) ∈ B(1),
quindi e(n) apparterrebbe al convesso mW per ogni n ∈ N. Pertanto anche

g(n) =
1

n

n−1∑
k=0

e(k)

apparterrebbe a mW per ogni n ∈ N+. D’altra parte

∆(g(n)) = n1−p →∞ per n→∞,

mentre, essendo mW ⊂ B(m), dovrebbe aversi ∆(g(n)) ≤ m per ogni n ∈ N+.
Ciò è assurdo.

Esempio 1.4.9 Sia Ω un aperto non vuoto di RN ; fissato m ∈ N, consideria-
mo lo spazio Cm(Ω) delle funzioni che sono continue su Ω insieme con le loro
derivate fino all’ordine m incluso. Se {Kn}n∈N è una successione strettamente

crescente di compatti (ossia Kn ⊂
◦
Kn+1), la cui unione è Ω, ponendo

pn(f) = sup
Kn

∑
|α|≤m

|Dαf |
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si ottiene una famiglia numerabile di seminorme che separano le funzioni di
Cm(Ω): infatti se f 6= 0 esiste certamente un intero n ∈ N per il quale pn(f) >
0. Dunque, per ogni m ∈ N, Cm(Ω) è uno spazio vettoriale topologico
localmente convesso, di Hausdorff, metrizzabile; in particolare, la topologia
è indipendente dalla scelta della successione di compatti {Kn}, e si ha fn →
f in Cm(Ω) se e solo se per ogni compatto K ⊂ Ω si ha Dαfn → Dαf
uniformemente in K per ogni multi-indice α ∈ NN con |α| ≤ m. Da noti
teoremi sulla convergenza uniforme segue che Cm(Ω) è uno spazio di Fréchèt.

Esempio 1.4.10 Consideriamo lo spazio C∞(Ω) delle funzioni infinitamente
derivabili definite sull’aperto non vuoto Ω ⊆ RN . Ovviamente C∞(Ω) ⊂
Cm(Ω) per ogni m ∈ N; se vogliamo, come è naturale, che questa immersione
sia continua, occorre mettere su C∞(Ω) una topologia τ tale che per ogni
m ∈ N e per ogni compatto K ⊂ Ω gli insiemif ∈ C∞(Ω) : sup

K

∑
|α|≤m

|Dαf | < ε

 , ε > 0,

siano τ -intorni di 0. La meno fine topologia per cui questo accade si può
costruire nel modo seguente: si sceglie una successione strettamente crescente
di compatti {Kn}n∈N che invada Ω, e si introduce la famiglia numerabile di
seminorme {pmn}m,n∈N cos̀ı definite:

pmn(f) = sup
Kn

∑
|α|≤m

|Dαf |.

Poiché, ovviamente, queste seminorme separano gli elementi di C∞(Ω), la
topologia da esse generata è localmente convessa e di Hausdorff; in particolare
C∞(Ω) è metrizzabile. Si ha fn → f in C∞(Ω) se e solo se per ogni compatto
K ⊂ Ω e per ogni α ∈ NN si ha Dαfn → Dαf uniformemente in K. Si
conclude che C∞(Ω) è uno spazio di Fréchèt immerso con continuità in tutti
gli spazi Cm(Ω).

Esempio 1.4.11 Questo esempio è meno facile ma più importante. Per
m ∈ N sia Cm

0 (Ω) lo spazio delle funzioni f ∈ Cm(Ω) il cui supporto è
compatto nell’aperto Ω ⊆ RN . Osserviamo che se K è un fissato compatto
contenuto in Ω, allora il sottospazio Cm

K (Ω), costituito dalle funzioni di Cm
0 (Ω)

che hanno supporto contenuto in K, è uno spazio di Banach con la norma
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pmK(f) = sup
K

∑
|α|≤m

|Dαf |;

inoltre, se K e K ′ sono compatti tali che K ⊆ K ′ ⊂ Ω, l’immersione natu-
rale Cm

K (Ω) ⊆ Cm
K′(Ω) è un’isometria di Cm

K (Ω) su un sottospazio chiuso di
Cm
K′(Ω). Notiamo poi che, ovviamente,

Cm
0 (Ω) =

⋃
K compatto ⊂Ω

Cm
K (Ω).

Introduciamo su Cm
0 (Ω) la topologia indotta dalla famiglia di seminorme

costruite nel modo seguente: considerato l’insieme c+
0 delle successioni infi-

nitesime di numeri positivi, e fissata una successione crescente di compatti
{Kn}n∈N tale che K0 = ∅ e

⋃
n∈NKn = Ω, per ogni successione a = {an}n∈N ∈

c+
0 si definisce la seminorma

pa(f) = sup
ν∈N

sup
x∈Ω\Kν

1

aν

∑
|α|≤m

|Dαf(x)|.

Si noti che in effetti, essendo K0 = ∅, pa è una norma. In particolare, la
famiglia {pa}a∈c+0 definisce su Cm

0 (Ω) una topologia localmente convessa e

di Hausdorff. Il motivo per il quale si considera l’intera famiglia {pa}a∈c+0
anziché una singola norma è chiarito dal risultato seguente:

Proposizione 1.4.12 La topologia sopra descritta è la più fine topologia
localmente convessa nello spazio Cm

0 (Ω) rispetto alla quale, per ogni compatto
K ⊂ Ω, l’immersione Cm

K (Ω) ⊂ Cm
0 (Ω) è continua.

Dimostrazione Per provare la tesi dobbiamo mostrare che gli intorni del-
l’origine nella topologia sopra definita sono tutti e soli gli insiemi convessi
dotati della proprietà che per ogni compatto K ⊂ Ω la loro intersezione con
lo spazio Cm

K (Ω) è un intorno convesso dell’origine in Cm
K (Ω).

A questo scopo basta considerare il sistema fondamentale di intorni dell’ori-
gine della forma Va = {f ∈ Cm

0 (Ω) : pa(f) < 1}. Sia quindi a = {aν} ∈ c+
0 :

si ha

Va =

f ∈ Cm
0 (Ω) :

∑
|α|≤m

|Dαf(x)| < aν ∀x ∈ Ω \Kν , ∀ν ∈ N

 ,
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e quindi

Va ∩ Cm
Kν (Ω) =

=

{
f ∈ Cm

Kν (Ω) :
∑
|α|≤m

|Dαf(x)| < aj ∀x ∈ Ω \Kj, ∀j = 0, 1, . . . , ν − 1

}
.

In particolare

{f ∈ Cm
Kν (Ω) : pmKν (f) < min{a0, a1, . . . , aν−1}} ⊆ Va ∩ Cm

Kν (Ω),

cioè Va∩Cm
Kν

(Ω) è un intorno convesso dell’origine in Cm
Kν

(Ω) per ogni ν ∈ N.
Viceversa, sia W ⊆ Cm

0 (Ω) un convesso tale che, per ogni ν ∈ N, W ∩Cm
Kν

(Ω)
sia un intorno dell’origine in Cm

Kν
(Ω): proviamo che esiste una successione

a ∈ c+
0 tale che W ⊇ Va.

Poiché W ∩ Cm
Kν+2

(Ω) è intorno di 0 in Cm
Kν+2

(Ω), risulta

W ∩ Cm
Kν+2

(Ω) ⊇ {f ∈ Cm
Kν+2

(Ω) : pmKν+2
(f) < ην},

ove η = {ην} è un opportuno elemento di c+
0 . Sia {ϕν}ν∈N una partizione

dell’unità di classe Cm associata al ricoprimento di Ω costituito dalle “corone”

aperte
◦
Kν+2 \Kν . Scrivendo una generica f ∈ Cm

0 (Ω) in forma di somma
(necessariamente finita, in realtà)

f =
∞∑
ν=0

2−ν−1(2ν+1ϕνf),

dalla convessità di W seguirà f ∈ W purché si abbia 2ν+1ϕνf ∈ W per ogni
ν ∈ N. Osserviamo che per ogni ν ∈ N esiste Cν > 0 tale che, per qualsiasi
f ∈ Cm

0 (Ω),

sup
Ω\Kν

∑
|α|≤m

|Dαf | ≤ aν =⇒ sup
Ω

2ν+1
∑
|β|≤m

|Dβ(ϕνf)| ≤ Cνaν ,

in virtù del fatto che ϕν è nulla su Kν . Scegliamo la successione a = {aν}
in modo che sia Cνaν < ην per ogni ν ∈ N: allora se f ∈ Va , per ogni ν ∈ N
si ha 2ν+1ϕνf ∈ Cm

Kν+2
(Ω) e pmKν+2

(2ν+1ϕνf) < ην , ossia 2ν+1ϕνf ∈ W . In
definitivaW contiene l’intorno Va e pertanto è un intorno convesso dell’origine
in Cm

0 (Ω). Ciò prova la tesi.
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Teorema 1.4.13 Sia Ω un aperto di RN , e sia m ∈ N. Valgono i seguenti
fatti:

(i) Cm
0 (Ω) non è metrizzabile;

(ii) Cm
0 (Ω) è uno spazio di Fréchèt.

Dimostrazione (i) Basta far vedere che per ogni sottofamiglia numerabi-
le {Va(n)}n∈N del sistema {Va} esiste un intorno Va che non contiene alcun
elemento della sottofamiglia. Possiamo supporre che per ogni n ∈ N la suc-
cessione a(n) = {a(n)

ν }ν∈N sia decrescente e contenuta in ]0, 1[. Per ogni j ∈ N
sia

aj =

j∏
n,ν=0

a(n)
ν

e poniamo a = {aj}j∈N: la successione a è un elemento di c+
0 e inoltre aj <

a
(n)
j per ogni j ∈ N e n ≤ j. Sia, per assurdo, Va(n) ⊆ Va: se f ∈ Cm

0 (Ω) ha

supporto contenuto in
◦
Kn+1 \Kn, e se la quantità

C = sup
Ω

∑
|α|≤m

|Dαf |

è sufficientemente grande, allora la funzione g = 1
C+1

a
(n)
n f appartiene a Va(n)

ma non a Va.

(ii) Sia {fi}i∈I un net di Cauchy in Cm
0 (Ω). Allora per ogni successione

infinitesima a di numeri positivi esiste ia ∈ I tale che∑
|α|≤m

|Dαfi(x)−Dαfj(x)| < aν ∀x ∈ Ω \Kν , ∀ν ∈ N, ∀i, j ≥ ia .

Proviamo a questo punto il seguente

Lemma 1.4.14 Se {fi}i∈I è un net di Cauchy in Cm
0 (Ω), allora esistono un

compatto K ⊂ Ω e un indice i0 ∈ I tali che il supporto di tutte le fi , per
i ≥ i0 , è contenuto in K.

Dimostrazione Supponiamo, per assurdo, che la tesi del lemma non sia
vera: allora per ogni ν ∈ N+ e per ogni i ∈ I esisteranno una funzione
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fjν,i ∈ {fj}j≥i e un punto xν,i ∈ Ω \Kν tali che fjν,i(xν,i) 6= 0. Per ogni i ∈ I
consideriamo l’insieme

Wi =

{
g ∈ Cm

0 (Ω) : |g(xν,i)| <
1

ν
|fjν,i(xν,i)| ∀ν ∈ N+

}
e scegliamo una successione a(i) = {a(i)

ν }ν∈N ∈ c+
0 con a

(i)
ν < 1

ν
|fjν,i(xν,i)| per

ogni ν ∈ N+; allora si ha per ogni i ∈ I

Va(i) =

g ∈ Cm
0 (Ω) :

∑
|α|≤m

|Dαg(x)| < a(i)
ν ∀x ∈ Ω \Kν , ∀ν ∈ N

 ⊆ Wi .

Dunque, per ogni i ∈ I l’insieme Wi è un intorno di 0 e inoltre fjν,i /∈ νWi

per ogni ν ∈ N+. Pertanto

{fj}j≥i ⊆/ βWi ∀β > 0, ∀i ∈ I.

D’altra parte, in virtù dell’esercizio 1.4.2, per ogni i ∈ I esistono hi ∈ I e
λi > 0 tali che fj ∈ βWi per ogni β > λi e per ogni j ≥ hi : in altre parole,

{fj}j≥hi ⊆ βWi ∀β > λi, ∀i ∈ I.

Le ultime due proprietà si contraddicono l’una con l’altra e ciò prova il lemma.

Dal lemma 1.4.14 segue subito che esistono un compatto K ⊂ Ω e un indice
io ∈ I tali che il net {fi}i≥i0 è di Cauchy rispetto alla norma di Cm

K (Ω),
e quindi converge in tale norma a una funzione f ∈ Cm

K (Ω). Ma allora
f ∈ Cm

0 (Ω); inoltre, per ogni successione {an} ∈ c+
0 si ha definitivamente

rispetto a i∑
|α|≤m

|Dαfi(x)−Dαf(x)| < an ∀x ∈ Ω \Kn , ∀n ∈ N;

infatti se ν ∈ N è tale che K ⊆ Kν avremo∑
|α|≤m

|Dαfi(x)−Dαf(x)| = 0 < an ∀x ∈ Ω \Kn , ∀n ≥ ν, ∀i ≥ i0 ,

mentre per n = 0, 1, . . . ν − 1 le condizioni corrispondenti, in numero finito,
saranno soddisfatte definitivamente rispetto a i. Quindi fi → f in Cm

0 (Ω).
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Esempio 1.4.15 In modo sostanzialmente analogo si prova che lo spazio
C∞0 (Ω) delle funzioni di classe C∞ aventi supporto compatto nell’aperto Ω ⊆
RN è uno spazio di Fréchèt rispetto alla topologia definita dalla seguente
famiglia di seminorme: fissata una successione di compatti {Kn} con K0 = ∅
e
⋃
n∈NKn = Ω, per ogni successione a ∈ c+

0 e per ogni successione divergente
m = {mν}ν∈N di interi positivi si pone

pm,a(f) = sup
ν∈N

sup
x∈Ω\Kν

1

aν

∑
|α|≤mν

|Dαf(x)|.

Questa topologia è la più fine tra quelle che rendono continue tutte le im-
mersioni C∞K (Ω) ⊆ C∞(Ω), ove C∞K (Ω) è il sottospazio di C∞(Ω) formato
dalle funzioni il cui supporto è contenuto nel compatto K ⊂ Ω. La verifica
di queste proprietà è analoga alla dimostrazione della proposizione 1.4.12 e
del teorema 1.4.13.
Gli spazi C∞0 (Ω) e C∞K (Ω) sono anche comunemente denotati con D(Ω) e
DK(Ω).

Esempio 1.4.16 Sia S(RN) lo spazio di Schwartz delle funzioni di classe
C∞ “a decrescenza rapida”: f ∈ S(RN) se e solo se

x 7→ |x|kDαf(x) ∈ L∞(RN) ∀α ∈ NN , ∀k ∈ N.

Definiamo in S(RN) la famiglia di seminorme

pm,k(f) = sup
|α|≤m

sup
x∈RN

(1 + |x|)k|Dαf(x)|, m, k ∈ N.

È chiaro che queste seminorme separano i punti di S(RN), e che tale spazio
è localmente convesso e metrizzabile. Si noti che esso è un sottospazio di
C∞(RN), ma che la sua topologia è strettamente più fine di quella indotta
da C∞(RN): infatti una successione {fn} ⊂ S(RN) converge a 0 in S(RN)
se e solo se le successioni x 7→ |x|kDαfn(x) convergono a 0 uniformemente
in RN , qualunque sia k ∈ N e α ∈ NN . In particolare tutte le derivate di
fn convergono uniformemente a 0 in RN e ciò implica immediatamente che
fn → 0 in C∞(RN).
Proviamo che lo spazio S(RN) è completo. Sia {fn} una successione di Cau-
chy in S(RN): allora {fn} è anche una successione di Cauchy in C∞(RN) e
quindi converge in C∞(RN) a una funzione f ∈ C∞(RN). Dobbiamo provare
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che f ∈ S(RN) e che fn → f in S(RN).
Fissiamo m, k ∈ N e ε > 0: esiste un indice ν = νm,k ∈ N tale che

pm,k(fn − fh) ≤ ε ∀n, h ≥ ν;

scelto h = ν, ne segue pm,k(fn) ≤ ε + pm,k(fν) = Cm,k per ogni n ≥ ν, e in
particolare

sup
|α|≤m

|Dαfn(x)| ≤ Cm,k(1 + |x|)−k ∀x ∈ RN , ∀n ≥ ν.

Poiché, in virtù della convergenza delle fn in C∞(RN), le derivate di fn
convergono uniformemente sui compatti alle corrispondenti derivate di f , si
deduce che

sup
|α|≤m

|Dαf(x)| ≤ Cm,k(1 + |x|)−k ∀x ∈ RN

e pertanto f ∈ S(RN). Ma dalla condizione di Cauchy sopra scritta dedu-
ciamo anche

sup
|α|≤m

|Dα(fn − fh)(x)| ≤ ε(1 + |x|)−k ∀x ∈ RN , ∀n, h ≥ ν,

e per h→∞ ricaviamo facilmente

pm,k(fn − f) < ε ∀n ≥ ν.

Per l’arbitrarietà di m e k si ha dunque fn → f in S(RN). Ciò prova che
S(RN) è uno spazio di Fréchèt.

Esercizi 1.4

1. Un sottoinsieme B di uno spazio vettoriale topologico X si dice limitato
se per ogni intorno U di 0 esiste λ > 0 tale che B ⊆ αU per ogni α > λ.
Si provi che:

(i) se A e B sono limitati, allora A+B è limitato;

(ii) se A è limitato e t ∈ R, allora tA è limitato;

(iii) se A è limitato allora A è limitato.
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2. Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia {xi}i∈I un net di Cauchy
contenuto in X.

(i) Si provi che per ogni intorno W di 0 esistono λ > 0 e i0 ∈ I tali che
{xi}i≥i0 ⊆ βW per ogni β > λ.

(ii) Si mostri con un esempio che {xi}i∈I non è necessariamente limitato
in X.

[Traccia: per (i) si supponga, come è sempre possibile, che W sia
bilanciato e si determini un altro intorno V di 0 tale che V + V ⊆ W ;
si mostri poi che esiste i0 ∈ I tale che xi ∈ xi0 + V per ogni i ≥ i0. Si
scelga adesso s > 1 in modo che xi0 ∈ sV (esercizio 1.3.5), e si deduca
che xi ∈ tW per ogni t > s e i ≥ i0.]

3. Sia X l’insieme delle funzioni misurabili f : [0, 1]→ R, con la topologia
generata dalla famiglia di seminorme px(f) = |f(x)| al variare di x ∈
[0, 1]. Si provi che fn → f in X se e solo se fn → f puntualmente in
[0, 1].

4. Sia (X, τ) lo spazio vettoriale topologico definito nell’esercizio preceden-
te, e sia σ la topologia su X indotta dalla “pseudometrica” seguente:

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|
1 + |f(x)− g(x)|

dx

(si noti che d non è una distanza, ma definisce una topologia compatibile
con le operazioni dello spazio vettoriale X). Si provi che:

(i) l’applicazione identica i : (X, τ) → (X, σ) trasforma insiemi τ -
limitati in insiemi σ-limitati;

(ii) se {fn}n∈N ⊂ X e fn → 0 rispetto a τ , allora fn → 0 rispetto a σ;

(iii) l’applicazione i, tuttavia, non è continua.

Se ne deduca che 0 non ha un sistema fondamentale di intorni nume-
rabile nella topologia τ e che quindi (X, τ) non è metrizzabile.

5. Nello spazio C(R) si considerino le seminorme

pn(f) = sup
[−n,n]

|f |, n ∈ N+,
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e la distanza indotta

d(f, g) =
∞∑
n=1

2−n
pn(f − g)

1 + pn(f − g)
.

Posto f(x) = max{0, 1 − |x|}, g(x) = 100f(x − 2) e h(x) = 1
2
(f(x) +

g(x)), si calcolino d(f, 0), d(g, 0) e d(h, 0) e si concluda che la palla di
centro 0 e raggio 1

2
non è convessa, benché lo spazio metrico (C(R), d)

sia localmente convesso.

6. Dimostrare che per p ∈]0, 1[ lo spazio metrico `p è completo.

7. Sia {xi}i∈I un net in uno spazio topologico X; sia poi {γi}i∈I un net di
numeri reali tali che |γi| ≤ K per ogni i ∈ I. Si provi che se xi → 0 in
X, allora γixi → 0 in X.

8. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si provi che:

(i) se A,B sono sottoinsiemi compatti di X, allora A+B è compatto;

(ii) se A è compatto e B è chiuso, allora A+B è chiuso;

(ii) se A e B sono chiusi, non è detto che A+B sia chiuso.

9. Si provi che i sottoinsiemi compatti di uno spazio vettoriale topologico
sono limitati.

1.5 Operatori lineari e continui

Siano X, Y spazi vettoriali topologici. Descriveremo brevemente alcune pro-
prietà che sono equivalenti alla continuità di un operatore lineare f : X → Y .
Anzitutto, è chiaro che f è continuo se e solo se è continuo nel punto 0 ∈ X.
Un’altra facile caratterizzazione è fornita dalla seguente

Proposizione 1.5.1 Siano X, Y spazi vettoriali topologici, sia f : X → Y
lineare. Allora f è continuo se e solo se per ogni net {xi}i∈I convergente a 0
in X il net {fxi}i∈I converge a 0 in Y .

Dimostrazione (=⇒) Sia U un arbitrario intorno di 0 in Y . Per continuità,
esiste un intorno V di 0 in X tale che f(V ) ⊆ U . Sia {xi}i∈I ⊆ X un net
convergente a 0 in X: per definizione, esiste i0 ∈ I tale che xi ∈ V per ogni
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i ∈ I, i ≥ i0. Dunque, fxi ∈ U per ogni i ∈ I, i ≥ i0 e pertanto il net
{fxi}i∈I converge a 0 in Y .

(⇐=) Sia V la famiglia degli intorni di 0 ∈ X. Se f non fosse continuo,
esisterebbe un intorno U di 0 in Y tale che per qualunque V ∈ V potremmo
trovare xV ∈ V per cui fxV /∈ U . Ma allora il net {xV }V ∈V convergerebbe a
0 in X, senza che il net {fxV }V ∈V converga a 0 in Y , il che contraddirebbe
l’ipotesi.

Nel caso speciale che f sia lineare da X a R (oppure C), vale la seguente
caratterizzazione:

Teorema 1.5.2 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f : X → C un
funzionale lineare. Sono fatti equivalenti:

(i) f è continuo;

(ii) ker f (il nucleo di f) è chiuso in X;

(iii) esiste un intorno U di 0 in X tale che f |U è limitato, ossia esiste
M > 0 tale che |fx| < M per ogni x ∈ U .

Dimostrazione (i)=⇒ (ii) ker f è l’immagine inversa del chiuso {0} ∈ C,
e quindi è chiuso in X perché f è continuo.

(ii)=⇒ (iii) Se f ≡ 0, la tesi è evidente. Altrimenti, deve essere ker f 6= X,
quindi A = (ker f)c è un aperto non vuoto. Scelto x ∈ A, sia U un intorno
di 0 in X tale che x + U ⊆ A; possiamo supporre che U sia bilanciato
(osservazione 1.3.2). Allora si ha

f(U) =
⋃
|α|≤1

f(αU) =
⋃
|α|≤1

αf(U),

quindi f(U), essendo bilanciato in C, è un disco di centro 0: dunque f(U) è
un disco limitato, oppure f(U) è tutto C. Se, per assurdo, fosse f(U) = C,
esisterebbe y ∈ U tale che fy = −fx, ossia x+y ∈ ker f ; ma ciò è impossibile
perché x+ y ∈ x+U ⊆ A. Perciò f(U) = {z ∈ C : |z| < M} e si ha la tesi.

(iii)=⇒ (i) Sia |fx| < M per ogni x ∈ U , con U intorno di 0 in X. Allora,
fissato ε > 0, l’insieme W = ε

M
U è intorno di 0 (in quanto l’applicazione

x 7→ λx è un omeomorfismo), e si ha |fx| < ε per ogni x ∈ W . Ciò prova
che f è continuo in 0.

Nel caso in cui le topologie negli spazi X, Y siano generate da seminorme, la
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continuità di un operatore lineare si può descrivere in un modo particolar-
mente comodo, che generalizza la nozione di limitatezza per operatori lineari
fra spazi normati.

Teorema 1.5.3 Siano X, Y spazi vettoriali topologici, con topologie generate
dalle famiglie di seminorme {pi}i∈I e {qj}j∈J rispettivamente. Sia f : X → Y
un operatore lineare; allora f è continuo se e solo se per ogni j ∈ J esistono
Kj > 0, nj ∈ N+ e i1, . . . , inj ∈ I tali che

qj(fx) ≤ Kj max
1≤h≤nj

pih(x) ∀x ∈ X.

Dimostrazione (⇐=) Per ipotesi, per ogni fissato j ∈ J esistono Kj > 0,
nj ∈ N+ e i1, . . . , inj ∈ I per i quali

qj(fx) ≤ Kj max
1≤h≤nj

pih(x) ∀x ∈ X.

Sia ε > 0. Sia U un intorno di 0 ∈ Y , che sarà della forma

U = Uj1,...,jm,ε =
m⋂
s=1

q−1
js

([0, ε[),

e consideriamo l’insieme

V =

{
x ∈ X : pih(x) <

ε

Kjs

, h = 1, . . . , njs , s = 1, . . . ,m

}
,

il quale è un intorno di 0 ∈ X. Allora la disuguaglianza precedente mostra
che fx ∈ U per ogni x ∈ V . Quindi f è continuo nel punto 0 ∈ X.

(=⇒) Siano ε > 0, j ∈ J ed U = q−1
j ([0, ε[). Poiché f è continuo, esiste un

intorno W di 0 tale che f(W ) ⊆ U , ossia esistono δ > 0 e i1, . . . , in ∈ I tali
che

x ∈ X, max
1≤h≤n

pih(x) < δ =⇒ qj(fx) < ε.

Sia ora z ∈ X e poniamo

w =
δ

max1≤h≤n pih(z) + η
z,

dove η è un arbitrario numero positivo (questo numero η serve a dar senso
alla frazione nel caso che si abbia pih(z) = 0 per h = 1, . . . , n). Allora

pih(w) =
δ

max1≤h≤n pih(z) + η
pih(z);
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quindi
max

1≤h≤n
pih(w) < δ,

da cui
qj(fw) < ε,

ossia

qj(fz) =
max1≤h≤n pih(z) + η

δ
qj(fw) <

ε

δ

(
max

1≤h≤n
pih(z) + η

)
.

Questa relazione vale per ogni η > 0; ne segue la tesi prendendo nj = n e
Kj = ε

δ
.

Quando X e Y sono spazi normati, la continuità di un operatore f : X → Y
equivale alla sua limitatezza; una condizione analoga (ma non identica!) vale
anche nel caso di due spazi vettoriali topologici: ricordiamo che la nozione di
sottoinsieme limitato in uno spazio vettoriale topologico è stata introdotta
nell’esercizio 1.4.1.

Proposizione 1.5.4 Siano X, Y spazi vettoriali topologici, sia f : X → Y
un operatore lineare. Se f è continuo, allora f è limitato, ossia trasforma
insiemi limitati di X in insiemi limitati di Y .

Si noti che il viceversa di questa implicazione è falso (esercizio 1.4.4), ma è
vero sotto opportune ipotesi di metrizzabilità (esercizio 1.5.1).

Dimostrazione Sia U un intorno di 0 ∈ Y : per continuità, esiste un intorno
V di 0 ∈ X tale che f(V ) ⊆ U . Sia E limitato in X: per definizione esiste
λ > 0 tale che E ⊆ αV per ogni α > λ; ne segue

f(E) ⊆ f(αV ) = αf(V ) ⊆ αU ∀α > λ.

Per l’arbitrarietà di U , f(E) è limitato.

Consideriamo ora lo spazio vettoriale dei funzionali lineari e continui su uno
spazio vettoriale topologico.

Definizione 1.5.5 Il duale di uno spazio vettoriale topologico (X, τ) è lo
spazio vettoriale X∗ dei funzionali lineari e continui su X, ossia degli opera-
tori lineari e continui da X in R (oppure da X in C).

29



Si noti che la continuità di un operatore lineare su X dipende dalla topologia
τ , quindi X∗ dipende a sua volta da τ e dovremmo denotarlo con X∗τ ; tuttavia
se τ si pensa fissata, la notazione X∗ non si presta ad equivoci.
Di per sé, X∗ è uno spazio vettoriale privo di una propria topologia naturale
(salvo che nel caso in cui X sia uno spazio normato). I sottoinsiemi di X∗

determinano altre topologie su X, diverse da τ : infatti si osserva anzitutto
che ogni applicazione lineare ϕ : X → C individua su X la seminorma
pϕ(x) = |ϕx|, x ∈ X; di conseguenza, fissato un arbitrario sottoinsieme B di
X∗, la topologia indotta da B su X è la topologia generata dalla famiglia di
seminorme {pϕ}ϕ∈B e si indica con σ(X,B). In particolare, quando B = X∗

si ha la topologia debole su X, cioè σ(X,X∗),che viene spesso denotata con
w (benché dipenda anche, attraverso X e X∗, da τ); essa verrà ampiamente
descritta nel paragrafo che segue.
Si possono definire in modo analogo svariate topologie su X∗ che lo rendono
uno spazio vettoriale topologico localmente convesso: infatti per ogni x ∈ X
la funzione qx(ϕ) = |ϕx|, ϕ ∈ X∗, è una seminorma su X∗; quindi, fissato un
sottoinsieme D di X, la famiglia di seminorme {qx}x∈D genera una topologia
su X∗. che si denota con σ(X∗, D). In particolare è importante la topologia
debole* σ(X∗, X) (si legge “debole-star”), che si ottiene scegliendo D = X,
e che verrà analizzata nel prossimo paragrafo.
Un’altra importante topologia su X∗ è la topologia forte, che è generata dalla
più ricca famiglia di seminorme {pB}B∈B definite da

pB(f) = sup
x∈B
|fx| ∀f ∈ X∗,

ove B è la famiglia dei sottoinsiemi limitati di X. Queste seminorme sono
ben definite in virtù della proposizione 1.5.4.
Ovviamente, la topologia forte è più fine di quella debole*; in particolare,
allorché X è uno spazio di Banach la topologia forte è quella indotta dalla
norma di X∗.

Esempio 1.5.6 Consideriamo lo spazio C∞0 (Ω), altrimenti detto D(Ω), in-
trodotto nell’esempio 1.4.15. Il suo duale si denota con D′(Ω) e gli elementi
del duale si chiamano distribuzioni su Ω. Dalla definizione delle seminorme
pm,a è facile dimostrare (esercizio 1.5.3) che un funzionale lineare T definito
su D(Ω) è una distribuzione se e solo se per ogni compatto K ⊂ Ω esistono
due costanti C > 0 e m ∈ N tali che

|Tf | ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|Dαf(x)| ∀f ∈ DK(Ω).
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Nel caso Ω = RN , lo spazio D(RN) è immerso con continuità nello spazio di
Schwartz S(RN) introdotto nell’esempio 1.4.16; dunque il duale dello spazio
di Schwartz, che si denota con S ′(RN), è immerso con continuità in D′(RN).
Gli elementi di S ′(RN) si dicono distribuzioni temperate.

Esercizi 1.5

1. Siano X, Y spazi vettoriali topologici e supponiamo che X sia metriz-
zabile, con distanza d tale che d(kx, 0) ≤ k d(x, 0) per ogni k ∈ N e
per ogni x ∈ X. Sia inoltre f : X → Y un’applicazione lineare che
trasforma insiemi limitati di X in insiemi limitati di Y . Si provino i
seguenti fatti:

(i) se {xn}n∈N ⊂ X e xn → 0 in X, allora {fxn}n∈N è limitata in Y ;

(ii) se {xn}n∈N ⊂ X e xn → 0 in X, allora esiste {γn}n∈N ⊂]0,∞[ tale
che γn →∞ e γnxn → 0 in X;

(iii) se {xn}n∈N ⊂ X e xn → 0 in X, allora fxn → 0 in Y ;

(iv) f è continua.

2. Sullo spazio vettoriale X = C[0, 1] definiamo il seguente sistema fon-
damentale di intorni di 0:

Vn,k =

{
f ∈ X : m

{
x ∈ [0, 1] : |f(x)| < 1

n

}
≥ 1− 1

k

}
, n, k ∈ N+,

ove m è la misura di Lebesgue.

(i) Si verifichi che X è uno spazio vettoriale topologico metrizzabile.

(ii) Si mostri che X∗ = {0}, ossia l’unico funzionale lineare e continuo
su X è quello identicamente nullo.

[Traccia: per (ii), fissato F ∈ X∗, si determini un intorno Vn,k di 0
tale che |F (f)| < 1 per ogni f ∈ Vn,k. Quindi si utilizzi una partizione
dell’unità con funzioni ϕj aventi supporto in intervalli di ampiezza mi-
nore di 1

k
, e si osservi che per ogni f ∈ X e λ ∈ R si ha λϕjf ∈ Vn,k.

Si mostri infine che F (f) = 0 sfruttando l’arbitrarietà di λ.]
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3. Si provi che un funzionale lineare T : D(Ω)→ C è una distribuzione se
e solo se per ogni compatto K ⊂ Ω esistono C > 0 e m ∈ N tali che

|Tf | ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|Dαf(x)| ∀f ∈ DK(Ω).

1.6 Topologie deboli

In uno spazio vettoriale topologico (X, τ), come abbiamo visto, è possibile
definire, accanto alla sua topologia naturale, un’altra topologia meno fine: la
topologia debole. Questo paragrafo è dedicato alla descrizione delle sue nu-
merose proprietà, che hanno particolare rilevanza, sia teorica che applicativa,
nel caso speciale in cui X è uno spazio di Banach.

Definizione 1.6.1 Sia X uno spazio vettoriale topologico. Si chiama topo-
logia debole su X la topologia generata dalla famiglia di seminorme {pϕ}ϕ∈X∗
cos̀ı definite:

pϕ(x) = |ϕx| ∀x ∈ X.
La topologia debole si denota con i simboli w (“weak”) oppure σ(X,X∗).

Dunque un sistema fondamentale di w-intorni di 0 è dato dagli insiemi della
forma

Vϕ1,...,ϕn,ε = {x ∈ X : |ϕix| ≤ ε, i = 1, . . . , n},
al variare di n ∈ N+, ε > 0 e ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗. Ripetiamo ancora che la
topologia debole dipende dalla topologia originaria τ di cui è dotato X at-
traverso la scelta dei funzionali di X∗: cambiando τ cambia lo spazio X∗ dei
funzionali lineari τ -continui.
Dalla definizione segue che la topologia debole w è la meno fine topologia su
X che rende continui tutti i funzionali ϕ ∈ X∗; poiché tutti gli elementi di
X∗ sono continui per la topologia naturale di X, la topologia debole è meno
fine di quest’ultima. Tuttavia, se X ha dimensione finita le due topologie
coincidono (esercizio 1.6.7). In particolare, ogni insieme debolmente chiuso
(cioè chiuso rispetto a w) è chiuso, mentre il viceversa non è vero in generale.
Ad esempio, nello spazio di Banach `2 l’insieme Σ = {x ∈ `2 : ‖x‖2 = 1}
è chiuso ma non debolmente chiuso: infatti, ricordando che la successione
{e(n)}n∈N è contenuta in Σ e converge debolmente a 0 in `2, si deduce che 0
appartiene alla chiusura debole di Σ perché ogni suo w-intorno della forma
Vϕ1,...,ϕp,ε contiene necessariamente qualcuno degli e(n).
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Se X è uno spazio normato, da un noto corollario del teorema di Hahn-
Banach segue che per ogni x ∈ X \ {0} esiste ϕ ∈ X∗ tale che ϕ(x) 6= 0;
quindi la topologia debole rende X uno spazio vettoriale topologico local-
mente convesso e di Hausdorff. Se in particolare X è uno spazio di Banach
riflessivo, allora (X,w) è completo (esercizio 1.6.4). In generale, 0 non ha un
sistema fondamentale di intorni numerabile e lo spazio (X,w) non è metriz-
zabile: si veda a questo proposito l’esercizio 1.6.15.
Il duale X∗ di uno spazio vettoriale topologico X è esso stesso uno spazio
vettoriale topologico (localmente convesso) con una delle due topologie (de-
bole* e forte) introdotte alla fine del paragrafo precedente. La definizione di
topologia debole si applica ovviamente anche al caso di X∗: è quella generata
dalle seminorme {pα}α∈X∗∗ definite da

pα(ϕ) = |αϕ| ∀ϕ ∈ X∗.

Naturalmente, lo spazio X∗∗ cambia a seconda che si scelga di mettere su X∗

la topologia forte, oppure la topologia debole* (o altre ancora di cui non ci
occuperemo). Richiamiamo la definizione di topologia debole*:

Definizione 1.6.2 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia X∗ il suo dua-
le. Si chiama topologia debole* su X∗ la topologia generata dalla famiglia di
seminorme {px}x∈X cos̀ı definite:

px(ϕ) = |ϕx| ∀ϕ ∈ X∗.

La topologia debole* si denota con i simboli w∗ oppure σ(X∗, X).

Un sistema fondamentale di w∗-intorni di 0 è fatto dagli insiemi della forma

Vx1,...,xn,ε = {ϕ ∈ X∗ : |ϕxi| ≤ ε, i = 1, . . . , n}.

Dato che, ovviamente, per ogni ϕ ∈ X∗ \ {0} esiste x ∈ X tale che ϕx 6= 0,
le seminorme px separano i punti di X∗ e dunque (X∗, w∗) è uno spazio
vettoriale topologico localmente convesso e di Hausdorff. Se in particolare X
è uno spazio di Banach, lo spazio (X∗, w∗) è anche completo (esercizio 1.6.4).
Quando X è uno spazio di Banach, ricordando come è definita l’immersione
canonica J : X → X∗∗, possiamo scrivere le seminorme che generano la
topologia σ(X∗, X) nel modo seguente:

px(ϕ) = |ϕx| = |Jxϕ| ∀ϕ ∈ X∗.
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Quindi, la topologia debole* σ(X∗, X) è la meno fine topologia su X∗ che
rende continui tutti i funzionali Jx ∈ J(X), mentre, per definizione, tutti gli
elementi di X∗∗ sono continui su X∗ per la topologia σ(X∗, X∗∗) (la topo-
logia debole relativa alla topologia indotta dalla norma di X∗). Ne segue
che su X∗ la topologia debole* σ(X∗, X) è meno fine della topologia debole
σ(X∗, X∗∗), che a sua volta è meno fine di quella indotta dalla norma di X∗.
Le due topologie deboli su X∗ coincidono se e solo se J(X) = X∗∗, ossia se
e solo se X è riflessivo.
Come si è già osservato, le topologie deboli in spazi normati sono impor-
tanti perché permettono di ottenere buoni teoremi di compattezza. Ne de-
scriveremo adesso i principali, insieme ad alcuni risultati di metrizzabilità
strettamente collegati.

Teorema 1.6.3 (di Banach-Alaoglu) Sia X uno spazio normato e sia B∗

la palla unitaria chiusa di X∗. Allora B∗ è compatta nella topologia debole*
σ(X∗, X).

Dimostrazione Per ogni x ∈ X denotiamo con Ix l’intervallo chiuso reale
[−‖x‖X , ‖x‖X ]. Consideriamo il prodotto cartesiano

P =
∏
x∈X

Ix ,

munito della topologia prodotto τ . Allora P , essendo prodotto di compatti,
è τ -compatto; denotando i suoi elementi con {f(x)}x∈X , possiamo descrivere
tale insieme nel modo seguente:

P = {f : X → R : |f(x)| ≤ ‖x‖X ∀x ∈ X}.

Poiché B∗ ⊆ P ∩ X∗, B∗ eredita due topologie indotte, una da (X∗, w∗) e
una da (P, τ). Proveremo che:

(a) B∗ è chiuso in (P, τ),

(b) w∗ coincide con τ su B∗.

Da (a) seguirà che B∗ è τ -compatto, e da (b) dedurremo che B∗ è w∗-
compatto, ossia la tesi.
Proviamo dapprima (b). Siano n ∈ N+, x1, . . . , xn ∈ X, δ1, . . . , δn > 0 e
g0 ∈ B∗: consideriamo i due insiemi

W1 = {g ∈ X∗ : |gxi − g0xi| < δi , i = 1, . . . , n},
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W2 = {f ∈ P : |f(xi)− g0xi| < δi , i = 1, . . . , n};

W1 e W2 sono generici intorni di g0 nelle topologie w∗ e τ rispettivamente.
Dato che, banalmente, W1 ∩B∗ = W2 ∩B∗, la proprietà (b) è provata.
Dimostriamo (a). Sia f0 un elemento della chiusura di B∗ in (P, τ): pro-
veremo che f0 : X → C è lineare. Dati x, y ∈ X, α, β ∈ C ed ε > 0,
l’insieme

U = {f ∈ P : |f(x)− f0(x)| < ε , |f(y)− f0(y)| < ε ,

|f(αx+ βy)− f0(αx+ βy)| < ε}

è intorno di f0 in (P, τ). Poiché f0 è τ -aderente a B∗, esiste f ∈ B∗ ∩ U .
Usando la linearità di f , ne segue

|f0(αx+ βy)− αf0(x)− βf0(y)| =
= |(f0 − f)(αx+ βy)− α(f0 − f)(x)− β(f0 − f)(y)| <
< (1 + |α|+ |β|)ε,

e per l’arbitrarietà di ε otteniamo che f0 è lineare.
Resta da far vedere che f0 ∈ B∗: fissati ε > 0 e x ∈ X con ‖x‖X ≤ 1, sia

V = {g ∈ P : |g(x)− f0x| < ε}.

Dato che V è un τ -intorno di f0, esiste g ∈ B∗ ∩ V ; dunque si ha

|f0x| ≤ |f0x− gx|+ |gx| < ε+ ‖x‖X ≤ ε+ 1,

e per l’arbitrarietà di ε, ricaviamo

|f0x| ≤ 1 ∀x ∈ X con ‖x‖X ≤ 1.

Si conclude che f0 ∈ B∗, e ciò prova (a).

Teorema 1.6.4 (di Eberlein-Smulyan) Sia X uno spazio di Banach ri-
flessivo, e sia B la palla unitaria chiusa di X. Allora B è compatta nella
topologia debole σ(X,X∗).

Dimostrazione Sia {Ui}i∈I un ricoprimento w-aperto di B: per ogni i ∈ I
e per ogni x ∈ Ui esiste un w-intorno V di x, della forma

V = {y ∈ X : |ϕi(x− y)| < ε, i = 1, . . . , k},
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che è contenuto in Ui. Applichiamo l’immersione canonica J : X → X∗∗, che
per ipotesi è un’isometria bigettiva: otteniamo che per ogni i ∈ I e per ogni
Jx ∈ J(Ui) l’insieme

J(V ) = {Jy ∈ X∗∗ : |Jxϕi − Jyϕi| < ε, i = 1, . . . , k}

è contenuto in J(Ui). Ma J(V ) è un intorno di Jx nella topologia debole*
su X∗∗, e dunque {J(Ui)}i∈I è un ricoprimento w∗-aperto di J(B), cioè della
palla unitaria chiusa di X∗∗. Per il teorema di Banach-Alaoglu (teorema
1.6.3), J(B) è w∗-compatta in X∗∗, quindi esiste un sottoricoprimento finito
{J(Uih)}1≤h≤m di J(B). Di conseguenza, {Uih}1≤h≤m è un sottoricoprimento
finito di B, estratto dal ricoprimento w-aperto originale {Ui}i∈I . Pertanto B
è w-compatta.

Corollario 1.6.5 Sia X uno spazio normato. Allora:

(i) i limitati di X∗ sono debolmente* relativamente compatti;

(ii) se X è uno spazio di Banach riflessivo, allora i limitati di X sono
debolmente relativamente compatti.

Dimostrazione Basta osservare che ogni limitato è incluso in una palla
chiusa, ed applicare i due teoremi precedenti.

La topologia debole su uno spazio normato non è metrizzabile in generale,
come abbiamo visto (esercizio 1.6.15); però vale il seguente risultato:

Teorema 1.6.6 Sia X uno spazio normato e sia B∗ la palla unitaria chiusa
di X∗. Allora X è separabile se e solo se la topologia indotta su B∗ dalla
topologia debole* di X∗ è metrizzabile.

Dimostrazione (=⇒) Sia X separabile: fissata una successione {xn}n∈N
densa nella palla unitaria B di X, poniamo

d(f, g) =
∞∑
n=0

2−n|fxn − gxn|, f, g ∈ B∗.

È chiaro che d è una distanza su B∗ e che è invariante per traslazioni. Quindi
per provare la tesi sarà sufficiente mostrare che:

(a) ogni palla Qε = {f ∈ B∗ : d(f, 0) < ε} contiene B∗ ∩ U , ove U è un
opportuno intorno di 0 in σ(X∗, X);
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(b) ogni intorno U di 0 in σ(X∗, X) contiene una palla Qε , con ε opportuno.

Proviamo (a): fissato un arbitrario ε > 0, sia N ∈ N tale che 2−N < ε
4
.

Scegliamo

U =
{
f ∈ X∗ : |fxk| <

ε

4
, k = 0, . . . , N − 1

}
;

allora se f ∈ B∗ ∩ U si ha

d(f, 0) =
N−1∑
n=0

2−n|fxn|+
∞∑
n=N

2−n|fxn| <
ε

4

N−1∑
n=0

2−n +
∞∑
n=N

2−n‖f‖X∗ < ε,

cioè f ∈ Qε. Quindi B∗ ∩ U ⊆ Qε.
Proviamo (b): fissati δ > 0 e y1, . . . , ym ∈ X \ {0}, poniamo

U = {f ∈ X∗ : |fyi| < δ, i = 1, . . . ,m}

e cerchiamo Qε tale che Qε ⊆ U . Poiché {xn}n∈N è densa in B, esistono
n1, . . . , nm ∈ N tali che∥∥∥∥ yi

‖yi‖X
− xni

∥∥∥∥
X

<
δ

2K
per i = 1, . . . ,m, ove K = max

1≤i≤m
‖yi‖X .

Siano N = max1≤i≤m{ni} ed ε = 2−N δ
2K

; si ha per ogni f ∈ Qε e per ogni
i = 1, . . . ,m

2−ni |fxni| ≤ d(f, 0) < ε,

da cui

|fxni| < 2niε ≤ 2Nε =
δ

2K
.

Pertanto per ogni i = 1, . . . ,m si ha, ricordando che ‖f‖X∗ = 1,

|fyi|
‖yi‖X

≤
∣∣∣∣f ( yi
‖yi‖X

− xni
)∣∣∣∣+ |fxni | <

δ

2K
+

δ

2K
=

δ

K

ed infine

|fyi| <
δ

K
‖yi‖X ≤ δ, i = 1, . . . ,m.

Ciò prova che f ∈ U , ossia Qε ⊆ U .
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(⇐=) Supponiamo che (B∗, w∗) sia metrizzabile; allora 0 ha un sistema fon-
damentale di intorni numerabile {Un}n∈N, e si può supporre che tali Un siano
della forma

Un = {ϕ ∈ B∗ : |ϕx| < εn ∀x ∈ An},
ove An è un sottoinsieme finito di X. Poniamo A =

⋃
n∈NAn: dato che

A è numerabile, il sottospazio chiuso X0 ⊆ X generato da A è separabile.
Supponiamo ora che esista x ∈ X \ X0: per un corollario del teorema di
Hahn-Banach, vi sarebbe un funzionale ϕ ∈ X∗, di norma unitaria, tale che
ϕx 6= 0 e ϕz = 0 per ogni z ∈ X0. Ciò significherebbe che ϕ ∈ Un per ogni
n ∈ N, e questo implicherebbe che ϕ ≡ 0, contraddicendo il fatto che ϕx 6= 0.
Pertanto deve essere X = X0 e dunque X è separabile.

Un’analoga proprietà di metrizzabilità vale negli spazi di Banach che hanno
duale separabile.

Teorema 1.6.7 Sia X uno spazio di Banach e sia B la palla unitaria chiusa
di X. Allora X∗ è separabile se e solo se la topologia indotta su B dalla
topologia debole di X è metrizzabile.

Dimostrazione (=⇒) Sia X∗ separabile: allora è noto che anche X è sepa-
rabile; dunque, per il teorema precedente, la palla unitaria B∗ di X∗, munita
della topologia debole*, è metrizzabile. Inoltre B∗ è w∗-compatta in virtù
del teorema di Banach-Alaoglu. Perciò, dato che gli spazi metrici compatti
sono separabili, (B∗, w∗) è separabile. Sia {fn}n∈N+ una successione densa in
(B∗, w∗), e definiamo la distanza

d(x, y) =
∞∑
n=1

2−n|fn(x− y)|, x, y ∈ B.

Proviamo che lo spazio metrico (B, d) coincide con lo spazio (B,w).
Sia i : (B,w) → (B, d) l’identità: essa è continua poiché, fissata arbi-
trariamente una palla B(x0, δ), esiste Nδ ∈ N+ tale che per il w-intorno
V = {x ∈ B : |fn(x− x0)| < δ/2, n ≤ Nδ} risulta per ogni x ∈ V

d(x, x0) ≤
∑
n≤Nδ

2−n|fn(x− x0)|+
∑
n>Nδ

2−n <
∑
n≤Nδ

2−n
δ

2
+
δ

2
< δ.

Perciò l’applicazione i è biunivoca e continua dallo spazio compatto (B,w)
nello spazio di Hausdorff (B, d): dunque è un omeomorfismo, e in particolare
(B, d) = (B,w).

(⇐=) Proviamo anzitutto due lemmi.
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Lemma 1.6.8 Sia X uno spazio vettoriale e siano g, f1, . . . , fm : X → C
funzionali lineari. Vale l’inclusione

⋂n
i=1 ker fi ⊆ ker g se e solo se esistono

λ1, . . . , λm ∈ C tali che g =
∑m

i=1 λifi.

Dimostrazione (⇐=) Evidente.

(=⇒) Sia F l’operatore lineare da X in Cm dato da Fx = (f1x, . . . , fmx), e
definiamo h : R(F )→ C nel modo seguente:

h(z) = gx ∀z = Fx ∈ R(F ).

Questa definizione è ben posta perché se z = Fx = Fy si ha x − y ∈
kerF =

⋂n
i=1 ker fi e quindi, per ipotesi, gx = gy. Si noti che R(F ) è un

sottospazio di Cm e quindi, avendo dimensione finita, è chiuso. Per il teorema
di Riesz, applicato allo spazio di Hilbert R(F ) ⊆ Cm, esiste un unico elemento
v ∈ R(F ) tale che hz = 〈z, v〉m per ogni z ∈ R(F ). Ne segue che il funzionale
H : Cm → C, definito da Hz = 〈z, v〉m per ogni z ∈ Cm, estende h a tutto
Cm. In particolare, allora,

gx = h(Fx) = H(Fx) = 〈Fx, v〉m =
m∑
i=1

fix vi ∀x ∈ X,

ovvero si ha la tesi con λi = vi.

Lemma 1.6.9 Sia X uno spazio di Banach e sia B la palla unitaria chiusa di
X. Detta J : X → X∗∗ l’immersione canonica, l’insieme J(B) è σ(X∗∗, X∗)-
denso nella palla unitaria chiusa B∗∗ di X∗∗ .

Dimostrazione Sia, per assurdo, α ∈ B∗∗\J(B)
w∗

, ove J(B)
w∗

è la chiusura
di J(B) rispetto a σ(X∗∗, X∗). Esiste allora, per il teorema di Hahn-Banach,
un funzionale f : X∗∗ → C lineare e σ(X∗∗, X∗)-continuo tale che

fα 6= 0, fβ = 0 ∀β ∈ J(B)
w∗

.

Dimostriamo che esiste ϕ ∈ X∗ tale che

fβ = βϕ ∀β ∈ X∗∗,

ovvero, in altri termini, proviamo che esiste ϕ ∈ X∗ tale che f = J∗ϕ , essendo
J∗ l’immersione canonica di X∗ nel proprio biduale. Ciò implicherà 0 =
fJx = Jxϕ = ϕx per ogni x ∈ B, e quindi per linearità dedurremo ϕ = 0;
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ma questo è assurdo essendo αϕ = fα 6= 0.
Per provare l’asserzione osserviamo che f è σ(X∗∗, X∗)-continua, esiste un
intorno di 0 ∈ X∗∗ della forma U = {α ∈ X∗∗ : |αϕi| < ε, i = 1, . . . ,m} tale
che |fβ| < 1 per ogni β ∈ U . Adesso, se β ∈

⋂m
i=1 ker J∗ϕi , ossia βϕi = 0

per i = 1, . . . ,m, allora per ogni k ∈ N si ha k|fβ| = |f(kβ)| < 1, da
cui fβ = 0: ciò mostra che

⋂m
i=1 ker J∗ϕi ⊆ ker f . Ne segue, per il lemma

1.6.8, che esistono λ1, . . . , λm ∈ C tali che f =
∑m

i=1 λiJ
∗
ϕi

. Dunque, posto
ϕ =

∑m
i=1 λiϕi , abbiamo provato che f = J∗ϕ, ossia l’asserzione sopra scritta.

Ciò conclude la dimostrazione del lemma.

Dimostriamo la seconda implicazione del teorema. Sia (B,w) metrizzabile:
allora la topologia w ha come base d’intorni di 0 la famiglia numerabile
{Un}n∈N , con

Un = {x ∈ X : |ϕx| < εn ∀ϕ ∈ An},
ove εn > 0 e An è un sottoinsieme finito di X∗. Il sottospazio chiuso X ′ ⊆ X,
generato da tutti i funzionali appartenenti all’unione degli An , è separabile:
vogliamo provare che X ′ = X∗, e che pertanto X∗ è separabile.
Supponiamo per assurdo che esista ϕ ∈ X+ \X ′: allora

δ = inf
ψ∈X′
‖ϕ− ψ‖X∗ > 0.

Per uno dei corollari del teorema di Hahn-Banach, esiste α ∈ X∗∗ tale che

‖α‖X∗∗ =
1

δ
, αϕ = 1, α|X′ = 0.

Consideriamo l’insieme U = {x ∈ B : |ϕx| < δ/2}, che è un w-intorno di
0 ∈ B: esiste allora n ∈ N tale che V ⊇ Un. Gli insiemi

Vn = {β ∈ X∗∗ : |βψ| < εn ∀ψ ∈ An}, V = {β ∈ X∗∗ : |βϕ| < δ/2}

sono σ(X∗∗, X∗)-intorni di 0 ∈ X∗∗. Poiché δα ∈ B∗∗, per il lemma 1.6.9
esiste x1 ∈ B tale che Jx1 − δα ∈ Vn ∩ V , ossia

|ψx1| = |Jx1ψ − δαψ| < εn ∀ψ ∈ An , |ϕx1 − δ| = |Jx1ϕ− δαϕ| < δ/2.

Ma allora |ϕx1| > δ/2: dunque si ha x1 ∈ Un \ V , il che è assurdo essendo
Un ⊆ V . Ne segue X∗ = X e dunque la tesi.

Proviamo infine il seguente risultato, che va confrontato con quello dell’eser-
cizio 1.6.14:
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Teorema 1.6.10 Sia X uno spazio normato con X∗ separabile, e sia M ⊂
X un insieme limitato. Allora la chiusura debole di M coincide con la
chiusura debole sequenziale di M , cioè con l’insieme

M s = {x ∈ X : ∃{xn} ⊆M : xn ⇀ x}.

Dimostrazione È facile verificare che M s è contenuto nella chiusura debole
di M . Per provare l’inclusione opposta faremo uso del seguente

Lemma 1.6.11 Sia X uno spazio normato, sia M ⊂ X limitato e sia u ∈ X
un elemento della chiusura debole di M . Allora esiste un sottoinsieme al più
numerabile M0 ⊆M tale che u appartiene alla chiusura debole di M0.

Dimostrazione Sia B∗ la palla unitaria chiusa di X∗ e sia

B∗n = B∗ ×B∗ × · · · ×B∗ (n volte).

Per m,n ∈ N+ e f = (f1, . . . , fn) ∈ B∗n consideriamo il w-intorno

Um,n,f (u) =

{
v ∈ X : |fj(v − u)| < 1

m
, j = 1, . . . , n

}
.

Per ipotesi, per ogni m,n ∈ N+ e f ∈ B∗n esiste v ∈M tale che v ∈ Um,n,f (u).
Riscriviamo questa affermazione in modo diverso: per ogni m,n ∈ N+ e
v ∈M sia

Wm,n,v = {f ∈ B∗n : v ∈ Um,n,f (u)};
allora possiamo dire che per ogni m,n ∈ N+ l’insieme B∗n è ricoperto dalla
famiglia {Wm,n,v}v∈M .
Ora osserviamo che i Wm,n,v sono aperti in B∗n per la topologia indotta dalla
topologia debole* di (X∗)n; infatti se f ∈ Wm,n,v l’insieme{

g ∈ B∗n : |fi(u− v)− gi(u− v)| < 1

m
− max

1≤j≤n
|fj(u− v)|, i = 1, . . . , n

}
è un intorno di f in tale topologia che è contenuto in Wm,n,v. Poiché, per il
teorema di Banach-Alaoglu (teorema 1.6.3), B∗ è debolmente* compatto in
X∗, anche B∗n è debolmente* compatto in (X∗)n. Quindi esiste una sotto-
famiglia finita di {Wm,n,v}v∈M che è ancora un ricoprimento di B∗n: in altre
parole, esiste un sottoinsieme finito Sm,n ⊆M tale che

∀f = (f1, . . . , fn) ∈ B∗n ∃v ∈ Sm,n : |fj(v − u)| < 1

m
per j = 1, . . . , n.
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Posto M0 =
⋃
m,n∈N+ Sm,n , l’insieme M0 è numerabile; essendo contenuto in

M , è anche limitato in X. Per definizione di M0, per ogni f ∈ B∗n esiste
v ∈ M0 tale che v ∈ Um,n,f (u): dunque u appartiene alla chiusura debole di
M0.

Riprendiamo la dimostrazione del teorema 1.6.10. Sia u ∈ X un elemento
della chiusura debole di M in X. Sia M0 il sottoinsieme numerabile di M
determinato dal lemma 1.6.11: dunque u appartiene alla chiusura debole
di M0 in X. Poiché M0 è limitato, esiste una palla chiusa BR di X, di
raggio R opportuno, tale che M0 ⊆ BR. Essendo X∗ separabile per ipotesi,
per il teorema 1.6.7 la topologia debole su BR è indotta da una distanza.
Poiché negli spazi metrici la chiusura di un insieme coincide con la chiusura
sequenziale, deduciamo che u appartiene alla chiusura debole sequenziale di
M0, da cui in particolare la tesi.

Esercizi 1.6

1. Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia ϕ : X → C lineare. Si provi
che ϕ ∈ X∗ se e solo se ϕ è w-continua.

2. Sia X uno spazio normato, sia α : X∗ → C lineare. Si provi che
α ∈ X∗∗ se e solo se α è w-continua (ove w è la topologia debole su
X∗), e che α ∈ J(X) se e solo se α è w∗-continua.

3. Per ogni t ∈ [a, b] sia Ft : C[a, b]→ R definito da Ft(f) = f(t) per ogni
f ∈ C[a, b]. Si provi che l’applicazione t 7→ Ft è continua da [a, b] in
((C[a, b])∗, w∗).

4. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che:

(i) (X∗, w∗) è uno spazio vettoriale topologico completo;

(ii) se lo spazio X è riflessivo, allora anche (X,w) è uno spazio vetto-
riale topologico completo.

5. Si provi che se X è lo spazio normato (c00, ‖ ·‖`2), allora (X∗, w∗) è uno
spazio vettoriale topologico non completo.
[Traccia: si considerino i funzionali Tk : c00 → R definiti da Tkx =∑k

j=0 jxj. . . ]
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6. Si provi che se X è lo spazio normato (c0, ‖ · ‖`∞), allora (X,w) è uno
spazio vettoriale topologico non completo.
[Traccia: fissato x ∈ `∞ \ c0, si consideri la successione {x(n)} ove
x(n) = {x0, x1, . . . , xn−1, xn, 0, 0, . . .}. . . ]

7. Sia X uno spazio normato. Si provi che la topologia debole di X
coincide con quella indotta dalla norma se e solo se X ha dimensione
finita.

8. Sia X uno spazio normato, sia E un sottoinsieme di X. Si provi che E
è limitato in X se e solo se E è w-limitato.

9. Sia X uno spazio normato, sia F un sottoinsieme di X∗. Si provi che
F è limitato in X∗ se e solo se F è w∗-limitato.

10. Sia X uno spazio normato e sia B la palla unitaria chiusa di X. Si
provi che J(B) è w∗-denso nella palla unitaria chiusa B∗∗ di X∗∗ (qui
w∗ è la topologia debole* di X∗∗).
Traccia: Sia α ∈ B∗∗ e sia V = {β ∈ X∗∗ : |βϕ− αϕ| < ε}: si osservi
che αϕ ∈ [−‖ϕ‖X∗ , ‖ϕ‖X∗ ] e che ϕ(B) ⊇]−‖ϕ‖X∗ , ‖ϕ‖X∗ [, e si deduca
che esiste x ∈ B tale che Jx ∈ V .]

11. Si provi che C[a, b] è w∗-denso in L∞(a, b).

12. Si provi che la palla unitaria chiusa di c0 non è w-compatta.

13. Sia (X, τ) uno spazio vettoriale topologico tale che l’origine abbia un
sistema fondamentale di intorni numerabile. Si provi che per ogni
sottoinsieme E ⊆ X la chiusura debole di E e la chiusura debole
sequenziale di E coincidono.

14. Siano X = `2 e E = {e(m) + me(n) : m,n ∈ N, m ≤ n}. Si dimostri
che:

(i) la chiusura debole sequenziale di E è E ∪ {e(m)}m∈N;

(ii) la chiusura debole di E contiene anche 0.

15. Si provi che lo spazio vettoriale topologico (`2, w) non è metrizzabile.
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16. Sia (X, τ) uno spazio vettoriale topologico. Denotando conXw lo spazio
vettoriale X dotato della topologia debole relativa a τ , si provi che
(Xw)w = Xw , cioè che la topologia debole relativa alla topologia debole
coincide con questa.

1.7 Separazione di insiemi convessi

Iniziamo il paragrafo con l’estensione agli spazi vettoriali topologici del teo-
rema di Hahn-Banach. Di questo risultato fondamentale conosciamo una
versione “inutilmente” restrittiva, in cui l’ambiente è uno spazio normato. In
effetti, senza cambiare una virgola della dimostrazione relativa a quel caso,
si prova il seguente enunciato più generale:

Teorema 1.7.1 (di Hahn-Banach, caso reale) Sia X uno spazio vetto-
riale reale, sia p : X → R una funzione subadditiva e positivamente omogenea
(ossia, tale che p(λx) = λp(x) e p(x + y) ≤ p(x) + p(y) per ogni λ > 0 e
x, y ∈ X); siano poi M un sottospazio di X e f : M → R un funzionale li-
neare tale che fx ≤ p(x) per ogni x ∈M . Allora esiste un funzionale lineare
F : X → R tale che F |M = f e Fx ≤ p(x) per ogni x ∈ X.

Se X è uno spazio vettoriale complesso, il teorema di Hahn-Banach vale nella
forma seguente:

Teorema 1.7.2 (di Hahn-Banach, caso complesso) Sia X uno spazio
vettoriale complesso, sia p : X → R una funzione subadditiva e positivamente
omogenea; siano poi M un sottospazio di X e f : M → C un funzionale
lineare tale che Re fx ≤ p(x) per ogni x ∈ M . Allora esiste un funzionale
lineare F : X → C tale che F |M = f e ReFx ≤ p(x) per ogni x ∈ X.

Dimostrazione Ci ricondurremo alla dimostrazione del caso reale mediante
le seguenti osservazioni di immediata verifica. Se F : X → C è un funzionale
lineare, allora U = ReF : X → R è un funzionale R-lineare (ossia è additivo
e U(λx) = λUx per ogni λ ∈ R). Viceversa, se U : X → R è R-lineare, allora
il funzionale F : X → C definito da

Fx = Ux− iU(ix), x ∈ X,

è lineare su X e, naturalmente, ReF = U .
Nelle ipotesi sopra scritte, allora, il funzionale u = Re f verifica le ipotesi
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del teorema 1.7.1. Quindi esiste un funzionale U : X → R, R-lineare, ta-
le che U |M = u e Ux ≤ p(x) per ogni x ∈ X. Ne segue che il funzionale
Fx = Ux− iU(ix) è lineare su X e soddisfa la tesi.

Del teorema di Hahn-Banach esiste una versione geometrica altrettanto im-
portante e utile, che si esprime in termini di separazione di insiemi convessi
mediante gli insiemi di livello di opportuni funzionali lineari. Si hanno due
enunciati abbastanza simili: entrambi si dimostrano sfruttando l’enunciato
“algebrico”, cioè il teorema 1.7.2 (si noti che il teorema 1.7.2, che riguarda il
caso complesso, si riduce automaticamente al teorema 1.7.1, relativo al caso
reale, quando lo spazio X è reale).

Teorema 1.7.3 (di Hahn-Banach, 1a forma geometrica) Sia X uno
spazio vettoriale topologico, e siano K,H sottoinsiemi non vuoti, convessi e
disgiunti di X, con K aperto. Allora esiste un funzionale lineare F : X → C,
continuo e non nullo, tale che

sup
K

ReF ≤ inf
H

ReF .

Dimostrazione Cominciamo con un caso particolare.

Lemma 1.7.4 Sia X uno spazio vettoriale topologico reale, sia K un con-
vesso aperto e non vuoto di X e sia x0 ∈ X \K. Allora esiste un funzionale
lineare F : X → R, continuo e non nullo, tale che

Fx < Fx0 ∀x ∈ K.

Dimostrazione Supponiamo dapprima che 0 ∈ K. Allora si ha x0 6= 0,
quindi possiamo definire un funzionale lineare f sul sottospazio M = [{x0}]
ponendo

f(tx0) = t ∀t ∈ R.

Essendo il convesso K aperto e contenente l’origine, si vede facilmente che,
detto pK il funzionale di Minkowski di K, si ha pK(x) < +∞ per ogni x ∈ X.
Inoltre risulta

f(tx0) = t ≤ pK(tx0) ∀t ∈ R :

infatti ciò è ovvio quando t ≤ 0, e d’altra parte, essendo x0 /∈ K, se t > 0 si
ha tx0 /∈ tK e dunque, per definizione, pK(tx0) ≥ t.
Per il teorema 1.7.1 esiste un funzionale lineare F : X → R tale che F |M = f
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e F ≤ pK in X. Ricordando che pK(x) < 1 per ogni x ∈ K (esercizio 1.3.2),
si deduce

Fx ≤ pK(x) < 1 = fx0 = Fx0 ∀x ∈ K
e in particolare il funzionale F non è identicamente nullo. Resta da provare
che F è continuo: si ha F < 1 su K, da cui anche F > −1 sul convesso −K.
Di conseguenza,

|Fx| < 1 ∀x ∈ K ∩ (−K).

Cos̀ı F risulta limitato sull’intorno K ∩ (−K) di 0. Dal teorema 1.5.2 segue
che F è continuo.
Supponiamo ora che 0 /∈ K. Sia y0 ∈ K e consideriamo il traslato K − y0,
che è un convesso aperto contenente 0. Per quanto già provato, esiste un
funzionale lineare, continuo e non nullo F : X → R tale che

Fy < F (x0 − y0) ∀y ∈ K − y0 ,

ossia

Fx = F (x− y0) + Fy0 < F (x0 − y0) + Fy0 = Fx0 ∀x ∈ K.

Ciò prova la tesi del lemma.

Torniamo alla dimostrazione del teorema 1.7.3. Poniamo

C = K −H = {x− y : x ∈ K, y ∈ H};

C è un convesso aperto non vuoto, e 0 /∈ C perché H e K sono disgiunti.
Applicando il lemma 1.7.4 con x0 = 0 e K = C, si ottiene l’esistenza di un
funzionale R-lineare, continuo e non nullo U : X → R tale che Uz < 0 per
ogni z ∈ C, ossia

Ux < Uy ∀x ∈ K, ∀y ∈ H.
Posto Fx = Ux− iU(ix), il funzionale F : X → C è lineare, continuo e non
nullo, e verifica la tesi.

Vi è una versione “stretta” del teorema di separazione 1.7.3, che è la seguente:

Teorema 1.7.5 (di Hahn-Banach, 2a forma geometrica) Sia X uno
spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff, e siano K,H
convessi non vuoti e disgiunti di X, con K chiuso e H compatto. Allora
esiste un funzionale F : X → C lineare, continuo e non nullo tale che

sup
K

ReF < inf
H

ReF.
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Dimostrazione Premettiamo il seguente lemma.

Lemma 1.7.6 Se B è un compatto in uno spazio topologico di Hausdorff Z,
allora ogni net {zi}i∈I ⊆ B ha almeno un punto di accumulazione z ∈ B.

Dimostrazione Poniamo Ii = {j ∈ I : i < j} e Ai = {zj : j ∈ Ii}:
dunque Ai ⊆ B per ogni i ∈ I. Stiamo cercando un punto z ∈ B tale che
per ogni intorno U di z e per ogni i ∈ I esista zj ∈ Ai ∩ U ; cioè stiamo
cercando un punto z ∈ B che appartenga a tutte le chiusure Ai, i ∈ I. Dato
che, per definizione di net, si ha

⋂n
h=1 Aih 6= ∅ per ogni sottoinsieme finito

{i1, . . . in} ⊆ I, a maggior ragione risulta

n⋂
h=1

Aih 6= ∅ ∀i1, . . . in ∈ I,

e per la compattezza di B si ottiene⋂
i∈I

Ai 6= ∅.

Dunque esiste un punto z ∈
⋂
i∈I Ai ⊆ B. Tale z appartiene anche a B

poiché B, essendo compatto nello spazio di Hausdorff Z, è chiuso. Ciò prova
il lemma.

Proviamo il teorema 1.7.5. Sia {Ui}i∈I un sistema fondamentale di intorni di
0, con gli Ui aperti e convessi. Per ogni i ∈ I poniamo Hi = H+Ui; allora Hi

è un convesso aperto. Dimostriamo che esiste i0 ∈ I tale che K ∩Hi = ∅ per
ogni i ∈ I, i ≥ i0. In caso contrario, per ogni k ∈ I esisterebbe ik ≥ k per cui
K ∩Hik 6= ∅, ossia esisterebbero xik ∈ K e yik ∈ H tali che xik − yik ∈ Uik .
Quindi il net {xik − yik}k∈I convergerebbe a 0 in X. D’altronde, essendo
H compatto, il lemma 1.7.6 ci dice che il net {yik}k∈I ⊆ H avrebbe un
punto di accumulazione y ∈ H. Poiché xik − yik → 0, il punto y sarebbe di
accumulazione anche per il net {xik}k∈I ⊆ K; ma essendo K chiuso, dovrebbe
essere y ∈ K, il che è assurdo perché H e K sono disgiunti. L’asserzione
precedente è provata.
Pertanto i convessi Hi0 e K verificano le ipotesi del teorema 1.7.3: quindi
esiste un funzionale G : X → C lineare, continuo e non nullo tale che

sup
H

ReG+ sup
Ui0

ReG = sup
Hi0

ReG ≤ inf
K

ReG.
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Osserviamo che supUi0 ReG > 0: infatti, essendo G non identicamente nullo,

esiste z ∈ X \ {0} tale che ReGz 6= 0; per la continuità delle omotetie,
esisterà ϑ ∈ R\{0} per cui ϑz ∈ Ui0 e ReG(ϑz) > 0. Quindi supUi0 ReG > 0
e pertanto

sup
H

ReG < sup
Hi0

ReG ≤ inf
K

ReG.

Posto F = −G, si ha allora la tesi.

Vogliamo ora riformulare i teoremi 1.7.3 e 1.7.5 in termini più geometrici. A
questo scopo ci occorre anzitutto una caratterizzazione dei sottospazi di uno
spazio vettoriale topologico X che sono luogo di zeri di funzionali lineari su
X.

Definizione 1.7.7 Sia X uno spazio vettoriale e sia M un sottospazio di
X. Diciamo che M è massimale se non vi è alcun sottospazio Y di X che
verifichi le inclusioni proprie M ⊂ Y ⊂ X.

Proposizione 1.7.8 Sia X uno spazio vettoriale e sia M un sottospazio di
X. Allora M è massimale se e solo se esiste un funzionale lineare f su X
tale che M = ker f . In tal caso il funzionale f è unico a meno di costanti
moltiplicative.

Dimostrazione (⇐=) Se M = ker f con f : X → C lineare, allora ovvia-
mente M è un sottospazio di X. Se Y è un sottospazio di X che contiene
propriamente M , fissiamo y0 ∈ Y \ M : allora per ogni x ∈ X possiamo
scrivere, essendo fy0 6= 0,

x =

(
x− fx

fy0

y0

)
+
fx

fy0

y0 ;

ma a secondo membro il primo addendo è un elemento di M , quindi di Y ,
ed il secondo addendo sta in Y . Ciò mostra che X ⊆ Y , ossia X = Y .

(=⇒) Sia M un sottospazio massimale. Se M = X, allora il funzionale
identicamente nullo ha M come luogo di zeri. Se M ⊂ X, fissiamo z0 ∈
X \ M : allora il sottospazio [{z0},M ] contiene propriamente M , e quindi
deve coincidere con X. Quindi ogni elemento x ∈ X si può decomporre (in
modo unico) nella forma

x = u+ λz0 , u ∈M, λ ∈ C.
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Definiamo il funzionale f nel modo seguente:

f(u+ λz0) = λ.

Chiaramente f è ben definito e lineare; inoltre ker f = M .
Resta da verificare che se M = ker f = ker g, con f e g funzionali lineari su
X, allora g è multiplo di f ; e in effetti se z0 ∈ X \M , allora

x− fx

fz0

z0 ∈ ker f = ker g ∀x ∈ X,

da cui

g

(
x− fx

fz0

z0

)
= 0 ∀x ∈ X,

ossia
gx =

gz0

fz0

fx ∀x ∈ X.

Ciò prova la tesi.

Osservazione 1.7.9 Se M è un sottospazio massimale dello spazio vetto-
riale topologico X, allora M è chiuso in X oppure denso in X. Infatti, M
è un sottospazio che contiene M : se M = M , allora M è chiuso; se invece
M ⊃ M , allora per la massimalità di M si ha M = X, ossia M è denso in
X.

Corollario 1.7.10 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f un funzio-
nale lineare su X. Allora ker f è chiuso in X oppure denso in X a seconda
che f sia continuo oppure no.

Dimostrazione Se f è continuo, allora ker f = f−1(0) è l’immagine inversa
di un chiuso di C e quindi è chiuso. Se f non è continuo, allora non è continuo
nel punto 0 ∈ X: quindi esiste ε > 0 ed esiste un net {xi}i∈I tale che xi → 0
in X ma |fxi| > ε per ogni i ∈ I. Fissiamo x ∈ X: posto

yi = x− fx

fxi
xi , i ∈ I,

il net {yi}i∈I converge a x, come è facile verificare (esercizio 1.4.7), ed è
contenuto in ker f . Quindi ker f è denso in X.

Adesso introduciamo la nozione di iperpiano.
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Definizione 1.7.11 Sia X uno spazio vettoriale topologico. Un iperpiano
affine di X è un insieme della forma

Π = {x ∈ X : Re fx = k}, k ∈ R,

ove f è un funzionale lineare su X.

Si noti che se X è reale, ogni iperpiano affine è il traslato di un sottospazio
massimale: infatti se f : X → R è lineare e non identicamente nullo, e
Π = {x ∈ X : fx = k}, k ∈ R, allora si ha Π = {x ∈ X : fx = 0} + x0 , ove
x0 è scelto in modo che fx0 = k. Osserviamo che ciò è falso se X è complesso
(esercizio 1.7.7).

Osservazione 1.7.12 Dal corollario 1.7.10 segue che un iperpiano affine è
chiuso o denso in X a seconda che il corrispondente funzionale sia continuo o
no. Un iperpiano affine chiuso è anche detto varietà affine. Si noti che ogni
iperpiano affine chiuso della forma Π = {x ∈ X : Re fx = k}, con k reale,
divide X in due semispazi chiusi

Π+ = {x ∈ X : Re fx ≥ k}, Π− = {x ∈ X : Re fx ≤ k}.

I teoremi di Hahn-Banach 1.7.3 e 1.7.5 si possono allora riformulare nel modo
seguente.

Corollario 1.7.13 Sia X uno spazio vettoriale topologico.

(i) Se K,H sono convessi non vuoti e disgiunti in uno spazio vettoriale to-
pologico X, con K aperto, allora esiste un iperpiano affine chiuso Π
che separa H e K (nel senso che H e K sono contenuti uno in Π+ ed
uno in Π−).

(ii) Se lo spazio vettoriale topologico X è localmente convesso di Hausdorff, e
se K,H sono convessi non vuoti disgiunti con K chiuso e H compatto,
allora esiste un iperpiano affine chiuso Π che separa strettamenteH e
K (ossia H e K sono contenuti nei due semispazi aperti individuati da
Π).

Vediamo altre proprietà geometriche degli insiemi convessi.

Definizione 1.7.14 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia K ⊆ X. Un
iperpiano di appoggio per K è un iperpiano affine chiuso Π tale che:

50



(i) Π ∩K 6= ∅,

(ii) K è contenuto in uno dei due semispazi chiusi individuati da Π.

Un punto x ∈ Π ∩K si dice punto di appoggio di Π su K.

Corollario 1.7.15 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia K un convesso
di X con parte interna non vuota. Allora ogni x0 ∈ ∂K è punto di appoggio
su K di qualche iperpiano affine chiuso.

Dimostrazione Gli insiemi {x0} e
◦
K sono convessi disgiunti di X, con

◦
K

aperto. Per il teorema 1.7.3, esiste un funzionale lineare e continuo F : X →
C tale che

ReFx0 ≤ ReFx ∀x ∈
◦
K;

quindi, per continuità,

ReFx0 ≤ ReFx ∀x ∈
◦
K,

il che implica, per l’esercizio 1.3.8,

ReFx0 ≤ ReFx ∀x ∈ K.

Pertanto, posto α = ReFx0, l’iperpiano affine chiuso Π = {u ∈ X : ReFu =
α} è di appoggio per K e x0 è punto di appoggio di Π su K.

Corollario 1.7.16 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso di Hausdorff. Se K ⊆ X è un convesso chiuso non vuoto, allora K è
l’intersezione di tutti i semispazi chiusi che lo contengono.

Dimostrazione Sia H l’intersezione di tutti i semispazi chiusi contenenti
K: ovviamente K ⊆ H. Sia x0 ∈ H: se fosse x0 /∈ K, i convessi {x0}
e K sarebbero disgiunti, con {x0} compatto e K chiuso. Per il teorema
1.7.5, esisterebbe un iperpiano affine chiuso Π che separa strettamente i due
convessi; quindi fra i due semispazi chiusi individuati da Π ce ne sarebbe uno
contenente K ma non il punto x0 , contro l’ipotesi x0 ∈ H.

Dai risultati precedenti deduciamo facilmente questa importante proprietà:

Corollario 1.7.17 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso di Hausdorff. Se K è un convesso di X, allora K è chiuso se e solo se
K è w-chiuso.
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Dimostrazione Poiché la topologia debole è meno fine di quella naturale di
X, ogni insieme w-chiuso è necessariamente chiuso.
Viceversa, supponiamo che K sia chiuso. Per il corollario 1.7.16, K è l’in-
tersezione di tutti i semispazi chiusi che lo contengono. Ma un semispazio
chiuso ha la forma {x ∈ X : ReFx ≤ k}, con F ∈ X∗ e k ∈ R; dato che w
è la meno fine topologia che rende continui gli elementi di X∗, ogni insieme
della forma sopra scritta è w-chiuso, essendo la controimmagine del chiuso
]−∞, k] ⊂ R mediante l’applicazione w-continua ReF . Dunque ogni semi-
spazio chiuso è w-chiuso, e dunque H, essendo intersezione di w-chiusi, è un
insieme w-chiuso.

Corollario 1.7.18 Sia X uno spazio normato, sia {xn}n∈N una successione
contenuta in X, e sia x ∈ X tale che xn ⇀ x in X. Allora esiste una
successione {vn}n∈N , costituita da combinazioni convesse degli xn , tale che
‖vn − x‖X → 0.

Dimostrazione Poiché xn ⇀ x, per ogni n ∈ N il punto x appartiene alla
chiusura debole dell’insieme

⋃∞
k=n{xk}, ed a maggior ragione alla chiusura

debole del suo inviluppo convesso. Ma, ovviamente, quest’ultimo insieme
è un convesso w-chiuso, quindi anche chiuso nella topologia indotta dalla
norma. In definitiva,

x ∈ co

(
∞⋃
k=n

{xk}

)
∀n ∈ N.

Perciò si può costruire una successione {vn}n∈N tale che vn → x in X e
vn ∈ co (

⋃∞
k=n{xk}) per ogni n ∈ N. Ciascun vn , per definizione, è della

forma

vn =

qn∑
k=pn

λ
(n)
k xk , λ

(n)
k ∈ [0, 1],

qn∑
k=pn

λ
(n)
k = 1, n ≤ pn ≤ qn .

Ciò prova la tesi.

Concludiamo il paragrafo con un altro risultato di compattezza negli spazi
di Banach: questa proprietà è stabile nel passaggio da un insieme qualunque
al suo inviluppo convesso.

Proposizione 1.7.19 (teorema di Mazur) Sia K un sottoinsieme relati-
vamente compatto di uno spazio di Banach X. Allora co(K) è compatto.
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Dimostrazione Basta dimostrare che co(K) è totalmente limitato. Sia ε >
0: poiché K, essendo relativamente compatto, è totalmente limitato, esistono
z1, . . . , zn ∈ K tali che

K ⊆
n⋃
i=1

B
(
zi ,

ε

2

)
.

Poniamo H = co{z1, . . . , zn}; allora H è compatto in X, perché è l’immagine
del compatto {a ∈ [0, 1]n :

∑n
1=1 ai = 1} mediante l’applicazione continua

ψ(a) =
∑n

i=1 aizi . Dunque H è totalmente limitato e pertanto esistono
v1, . . . vm ∈ H tali che

H ⊆
m⋃
j=1

B
(
vj ,

ε

2

)
.

Sia ora y ∈ co(K), ossia y =
∑p

r=1 λryr , con yr ∈ K,
∑p

r=1 λr = 1 e
λr ≥ 0; sia ir ∈ {1, . . .m} un indice tale che yr ∈ B(zir ,

ε
2
). Allora, posto

u =
∑p

r=1 λrzir , si ha u ∈ H e

‖y − u‖X =

∥∥∥∥∥
p∑
r=1

λr(yr − zir)

∥∥∥∥∥
X

≤
p∑
r=1

λr‖yr − zir‖X <
ε

2
,

e dunque

co(K) ⊆
⋃
u∈H

B
(
u,
ε

2

)
⊆

m⋃
j=1

B (vj , ε) ,

da cui la tesi, essendo v1, . . . vm ∈ H ⊆ co(K).

Esercizi 1.7

1. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hau-
sdorff. Se x ∈ X \ {0}, si provi che esiste un funzionale lineare e
continuo F : X → C tale che Fx 6= 0.

2. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff
e sia M un sottospazio proprio di X. Se x /∈ M , si provi che esiste un
funzionale lineare e continuo F : X → C tale che ReFx = 1 e F |M = 0.

3. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hau-
sdorff, e sia B un sottoinsieme chiuso, convesso e bilanciato di X. Se
x0 /∈ B, si provi che esiste un funzionale lineare e continuo F : X → C
tale che |ReF | ≤ 1 su B e ReFx0 > 1.
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4. Nello spazio L2(−1, 1) si consideri il sottoinsieme Kα = {f ∈ C[−1, 1] :
f(0) = α}, α ∈ R. Si verifichi che ciascun Kα è convesso e denso in
L2(−1, 1), e si provi che per α 6= β gli insiemi Kα e Kβ sono disgiunti
ma non sono separati da alcun iperpiano affine.

5. Verificare che i due insiemi

K = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ 0}, H = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ e−x}

sono convessi chiusi disgiunti di R2, che non possono essere separati
strettamente da alcun funzionale F ∈ (R2)∗.

6. Sia X uno spazio vettoriale topologico reale. Si provi che ogni iperpiano
affine chiuso in X × R è della forma

M = {(x, t) ∈ X × R : fx+ αt = β},

ove f è un funzionale lineare e continuo su X e α, β sono numeri reali.
Si mostri poi che se α 6= 0, allora M è un opportuno traslato del grafico
di un funzionale Γ ∈ X∗, ossia esiste y ∈ X × R tale che M si può
scrivere nella forma

M = y + {(x,Γx) : x ∈ X}.

7. Sia X uno spazio vettoriale topologico complesso e sia f ∈ X∗ \ {0}.
Si mostri che se k ∈ R l’insieme P = {x ∈ X : Re fx = k} non è il
traslato di alcun sottospazio di X.

8. Si estenda il teorema di Mazur al caso in cui X è uno spazio vettoriale
topologico completo e metrizzabile.

9. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff. Si provi che un sottoinsieme
A di X è compatto se e solo se ogni net {xi}i∈I ⊆ A ha almeno un
punto di accumulazione x ∈ A.

1.8 Punti estremi di insiemi convessi

Ogni insieme convessoK in uno spazio vettorialeX è, ovviamente, l’inviluppo
convesso di se stesso; ci chiediamo se sia possibile individuare un sottoinsieme
H ⊆ K “minimale” del quale K sia l’inviluppo convesso. Per rispondere a
questa domanda è importante la nozione di punto estremo.
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Definizione 1.8.1 Sia X uno spazio vettoriale e sia K un sottoinsieme con-
vesso e non vuoto di X. Un punto x0 ∈ K si dice punto estremo di K se
l’insieme K \ {x0} è convesso.

In altre parole, un punto x0 ∈ K è estremo per K se non vi è alcuna coppia
di punti distinti x, y ∈ K tali che si abbia λx + (1 − λ)y = x0 per qualche
λ ∈ ]0, 1[ , cosicché togliere x0 non distrugge la convessità di K.
Uno dei più profondi risultati relativi agli insiemi convessi e compatti è il
seguente

Teorema 1.8.2 (di Krein-Milman) Sia X uno spazio vettoriale topolo-
gico localmente convesso di Hausdorff e sia K ⊆ X un insieme compatto,
convesso e non vuoto. Allora, detto Ke l’insieme dei punti estremi di K, si
ha:

(i) Ke è non vuoto;

(ii) K = co(Ke).

Dimostrazione (i) Indichiamo con K la classe di tutti i sottoinsiemi chiusi
e non vuoti A ⊆ K tali che

x, y ∈ K, λ ∈ ]0, 1[ , λx+ (1− λ)y ∈ A =⇒ x, y ∈ A.

Poiché K ∈ K, la classe K è non vuota (ed è costituita da insiemi compatti,
essendo K compatto). Consideriamo su di essa l’ordinamento parziale dato
dall’inclusione “rovesciata”:

A1 ≤ A2 ⇐⇒ A1 ⊇ A2 , A1 , A2 ∈ K.

Osserviamo che se A ⊆ K è un insieme totalmente ordinato, allora l’insieme⋂
A∈AA è non vuoto, essendo intersezione di una famiglia decrescente di

compatti; inoltre applicando la definizione di K si vede subito che
⋂
A∈AA è

un elemento di K, ed è evidentemente un maggiorante per A. Per il lemma
di Zorn, deduciamo che esiste almeno un elemento massimale A∗ ∈ K.
Affermiamo che ogni elemento massimale A∗ ∈ K contiene esattamente un
punto. Infatti, supposto per assurdo x, y ∈ A∗ e x 6= y, per il teorema 1.7.5
possiamo trovare un funzionale lineare e continuo F ∈ X∗ tale che, posto
G = ReF , sia Gx < Gy. Poniamo

A◦ = {u ∈ A∗ : Gu = inf
A∗
G};
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allora A◦ 6= ∅ perché il funzionale continuo G ha minimo sul compatto A∗.
D’altra parte, A◦ ∈ K: infatti, se u, v ∈ K e λu+ (1− λ)v ∈ A◦ per qualche
λ ∈ ]0, 1[ , si ha intanto u, v ∈ A∗ (in quanto A∗ ∈ K); di conseguenza, essendo

inf
A∗
G = λ inf

A∗
G+(1−λ) inf

A∗
G ≤ λGu+(1−λ)Gv = G(λu+(1−λ)v) = inf

A∗
G,

si deduce che Gu = Gv = infA∗ G, ossia u, v ∈ A◦. Ciò mostra appunto che
A◦ ∈ K. Ma, dato che y ∈ A∗ \ A◦, otteniamo che A◦ è contenuto propria-
mente in A∗, ossia A∗ ≤ A◦ e A∗ 6= A◦, il che contraddice la massimalità di
A∗. Si conclude che A∗ ha al più un elemento; ma siccome A∗ ∈ K, deve
essere A∗ 6= ∅ e pertanto A∗ ha esattamente un elemento. Tale elemento, per
definizione di K, è un punto estremo di K. Ciò prova (i).

(ii) Essendo K un convesso chiuso contenente Ke , è chiaro che K ⊇ co(Ke);
proviamo l’altra inclusione. Supponiamo per assurdo che esista z ∈ K \
co(Ke). Per il teorema 1.7.5, esiste un funzionale lineare e continuo F ∈ X∗
tale che, posto G = ReF , risulta

Gz < inf{Gu : u ∈ co(Ke)}.

Posto
K◦ =

{
x ∈ K : Gx = inf

K
G
}
,

chiaramente K◦ è un chiuso non vuoto disgiunto da Ke ed inoltre si ha,
ragionando come in precedenza,

x, y ∈ K, λ ∈ ]0, 1[ , λx+ (1− λ)y ∈ K◦ =⇒ x, y ∈ K◦,

ossia K◦ appartiene alla classe K introdotta all’inizio della dimostrazione.
Inoltre K◦, essendo compatto e convesso, ha punti estremi in virtù della
parte (i) già provata.
Mostriamo adesso che ogni punto estremo di K◦ è punto estremo di K. Sia
x0 ∈ (K◦)e : in particolare, x0 ∈ K◦ e quindi Gx0 = infK G. Se fosse x0 /∈ Ke

esisterebbero u, v ∈ K e λ ∈ ]0, 1[ tali che λu + (1 − λ)v = x0. Ma allora,
con l’ormai consueto ragionamento, deduciamo infK G = Gx0 = Gu = Gv,
cioè u, v ∈ K◦; questo contraddice il fatto che x0 è punto estremo di K◦. Si
conclude quindi che x0 ∈ Ke .
Abbiamo cos̀ı ottenuto (K◦)e ⊆ K◦ ∩Ke = ∅ , e ciò è impossibile. Pertanto
K ⊆ co(Ke) e la tesi è dimostrata.
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Esercizi 1.8

1. Sia K un convesso non vuoto in uno spazio vettoriale topologico lo-
calmente convesso di Hausdorff. Si provi che Ke ⊆ ∂K; si fornisca
un esempio in cui vale l’inclusione stretta ed un esempio in cui vale
l’uguaglianza.

2. Se K è un poliedro convesso in RN , si provi che Ke coincide con
l’insieme dei vertici di K.

3. Si consideri l’insieme K ⊂ R3 cos̀ı definito:

K = co{(1, 0, 1), (1, 0,−1), (cosϑ, sinϑ, 0) : ϑ ∈ [0, 2π]}.

Si determini Ke e si mostri che K è compatto mentre Ke non lo è.

4. Per ogni p ∈ [1,∞[ sia

Bp = {f ∈ Lp(0, 1) : ‖f‖p ≤ 1}.

Si provi che (B1)e = ∅, mentre

(Bp)e = {f ∈ Lp(0, 1) : ‖f‖p = 1} ∀p ∈]1,∞[.

5. Posto

B = {f ∈ C([0, 1],C) : ‖f‖∞ ≤ 1}, B′ = B ∩ C([0, 1],R),

si provi che

Be = {f ∈ C([0, 1],C) : |f(t)| = 1 ∀t ∈ [0, 1]}, B′e = {±1}.

6. Si determini Be , ove B = {f ∈ L∞(0, 1) : ‖f‖∞ ≤ 1}.

7. Sia S un sottoinsieme non vuoto di RN . Si provi che ogni x ∈ co(S) è
combinazione convessa di al più N + 1 punti di S.
[Traccia: Se x ∈ co(S), sarà x =

∑m
i=1 λixi, con λi ∈ [0, 1],

∑m
i=1 λi =

1, xi ∈ S e m ∈ N+. Se m ≤ N + 1 non c’è niente da dimostrare;
altrimenti sarà m > N + 1 e potremo assumere λi > 0 per ogni i =
1, . . . ,m. Si verifichi che esistono α1, . . . , αm−1 non tutti nulli, tali che∑m−1

i=1 αi(xi − xm) = 0, ossia
∑m

i=1 αixi = 0, ove αm = −
∑m−1

i=1 αi.
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Si determini ora µ ∈ R tale che: (a) λi − µαi ≥ 0 per i = 1, . . . ,m;
(b) esiste j ∈ {1, . . . ,m} per cui λj − µαj = 0. Se ne deduca che x
è combinazione convessa di x1, . . . , xm con coefficienti λi − µαi, i =
1, . . .m, uno dei quali è nullo: dunque x è combinazione convessa di m
elementi di S. Iterando questo argomento un numero finito di volte si
ricavi la tesi.]

8. Provare che se K è un convesso compatto e non vuoto di RN , allora
ogni x ∈ K è combinazione convessa di al più N + 1 punti estremi di
K.
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Capitolo 2

Funzioni convesse

2.1 Generalità

Le funzioni convesse hanno un ruolo fondamentale nei problemi di minimo e
nel calcolo delle variazioni. Questo capitolo è dedicato alla descrizione delle
loro principali proprietà.

Definizione 2.1.1 Sia X uno spazio vettoriale. Una funzione f : X → R =
[−∞,+∞] si dice convessa se risulta

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y) ∀t ∈ [0, 1]

per ogni coppia di punti x, y ∈ X per i quali il secondo membro sia ben
definito (ossia non risulti f(x) = −f(y) = ±∞). Se, limitatamente agli x, y
per i quali ha senso, la disuguaglianza è stretta per ogni t ∈ ]0, 1[ e x 6= y,
la funzione si dice strettamente convessa. La funzione si dice concava, o
strettamente concava, se −f è convessa o strettamente convessa.

Abbiamo ammesso tra i valori di una funzione convessa anche ±∞. Ci sono
almeno due buone ragioni per ammettere il valore +∞. La prima è che se
U ⊂ X è un insieme convesso e se f : U → R è una funzione convessa (cioè
vale la disuguaglianza di convessità per ogni t ∈ [0, 1] e x, y ∈ U), allora
l’estensione

f(x) =

{
f(x) se x ∈ U
+∞ se x /∈ U

risulta convessa: quindi possiamo limitarci a considerare funzioni convesse
definite su tutto X. La seconda ragione è la seguente: introducendo la
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funzione indicatrice di un insieme E ⊆ X,

IE(x) =

{
0 se x ∈ E

+∞ se x /∈ E,

si ha che E è convesso in X se e solo se IE è una funzione convessa su X:
dunque lo studio degli insiemi convessi può attuarsi tramite lo studio delle
funzioni convesse.
Invece le funzioni convesse che assumono il valore−∞ sono alquanto patologi-
che: se f è convessa e se f(x0) = −∞, allora su ogni semiretta {x0+tv, t > 0}
il comportamento di f è il seguente: o essa vale costantemente +∞, o vale
costantemente −∞, oppure per un opportuno t0 > 0 si avrà f(x0+tv) = −∞
per 0 ≤ t < t0 e f(x0 + tv) = +∞ per t > t0, mentre f(x0 + t0v) sarà un
qualunque valore in R. Questa affermazione segue facilmente utilizzando la
disuguaglianza di convessità.
Per sgombrare il campo da certe patologie, sono utili le definizioni che seguo-
no.

Definizione 2.1.2 Sia X uno spazio vettoriale. Una funzione f : X → R
si dice propria se f(x) > −∞ per ogni x ∈ X ed esiste x ∈ X per cui
f(x) < +∞.

Definizione 2.1.3 Sia X uno spazio vettoriale e sia f : X → R una fun-
zione. Il dominio di f è l’insieme

D(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Dunque se f è convessa e propria si ha D(f) = {x ∈ X : f(x) ∈ R}. Inoltre,
se f è convessa, D(f) è un sottoinsieme convesso di X.

Esempio 2.1.4 In uno spazio vettoriale X sono funzioni convesse e proprie:
i funzionali lineari, i funzionali di Minkowski di insiemi convessi e radiali, le
seminorme.

Osservazione 2.1.5 Se f : X → R è convessa, allora gli insiemi di sottoli-
vello

Eλ = {x ∈ X : f(x) ≤ λ}, λ ∈ R,

sono convessi. Il viceversa è falso, come mostra l’esempio della funzione x3

in R. Se f : X → R è una funzione i cui insiemi di sottolivello sono convessi,
essa si dice quasi convessa; f si dirà quasi concava se −f è quasi convessa.
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Definizione 2.1.6 Sia X uno spazio vettoriale, sia f : X → R. L’ epigrafico
di f è il sottoinsieme di X × R cos̀ı definito:

epi(f) = {(x, t) ∈ X × R : f(x) ≤ t} =
⋃
λ∈R

(Eλ × [λ,+∞[ ).

La stretta parentela fra insiemi convessi e funzioni convesse è evidenziata
dalla seguente

Proposizione 2.1.7 Sia X uno spazio vettoriale. Una funzione f : X → R
è convessa se e solo se il suo epigrafico è convesso in X × R.

Dimostrazione (=⇒) Siano (x, t), (y, s) ∈ epi(f): allora in particolare né
f(x), né f(y) valgono +∞ e quindi si può sicuramente scrivere la disugua-
glianza di convessità. Pertanto, per ogni λ ∈ [0, 1] si ha

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) ≤ (1− λ)t+ λs,

ossia
(1− λ)(x, t) + λ(y, s) ∈ epi(f) ∀λ ∈ [0, 1],

il che mostra che epi(f) è convesso.

(⇐=) Se almeno uno fra f(x) e f(y) vale +∞, la disuguaglianza di convessità,
se ha senso, è ovvia. Se f(x) e f(y) sono entrambi reali, allora i punti (x, f(x))
e (y, f(y)) appartengono a epi(f), e quindi si ha, per ipotesi,

((1− λ)x+ λy, (1− λ)f(x) + λf(y)) ∈ epi(f) ∀λ ∈ [0, 1],

cioè
f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) ∀λ ∈ [0, 1].

Infine se almeno uno fra f(x) e f(y) vale −∞, ad esempio f(x) = −∞ (ma
nessuno dei due vale +∞), per ogni u ∈ R e per ogni v ∈ [f(y),+∞[ si ha
(x, u), (y, v) ∈ epi(f) e dunque come prima otteniamo

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)u+ λv ∀u ∈ R, ∀v ∈ [f(y),+∞[,

da cui per u → −∞ ricaviamo f((1 − λ)x + λy) = −∞, ossia f verifica la
relazione di convessità anche in questo caso.
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Esercizi 2.1

1. Sia X uno spazio vettoriale e sia f : X → R convessa. Si provi che se
ϕ : R→ R è crescente e convessa, allora ϕ ◦ f è convessa su X.

2. Si provi che l’estremo superiore di una famiglia arbitraria di funzioni
convesse è una funzione convessa.

3. Sia X uno spazio vettoriale e sia f : X → R una funzione qualunque.
Si provi che f è convessa su X se e solo se per ogni x, v ∈ X il rapporto
incrementale

t 7→ f(x+ tv)− f(x)

t
, t ∈ R \ {0},

è una funzione crescente.

4. Sia X uno spazio vettoriale. Si provi che se f : X → R è convessa,
allora l’insieme {x ∈ X : f(x) = −∞} è convesso mentre in generale
l’insieme {x ∈ X : f(x) = +∞} non lo è.

5. Sia X uno spazio di Hilbert. Si provi che x 7→ ‖x‖2 è una funzione stret-
tamente convessa, mentre x 7→ ‖x‖ è convessa ma non strettamente
convessa.

6. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Se f : X → R è continua, si
provi che f è convessa se e solo se

f

(
x+ y

2

)
≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(y) ∀x, y ∈ X.

7. Sia X uno spazio vettoriale. Si provi che l’insieme delle funzioni con-
vesse è un convesso dello spazio vettoriale Y = {f : X → R}, ed è
chiuso rispetto alla convergenza puntuale.

2.2 Semicontinuità

Una fondamentale proprietà funzionale, di grande importanza nei problemi
di minimo, è la semicontinuità.
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Definizione 2.2.1 Sia X uno spazio topologico e sia f : X → R. Diciamo
che f è semicontinua inferiormente nel punto x0 ∈ X se si ha

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x).

Diciamo che f è semicontinua superiormente nel punto x0 ∈ X se si ha

f(x0) ≥ lim sup
x→x0

f(x).

La funzione f si dice semicontinua inferiormente, o superiormente, in X se
lo è in ogni punto di X.

Ricordiamo che, detta U(x0) la famiglia degli intorni di x0, si ha per defini-
zione

lim inf
x→x0

f(x) = sup
V ∈U(x0)

inf
y∈V \{x0}

f(y), lim sup
x→x0

f(x) = inf
V ∈U(x0)

sup
y∈V \{x0}

f(y).

È facile verificare che f è semicontinua inferiormente in x0 se e solo se −f è
semicontinua superiormente in x0; inoltre f è continua in x0 se e solo se f è
semicontinua sia inferiormente che superiormente in x0. Vale poi la seguente
caratterizzazione:

Proposizione 2.2.2 Sia X uno spazio topologico e sia f : X → R. I
seguenti fatti sono equivalenti:

(i) f è semicontinua inferiormente in X;

(ii) gli insiemi di sottolivello Eλ = {x ∈ X : f(x) ≤ λ} sono chiusi per ogni
λ ∈ R;

(iii) epi(f) è chiuso in X × R.

Dimostrazione (i) =⇒ (ii) Proviamo che Ec
λ è aperto. Sia x0 /∈ Eλ, ossia

f(x0) > λ; scelto ε ∈ ]0, f(x0) − λ[ , per ipotesi esiste V ∈ U(x0) tale che
f(x) ≥ f(x0) − ε > λ per ogni x ∈ V \ {x0}. Ciò è ovviamente vero anche
per x = x0 , il che mostra che V ⊆ Ec

λ; pertanto Ec
λ è aperto.

(ii) =⇒ (iii) Proviamo che epi(f)c è aperto. Sia (x0, α) /∈ epi(f), ossia
f(x0) > α; scelto ε ∈ ]0, f(x0) − α[ , poiché x0 appartiene all’aperto Ec

α+ε

esiste V ∈ U(x0) tale che f(x) > α + ε per ogni x ∈ V . Dunque, per
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ogni (x, β) ∈ V× ]α − ε, α + ε[ si ha a maggior ragione f(x) > β, ossia
V× ]α− ε, α + ε[⊆ epi(f)c. Ciò mostra che epi(f)c è aperto.

(iii) =⇒ (i) Proviamo che f è semicontinua inferiormente in x0. Sia α <
f(x0): allora (x0, α) appartiene all’aperto epi(f)c, cosicché esistono V ∈
U(x0) ed ε > 0 tali che V× ]α− ε, α+ ε[⊆ epi(f)c; ciò significa f(x) > β per
ogni x ∈ V e per ogni β ∈ ]α− ε, α + ε[ . Ne segue infV f ≥ α + ε > α, ed a
maggior ragione

sup
V ∈U(x0)

inf
V \{x0}

f > α.

Per l’arbitrarietà di α, otteniamo lim infx→x0 f(x) ≥ f(x0).

Corollario 2.2.3 L’estremo superiore di un’arbitraria famiglia di funzioni
semicontinue inferiormente è una funzione semicontinua inferiormente.

Dimostrazione Sia {fi}i∈I una famiglia di funzioni semicontinue inferior-
mente nello spazio topologico X. Per ogni x0 ∈ X e per ogni i ∈ I si
ha

fi(x0) ≤ sup
V ∈U(x0)

inf
x∈V \{x0}

fi(x);

quindi
fi(x0) ≤ sup

V ∈U(x0)

inf
x∈V \{x0}

sup
i∈I

fi(x),

ed infine
sup
i∈I

fi(x0) ≤ sup
V ∈U(x0)

inf
x∈V \{x0}

sup
i∈I

fi(x),

che è la tesi.

Per le funzioni semicontinue vale metà del classico teorema di Weierstrass.

Proposizione 2.2.4 Sia X uno spazio topologico di Hausdorff e sia f : X →
R una funzione semicontinua inferiormente in X. Se K ⊆ X è un compatto,
oppure sequenzialmente compatto, allora f ha minimo su K.

Naturalmente, se vogliamo che il minimo di f su K sia finito, dovremo ri-
chiedere che in K si abbia f 6= +∞ e f > −∞.

Dimostrazione Se f ≡ +∞ su K, allora infK f = minK f = +∞. Al-
trimenti, sarà λ = infK f < +∞; esiste allora una successione {xn} ⊆ K
tale che f(xn)→ λ per n→∞. Supponendo K sequenzialmente compatto,
esiste una sottosuccessione {xnk} ⊆ {xn} che converge ad un punto x ∈ K;
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per semicontinuità, si conclude che λ ≤ f(x) ≤ lim infk→∞ f(xnk) = λ, ossia
f(x) = λ = minK f .
Se invece K è compatto, sia ε > 0: esiste ν ∈ N tale che λ ≤ f(xn) < λ+ε per
ogni n ≥ ν. Utilizzando il lemma 1.7.6 otteniamo che la successione {xn}n≥ν
ha un punto d’accumulazione x ∈ K; ciò significa che per ogni U ∈ U(x)
esiste un indice nU ≥ ν tale che xnU ∈ U . Ne segue che il net {xnU}U∈U(x)

converge a x. Scelto U ∈ U(x) in modo che infy∈U f(y) > lim infy→x f(y)−ε,
per semicontinuità si conclude che

λ ≤ f(x) ≤ inf
y∈U

f(y) + ε ≤ f(xnU ) = λ+ 2ε,

da cui f(x) = λ = minK f .

Esercizi 2.2

1. Sia X uno spazio topologico. Si provi che un sottoinsieme E di X
è chiuso se e solo se la sua funzione indicatrice IE è semicontinua
inferiormente su X.

2. Esibire un esempio di funzione f : R → R che non è semicontinua
inferiormente né superiormente in alcun punto.

2.3 Funzioni convesse semicontinue inferior-

mente

Sia X uno spazio vettoriale topologico: le funzioni convesse da X in R che
sono semicontinue inferiormente hanno un quadro più ricco di proprietà e
rivestono grande importanza nelle applicazioni.
Tutti gli enunciati che daremo hanno una versione simmetrica relativa alle
funzioni concave e semicontinue superiormente, di cui per brevità non parle-
remo; osserviamo tuttavia che sono proprio le funzioni concave e semicontinue
superiormente quelle maggiormente usate nelle applicazioni all’economia.
Prima di tutto, osserviamo che, fra le funzioni convesse, quelle semicontinue
inferiormente presentano meno patologie. Infatti:

Proposizione 2.3.1 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f : X → R
una funzione convessa e semicontinua inferiormente. Se esiste x0 ∈ X tale
che f(x0) = −∞, allora |f(x)| = +∞ per ogni x ∈ X.
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Dimostrazione Se esistesse y0 ∈ X tale che f(y0) ∈ R, allora per convessità
avremmo

f(λx0 + (1− λ)y0) ≤ λf(x0) + (1− λ)f(y0) = −∞,

e quando λ→ 0 otterremmo, per semicontinuità,

f(y0) ≤ lim inf
λ→0

f(λx0 + (1− λ)y0) = lim inf
λ→0

(−∞) = −∞,

il che è assurdo.

In particolare, dunque, se una funzione convessa e semicontinua inferiormente
assume un valore reale, allora non assume il valore −∞.
Le funzioni convesse e semicontinue inferiormente possiedono la seguente
proprietà, di fondamentale importanza per le applicazioni.

Proposizione 2.3.2 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso di Hausdorff. Se f : X → R è convessa e semicontinua inferiormente,
allora f è semicontinua inferiormente per la topologia debole di X.

Dimostrazione Per ipotesi, il convesso epi(f) è chiuso in X × R; quindi,
per il corollario 1.7.17, esso è anche w-chiuso in X ×R. I funzionali lineari e
continui su X × R sono tutti e soli quelli della forma

(x, t) 7→ ϕx+ λt, (x, t) ∈ X × R,

con ϕ ∈ X∗ e λ ∈ R∗ = R (esercizio 2.3.8); quindi lo spazio topologico
(X × R, w) coincide con lo spazio prodotto (X,w) × R. Dunque epi(f) è
chiuso in (X,w)× R e pertanto f è semicontinua inferiormente in X relati-
vamente a w.

Dalla proposizione precedente discendono alcuni criteri per l’esistenza, su
opportuni insiemi, del minimo di una funzione convessa e semicontinua infe-
riormente.

Teorema 2.3.3 Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia f : X → R una
funzione convessa e semicontinua inferiormente. Se K è un sottoinsieme
limitato, debolmente chiuso e non vuoto di X, allora f ha minimo su K.
Se f è propria su K, tale minimo è finito. Se infine K è convesso e f è
strettamente convessa, il punto di minimo è unico.
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Dimostrazione Se f ≡ +∞ su K, allora minK f = infK f = +∞. Al-
trimenti, sarà λ = infK f < +∞; scegliamo una successione {xn} ⊆ K
tale che f(xn) → λ per n → ∞. Poiché K è debolmente chiuso, esso è
chiuso nonché limitato: essendo X riflessivo, per il teorema di Eberlein-
Smulyan (più precisamente per il corollario 1.6.5) K è debolmente com-
patto; per il teorema 1.6.10, K è anche debolmente sequenzialmente com-
patto. Quindi esiste {xnk} ⊆ {xn} tale che xnk ⇀ x ∈ K per k → ∞.
Poiché f è w-semicontinua inferiormente (proposizione 2.3.2), otteniamo
λ ≤ f(x) ≤ lim infk→∞ f(xnk) = λ.
Se f è anche propria in K, la relazione f(x) = λ mostra che λ > −∞ e
quindi il minimo di f è finito.
Infine se K è convesso e f è strettamente convessa, siano x1 e x2 due distinti
punti di minimo per f in K: allora essendo f(x1) = f(x2) = λ, la stretta
convessità implica

λ ≤ f

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
f(x1) +

1

2
f(x2) = λ,

il che è assurdo.

Corollario 2.3.4 Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia f : X → R
una funzione convessa e semicontinua inferiormente. Se risulta

lim
‖x‖X→∞

f(x) = +∞,

allora f ha minimo su ogni sottoinsieme debolmente chiuso non vuoto H ⊆
X. Se f è anche propria in H, tale minimo è finito. Se inoltre H è convesso
e f è strettamente convessa, il punto di minimo è unico.

Dimostrazione Se f ≡ +∞, allora minH f = infH f = +∞. Altrimenti,
fissato un numero reale M > infH f , per ipotesi si avrà f(x) > M per
‖x‖X > r, con r opportuno; dunque infH f = infH∩B(0,r) f , e quindi ci siamo
ridotti al caso del teorema precedente. Ne segue la tesi.

Osservazione 2.3.5 Il risultato del teorema 2.3.3 e quindi del corollario
2.3.4 si estendono al caso delle funzioni quasi convesse, definite nell’osserva-
zione 2.1.5: si veda in proposito l’esercizio 2.3.5.

Stabiliamo adesso un “lemma di separazione” fra l’epigrafico di una funzione
convessa ed un convesso disgiunto; le due forme di questo enunciato, che
seguono dalle due forme geometriche del teorema di Hahn-Banach, verranno
usate ripetutamente nel seguito.
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Lemma 2.3.6 (i) Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia f : X → R
una funzione convessa e sia B ⊂ X ×R un insieme convesso non vuoto. Se
◦

epi(f)6= ∅, B∩
◦

epi(f)= ∅ ed esistono ξ ∈
◦

D(f) e s ∈ R tali che (ξ, s) ∈ B,
allora si possono trovare G ∈ X∗ e λ > 0 tali che, posto ϕ = ReG, risulti

ϕy + λs ≤ ϕx+ λt ∀(y, s) ∈ B, ∀(x, t) ∈ epi(f).

(ii) Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff
e sia f : X → R una funzione convessa, semicontinua inferiormente e tale
che f(x) > −∞ per ogni x ∈ X. Se (y, s) /∈ epi(f), allora si possono trovare
G ∈ X∗ e λ > 0 tali che, posto ϕ = ReG, risulti

ϕy + λs < inf{ϕx+ λt : (x, t) ∈ epi(f)}.

Dimostrazione (i) Poiché
◦

epi(f) e B sono convessi non vuoti disgiunti ed
il primo è aperto, per il teorema 1.7.3 esiste un funzionale lineare e continuo
su X × R, non nullo, che li separa: in altre parole, in virtù del corollario
1.7.13 e dell’esercizio 1.7.6, esistono λ ∈ R e G : X → C lineare e continuo,
non entrambi nulli e tali che, posto ϕ = ReG,

sup{ϕy + λs : (y, s) ∈ B} ≤ inf{ϕx+ λt : (x, t) ∈
◦

epi(f)}.

Questa disuguaglianza, per continuità, diventa

sup{ϕy + λs : (y, s) ∈ B} ≤ inf{ϕx+ λt : (x, t) ∈
◦

epi(f)},

e poiché, per l’esercizio 1.3.8, risulta

◦
epi(f) = epi(f),

deduciamo in particolare

ϕy + λs ≤ ϕx+ λt ∀(y, s) ∈ B, ∀(x, t) ∈ epi(f).

Dimostriamo che si ha necessariamente λ > 0. È chiaro che non può essere
λ < 0 perché in tal caso per t→ +∞ dedurremmo che il primo membro della
disuguaglianza vale −∞. D’altronde, se fosse λ = 0, la ϕ sarebbe non nulla;
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prendendo (ξ, s) ∈ B con ξ ∈
◦

D(f) e scegliendo y = ξ, la disuguaglianza si
ridurrebbe a

ϕξ ≤ ϕx ∀x ∈ D(f).

Dato che ξ è un punto interno a D(f), si potrebbe prendere un intorno
bilanciato V di 0 tale che ξ+V ⊆ D(f): quindi scegliendo x = ξ± v, v ∈ V ,
ricaveremmo

0 ≤ ±ϕv ∀v ∈ V,

il che, per linearità, implicherebbe ϕ ≡ 0: ma ciò è assurdo, e pertanto deve
essere λ > 0.

(ii) Se f ≡ +∞, allora epi(f) è vuoto e la tesi è ovvia: supponiamo perciò che
esista z ∈ X tale che f(z) ∈ R. Gli insiemi epi(f) e {(y, s)} sono convessi non
vuoti e disgiunti in X ×R; inoltre il secondo è compatto ed il primo è chiuso
in quanto f è semicontinua inferiormente. Per il teorema 1.7.5, esiste un
funzionale lineare e continuo su X×R, non nullo, che li separa strettamente:
dunque esistono λ ∈ R e G : X → C lineare e continuo, non entrambi nulli e
tali che, posto ϕ = ReG,

ϕy + λs < β ≤ ϕx+ λt ∀(x, t) ∈ epi(f).

Se fosse λ < 0, l’ultimo membro della disuguaglianza sarebbe −∞ e ciò è
assurdo; dunque si ha, intanto, λ ≥ 0. Supponiamo dapprima che sia f(y) ∈
R: allora (y, f(y)) ∈ epi(f) e quindi, scegliendo x = y e t = f(y) ricaviamo
λs < λf(y), da cui necessariamente λ > 0. Se invece f(y) = +∞, può essere
ancora λ > 0, e in tal caso abbiamo concluso, oppure λ = 0: mostreremo che
in questo caso si possono comunque modificare λ e G prendendo λ positivo.
Supponiamo dunque λ = 0, cosicché

ϕy < β ≤ ϕx ∀x ∈ D(f).

Siccome f(z) ∈ R, esiste u ∈ R tale che (z, u) /∈ epi(f), e come abbiamo

appena visto, in questa situazione esistono G̃ ∈ X∗ ed ε > 0 tali che, posto
ψ = Re G̃,

ψz + εu < γ = inf{ψx+ εt : (x, t) ∈ epi(f)}.

Scegliamo c > 0 abbastanza grande da far s̀ı che

εs < εc(β − ϕy) + γ − ψy.
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Allora risulta

(εcϕ+ ψ)y + εs < γ + εcβ ≤ (εcϕ+ ψ)x+ εt ∀(x, t) ∈ epi(f),

da cui, posto G = εcG+ G̃ e η = ReG = εcϕ+ ψ, si ha

ηy + εs < inf{ηx+ εt : (x, t) ∈ epi(f)}.

La tesi è provata anche in questo caso.

Le funzioni convesse e semicontinue inferiormente hanno la proprietà di essere
approssimabili dal basso con funzioni affini.

Proposizione 2.3.7 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso di Hausdorff e sia f : X → R una funzione convessa, semicontinua
inferiormente e tale che f(x) > −∞ per ogni x ∈ X. Allora:

(i) f ha una funzione affine minorante g, ossia esistono b ∈ R e G : X → C
lineare e continuo, tali che f(x) ≥ g(x) = ReGx+ b per ogni x ∈ X;

(ii) f è l’inviluppo delle sue funzioni affini minoranti, ossia

f(x) = sup{g(x) : g è una funzione affine, g ≤ f in X} ∀x ∈ X.

Dimostrazione Anzitutto, se f ≡ +∞ si ha f(x) = +∞ = supn∈N n e le
proprietà (i), (ii) sono ovvie.
Se invece esiste z ∈ X tale che f(z) ∈ R, in particolare epi(f) è un convesso
chiuso non vuoto; sia allora y ∈ X e sia a ∈ ] −∞, f(y)[ : mostreremo che
esiste una funzione affine g, minorante f , tale che a < g(y). Ciò proverà la
tesi.
Dato che (y, a) /∈ epi(f), applicando il lemma 2.3.6 (ii) troviamo G : X → C
lineare e continuo e λ > 0 tali che, posto ϕ = ReG,

ϕy + λa < β = inf{ϕx+ λt : (x, t) ∈ epi(f)}.

Perciò, posto g(x) = − 1
λ
ϕx+ β

λ
, si ha

a < g(y), g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ D(f),

e a maggior ragione
g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ X,
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che è quanto si voleva.

Se f è una funzione qualunque su uno spazio vettoriale topologico X, è pos-
sibile considerare la più grande funzione convessa semicontinua inferiormente
e minore di f . Più precisamente:

Definizione 2.3.8 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f : X → R
una funzione. La regolarizzata semicontinua di f è l’inviluppo delle funzioni
convesse e semicontinue inferiormente minoranti di f , ossia è la funzione

f(x) = sup{g(x) : g : X → R, g è convessa
e semicontinua inferiormente, g ≤ f in X}, x ∈ X.

Notiamo che esistono sempre funzioni convesse e semicontinue minoranti di
f : ad esempio, g(x) ≡ −∞. Dunque f è sempre ben definita. È ovvio che
f(x) ≤ f(x) per ogni x ∈ X; si noti poi che per l’esercizio 2.1.2 f è convessa,
e per il corollario 2.2.3 f è semicontinua inferiormente.
Il caso più significativo in cui si applica la definizione 2.3.8 è quello in cui la
funzione f di partenza è già convessa. In tal caso si ha:

Proposizione 2.3.9 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia f : X → R
convessa, e sia f la sua regolarizzata semicontinua. Allora:

(i) epi(f) = epi(f);

(ii) se x0 ∈ X e lim infx→x0 f(x) < +∞, allora f(x0) = lim infx→x0 f(x);

(iii) f è semicontinua inferiormente in un punto x0 ∈ X se e solo se risulta
f(x0) = f(x0).

Si noti che se la condizione lim infx→x0 f(x) < ∞ è violata, la proprietà (ii)
non vale in generale: ad esempio per la funzione I{0} in R si ha I{0}(0) =
I{0}(0) = 0 < +∞ = lim infx→0 I{0}(x).

Dimostrazione (i) Poiché f è semicontinua inferiormente e f ≤ f , epi(f)
è chiuso e contiene epi(f): quindi epi(f) ⊇ epi(f).
Proviamo che, viceversa, epi(f) ⊆ epi(f). Mostreremo che epi(f) = epi(g),
con g funzione convessa, semicontinua inferiormente e tale che g ≤ f in
X; da ciò, per definizione di f , seguirà che g ≤ f e dunque che epi(f) =
epi(g) ⊇ epi(f). Osserviamo a questo scopo che per ogni x ∈ X l’insieme
epi(f)∩({x}×R) è sempre una semiretta (eventualmente vuota, o coincidente
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con tutto R): infatti se (x, t) ∈ epi(f) esiste un net {(xi, ti)}i∈I ⊆ epi(f) tale
che xi → x in X e ti → t in R; quindi, fissato τ > t si troverà i0 ∈ I
per cui risulta ti ≤ τ per i ≥ i0. Di conseguenza avremo f(xi) ≤ ti ≤ τ ,
cioè (xi, τ) ∈ epi(f), per ogni i ≥ i0 , e quindi passando al limite otteniamo
(x, τ) ∈ epi(f). In altre parole, abbiamo mostrato che

(x, t) ∈ epi(f) =⇒ (x, τ) ∈ epi(f) ∀τ > t.

Possiamo allora definire la funzione g nel modo seguente:

g(x) =

{
+∞ se epi(f) ∩ ({x} × R) = ∅,
inf{t ∈ R : (x, t) ∈ epi(f)} altrimenti.

È facile verificare che epi(g) = epi(f), e dunque epi(g) è chiuso; essendo la
chiusura del convesso epi(f), epi(g) è anche convesso e, ovviamente, contiene
epi(f). Ne segue che g è semicontinua inferiormente e convessa, e che g ≤ f
in X. Ciò prova (i).

(ii) Poiché f è semicontinua inferiormente e f ≤ f in X, si ha

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x) ≤ lim inf
x→x0

f(x) ∀x0 ∈ X.

Proviamo la disuguaglianza opposta. Per la parte già provata, f(x0) < +∞.
Sia t ∈ ]f(x0),+∞[ : allora (x0, t) ∈ epi(f) = epi(f). Quindi, se {Ui × Ii}i∈I
è un sistema fondamentale di intorni di (x0, t) in X×R, per ogni i ∈ I esiste
un punto (xi, ti) ∈ (Ui × Ii) ∩ epi(f). Se risulta xi 6= x0 per infiniti indici
i ∈ I, essendo f(xi) ≤ ti deduciamo che lim infx→x0 f(x) ≤ t.
Se invece risulta xi = x0 definitivamente, allora otteniamo f(x0) ≤ ti defini-
tivamente, da cui f(x0) ≤ t; in questo caso, d’altronde, è facile provare che
lim infx→x0 f(x) ≤ f(x0). Infatti, posto per comodità λ = lim infx→x0 f(x),
fissato ε > 0 esiste un intorno V di 0, che possiamo supporre bilanciato, tale
che

λ− ε < inf
y∈V \{0}

f(x0 + y) ≤ λ.

Per definizione di estremo inferiore, si può anche trovare un punto ξ ∈ V \{0}
in modo che

λ− ε ≤ inf
y∈V \{0}

f(x0 + y) ≤ f(x0 + ξ) ≤ λ+ ε.
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Sia ora δ ∈ ]0, 1]; poiché V è bilanciato, si ha δξ ∈ V . Dunque, per convessità,

λ− ε ≤ f(x0 + δξ) = f((1− δ)x0 + δ(x0 + ξ)) ≤
≤ (1− δ)f(x0) + δf(x0 + ξ) ≤
≤ (1− δ)f(x0) + δ(λ+ ε) < +∞.

Per δ → 0+ si deduce λ − ε ≤ f(x0), e per l’arbitrarietà di ε si ricava
λ ≤ f(x0).
Abbiamo cos̀ı ottenuto, in tutti i casi, che lim infx→x0 f(x) ≤ t per ogni
t > f(x0): dunque lim infx→x0 f(x) ≤ f(x0) e (ii) è provata.

(iii) La relazione f(x0) = f(x0) implica

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x) ≤ lim inf
x→x0

f(x).

Supponiamo viceversa che f sia semicontinua inferiormente in x0. Se f(x0) =
+∞, allora essendo f ≥ f si ha a maggior ragione f(x0) = +∞ = f(x0).
Se invece f(x0) < +∞, allora per ogni t > f(x0) risulta (x0, t) ∈ epi(f) =
epi(f): quindi esiste un net {(xi, ti)}i∈I ⊆ epi(f) tale che xi → x in X e
ti → t in R. Se xi 6= x0 per infiniti indici avremo di conseguenza

f(x0) ≤ lim inf
i

f(xi) ≤ lim inf
i

ti = t ∀t > f(x0),

mentre, nel caso in cui sia xi = x0 definitivamente, la stessa relazione segue
in modo ancora più semplice. In definitiva, per l’arbitrarietà di t, otteniamo
f(x0) ≤ f(x0). Ciò implica l’uguaglianza.

Esercizi 2.3

1. Esibire una funzione convessa, semicontinua inferiormente, non propria
e non identicamente uguale né a +∞, né a −∞.

2. Esibire una funzione convessa, propria e non semicontinua inferiormen-
te in almeno un punto.

3. Esibire una funzione convessa, propria, semicontinua inferiormente ma
non continua in almeno un punto.

4. Sia X uno spazio di Banach. Si verifichi che una funzione convessa,
semicontinua inferiormente e propria può non avere minimo su X.
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5. Sia X uno spazio di Banach riflessivo, sia K ⊂ X un convesso non
vuoto, chiuso e limitato e sia f : K → R una funzione quasi convessa e
semicontinua inferiormente. Si provi che f ha minimo su K.

6. Sia H uno spazio di Hilbert e poniamo

J(x) =
1

2
‖x‖2

H − 〈z, x〉H , x ∈ H,

ove z è un fissato elemento di H. Si provi che:

(i) J è una funzione strettamente convessa, continua e finita;

(ii) J(x)→∞ per ‖x‖H →∞;

(iii) J ha minimo su H ed il punto di minimo è z;

(iv) se K ⊆ H è un convesso chiuso, allora J ha minimo su K ed
il punto di minimo u è l’unica soluzione in K della disequazione
variazionale

Re 〈u, v − u〉H ≥ Re 〈z, v − u〉H ∀v ∈ K.

[Traccia: per (iv) si usi la condizione
[
d
dt
J(tv + (1− t)u)

]
t=0
≥ 0.]

7. Sia H uno spazio di Hilbert, sia {ek}k∈N+ un sistema ortonormale
completo e sia F = B(0, 1) \B(0, 1

2
). Posto

f(x) = IF (x) +
∞∑
k=1

|〈x, ek〉H |
k

∀x ∈ H,

si provi che f è una funzione semicontinua inferiormente che non ha
minimo nel chiuso limitato F .

8. Sia X uno spazio vettoriale topologico reale. Si provi che i funzionali
lineari su X × R sono tutti e soli quelli della forma (x, t) 7→ Gx + λt,
con λ ∈ R e G : X → C lineare. Si verifichi poi che i funzionali lineari
e continui su X × R sono tutti e soli quelli della forma precedente con
λ ∈ R e G : X → C lineare e continuo.

9. Sia f una funzione convessa su uno spazio vettoriale topologico X, e
sia f la sua regolarizzata semicontinua. Se lim infx→x0 f(x) < +∞ per
ogni x0 ∈ X, si provi che

{x ∈ X : f(x) ≤ α} =
⋂
λ>α

{x ∈ X : f(x) ≤ λ} ∀α ∈ R.
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2.4 Funzioni convesse continue

Vediamo qualche condizione che assicuri la continuità di una funzione conves-
sa. Cominciamo con un lemma che verrà usato sistematicamente nel seguito
del paragrafo.

Lemma 2.4.1 Sia X uno spazio vettoriale topologico, sia f : X → R con-
vessa. Se z0 ∈ X e f è limitata superiormente in un intorno di z0 , allora f
è continua in z0.

Dimostrazione Per ipotesi, esiste K > 0 ed esiste un intorno bilanciato V
di 0 tale che f(y) ≤ K per ogni y ∈ z0 + V . Sia ε ∈ ]0, 1[ : se x ∈ εV , si ha

f(z0 + x) = f
(

(1− ε)z0 + ε
(
z0 +

x

ε

))
≤

≤ (1− ε)f(z0) + εf
(
z0 +

x

ε

)
≤ (1− ε)f(z0) + εK.

Da qui segue intanto che se f(z0) = −∞, allora f ≡ −∞ in z0+εV , e dunque
f è continua in z0. Quindi possiamo supporre che f(z0) > −∞; in questo
caso, per sottrazione otteniamo

f(z0 + x)− f(z0) ≤ ε(|f(z0)|+K) ∀x ∈ εV.

D’altra parte, se x ∈ εV si ha

f(z0) = f

(
1

2
(z0 + x) +

1

2
(z0 − x)

)
≤ 1

2
f(z0 + x) +

1

2
f(z0 − x),

da cui, osservando che se x ∈ εV anche −x ∈ εV ,

f(z0)− f(z0 + x) ≤ f(z0 − x)− f(z0) ≤ ε(|f(z0)|+K) ∀x ∈ εV ;

quindi si conclude che

|f(z0 + x)− f(z0)| ≤ ε(|f(z0)|+K) ∀x ∈ εV,

cosicché f è continua in z0.

Teorema 2.4.2 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f : X → R
convessa e propria. Sono fatti equivalenti:

(i)
◦

D(f) è non vuoto e f è continua in ogni punto di
◦

D(f);
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(ii) esiste z0 ∈
◦

D(f) tale che f è continua in z0;

(iii) esiste z0 ∈ D(f) tale che f è limitata superiormente in un intorno di
z0.

Dimostrazione (i) =⇒ (ii) Ovvio.

(ii) =⇒ (iii) Poiché f è continua nel punto z0 ∈
◦

D(f), si ha f(z0) ∈ R
ed esiste un intorno bilanciato V di 0 tale che f(y) < f(z0) + 1 per ogni
y ∈ z0 + V . Quindi f è limitata superiormente in un intorno di z0.

(iii) =⇒ (i) Per ipotesi esiste un intorno bilanciato V di 0 tale che f(y) ≤
K < +∞ per ogni y ∈ z0 + V ; in particolare, z0 ∈

◦
D(f). Sia z un arbitrario

punto di
◦

D(f): allora esiste t > 0 tale che z′ = z + t(z − z0) ∈ D(f).
Consideriamo l’intorno W = z+ t

t+1
V di z: per ogni u ∈ W si ha u = z+ t

t+1
y

con y ∈ V , da cui, essendo z = 1
t+1

(z′+ tz0), otteniamo per ogni y ∈ V , ossia
per ogni u ∈ W ,

f(u) = f

(
1

t+ 1
(z′ + tz0) +

t

t+ 1
y

)
= f

(
1

t+ 1
z′ +

t

t+ 1
(z0 + y)

)
≤

≤ 1

1 + t
f(z′) +

t

t+ 1
f(z0 + y) ≤ 1

t+ 1
|f(z′)|+ t

t+ 1
K.

Dunque f è limitata superiormente nell’intorno W di z. Per il lemma 2.4.1,
f è continua nel punto z.

Corollario 2.4.3 Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia f : X → R
convessa e propria. Se f è semicontinua superiormente in un punto x0 ∈
D(f), allora f è continua in

◦
D(f).

Dimostrazione Dall’ipotesi segue che +∞ > f(x0) ≥ lim supx→x0
f(x),

quindi esiste un intorno V di x0 tale che

sup
V
f ≤ f(x0) + 1 < +∞.

Dal teorema 2.4.2 segue la tesi.

Dai risultati precedenti segue che in relazione alla continuità le funzioni con-
vesse hanno un comportamento analogo a quello delle funzioni lineari: la
continuità equivale alla continuità in un singolo punto ed alla locale limi-
tatezza nell’intorno di un singolo punto. La differenza sta nel fatto che la
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continuità non è globale in X, ma solo in
◦

D(f). Se però si considerano solo

funzioni convesse finite, allora
◦

D(f)= D(f) = X e l’analogia è perfetta.
Vediamo ora qualche situazione particolare in cui sulla continuità delle fun-
zioni convesse si può dire qualcosa di più.

Teorema 2.4.4 Sia X uno spazio di Banach e sia f : X → R una funzione
convessa e semicontinua inferiormente. Allora f è continua su X.

Dimostrazione Fissato x0 ∈ X, basterà provare che f è limitata superior-
mente in un intorno di x0. Sia

A = {x ∈ X : f(x0 ± x) ≤ |f(x0)|+ 1};

poiché f è convessa e semicontinua inferiormente, A è convesso e chiuso;
inoltre 0 ∈ A ed A è simmetrico. Se x ∈ X si ha, scelto un intero n >
max{f(x0 + x) − f(x0), f(x0 − x) − f(x0)} (il che è possibile essendo f a
valori in R),

f

(
x0 ±

1

n
x

)
= f

((
1− 1

n

)
x0 +

1

n
(x0 ± x)

)
≤

≤
(

1− 1

n

)
f(x0) +

1

n
f(x0 ± x) =

= f(x0) +
1

n
[f(x0 ± x)− f(x0)] ≤ |f(x0)|+ 1.

Dunque, con questa scelta di n si ha x ∈ nA. Ciò prova che X =
⋃
n∈N+ nA.

Dato che X è uno spazio di Banach, il teorema di Baire ci dice che esiste
ν ∈ N+ tale che νA ha parte interna non vuota: dunque esiste una palla
B(y0, r) contenuta in νA. Quindi, se w ∈ B(0, r) si ha y0 ± w ∈ νA, ed
essendo A simmetrico abbiamo anche −y0 ± w ∈ νA. Poiché A è convesso,
deduciamo poi che w = 1

2
(w + y0) + 1

2
(w − y0) ∈ νA; si conclude pertanto

che B(0, r) ⊆ νA, ossia B(0, r
ν
) ⊆ A. Per definizione di A, ciò significa che f

è limitata superiormente in B(x0,
r
ν
). Ne segue la tesi.

Proposizione 2.4.5 Sia X uno spazio normato e sia f : X → R convessa.
Se f è limitata in una palla B(x0, r), allora f è localmente lipschitziana in
B(x0, r).

Dimostrazione Sia x ∈ B(x0, r) e sia δ > 0 tale che B(x, 2δ) ⊆ B(x0, r);
proveremo che f è lipschitziana in B(x, δ). Per ipotesi, Nx = supB(x,2δ) |f | <
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∞. Se x1, x2 ∈ B(x, δ), poniamo d = ‖x1 − x2‖X e x3 = x2 + δ
d
(x2 − x1).

Allora x3 ∈ B(x, 2δ) e x2 = δ
d+δ

x1 + d
d+δ

x3; quindi per convessità deduciamo

f(x2) ≤ δ

d+ δ
f(x1) +

d

d+ δ
f(x3),

da cui

f(x2)− f(x1) ≤ d

d+ δ
[f(x3)− f(x1)] ≤ d

δ
|f(x3)− f(x1)| ≤ 2Nx

δ
‖x1 − x2‖X .

Scambiando i ruoli di x1 e x2 , si conclude che

|f(x2)− f(x1)| ≤ 2Nx

δ
‖x1 − x2‖X .

Infine enunciamo un risultato di differenziabilità, dovuto a Mazur, valido in
spazi di Banach separabili, la dimostrazione del quale sarà fornita nel capitolo
5.

Teorema 2.4.6 (di Mazur) Sia X uno spazio di Banach separabile, sia
D ⊆ X un aperto convesso non vuoto e sia f : D → R una funzione convessa
e continua. Allora f è G-differenziabile in un insieme D0 ⊆ D, denso in D,
che è unione numerabile di aperti densi.

Esercizi 2.4

1. Sia X uno spazio vettoriale topologico di dimensione finita. Se f : X →
R è convessa e propria, si provi che f è continua su

◦
D(f).

[Traccia: Se x0 ∈
◦

D(f), si fissi un cubo C di centro x0 contenuto in
D(f), e si osservi che ogni x ∈ C è combinazione convessa dei vertici
xi del cubo; se ne deduca che f(x) ≤ max{f(xi)} per ogni x ∈ C e di
qui si ricavi la tesi.]

2. Sia X uno spazio vettoriale topologico e sia K ⊆ X un convesso con-
tenente 0. Si provi che il funzionale di Minkowski pK è una funzione

continua se e solo se 0 ∈
◦
K.

3. Sia X uno spazio normato. Esibire una funzione f : X → R continua,
ma non w-continua.
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2.5 Funzioni coniugate

La nozione di funzione coniugata (relativa ad una funzione assegnata) è assai
utile nelle applicazioni ai problemi di ottimizzazione, specialmente nel caso in
cui la funzione assegnata sia convessa. Si può comunque definire la coniugata
di una funzione qualunque.

Definizione 2.5.1 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. La
coniugata, o polare, di f è la funzione f ∗ : X∗ → R cos̀ı definita:

f ∗(ϕ) = sup
x∈X
{ϕx− f(x)} ∀ϕ ∈ X∗.

Osservazioni 2.5.2 (1) La definizione ha sempre senso, in quanto ϕx è un
numero reale per ogni x ∈ X; risulta f ∗(ϕ) ≤ b se e solo se la funzione affine
x 7→ ϕx− b è minorante di f .

(2) La funzione f ∗ è sempre convessa e w∗-semicontinua inferiormente, perché
è l’estremo superiore di funzioni che, rispetto alla variabile ϕ, sono convesse
e w∗-semicontinue inferiormente.

(3) Può capitare che sia f ∗ ≡ +∞: ad esempio, se X = R e f(x) = −ex,
si ha f ∗(y) = supx∈R{yx + ex} = +∞ per ogni y ∈ R∗ = R. Però quan-
do f è convessa ciò non può accadere (sotto certe ipotesi), come mostra la
proposizione che segue.

Proposizione 2.5.3 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R una
funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria. Allora la coniugata
f ∗ è propria.

Dimostrazione Per ipotesi, D(f) è non vuoto, quindi scelto x ∈ D(f) si ha
f ∗(ϕ) ≥ ϕx−f(x) > −∞. Inoltre, per la proposizione 2.3.7, esistono ϕ ∈ X∗
e b ∈ R tali che f(x) ≥ ϕx + b per ogni x ∈ X: dunque, per l’osservazione
precedente, f ∗(ϕ) ≤ −b, cosicché f ∗ è propria.

Osservazione 2.5.4 È utile precisare la seguente proprietà: si ha f ∗(ϕ) >
−∞ per ogni ϕ ∈ X∗ se e solo se f non è identicamente uguale a +∞. La
dimostrazione si lascia al lettore (esercizio 2.5.1).

Il termine “coniugata” di f si giustifica sulla base della seguente proprietà:
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Proposizione 2.5.5 (disuguaglianza di Young) Sia X uno spazio nor-
mato reale e sia f : X → R. Se f ∗ è la coniugata di f , si ha

f ∗(ϕ) ≥ ϕx− f(x) ∀ϕ ∈ X∗, ∀x ∈ X.

In particolare, se f è propria la disuguaglianza acquista la forma simmetrica

ϕx ≤ f(x) + f ∗(ϕ) ∀ϕ ∈ X∗, ∀x ∈ X.

Dimostrazione La prima forma della disuguaglianza è banale conseguenza
della definizione di f ∗. Per la seconda basta osservare che se f è propria,
allora f ∗ > −∞ per l’osservazione 2.5.4, e quindi la somma f(x) + f ∗(ϕ) è
sempre ben definita.

Esempi 2.5.6 (1) Sia X = R. Fissato p ∈]1,∞[, poniamo

f(x) =
|x|p

p
, x ∈ R.

Allora

f ∗(y) = sup
x∈R

{
yx− |x|

p

p

}
=
|y|q

q
∀y ∈ R,

ove 1
p

+ 1
q

= 1. Infatti, f ∗(y) ≤ |y|q/q per la disuguaglianza di Young classica,

e vale l’uguaglianza, come si verifica facilmente, quando x = sgn(y) · |y|q/p.
(2) Sia X = R e sia f(x) = |x|. Allora

f ∗(y) = sup
x∈R
{yx− |x|} =

{
0 se |y| ≤ 1
+∞ se |y| > 1,

cosicché f ∗ = I[−1,1] .

(3) Sia X = R e sia f(x) = ex. Allora si trova facilmente che

f ∗(y) = sup
x∈R
{yx− ex} =


+∞ se y < 0,
0 se y = 0,
y(log y − 1) se y > 0.

(4) Sia X uno spazio normato reale e sia U un sottoinsieme non vuoto di
X. Per la funzione IU si ha

I∗U(ϕ) = sup
x∈X
{ϕx− IU(x)} = sup

x∈U
{ϕx};
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la funzione I∗U si chiama funzione di supporto di U . Essa è positivamente
omogenea e subadditiva; inoltre vale l’equivalenza

U ⊆ {x ∈ X : ϕx ≤ α} ⇐⇒ I∗U(ϕ) ≤ α.

Le proprietà della funzione coniugata sono raccolte nella seguente

Proposizione 2.5.7 Sia X uno spazio normato reale e siano f, g, fi : X →
R. Allora:

(i) f ∗(0) = − infx∈X f(x);

(ii) se f ≤ g, allora f ∗ ≥ g∗;

(iii) (infi∈I fi)
∗ = supi∈I f

∗
i ;

(iv) (supi∈I fi)
∗ ≤ infi∈I f

∗
i ;

(v) (λf)∗(ϕ) = λf ∗(ϕ
λ
) per ogni ϕ ∈ X∗ e per ogni λ > 0;

(vi) posto fu(x) = f(x − u), si ha f ∗u(ϕ) = f ∗(ϕ) + ϕu per ogni ϕ ∈ X∗ e
per ogni u ∈ X.

Dimostrazione Sono tutte facili conseguenze della definizione 2.5.1.

Possiamo anche considerare la bipolare di f , ossia la coniugata di f ∗: sarà la
funzione f ∗∗ : X∗∗ → R definita da

f ∗∗(α) = sup
ϕ∈X∗
{αϕ− f ∗(ϕ)} ∀α ∈ X∗∗.

La funzione f ∗∗ è convessa e semicontinua inferiormente rispetto alla topo-
logia debole* di X∗∗. Se calcoliamo f ∗∗ nel punto α = Jx , ove x ∈ X e J è
l’immersione canonica di X in X∗∗, si ha per la disuguaglianza di Young

f ∗∗(Jx) = sup
ϕ∈X∗
{ϕx− f ∗(ϕ)} ≤ f(x) ∀x ∈ X.

Tuttavia, sotto opportune ipotesi, f ∗∗(Jx) coincide con f(x).

Teorema 2.5.8 (di Fenchel-Moreau) Sia X uno spazio normato reale e
sia f : X → R propria. Allora si ha f ∗∗(Jx) = f(x) per ogni x ∈ X se e solo
se f è convessa e semicontinua inferiormente.
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Dimostrazione (=⇒) Sappiamo che f ∗∗ è convessa e semicontinua inferior-
mente per la topologia debole* di X∗∗; quindi f ∗∗ ◦J è convessa e semiconti-
nua inferiormente per la topologia debole di X. Essendo f(x) = f ∗∗(Jx) per
ogni x ∈ X, tale è anche f e a maggior ragione si ha la tesi.

(⇐=) Poiché f ∗∗(Jx) ≤ f(x), la tesi è banale se f ∗∗(Jx) = +∞. Inoltre, sic-
come f è propria, f ∗ non è identicamente +∞ e di conseguenza f ∗∗ > −∞
(osservazione 2.5.4). Perciò dobbiamo provare che se f ∗∗(Jx) ∈ R, allora
f ∗∗(Jx) = f(x).
Supponiamo, per assurdo, che esista x0 ∈ X tale che f ∗∗(Jx0) < f(x0). Al-
lora (x0, f

∗∗(Jx0)) non appartiene al convesso chiuso epi(f); dunque, per il
lemma 2.3.6 (ii), esistono ϕ ∈ X∗, α > 0 e β ∈ R tali che

ϕx0 + αf ∗∗(Jx0) < β = inf
(x,t)∈epi(f)

{ϕx+ αt}.

Osservato che

β = inf
(x,t)∈epi(f)

{ϕx+ αt} = inf
x∈D(f)

{ϕx+ αf(x)} =

= − sup
x∈D(f)

{−ϕx− αf(x)} = −(αf)∗(−ϕ) = −αf ∗
(
−ϕ
α

)
,

dividendo la disuguaglianza precedente per α si ricava

1

α
ϕx0 + f ∗∗(Jx0) < −f ∗

(
−ϕ
α

)
.

Questa relazione contraddice la disuguaglianza di Young: essendo f ∗∗ > −∞,
deve infatti essere

− 1

α
ϕx0 = Jx0

(
−ϕ
α

)
≤ f ∗∗(Jx0) + f ∗

(
−ϕ
α

)
.

Osservazione 2.5.9 Se X è uno spazio normato reale e f : X → R è
una funzione convessa che non è semicontinua inferiormente, allora f ∗∗(Jx)
coincide con f(x), ove f è la regolarizzata semicontinua di f introdotta nella
definizione 2.3.8. Infatti, f ∗∗ ◦ J è convessa, semicontinua inferiormente e
minorante di f : quindi, per definizione di regolarizzata semicontinua, si ha
f ∗∗ ◦ J ≤ f . D’altra parte, se g è una funzione convessa, semicontinua
inferiormente e minorante di f , dalla proposizione 2.5.7 segue g∗ ≥ f ∗ e
g∗∗ ≤ f ∗∗. Ma dal teorema di Fenchel-Moreau otteniamo

g(x) = g∗∗(Jx) ≤ f ∗∗(Jx) ∀x ∈ X,

e quindi, per l’arbitrarietà di g, deduciamo f ≤ f ∗∗ ◦ J .
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Esempio 2.5.10 Sia X uno spazio normato reale. Se U è un sottoinsieme
non vuoto di X, consideriamo la funzione f = IU (si veda l’esempio 2.5.6
(4)). L’osservazione precedente ci dice che I∗∗U ◦J = IU ; d’altra parte, poiché
il minimo convesso chiuso contenente U è co(U), si riconosce facilmente che
IU = Ico(U). Abbiamo cos̀ı provato che

I∗∗U (Jx0) = Ico(U)(x0) ∀x0 ∈ X,

e naturalmente risulta in generale Ico(U)(x) < IU(x), salvo che U non sia
un convesso chiuso di X; in questo caso, come è giusto, IU è convessa e
semicontinua inferiormente.

Esercizi 2.5

1. Sia X uno spazio normato e sia f : X → R. Si provi che la coniugata
f ∗ non assume il valore −∞ se e solo se f non è identicamente uguale
a +∞.

2. Sia X uno spazio normato. Si calcoli f ∗ quando f ∈ X∗.

3. Sia X = R. Determinare le coniugate delle funzioni:

f1(x) = cosh x, f2(x) = max{ex, e−x},

f3(x) =

{
− log x se x > 0
+∞ se x ≤ 0,

f4(x) =

{
− cosx se |x| < 1
+∞ se |x| ≥ 1.

4. Verificare con un esempio che in generale si ha

min{f ∗1 , f ∗2} 6= (max{f1, f2})∗.

5. Sia X = R. Per ogni n ∈ N+ si calcoli la coniugata della funzione
fn(x) = n

√
1 + |x|n.

6. Sia X = RN . Si calcoli la coniugata della funzione f(x) = 1
2
(Qx, x)RN ,

ove Q è una matrice N ×N definita positiva.

7. Sia f : RN → R una funzione convessa. Si provi che

lim
|y|N→∞

f ∗(y)

|y|N
= +∞.
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8. Sia X uno spazio normato e sia H : R → R una funzione convessa e
semicontinua inferiormente. Posto F (x) = H(‖x‖X) per ogni x ∈ X e
G(ϕ) = H∗(‖ϕ‖X∗) per ogni ϕ ∈ X∗, si provi che F ∗ = G.

9. Sia X uno spazio normato e sia A ⊆ X un convesso contenente 0. Se
pA è il funzionale di Minkowski di A, si provi che

p∗A = I{ϕ∈X∗: I∗A(ϕ)≤1}.

10. Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia U un sottoinsieme non
vuoto, convesso e limitato di X. Si provi che si ha I∗U(ϕ) = β se e
solo se il semipiano {x ∈ X : ϕx ≤ β} contiene U e l’iperpiano affine
{x ∈ X : ϕx = β} è di appoggio per U .

11. Sia U = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, xy < −1}. Si verifichi che I∗U(0, 1) = 0,
che U è contenuto nel semipiano y ≤ 0 ma che la retta y = 0 non è di
appoggio per U .

12. Si consideri in L1(R) il convesso limitato U = co({χ[n,n+1]}n∈Z). Posto

Fψ = −
∫
R e
−x2

ψ(x)dx per ogni ψ ∈ L1(R), si provi che risulta I∗U(F ) =
0, che U ⊂ {ψ ∈ L1(R) : Fψ ≤ 0} ma che il semispazio {ψ ∈ L1(R) :
Fψ ≤ 0} non è di appoggio per U .

13. Sia X uno spazio normato e siano U, V convessi non vuoti contenuti
in X. Si provi che U ⊆ V se e solo se I∗U ≤ I∗V , dove I∗U e I∗V sono le
rispettive funzioni di supporto (esempio 2.5.6 (4)).

2.6 Problemi di ottimizzazione

Le funzioni coniugate mostrano tutta la loro utilità nei problemi di ottimiz-
zazione che coinvolgono funzioni convesse. In questo paragrafo illustriamo
alcuni esempi relativi a questa vasta tematica.
Ci occuperemo del problema

∃min
u∈X

F (u)

ove F : X → R è una funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria
e X è uno spazio normato reale; cercheremo di caratterizzare i punti di
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minimo attraverso delle opportune “relazioni di estremalità”. A questo scopo
sarà conveniente “immergere” il problema sopra descritto in una famiglia di
problemi del tipo

∃min
u∈X

φ(u, p)

ove p è un parametro che varia in un altro spazio normato reale Y , e φ è
un’altra funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria in X × Y ,
tale che φ(u, 0) = F (u) per ogni u ∈ X.
Cominciamo con alcuni fatti preliminari.

Lemma 2.6.1 Siano X, Y spazi normati reali e sia φ : X × Y → R una
funzione convessa. Allora la funzione

h(y) = inf
u∈X

φ(u, y), y ∈ Y,

è convessa.

Dimostrazione Siano p, q ∈ Y tali che non risulti h(p) = −h(q) = ±∞. Se
h(p) oppure h(q) vale +∞, la disuguaglianza di convessità è ovvia; supponia-
mo dunque h(p) < +∞ e h(q) < +∞. Fissiamo a > h(p) e b > h(q): allora
esistono u, v ∈ X tali che

h(p) ≤ φ(u, p) < a, h(q) ≤ φ(v, q) < b.

Dunque per ogni λ ∈ ]0, 1[ si ha

h(λp+ (1− λ)q) = inf
w∈X

φ(w, λp+ (1− λ)q) ≤

≤ φ(λu+ (1− λ)v, λp+ (1− λ)q) ≤
≤ λφ(u, p) + (1− λ)φ(v, q) ≤ λa+ (1− λ)b,

e per l’arbitrarietà di a > h(p) e b > h(q) si ottiene la disuguaglianza di
convessità.

Lemma 2.6.2 Nelle ipotesi del lemma 2.6.1, la coniugata della funzione
h(y) = infu∈X φ(u, y) è data da

h∗(ϕ) = φ∗(0, ϕ) ∀ϕ ∈ Y ∗,

ove φ∗ è la coniugata di φ, ossia

φ∗(ψ, ϕ) = sup
u∈X, y∈Y

{ψu+ ϕy − φ(u, y)} ∀ψ ∈ X∗, ∀ϕ ∈ Y ∗.
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Dimostrazione Si ha

h∗(ϕ) = sup
y∈Y
{ϕy − h(y)} = sup

y∈Y
{ϕy − inf

u∈X
φ(u, y)} =

= sup
y∈Y

{
ϕy + sup

u∈X
{−φ(u, y)}

}
=

= sup
y∈Y

sup
u∈X
{ϕy − φ(u, y)} = φ∗(0, ϕ).

Ciò premesso, fissiamo le nostre ipotesi, che varranno per tutto il resto del
paragrafo. Sono dati due spazi normati reali X e Y , e una funzione φ :
X×Y → R convessa, semicontinua inferiormente e propria, tale che φ(u, 0) =
F (u) per ogni u ∈ X. Chiameremo “problema primale” quello che consiste
nel trovare il minimo di F su X; diremo invece “problema duale” il problema
di massimizzazione seguente:

∃max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)}.

Osservazione 2.6.3 Per il lemma 2.6.2 e per definizione di bipolare, risulta

sup
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = sup

ϕ∈Y ∗
{−h∗(ϕ)} = h∗∗(J0) ≤ h(0) = inf

u∈X
φ(u, 0),

e tale quantità non vale +∞, essendo F = φ(·, 0) propria; potrebbe però
valere −∞, come mostra l’esempio di φ(u, y) = u− y+ eu−y in X × Y = R2:
in questo caso si ha infatti h(y) ≡ −∞ e h∗(ϕ) ≡ +∞.

Andiamo ad analizzare le relazioni fra il problema primale e il problema duale,
cercando condizioni che assicurino la risolubilità di entrambi: scopriremo che
questo comporterà anche l’uguaglianza infu∈X φ(u, 0) = supϕ∈Y ∗{−φ∗(0, ϕ)}.

Definizione 2.6.4 Nelle ipotesi precedenti, diciamo che il problema primale
è normale se h(0) = infu∈X φ(u, 0) ∈ R e se la funzione h è semicontinua
inferiormente nel punto 0 ∈ Y .

Definizione 2.6.5 Nelle ipotesi precedenti, diciamo che il problema primale
è stabile se h(0) ∈ R e se esiste ϕ ∈ Y ∗ tale che h(y) ≥ h(0) + ϕy per ogni
y ∈ Y .

Come vedremo più avanti nel corso, la condizione di stabilità equivale alla
“sottodifferenziabilità” di h nel punto 0.
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Proposizione 2.6.6 Nelle ipotesi precedenti, il problema primale è normale
se e solo se

sup
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = inf

u∈X
φ(u, 0) ∈ R.

Dimostrazione Supponiamo che il problema primale sia normale. Sia h la
regolarizzata semicontinua di h: si ha, per il lemma 2.6.2, per l’osservazione
2.5.9, per la proposizione 2.3.9 (iii) e per ipotesi,

sup
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = h∗∗(J0) = h(0) = h(0) = inf

u∈X
φ(u, 0) ∈ R.

Viceversa, se queste quantità coincidono e sono finite, allora h∗∗(J0) = h(0) =
h(0) ∈ R e quindi il problema primale è normale in virtù della proposizione
2.3.9 (iii).

Proposizione 2.6.7 Nelle ipotesi precedenti, il problema primale è stabile
se e solo se esso è normale e il problema duale ha soluzione.

Dimostrazione Se il problema primale è stabile, allora esiste ϕ0 ∈ Y ∗ tale
che h(y) ≥ h(0) + ϕ0y per ogni y ∈ Y ; ne segue

lim inf
‖y‖Y→0

h(y) ≥ h(0),

quindi h è semicontinua inferiormente in 0. Inoltre per ogni ϕ ∈ Y ∗ si ha,
grazie al lemma 2.6.2,

−φ∗(0, ϕ) = −h∗(ϕ) = J0ϕ− h∗(ϕ) ≤ h∗∗(J0) = h(0) ≤ h(y)− ϕ0y ∀y ∈ Y,

da cui

−φ∗(0, ϕ) ≤ inf
y∈Y
{h(y)− ϕ0y} = −h∗(ϕ0) = −φ∗(0, ϕ0) ∀ϕ ∈ Y ∗.

Ciò prova che
∃max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = −φ∗(0, ϕ0).

Viceversa, se il problema primale è normale e il problema duale ha soluzione
ϕ0, allora

−h∗(ϕ0) ≥ −h∗(ϕ) ∀ϕ ∈ Y ∗,
da cui

−h∗(ϕ0) = sup
ϕ∈Y ∗
{−h∗(ϕ)} = h∗∗(J0) = h(0),
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e dunque
h(0) = −h∗(ϕ0) ≤ −ϕ0y + h(y) ∀y ∈ Y :

ciò mostra che il problema primale è stabile.

Osservazione 2.6.8 Di fatto, l’ipotesi che il problema primale sia normale è
irrinunciabile se vogliamo che esso abbia minimo finito; con l’ipotesi ulteriore
che il problema primale sia stabile, otteniamo la risolubilità del problema
duale, e l’unica cosa che resta da fare è provare l’esistenza del minimo per il
problema primale. L’ipotesi di stabilità è dunque naturale.

Un semplice criterio di stabilità per il problema primale è il seguente:

Lemma 2.6.9 Oltre alle ipotesi precedenti, supponiamo che h(0) > −∞ e
che esista u0 ∈ X tale che la funzione y 7→ φ(u0, y) sia continua in 0, con
φ(u0, 0) ∈ R. Allora il problema primale è stabile.

Dimostrazione Poiché φ(u0, ·) è continua e finita in 0, essa è limitata in un
opportuno intorno aperto V di 0 da una costante K. Dunque

h(y) = inf
u∈X

φ(u, y) ≤ φ(u0, y) ≤ K ∀y ∈ V,

per cui h, essendo convessa e limitata superiormente in un intorno di 0, è
continua e finita in tale punto (lemma 2.4.1).
Adesso notiamo che (0, h(0)) appartiene alla frontiera di epi(h) in Y × R, e
che epi(h) ha parte interna non vuota poiché contiene l’aperto V× ]K,+∞[ .
Per il lemma 2.3.6 (i), esistono ψ ∈ Y ∗ e λ > 0 tali che

ψ 0 + λh(0) ≤ ψy + λt ∀(y, t) ∈ epi(h),

e in particolare, scelti y ∈ D(h) e t > h(y), e posto ϕ0 = −ψ
λ

,

h(0) ≤ −ϕ0y + t ∀y ∈ D(h), ∀t > h(y).

Per l’arbitrarietà di t > h(y) e per il fatto che h(0) ∈ R, deduciamo che h è
propria e che

h(0) + ϕ0y ≤ h(y) ∀y ∈ Y.
Ciò mostra che il problema primale è stabile.

Veniamo ora alla questione dell’esistenza del minimo per il problema primale,
e soprattutto alla sua caratterizzazione mediante opportune condizioni di
estremalità.
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Teorema 2.6.10 Nelle ipotesi del lemma 2.6.9, se û ∈ X è punto di minimo
per il problema primale e ϕ̂ ∈ Y ∗ è punto di massimo per il problema duale,
allora û e ϕ̂ verificano la relazione di estremalità

φ(û, 0) + φ∗(0, ϕ̂) = 0.

Viceversa, se û ∈ X e ϕ̂ ∈ Y ∗ soddisfano tale relazione, allora

φ(û, 0) = min
u∈X

φ(u, 0) = max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = −φ∗(0, ϕ̂) ∈ R.

Dimostrazione Per il lemma 2.6.9 il problema primale è stabile: quindi, se
û minimizza il problema primale e ϕ̂ massimizza il problema duale, allora

φ(û, 0) = min
u∈X

φ(u, 0) = max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} = −φ∗(0, ϕ̂) ∈ R,

cosicché φ(û, 0) + φ∗(0, ϕ̂) = 0.
Viceversa, dalla stabilità del problema primale segue

inf
u∈X

φ(u, 0) = max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} ∈ R.

Dunque, essendo

φ(û, 0) ≥ inf
u∈X

φ(u, 0) = max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} ≥ −φ∗(0, ϕ̂) = φ(û, 0),

si ha immediatamente la tesi.

Corollario 2.6.11 Oltre alle ipotesi del lemma 2.6.9, supponiamo che:

(i) X sia uno spazio di Banach riflessivo;

(ii) lim‖u‖X→∞ φ(u, 0) = +∞.

Allora il problema primale ha minimo, il problema duale ha massimo e vale
la relazione di estremalità.

Dimostrazione Basta osservare che, per il corollario 2.3.4 ed il lemma 2.6.9
il problema primale ha soluzione ed è stabile; per la proposizione 2.6.7 anche
il problema duale ha soluzione. La tesi segue allora dal teorema precedente.

Vi è un altro modo di caratterizzare i punti di minimo del problema primale
e i punti di massimo del problema duale: essi si ottengono come “punti di
sella” di un’opportuna funzione: la “lagrangiana”.
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Definizione 2.6.12 La funzione lagrangiana del problema primale è la fun-
zione L : X × Y ∗ → R cos̀ı definita:

L(u, ϕ) = inf
y∈Y
{φ(u, y)− ϕy} ∀u ∈ X, ∀ϕ ∈ Y ∗.

In altre parole, per ogni fissato u ∈ X, L(u, ϕ) è data da

L(u, ϕ) = inf
y∈Y
{φ(u, y)− ϕy} = − sup

y∈Y
{ϕy − φ(u, y)} = −[φ(u, ·)]∗(ϕ),

cioè è l’opposta della coniugata di φ(u, ·).

Lemma 2.6.13 Nelle ipotesi del lemma 2.6.1, si ha:

(i) ϕ 7→ L(u, ϕ) è concava e semicontinua superiormente in Y ∗ per ogni
u ∈ X;

(ii) u 7→ L(u, ϕ) è convessa in X per ogni ϕ ∈ Y ∗.

Dimostrazione (i) Per u ∈ X fissato, [φ(u, ·)]∗ è convessa e semicontinua
inferiormente, quindi L(u, ·) = −[φ(u, ·)]∗ è concava e semicontinua superior-
mente.

(ii) Fissato ϕ ∈ Y ∗, L(·, ϕ) è l’estremo inferiore delle funzioni convesse
(u, y) 7→ φ(u, y) − ϕy; quindi la convessità di L(·, ϕ) segue con lo stesso
argomento usato nella dimostrazione del lemma 2.6.1.

Tramite la funzione lagrangiana, i problemi primale e duale si possono ri-
formulare come problemi di “minimax”: si tratta di un punto di vista che
ritroveremo più avanti nel corso, parlando della teoria dei giochi.
Scrivendo

φ∗(ψ, ϕ) = sup
u∈X, y∈Y

{ψu+ ϕy − φ(u, y)} =

= sup

{
ψu+ sup

y∈Y
{ϕy − φ(u, y)}

}
= sup

u∈X
{ψu− L(u, ϕ)},

ricaviamo
−φ∗(0, ϕ) = − sup

u∈X
{−L(u, ϕ)} = inf

u∈X
L(u, ϕ),

e quindi il problema duale si scrive nella forma “maximin”

sup
ϕ∈Y ∗

inf
u∈X

L(u, ϕ).
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Similmente, poiché φ è convessa e semicontinua inferiormente,

φ(u, y) = ([φ(u, ·)]∗∗ ◦ J) (y) =

= sup
ϕ∈Y ∗
{ϕy − [φ(u, ·)]∗(ϕ)} = sup

ϕ∈Y ∗
{ϕy + L(u, ϕ)},

da cui
φ(u, 0) = sup

ϕ∈Y ∗
L(u, ϕ).

Pertanto il problema primale si scrive nella forma “minimax”

inf
u∈X

sup
ϕ∈Y ∗

L(u, ϕ).

Osservazione 2.6.14 È immediato verificare che

sup
ϕ∈Y ∗

inf
u∈X

L(u, ϕ) ≤ inf
u∈X

sup
ϕ∈Y ∗

L(u, ϕ) ∀u ∈ X, ∀ϕ ∈ Y ∗ :

infatti
L(u, ψ) ≤ sup

ϕ∈Y ∗
L(u, ϕ) ∀u ∈ X, ∀ψ ∈ Y ∗,

da cui
inf
u∈X

L(u, ψ) ≤ inf
u∈X

sup
ϕ∈Y ∗

L(u, ϕ) ∀ψ ∈ Y ∗

e quindi la tesi. Ritroviamo cos̀ı il risultato dell’osservazione 2.6.3.

Definizione 2.6.15 Diciamo che (û, ϕ̂) ∈ X × Y ∗ è punto di sella per la
funzione lagrangiana L se risulta

L(û, ϕ) ≤ L(û, ϕ̂) ≤ L(u, ϕ̂) ∀u ∈ X, ∀ϕ ∈ Y ∗.

Teorema 2.6.16 Nelle ipotesi del lemma 2.6.9, sia (û, ϕ̂) ∈ X × Y ∗. Sono
fatti equivalenti:

(i) (û, ϕ̂) è punto di sella per la lagrangiana L,

(ii) û minimizza il problema primale, ϕ̂ massimizza il problema duale e

min
u∈X

φ(u, 0) = max
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} ∈ R.
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Dimostrazione Ricordiamo anzitutto che, per i calcoli fatti in precedenza,

inf
u∈X

L(u, ϕ̂) = −φ∗(0, ϕ̂), sup
ϕ∈Y ∗

L(û, ϕ) = φ(û, 0).

Supponiamo che valga (i): allora si ha

−φ∗(0, ϕ̂) = min
u∈X

L(u, ϕ̂) = L(û, ϕ̂) = max
ϕ∈Y ∗

L(û, ϕ) = φ(û, 0) ∈ R,

da cui segue subito la relazione di estremalità φ(û, 0) + φ∗(0, ϕ̂) = 0; dal
teorema 2.6.10 segue (ii).

Supponiamo viceversa che valga (ii): essendo

−φ∗(0, ϕ̂) = inf
u∈X

L(u, ϕ̂) ≤ L(û, ϕ̂), φ(û, 0) = sup
ϕ∈Y ∗

L(û, ϕ) ≥ L(û, ϕ̂),

la relazione di estremalità, che vale in virtù del teorema 2.6.10, implica

L(û, ϕ̂) = inf
u∈X

L(u, ϕ̂) = sup
ϕ∈Y ∗

L(û, ϕ),

cosicché (û, ϕ̂) è punto di sella per L.

Corollario 2.6.17 Nelle ipotesi del lemma 2.6.9, sia û ∈ X. Allora û mini-
mizza il problema primale se e solo se esiste ϕ̂ ∈ Y ∗ tale che (û, ϕ̂) sia punto
di sella per la lagrangiana L.

Dimostrazione Se tale ϕ̂ esiste, la tesi segue dal teorema 2.6.16. Viceversa,
se û minimizza il problema primale, poiché esso è stabile il problema duale
ha una soluzione ϕ̂ ∈ Y ∗ e si ha

inf
u∈X

φ(u, 0) = sup
ϕ∈Y ∗
{−φ∗(0, ϕ)} ∈ R.

Dunque (û, ϕ̂) è punto di sella per L in virtù del teorema 2.6.16.

Esempio 2.6.18 Consideriamo un caso particolare della situazione conside-
rata fin qui: prendiamo la funzione F della forma

F (u) = f(u) + g(Λu), u ∈ X,

ove Λ è un fissato operatore lineare e continuo da X in Y , mentre f : X → R
e g : Y → R sono funzioni convesse, semicontinue inferiormente e proprie.
Faremo le ipotesi seguenti:
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(a) X è uno spazio di Banach riflessivo e Y è uno spazio normato (entrambi
reali);

(b) lim‖u‖X→∞[f(u) + g(Λu)] = +∞,

(c) esiste un punto u0 ∈ X tale che i numeri f(u0) e g(Λu0) siano entrambi
finiti e che g sia continua nel punto Λu0.

Allora, scegliendo

φ(u, y) = f(u) + g(Λu− y) ∀(u, y) ∈ X × Y,

per ogni ϕ ∈ Y ∗ si ha, denotando con Λ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) l’operatore aggiunto
di Λ,

φ∗(0, ϕ) = sup
u∈X

sup
y∈Y
{ϕy − f(u)− g(Λu− y)} = [posto Λu− y = p]

= sup
u∈X

sup
p∈Y
{ϕ(Λu− p)− f(u)− g(p)} =

= sup
u∈X

sup
p∈Y
{(Λ∗ϕ)u− ϕp− f(u)− g(p)} =

= sup
u∈X
{(Λ∗ϕ)u− f(u)}+ sup

p∈Y
{−ϕp− g(p)} =

= f ∗(Λ∗ϕ) + g∗(−ϕ).

Le ipotesi fatte su f e g garantiscono che sono soddisfatte le ipotesi del
corollario 2.6.11. La condizione di estremalità diventa

f(û) + g(Λû) + f ∗(Λ∗ϕ̂) + g∗(−ϕ̂) = 0;

ma poiché, per la disuguaglianza di Young,

f(û) + f ∗(Λ∗ϕ̂) ≥ (Λ∗ϕ̂)û, g(Λû) + g∗(−ϕ̂) ≥ −ϕ̂(Λû) = −(Λ∗ϕ̂)û,

la relazione di estremalità si scinde nel sistema seguente:

f(û) + f ∗(Λ∗ϕ̂) = (Λ∗ϕ̂)û = −g(Λû)− g∗(−ϕ̂).

Le soluzioni û, ϕ̂ di questo sistema risolvono i problemi primale e duale:

f(û) + g(Λû) = min
u∈X
{f(u) + g(Λu)} =

= max
ϕ∈Y ∗
{−f ∗(Λ∗ϕ)− g∗(−ϕ)} = −f ∗(Λ∗ϕ̂)− g∗(−ϕ̂).
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La funzione lagrangiana è data da

L(u, ϕ) = inf
y∈Y
{f(u) + g(Λu− y)− ϕy} =

= inf
p∈Y
{f(u) + g(p)− ϕ(Λu) + ϕp} =

= f(u)− (Λ∗ϕ)u+ inf
p∈Y
{ϕp+ g(p)} =

= f(u)− (Λ∗ϕ)u− sup
p∈Y
{−ϕp− g(p)} = f(u)− (Λ∗ϕ)u− g∗(−ϕ),

e il punto (û, ϕ̂) è di sella per L. Questo ce lo dice il teorema 2.6.16, ma si
può vedere direttamente: dal sistema che esprime le relazioni di estremalità,
utilizzando la disuguaglianza di Young, segue infatti

L(û, ϕ̂) = f(û)− (Λ∗ϕ̂)û− g∗(−ϕ̂) = −f ∗(Λ∗ϕ̂)− g∗(−ϕ̂) ≤
≤ f(u)− (Λ∗ϕ̂)u− g∗(−ϕ̂) = L(u, ϕ̂) ∀u ∈ X,

e similmente

L(û, ϕ̂) = f(û)− (Λ∗ϕ̂)û− g∗(−ϕ̂) = f(û) + g(Λû) ≥
≥ f(û)− ϕ(Λû)− g∗(−ϕ) = L(û, ϕ) ∀ϕ ∈ Y ∗.

Esempio 2.6.19 Siano X, Y spazi di Banach reali con X riflessivo. Sia C
un cono di Y (ciò significa che C + C ⊆ C e tC ⊆ C per ogni t ≥ 0) che
supponiamo non vuoto, convesso, chiuso e tale che C ∩ (−C) = {0}. Esso
induce una relazione d’ordine parziale ≤Y su Y , definita per y, z ∈ Y da

y ≤Y z ⇐⇒ z − y ∈ C

(le verifiche sono ovvie). Per costruzione risulta C = {y ∈ Y : 0 ≤Y y},
mentre −C = {y ∈ Y : y ≤Y 0}. Il cono duale è il cono di Y ∗ definito da

C∗ = {ϕ ∈ Y ∗ : ϕy ≥ 0 ∀y ∈ C},

e scriveremo ϕ ≥Y ∗ 0 se e solo se ϕ ∈ C∗. Si verifica facilmente (esercizio
2.6.2) che

C = {y ∈ Y : ϕy ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∗}.

Sia K un convesso chiuso non vuoto di X e sia J : X → R una funzione
convessa, semicontinua inferiormente e propria, tale cheD(J) = K. Sia infine
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B : X → Y un operatore non necessariamente lineare, convesso rispetto alla
relazione ≤Y :

B(λy + (1− λ)z) ≤Y λB(y) + (1− λ)B(z) ∀y, z ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1].

Supponiamo che valgano le seguenti condizioni:

(a) per ogni ϕ ∈ C∗ l’applicazione u 7→ ϕ(B(u)) è semicontinua inferior-
mente in K;

(b) l’insieme
{
x ∈ K : −B(x) ∈

◦
C
}

è non vuoto;

(c) risulta inf{J(u) : u ∈ K, B(u) ≤Y 0} ∈ R;

(d) si ha lim
‖u‖X→∞, B(u)≤Y 0

J(u) = +∞.

Il nostro problema primale sarà

∃ min
u∈K, B(u)≤Y 0

J(u),

e sceglieremo la funzione φ cos̀ı definita:

φ(u, y) = J(u) + IC(y −B(u)) =

{
J(u) se u ∈ K e B(u) ≤Y y
+∞ altrimenti.

Occorre verificare che le ipotesi del corollario 2.6.11 sono soddisfatte. È
immediato verificare, grazie a (c), che φ e φ(·, 0) sono proprie. Proviamo che
φ è convessa e semicontinua inferiormente: posto

E = {(u, y) ∈ X × Y : u ∈ K, B(u) ≤Y y},

si può scrivere
φ(u, y) = J(u) + IE(u, y),

e quindi, ricordando che J è convessa e semicontinua inferiormente, basta far
vedere che E è un convesso chiuso in X × Y . Dato che

E =
⋂
ϕ∈C∗
{(u, y) ∈ X × Y : u ∈ K, ϕ(B(u)− y) ≤ 0},

in virtù di (a) l’insieme E è intersezione di convessi chiusi e quindi è un
convesso chiuso.
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Infine, la condizione di stabilità del problema primale segue da (b): infatti,

scelto u0 ∈ K tale che −Bu0 ∈
◦
C, esiste un intorno V di 0 ∈ Y tale che

B(u0) − y ≤Y 0 per ogni y ∈ V : ne segue φ(u0, y) = J(u0) per ogni y ∈ V ,
cosicché y 7→ φ(u0, y) è finita e continua nel punto 0. Notiamo anche che (d)
implica l’esistenza del minimo per il problema primale.
Si ha allora, procedendo come nell’esempio 2.6.18,

φ∗(0, ϕ) = sup
u∈X

sup
y∈Y
{ϕy − J(u)− IC(y −B(u))} = [y −B(u) = p]

= sup
u∈K

sup
p∈Y
{ϕ(B(u)) + ϕp− J(u)− IC(p)} =

= sup
u∈K
{ϕ(B(u))− J(u)}+ I∗C(ϕ),

e ricordando l’esempio 2.5.6 (4),

φ∗(0, ϕ) = sup
u∈K
{ϕ(B(u))− J(u)}+ sup

0≤y
{ϕy}.

Notando poi che, come si verifica facilmente,

I∗C(ϕ) = sup
0≤Y y
{ϕy} = IC∗(−ϕ) ∀ϕ ∈ Y ∗,

si conclude che

φ∗(0, ϕ) = sup
u∈K
{ϕ(B(u))− J(u)}+ IC∗(−ϕ).

Quindi il problema duale è

∃ max
ϕ∈Y ∗

{
inf
u∈K
{J(u)− ϕ(B(u))} − IC∗(−ϕ)

}
= max

ϕ∈C∗
{ inf
u∈K
{J(u)− ϕ(B(u))}.

La condizione di estremalità è

J(û) + I−C(B(û)) + sup
u∈K
{ϕ̂(B(u))− J(u)}+ IC∗(−ϕ̂) = 0;

essa implica û ∈ K, B(û) ≤Y 0, −ϕ̂ ∈ C∗ (da cui ϕ̂(B(û)) ≥ 0) e

J(û) + sup
u∈K
{ϕ̂(B(u))− J(u)} = 0.
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Poiché, per definizione,

J(û) + sup
u∈K
{ϕ̂(B(u))− J(u)} ≥ ϕ̂(B(û)) ≥ 0,

la relazione di estremalità implica le semplici condizioni

û ∈ K, B(û) ≤Y 0, ϕ̂ ≤Y ∗ 0; ϕ̂(B(û)) = 0,

le quali tuttavia non sono equivalenti alla relazione di estremalità: ad esempio
esse sono soddisfatte per ϕ̂ = 0, ma non è detto che il funzionale 0 ∈ Y ∗

massimizzi ϕ 7→ −φ∗(0, ϕ).
La lagrangiana è data da

L(u, ϕ) = inf
y∈Y
{J(u) + IC(y −B(u))− ϕy} =

= inf
p∈Y
{J(u) + IC(p)− ϕ(B(u))− ϕp} =

= J(u)− ϕ(B(u)) + inf
p∈Y
{IC(−p)− ϕp} =

= J(u)− ϕ(B(u))− sup
p∈Y
{ϕp− IC(p)} =

= J(u)− ϕ(B(u))− I∗C(ϕ).

La relazione di estremalità, come sappiamo, equivale al fatto che (û, ϕ̂) è
punto di sella per L, cosa che, volendo, si può anche verificare direttamente
senza troppa fatica.

Esercizi 2.6

1. Sia X uno spazio normato, e sia K ⊆ X un convesso chiuso non vuoto.
Si provi che

d(x0, K) = max
‖ϕ‖X∗=1

{ϕx0 − I∗K(ϕ)} ∀x0 ∈ K.

2. Sia Y uno spazio di Banach, sia C un cono di Y che supponiamo non
vuoto, convesso, chiuso e tale che C ∩ (−C) = {0}. Detto C∗ il cono
duale di Y ∗ rispetto alla relazione d’ordine ≤Y indotta da C, si verifichi
che C coincide con {y ∈ Y : ϕy ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∗}.
[Traccia: per la seconda inclusione si ragioni per assurdo utilizzando
il teorema di Hahn-Banach.]
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3. (Teorema di Karush-Kuhn-Tucker) Per ogni k ∈ N+ si introduca in
Rk l’ordinamento ≤k indotto dal cono Γk = {x ∈ Rk : xi ≥ 0, i =
1, . . . , k}. Sia poi A = {aij} una matrice reale m × n. Fissati c ∈ Rn,
b ∈ Rm, si consideri il problema primale

∃min
u∈V
〈c, u〉n , V = {u ∈ Rn : u ≥n 0, Au ≤m b}.

(i) Posto φ(u, y) = 〈c, u〉n + IΓn(u) + IΓm(b + y − Au), si provi che il
problema duale è

∃max
y∈W
〈b, y〉m , W = {y ∈ Rm : y ≤m 0, tAy ≤n c}.

(ii) Si scriva la lagrangiana e si determini la relazione di estremalità.

(iii) Supponendo inoltre che ci > 0 per i = 1, . . . , n e che l’insieme
{u ∈ Γn : (Au)i < bi, i = 1, . . . ,m} sia non vuoto, si verifichi che
esiste un punto di minimo û per il problema primale e che esiste
un punto di massimo ŷ per il problema duale; se ne deduca che
per ogni i = 1, . . . ,m vale la seguente alternativa:

(Aû)i < bi e ŷi = 0 oppure (Aû)i = bi e ŷi ≤ 0.
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Capitolo 3

Calcolo in spazi di Banach

3.1 Integrale di Bochner

Nel capitolo precedente abbiamo visto, sotto opportune ipotesi, alcuni risul-
tati di esistenza del minimo di funzioni convesse in spazi di Banach. Ma per
trovare effettivamente i punti di minimo, occorre saper “fare le derivate” di
questo tipo di funzioni. Questo capitolo è dedicato all’estensione delle usuali
proprietà del calcolo differenziale al caso di funzioni tra spazi normati.
Preliminare a questo studio, però, è una breve descrizione della teoria del-
l’integrazione per funzioni a valori in uno spazio di Banach.
Siano dunque X uno spazio di Banach (reale o complesso) ed (E, E , µ) uno
spazio misurato: denoteremo con ‖·‖ la norma di X e considereremo funzioni
f : E → X.

Definizione 3.1.1 Indichiamo con S(E,X) lo spazio vettoriale delle fun-
zioni semplici, ossia delle funzioni ϕ : E → X tali che:

(i) ϕ assume un numero finito di valori x1, . . . , xk ∈ X;

(ii) per ogni i = 1, . . . , k gli insiemi Ai = {u ∈ E : ϕ(u) = xi} appartengono
alla σ-algebra E ed inoltre µ(Ai) <∞.

La forma canonica della funzione ϕ è dunque la seguente:

ϕ(u) =
k∑
i=1

xi χAi(u), u ∈ E.
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Definizione 3.1.2 Se ϕ ∈ S(E,X), con forma canonica ϕ =
∑k

i=1 xiχAi, l’
integrale di ϕ su E è l’elemento di X definito da∫

E

ϕdµ =
k∑
i=1

xi µ(Ai).

Osservazione 3.1.3 L’integrale su S(E,X) gode delle usuali proprietà: in
particolare è lineare, e in luogo della monotonia (che non ha senso nel generico
spazio di Banach X) si ha la disuguaglianza∥∥∥∥∫

E

ϕdµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
E

‖ϕ(·)‖ dµ ∀ϕ ∈ S(E,X).

Si noti che ‖ϕ(·)‖ è una funzione semplice su E, a valori reali.

Passiamo ad introdurre le funzioni misurabili definite su E, a valori in X.

Definizione 3.1.4 Una funzione f : E → X è detta fortemente misurabile
se esiste una successione {ϕn}n∈N ⊆ S(E,X) tale che

ϕn(u)→ f(u) ∀u ∈ E.

La funzione f è detta debolmente misurabile se per ogni T ∈ X∗ la funzione
reale o complessa u→ Tf(u) è misurabile su E.

È facile verificare che ogni funzione fortemente misurabile è debolmente mi-
surabile; il viceversa è falso, come mostra l’esercizio 3.1.1. Inoltre si vede
immediatamente che se f è fortemente misurabile allora la funzione reale
u→ ‖f(u)‖ è misurabile su E.
È importante la seguente proprietà delle funzioni fortemente misurabili:

Proposizione 3.1.5 Sia f : E → X una funzione fortemente misurabile;
allora per ogni aperto A ⊆ X la controimmagine f−1(A) appartiene ad E.

Dimostrazione Sia {ϕn} una successione di funzioni semplici che converge
a f puntualmente in E. Allora, se A è un aperto di X, posto Ak = {x ∈ A :
d(x, ∂A) > 1/k} possiamo scrivere

f−1(A) =
⋃
k∈N+

⋃
n∈N

∞⋂
m=n

ϕ−1
m (Ak);
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ora, detta ϕm(t) =
∑hm

j=1 xj,m χBj,m la forma canonica di ϕm, gli insiemi Bj,m

sono elementi disgiunti di E , e dunque avremo

ϕ−1
m (Ak) =

⋃
j∈Sk

Bj,m

ove Sk è l’insieme degli indici j ∈ {1, ..., hm} per i quali si ha xj ∈ Ak.
Quindi ϕ−1

m (Ak) è un elemento di E , e dunque la relazione precedente mostra
che f−1(A) appartiene ad E .

Osservazione 3.1.6 Anche il viceversa della proposizione precedente è fal-
so: esistono funzioni che non sono fortemente misurabili, per le quali tuttavia
si ha f−1(A) ∈ E per ogni aperto A ⊆ X: si veda l’esercizio 3.1.2.

Vediamo ora come e quando è possibile definire l’integrale di una funzione
fortemente misurabile, il quale sarà un elemento di X.

Definizione 3.1.7 Sia f : E → X una funzione fortemente misurabile.
Diciamo che f è sommabile su E se si ha∫

E

‖f(·)‖ dµ < +∞.

Come sappiamo, questo integrale ha senso perché ‖f(·)‖ è una funzione mi-
surabile non negativa. Osserviamo che, ovviamente, ogni funzione semplice
è sommabile; naturalmente, bisogna verificare che per le funzioni semplici
la nuova definizione di integrale coincide con la vecchia, ma questo è faclie,
usando la forma canonica di una funzione semplice. Stabiliamo adesso la
seguente

Proposizione 3.1.8 Sia f : E → X fortemente misurabile. I seguenti fatti
sono equivalenti:

(i) f è sommabile;

(ii) esiste {ψn}n∈N ⊆ S(E,X) tale che
∫
E
‖f(·)−ψn(·)‖dµ→ 0 per n→∞.

Dimostrazione (ii)=⇒ (i) Per ipotesi esiste ν ∈ N tale che∫
E

‖f(·)− ψn(·)‖dµ < 1 ∀n ≥ ν;

101



quindi∫
E

‖f(·)‖dµ ≤
∫
E

‖f(·)− ψν(·)‖dµ+

∫
E

‖ψν(·)‖dµ ≤ 1 +

∫
E

‖ψν(·)‖dµ <∞.

Pertanto f è sommabile.

(i) =⇒ (ii) Poiché f è fortemente misurabile, esiste {ϕn}n∈N+ ⊆ S(E,X)
tale che ϕn(u)→ f(u) in X per ogni u ∈ E. Definiamo

ψn(u) =

{
0 se ϕn(u) = 0,
ϕn(u)
‖ϕn(u)‖ hn(u) se ϕn(u) 6= 0,

ove la funzione hn : E → R è data da

hn(u) =

{
n se ‖f(u)‖ ≥ n

k−1
2n

se k−1
2n
≤ ‖f(u)‖ < k

2n
(k = 1, 2, . . . , n2n).

Si verifica facilmente che {ψn}n∈N+ ⊆ S(E,X) e che ‖ψn(u)‖ ≤ ‖f(u)‖ per
ogni u ∈ E; proviamo che si ha

ψn(u)→ f(u) in X ∀u ∈ E.

In effetti, se f(u) = 0 si ha ψn(u) = 0 per definizione. Se invece f(u) 6= 0,
esisterà ν ∈ N+ tale che ‖f(u)‖ ≥ 2−ν : quindi per n ≥ ν risulta ϕn(u) 6= 0 e
dalla definizione di ψn(u) segue

lim
n→∞

ψn(u) = lim
n→∞

ϕn(u)

‖ϕn(u)‖
hn(u) =

f(u)

‖f(u)‖
‖f(u)‖ = f(u) ∀u ∈ E.

Poiché inoltre ‖ψn(u)− f(u)‖ ≤ 2‖f(u)‖, dato che f è sommabile la conver-
genza è dominata. Ne segue la tesi.

Siamo ora in grado di definire l’integrale di una funzione sommabile f : E →
X. Infatti, per la proposizione 3.1.8 esiste {ψn}n∈N ⊆ S(E,X) tale che
limn→∞

∫
E
‖f(·)−ψn(·)‖ dµ = 0. Ne segue che la successione

{∫
E
ψn dµ

}
n∈N

è di Cauchy in X, in quanto∥∥∥∥∫
E

ψn dµ−
∫
E

ψm dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
E

‖ψn(·)− ψm(·)‖ dµ ≤

≤
∫
E

‖ψn(·)− f(·)‖ dµ+

∫
E

‖f(·)− ψm(·)‖ dµ→ 0 per n,m→∞.
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Essendo X completo, tale successione converge in X ed il suo limite, per
definizione, sarà l’integrale su E della funzione f . In altre parole, definiamo
l’integrale di una funzione sommabile nel modo seguente:

Definizione 3.1.9 Sia (E, E , µ) uno spazio misurato, sia X uno spazio di
Banach e sia f : E → X sommabile. L’ integrale (di Bochner) di f in E è
l’elemento di X definito da∫

E

f dµ = lim
n→∞

∫
E

ψn dµ,

ove il limite è fatto nella norma di X e {ψn}n∈N è una qualunque successione
di funzioni semplici tale che limn→∞

∫
E
‖f(·)− ψn(·)‖dµ = 0.

La definizione non dipende dalla scelta delle funzioni approssimanti ψn:
infatti, se {ηn}n∈N è un’altra successione in S(E,X) tale che

lim
n→∞

∫
E

‖f(·)− ηn(·)‖ dµ = 0,

allora evidentemente

lim
n→∞

∥∥∥∥∫
E

ψn dµ−
∫
E

ηn dµ

∥∥∥∥ ≤ lim
n→∞

∫
E

‖ψn(·)− ηn(·)‖ dµ = 0.

L’integrale di Bochner gode di tutte le proprietà usuali: ad esempio, se per
A ∈ E si definisce ∫

A

f dµ =

∫
E

fχA dµ,

è facile dedurre (esercizio 3.1.3) che risulta∫
A∪B

f dµ =

∫
A

f dµ+

∫
B

f dµ ∀A,B ∈ E con A ∩B = ∅.

Si ha anche, come facile conseguenza della definizione,∥∥∥∥∫
E

f dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
E

‖f(·)‖ dµ.

Introduciamo adesso gli spazi Lp per funzioni definite su E a valori in X.
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Definizione 3.1.10 Se 1 ≤ p <∞ denotiamo con Lp(E;X) lo spazio delle
funzioni f : E → X fortemente misurabili tali che

∫
E
‖f(·)‖p dµ <∞. Se p =

∞ denotiamo con L∞(E;X) lo spazio delle funzioni f : E → X fortemente
misurabili e tali che supessu∈E‖f(u)‖ <∞.

Si verifica facilmente, riconducendosi al caso di funzioni da E in R, che gli
spazi Lp(E;X), 1 ≤ p ≤ ∞, sono spazi normati con le usuali rispettive
norme:

‖f‖Lp(E;X) =

[∫
E

‖f(·)‖p dµ
] 1
p

, ‖f‖L∞(E;X) = supessu∈E‖f(u)‖

(si veda l’esercizio 3.1.7).
Inoltre, con la stessa dimostrazione che si fa nel caso X = R, si ottiene che
tali spazi sono di Banach. Quando X è riflessivo, si sa anche caratterizzare,
in analogia col caso scalare, il duale di Lp(E;X):

Teorema 3.1.11 (di Riesz-Fischer) Siano (E, E , µ) uno spazio misura-
to e X uno spazio di Banach riflessivo; sia inoltre p ∈ [1,∞[. Allora
(Lp(E;X))∗ è isomorfo ed isometrico a Lq(E;X∗), ove 1

p
+ 1

q
= 1; in al-

tre parole, per ogni T ∈ (Lp(E;X))∗ esiste un’unica funzione g ∈ Lq(E;X∗)
tale che

(i) Tf =
∫
E
〈g(·), f(·)〉X dµ per ogni f ∈ Lp(E;X), ove 〈g(u), f(u)〉X indica

l’azione del funzionale g(u) ∈ X∗ sull’elemento f(u) ∈ X;

(ii) ‖T‖(Lp(E;X))∗ = ‖g‖Lq(E;X∗).

Consideriamo in particolare il caso in cui (E, E , µ) = ([a, b],M,m), ove m
è la misura di Lebesgue. Si osservi che lo spazio C([a, b], X) delle funzioni
continue da [a, b] in X è contenuto (propriamente) in tutti gli spazi Lp(a, b;X)
(esercizio 3.1.4). In particolare, vale il seguente enunciato:

Proposizione 3.1.12 Sia X uno spazio di Banach. Se f ∈ C([a, b], X),
allora la funzione F (t) =

∫ t
a
f(s) ds appartiene a C1([a, b], X) e F ′(t) = f(t)

per ogni t ∈ [a, b].

Dimostrazione Se t, t+ h ∈ [a, b], si ha∥∥∥∥F (t+ h)− F (t)

h
− f(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

[f(s)− f(t)] dt

∥∥∥∥ ≤
≤ 1

|h|

∣∣∣∣∫ t+h

t

‖f(s)− f(t)‖ ds
∣∣∣∣ ,
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ed in virtù della continuità di f , l’ultimo membro è infinitesimo per h → 0.

Corollario 3.1.13 Sia X uno spazio di Banach. Se f ∈ C1([a, b], X) risulta

f(t) = f(s) +

∫ t

s

f ′(r) dr ∀t, s ∈ [a, b].

Dimostrazione Fissato s ∈ [a, b], la funzione

γ(t) = f(t)−
∫ t

s

f ′(r) dr, t ∈ [a, b],

appartiene a C1([a, b], X) ed ha derivata nulla per la proposizione precedente.
Perciò, fissato T ∈ X∗, la funzione reale o complessa g(t) = Tγ(t) ha ancora
derivata nulla in quanto, in virtù della linearità e continuità di T ,

lim
h→0

g(t+ h)− g(t)

h
= T

(
lim
h→0

γ(t+ h)− γ(t)

h

)
= 0.

Dunque, g è costante su [a, b]; ne segue T (γ(t)− γ(s)) = 0 per ogni t ∈ [a, b]
e per ogni T ∈ X∗. Per il teorema di Hahn-Banach, fissato t ∈ [a, b] si può
scegliere T tale che T (γ(t)−γ(s)) = ‖γ(t)−γ(s)‖; si conclude che γ(t) = γ(s)
per ogni t ∈ [a, b]. Essendo γ(s) = f(s), si ha la tesi.

Esercizi 3.1

1. Sia X = L∞(a, b) e sia f : [a, b]→ X definita da

f(t) = χ[a,t] ∀t ∈ [a, b].

Si provino i seguenti fatti:

(i) Per ogni funzionale T ∈ X∗ positivo (ossia Tg ≥ 0 se g ≥ 0 q.o.) la
funzione reale t 7→ Tf(t) è crescente.

(ii) La funzione f è debolmente misurabile.

(iii) Se {ϕn}n∈N ⊆ S(X), allora {ϕn(t) : t ∈ [a, b], n ∈ N} è un
sottoinsieme al più numerabile di X.
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(iv) Se g : [a, b]→ X è fortemente misurabile, allora {g(t) : t ∈ [a, b]} è
un sottoinsieme “quasi separabile” di X, ovvero esiste un insieme
B0 ⊂ [a, b] di misura nulla, tale che {g(t) : t ∈ [a, b] \ B0} è
separabile.

(v) La funzione f non è fortemente misurabile.

2. Si consideri lo spazio misurato (E,P(E), ν), ove ν è la misura “cardina-
lità”. PostoX = L∞(0, 1), si verifichi che per la funzione f dell’esercizio
precedente il viceversa della proposizione 3.1.5 è falso.

3. Sia (E, E , µ) uno spazio misurato e sia X uno spazio di Banach. Si
provi che se f : E → X è sommabile, allora per ogni A,B ∈ E disgiunti
si ha ∫

A∪B
f dµ =

∫
A

f dµ+

∫
B

f dµ.

4. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che ogni funzione continua f :
[a, b]→ X è fortemente misurabile.

5. Sia (E, E , µ) uno spazio misurato e sia X uno spazio di Banach. Si provi
che una funzione f : E → X è fortemente misurabile se e solo se esiste
una successione {fn} di funzioni fortemente misurabili che converge a
f puntualmente in E.

6. Sia (E, E , µ) uno spazio misurato e sia X uno spazio di Banach; sia
p ∈ [1,∞] e sia q l’esponente coniugato di p. Se f ∈ Lp(E;X) e
g ∈ Lq(E;X∗), si provi la disuguaglianza di Hölder:∫

E

|〈g(·), f(·)〉| dµ ≤ ‖f‖Lp(E,X) · ‖g‖Lq(E;X∗).

7. Sia (E, E , µ) uno spazio misurato e sia X uno spazio di Banach. Fis-
sato p ∈ [1,∞[ , se f, g ∈ Lp(E;X) si dimostri la disuguaglianza di
Minkowski:[∫

E

‖f(·) + g(·)‖p dµ
] 1
p

≤
[∫

E

‖f(·)‖p dt
] 1
p

+

[∫
E

‖g(·)‖p dt
] 1
p

.
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3.2 Differenziale di Fréchèt

Veniamo ora alla generalizzazione delle usuali proprietà del calcolo differen-
ziale.

Definizione 3.2.1 Siano X, Y spazi normati e sia Ω un aperto di X. Una
funzione f : Ω→ Y si dice differenziabile secondo Fréchèt nel punto x0 ∈ Ω
(più brevemente, F -differenziabile in x0) se esiste un operatore A ∈ L(X, Y )
tale che risulti

lim
‖h‖X→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− Ah‖Y
‖h‖X

= 0.

L’operatore A si dice differenziale di Fréchèt di f in x0 e si scrive A = f ′(x0).

Osservazione 3.2.2 Il differenziale di Fréchèt di f , se esiste, è unico. Infatti
se B ∈ L(X, Y ) verifica la stessa definizione, risulterà

lim
‖h‖X→0

‖f(x0 + h)− f(x0)−Bh‖Y
‖h‖X

= 0;

per differenza, deduciamo

lim
‖h‖X→0

‖Ah−Bh‖Y
‖h‖X

= 0.

Dunque, fissato ε > 0, si avrà per ‖h‖X < δ, con δ opportuno,

‖Ah−Bh‖Y
‖h‖X

< ε,

e per linearità

‖(A−B)u‖Y ≤ ε ∀u ∈ X con ‖u‖X ≤ 1.

Ciò prova che ‖A − B‖L(X,Y ) ≤ ε, e dunque A = B per l’arbitrarietà di ε.

Si noti che la definizione di differenziabilità secondo Fréchèt dipende solo
dalla topologia di X e di Y , ed è invariante rispetto al passaggio a norme
equivalenti.
La regola di calcolo per il differenziale di funzioni composte è valida anche
nel contesto degli spazi normati. Si ha infatti:
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Proposizione 3.2.3 Siano X, Y, Z spazi normati; siano Ω un aperto di X,
Λ un aperto di Y , e siano f : Ω→ Λ, g : Λ→ Z. Se f è F -differenziabile in
un punto x0 ∈ Ω e g è F -differenziabile nel punto y0 = f(x0), allora g ◦ f è
F -differenziabile in x0 e si ha

(g ◦ f)′(x0) = g′(y0) ◦ f ′(x0).

Dimostrazione Per ipotesi si ha

lim
‖h‖X→0

‖ω(h)‖Y
‖h‖X

= 0, ove ω(h) = f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h,

lim
‖k‖Y→0

‖η(k)‖Z
‖k‖Y

= 0, ove η(k) = g(y0 + k)− g(y0)− g′(y0)k.

Scegliamo k = f(x0 + h) − f(x0) ed osserviamo che se ‖h‖X → 0 allora
‖k‖Y → 0. Si trova allora

g(f(x0 + h))− g(f(x0)) = g(y0 + k)− g(y0) = g′(y0)k + η(k) =

= g′(y0)[f ′(x0)h+ ω(h)] + η(f ′(x0)h+ ω(h));

posto λ(h) = g′(y0)[ω(h)] + η(f ′(x0)h+ ω(h)), si ricava

lim
‖h‖X→0

‖λ(h)‖Z
‖h‖X

≤ lim
‖h‖X→0

‖g′(y0)‖L(Y,Z)
‖ω(h)‖Y
‖h‖X

+ lim
‖h‖X→0

‖η(k)‖Z
‖h‖X

.

D’altra parte se ‖h‖X → 0 si ha

‖η(k)‖Z
‖h‖X

= o(1)
‖k‖Y
‖h‖X

≤ o(1)

(
‖f ′(x0)‖L(X,Y ) +

‖ω(h)‖Y
‖h‖X

)
→ 0.

Pertanto, ‖λ(h)‖Z = o(‖h‖X) e la relazione

g ◦ f(x0 + h)− g ◦ f(x0)− g′(y0) ◦ f ′(x0)h = λ(h)

ci dà la tesi.

Esempi 3.2.4 (1) Se f(x) è costante in Ω, allora f ′(x0) = 0 per ogni x0 ∈ Ω.

(2) Se f ∈ L(X, Y ), allora f ′(x0) = f per ogni x0 ∈ X.

(3) Se f : X × Y → Z è un’applicazione bilineare e continua, allora f è
F -differenziabile in ogni (x0, y0) ∈ X×Y , e f ′(x0, y0) è l’applicazione lineare
(h, k) 7→ f(h, y0) + f(x0, k).
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Concludiamo il paragrafo con la seguente

Definizione 3.2.5 Siano X, Y spazi normati e sia Ω un aperto di X. Se f :
Ω→ Y è una funzione F -differenziabile in ogni punto x0 ∈ Ω, l’applicazione
f ′ : Ω→ L(X, Y ) è detta derivata prima di f . Se f ′ è continua su Ω, diremo
che f è di classe C1 su Ω.

Esercizi 3.2

1. Si verifichi che ogni funzione F -differenziabile in un punto x0 è continua
in x0 , e che il viceversa non è vero.

2. Sia φ : R → R una funzione derivabile. Se X è uno spazio normato
e f : X → R è una funzione F -differenziabile, si provi che φ ◦ f è
F -differenziabile e

(φ ◦ f)′(x) = φ′(f(x))f ′(x) ∀x ∈ X.

3. Sia X uno spazio con prodotto scalare. Si provi che la funzione f(x) =
‖x‖2 è F -differenziabile in X, mentre la funzione g(x) = ‖x‖ è F -
differenziabile soltanto in X \ {0}.

4. Siano X = RN e Y = R; si verifichi che la definizione 3.2.5 relativa a
funzioni f : X → Y si riduce a quella usuale.

5. Verificare che i seguenti funzionali a valori in R sono F -differenziabili
negli spazi a fianco indicati, e scriverne la derivata di Fréchèt:

(i) J(y) =
∫ b
a
[y(x)2 + y′(x)2 − 2y(x) sinx] dx, X = C1[a, b];

(ii) J(y) =
∫ b
a
y′(x)2

x3 dx, X = C1[a, b] (a > 0);

(iii) J(y) =
∫ b
a
[16y(x)2 − y′′(x)2 + x3] dx, X = C2[a, b];

(iv) J(y) =
∫ b
a
[2xy(x)− y′′′(x)2] dx, X = C3[a, b].

6. In uno spazio di Hilbert, le proiezioni su convessi chiusi sono applica-
zioni F -differenziabili?
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3.3 Differenziale di Gâteaux

La nozione di differenziabilità secondo Gâteaux è l’estensione del concetto
di derivata direzionale. Si tratta quindi di una proprietà meno forte della
F -differenziabilità.

Definizione 3.3.1 Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X. Una
funzione f : Ω→ Y si dice differenziabile secondo Gâteaux nel punto x0 ∈ Ω
(più brevemente, G-differenziabile in x0) se esiste un operatore A ∈ L(X, Y )
tale che

lim
t→0

∥∥∥∥1

t
[f(x0 + tv)− f(x0)]− Av

∥∥∥∥
Y

= 0 ∀v ∈ X.

L’operatore A si dice differenziale di Gâteaux di f in x0 e si scrive A =
f ′G(x0).

Si noti che in questa definizione si richiede non solo che esista la derivata di
f in x0 secondo qualunque direzione v ∈ X, ma anche che la dipendenza di
tale derivata da v sia lineare: ciò non è sempre vero (esercizio 3.3.3).
Per l’unicità del limite, il G-differenziale di f in x0 è unico (se esiste); l’ap-
plicazione x0 7→ f ′G(x0) si chiama derivata di Gâteaux di f .
È noto da esempi elementari che già nel caso X = R2, Y = R un’applica-
zione G-differenziabile può non essere continua e quindi, a maggior ragione,
non essere F -differenziabile (esercizio 3.2.1). Però dalle definizioni si vede
subito che se f è una funzione F -differenziabile in x0, allora f è anche G-
differenziabile in x0 ed in tal caso si ha f ′G(x0) = f ′(x0).
La seguente proposizione generalizza il classico teorema di Lagrange.

Proposizione 3.3.2 Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X, sia
f : Ω → Y una funzione G-differenziabile in Ω. Se x1 e x2 sono punti di Ω
tali che l’intero segmento di estremi x1, x2 sia contenuto in Ω, allora

‖f(x2)− f(x1)‖Y ≤ sup
t∈[0,1]

‖f ′G((1− t)x1 + tx2)‖L(X,Y )‖x2 − x1‖X .

Si noti che il secondo membro della disuguaglianza potrebbe valere +∞ (eser-
cizio 3.3.2).

Dimostrazione Consideriamo la funzione F : [0, 1]→ R definita da

F (t) = ϕ[f((1− t)x1 + tx2)], t ∈ [0, 1],
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ove ϕ è un fissato elemento di Y ∗. Essa è derivabile perché, posto x(t) =
(1− t)x1 + tx2, risulta

lim
h→0

F (t+ h)− F (t)

h
= lim

h→0

ϕ[f(x(t) + h(x2 − x1))− f(x(t))]

h
=

= ϕ

[
lim
h→0

f(x(t) + h(x2 − x1))− f(x(t))

h

]
= ϕ[f ′G(x(t))(x2 − x1)].

Per il teorema di Lagrange si ha

ϕ[f(x2)]− ϕ[f(x1)] = F (1)− F (0) = F ′(ϑ) = ϕ[f ′G(x(ϑ))(x2 − x1)]

con ϑ ∈ ]0, 1[ opportuno. Di conseguenza

|ϕ[f(x2)]− ϕ[f(x1)]| ≤ ‖ϕ‖Y ∗‖f ′G(x(ϑ))‖L(X,Y )‖x2 − x1‖X ,

e scegliendo ϕ tale che ‖ϕ‖Y ∗ = 1 e ϕ[f(x2)− f(x1)] = ‖f(x2)− f(x1)‖Y si
ottiene la tesi.

Il risultato che segue fornisce una condizione sufficiente per la F -differenzia-
bilità ed è la generalizzazione del classico teorema del differenziale totale.

Corollario 3.3.3 Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X. Se f :
Ω → Y è una funzione G-differenziabile, e se inoltre f ′G : Ω → L(X, Y )
è continua nel punto x0 ∈ Ω, allora f è F -differenziabile in x0 e f ′(x0) =
f ′G(x0).

Dimostrazione Esiste un intorno U di 0 ∈ X nel quale è definita la funzione

ω(h) = f(x0 + h)− f(x0)− f ′G(x0)h. h ∈ U.

Questa funzione è G-differenziabile, perché tali sono gli addendi che la com-
pongono (esercizio 3.3.1), e si ha

ω′G(h) = f ′G(x0 + h)− f ′G(x0) ∀h ∈ U.

Poiché ω(0) = 0, dalla proposizione 3.3.2 otteniamo

‖ω(h)‖Y ≤ sup
t∈[0,1]

‖f ′G(x0 + th)− f ′G(x0)‖L(X,Y )‖h‖X ,

e dunque, per la continuità di f ′G in x0, si ha

lim
‖h‖X→0

‖ω(h)‖Y
‖h‖X

= 0.
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Esercizi 3.3

1. Siano X, Y spazi normati. Si verifichi che se f : X → Y è una funzione
G-differenziabile, allora per ogni x ∈ X la funzione g(h) = f(x + h) è
a sua volta G-differenziabile con g′G(h) = f ′G(x+ h).

2. Sia f : R→ R definita da

f(x) =

{
0 se x = 0,
|x|3/2 sin 1

|x| se x 6= 0.

Si provi che f è derivabile in ogni punto di R, ma che

sup
x∈[−1,1]

|f ′(x)| = +∞.

3. Si provi che la funzione f : R2 → R, definita da

f(x, y) =

{
0 se |y| ≤ |x|,
sgn(y) ·

√
y2 − x2 se |y| > |x|, (x, y) ∈ R2,

non è G-differenziabile in (0, 0), benché abbia tutte le derivate direzio-
nali in tale punto.

4. Posto X = L1(a, b), si provi che l’applicazione f 7→ ‖f‖1 non è in
generale G-differenziabile.
[Traccia: si consideri la derivata nel punto χI secondo la direzione χJ ,
ove I e J sono intervalli disgiunti di ]a, b[.]

5. Sia X uno spazio normato e sia f : X → R una funzione convessa e
G-differenziabile. Si provi che

f(x0 + v) ≥ f(x0) + f ′G(x0)v ∀x0, v ∈ X.

[Traccia: si utilizzi la crescenza del rapporto incrementale nella dire-
zione v (esercizio 2.1.3).]

3.4 L’operatore di superposizione

Esaminiamo in dettaglio un esempio interessante e non banale di funzione
F -differenziabile.
Sia Ω ⊂ RN un aperto di misura di Lebesgue finita (limitato o no) e sia
f : Ω× R→ R una funzione tale che:
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(i) x 7→ f(x, t) è misurabile in Ω per ogni t ∈ R;

(ii) esiste un insieme misurabile Ω0 ⊆ Ω tale chemN(Ω\Ω0) = 0 e t 7→ f(x, t)
è continua su R per ogni x ∈ Ω0.

Poniamo
[Φ(u)](x) = f(x, u(x)), x ∈ Ω;

per comprensibili ragioni, l’applicazione u 7→ Φ(u) si chiama operatore di
superposizione.
Si tratta ora di scegliere lo spazio in cui far variare le funzioni u. Osserviamo
anzitutto che se u : Ω→ R è misurabile, allora Φ(u) è a sua volta misurabile.
Infatti, questo è vero quando u è una funzione semplice (se u =

∑k
i=1 αiχEi ,

con gli Ei disgiunti e
⋃k
i=1 Ei = Ω, si ha Φ(u) =

∑k
i=1 f(·, αi)χEi e dunque

Φ(u) è misurabile); poi, se u è misurabile e {un} è una successione di fun-
zioni semplici che converge ad u puntualmente in Ω, allora Φ(u) è il limite
puntuale in Ω0, dunque q.o. in Ω, delle funzioni misurabili Φ(un), e dunque
è misurabile in virtù della completezza della misura di Lebesgue.
Vale inoltre la seguente proprietà:

Lemma 3.4.1 Nelle ipotesi precedenti, se {un} è una successione di funzioni
misurabili su Ω tale che un → u in misura, allora Φ(un)→ Φ(u) in misura.

Dimostrazione Sia ε > 0; dobbiamo provare che

lim
n→∞

mN({x ∈ Ω0 : |Φ(un)(x)− Φ(u)(x)| > ε}) = 0.

Per ogni k ∈ N+ consideriamo l’insieme

Ωk =

{
x ∈ Ω0 : |f(x, u(x))− f(x, t)| ≤ ε ∀t ∈

[
u(x)− 1

k
, u(x) +

1

k

]}
.

Non è evidente che l’insieme Ωk sia misurabile: la dimostrazione di questo
fatto è tratteggiata nell’esercizio 3.4.1. Risulta inoltre Ωk ⊇ Ωk+1 e, per
la continuità di f rispetto alla variabile t, si ha

⋃∞
k=1 Ωk = Ω0; essendo

mN(Ω0) = mN(Ω) < ∞, se ne deduce, in virtù della misurabilità di Ωk, che
mN(Ω0 \ Ωk) → 0 per k → ∞. Dunque, fissato η > 0, esiste k ∈ N+ (che
pensiamo d’ora in poi fissato) tale che mN(Ω0 \ Ωk) < η/2.
Definiamo ora per ogni n ∈ N l’insieme

An =

{
x ∈ Ω0 : |un(x)− u(x)| ≤ 1

k

}
;
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poiché un → u in misura, si ha limn→∞mNΩ0 \ An) = 0 e dunque esiste
n ∈ N tale che

mN(Ω0 \ An) <
η

2
∀n ≥ n.

D’altra parte, se x ∈ An ∩Ωk si ha un(x) ∈ [u(x)− 1/k, u(x) + 1/k] e quindi
|Φ(un)(x)− Φ(u)(x)| ≤ ε; ne segue, per ogni n ≥ n,

mN({x ∈ Ω0 : |Φ(un)(x)− Φ(u)(x)| > ε}) ≤
≤ mN(Ω0 \ (An ∩ Ωk)) ≤ mN(Ω0 \ An) +mN(Ω0 \ Ωk) ≤

η

2
+
η

2
= η ,

cioè la tesi.

Una conseguenza del lemma precedente è la continuità dell’operatore Φ su
opportuni spazi Lp.

Proposizione 3.4.2 Supponiamo che, in aggiunta alle ipotesi precedenti,
esistano p, q ≥ 1 tali che

|f(x, t)| ≤ a(x) + b|t|p/q per q.o. x ∈ Ω, ∀t ∈ R,

ove a ∈ Lq(Ω) con a(x) ≥ 0 q.o., e b ≥ 0. Allora l’operatore di superposizione
Φ manda con continuità Lp(Ω) in Lq(Ω).

Dimostrazione Anzitutto, se u ∈ Lp(Ω) si ha Φ(u) ∈ Lq(Ω) perché∫
Ω

|f(x, u(x))|q dx ≤ 2q−1

[∫
Ω

a(x)q dx+ bq
∫

Ω

|u(x)|p dx
]

;

dobbiamo provare la continuità di Φ, ossia mostrare che, se {un} ⊆ Lp(Ω) è
una successione tale che un → u in Lp(Ω), allora Φ(un) → Φ(u) in Lq(Ω).
Dato che, in particolare, un → u in misura, il lemma 3.4.1 ci dice che Φ(un)→
Φ(u) in misura. Inoltre vale la seguente stima:

|Φ(un)(x)− Φ(u)(x)|q ≤ 2q−1
[
|Φ(un)(x)|q + |Φ(u)(x)|q

]
≤

≤ 4q−1
[
a(x)q + bq|un(x)|p + a(x)q + bq|u(x)|p

]
≤

≤ 4q−1
[
2a(x)q + 2p−1bq|un(x)− u(x)|p + (2p−1 + 1)bq|u(x)|p

]
≤

≤ cp,q

[
a(x)q + |un(x)− u(x)|p + |u(x)|p

]
.
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Sia allora ε > 0: esiste n ∈ N tale che ‖un − u‖pLp(Ω) < ε per ogni n ≥ n;
quindi, per l’assoluta continuità dell’integrale e per la stima precedente, esiste
η > 0 per cui si ha

mN(E) < η, n ≥ n =⇒
∫
E

|Φ(un)− Φ(u)|q dx ≤ 3cp,q ε.

Scegliamo ora δ > 0 tale che δq < ε; posto

En = {x ∈ Ω : |Φ(un)(x)− Φ(u)(x)| ≥ δ},

sarà mN(En) < η per ogni n ≥ n ≥ n. Ne segue, finalmente,∫
Ω

|Φ(un)− Φ(u)|q dx =

=

∫
En

|Φ(un)− Φ(u)|q dx+

∫
Ω\En

|Φ(un)− Φ(u)|q dx ≤

≤ 3cp,q ε+ δqmN(Ω) < Cε ∀n ≥ n,

e ciò prova la tesi.

Vediamo ora quali ulteriori condizioni garantiscono la F -differenziabilità del-
l’applicazione Φ.

Teorema 3.4.3 Supponiamo che f soddisfi tutte le ipotesi della proposizione
3.4.2 con p > 2 e q = p

p−1
. Supponiamo inoltre che la funzione ∂f

∂t
esista e

verifichi le seguenti condizioni:

(i) x 7→ ∂f
∂t

(x, t) è misurabile in Ω per ogni t ∈ R;

(ii) t 7→ ∂f
∂t

(x, t) è continua su R per q.o. x ∈ Ω;

(iii) vale la disuguaglianza∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ α(x) + β|t|p−2 per q.o. x ∈ Ω, ∀t ∈ R,

ove α ∈ L
p
p−2 (Ω) con α(x) ≥ 0 q.o., e β ≥ 0.

Allora l’operatore di superposizione Φ : Lp(Ω) → Lq(Ω) è F -differenziabile
in ogni punto u ∈ Lp(Ω) e

[Φ′(u)v](x) =
∂f

∂t
(x, u(x))v(x), x ∈ Ω, ∀v ∈ Lp(Ω).
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Dimostrazione Anzitutto, osserviamo che l’applicazione Ψ definita da

Ψ(u)(x) =
∂f

∂t
(x, u(x)), x ∈ Ω, ∀u ∈ Lp(Ω)

manda con continuità Lp(Ω) in L
p
p−2 (Ω) in virtù della proposizione 3.4.2;

quindi, per la disuguaglianza di Hölder con esponenti p−1 e p−1
p−2

, se v ∈ Lp(Ω)

si ha Ψ(u)v ∈ Lq(Ω) e

‖Ψ(u)v‖Lq(Ω) ≤ ‖Ψ(u)‖
L

p
p−2 (Ω)

· ‖v‖Lp(Ω).

Poniamo adesso per u, v ∈ Lp(Ω)

ω(v) = Φ(u+ v)− Φ(u)−Ψ(u)v;

allora

‖ω(v)‖qLq(Ω) =

=

∫
Ω

∣∣∣∣f(x, u(x) + v(x))− f(x, u(x))− ∂f

∂t
(x, u(x))v(x)

∣∣∣∣q dx =

=

∫
Ω

∣∣∣∣∫ 1

0

[
∂f

∂t
(x, u(x) + τv(x))− ∂f

∂t
(x, u(x))

]
v(x) dτ

∣∣∣∣q dx ;

dunque, posto

z(x) =

∫ 1

0

[
∂f

∂t
(x, u(x) + τv(x))− ∂f

∂t
(x, u(x))

]
dτ,

si ha

‖ω(v)‖qLq(Ω) =

∫
Ω

|z(x)v(x)|q dx ≤ ‖z‖q
L

p
p−2 (Ω)

· ‖v‖qLp(Ω) .

Valutiamo adesso la norma ‖z‖
L

p
p−2 (Ω)

. Usando ancora una volta la disugua-

glianza di Hölder ed il teorema di Tonelli, si trova∫
Ω

|z|
p
p−2 dx ≤

∫
Ω

∫ 1

0

∣∣∣∣∂f∂t (x, u(x) + τv(x))− ∂f

∂t
(x, u(x))

∣∣∣∣ p
p−2

dτdx =

=

∫ 1

0

‖Ψ(u+ τv)−Ψ(u)‖
p
p−2

L
p
p−2 (Ω)

dτ.
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Per la continuità dell’applicazione Ψ, l’integrando all’ultimo membro tende
a 0 per ‖v‖Lp(Ω) → 0. D’altronde, in virtù dell’ipotesi (iii), per ‖v‖Lp(Ω) ≤ 1
esso è dominato dalla costante

cp

[
‖α‖

p
p−2

L
p
p−2 (Ω)

+ β
p
p−2 (‖u‖pLp(Ω) + 1)

]
(che ovviamente è una funzione sommabile in [0, 1] rispetto a τ); ne segue,
per il teorema di Lebesgue, che ‖z‖

L
p
p−2 (Ω)

→ 0 per ‖v‖Lp(Ω) → 0. Ciò prova

che

lim
‖v‖Lp(Ω)→0

‖ω(v)‖Lq(Ω)

‖v‖Lp(Ω)

= 0.

Abbiamo cos̀ı provato la F -differenziabilità di Φ sugli spazi Lp con p > 2. Se
p = 2 vale un risultato più debole:

Teorema 3.4.4 Supponiamo che f verifichi tutte le ipotesi della proposizio-
ne 3.4.2 con p = 2 e q = 2. Supponiamo inoltre che la funzione ∂f

∂t
esista e

verifichi le seguenti condizioni:

(i) x 7→ ∂f
∂t

(x, t) è misurabile in Ω per ogni t ∈ R;

(ii) t 7→ ∂f
∂t

(x, t) è continua su R per q.o. x ∈ Ω;

(iii) vale la disuguaglianza∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤M per q.o. x ∈ Ω, ∀t ∈ R,

ove M ≥ 0.

Allora l’operatore di superposizione Φ : L2(Ω) → L2(Ω) è G-differenziabile
in ogni u ∈ L2(Ω) e

[Φ′G(u)v](x) = [Ψ(u)v](x) =
∂f

∂t
(x, u(x))v(x), x ∈ Ω, ∀v ∈ L2(Ω).

Dimostrazione Sia v ∈ L2(Ω). Per λ 6= 0 e per q.o. x ∈ Ω si ha

1

λ

[
[Φ(u+ λv)](x)− [Φ(u)](x)

]
− [Ψ(u)](x)v(x) =

= v(x)

∫ 1

0

[
∂f

∂t
(x, u(x) + tλv(x))− ∂f

∂t
(x, u(x))

]
dt.
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Se λ → 0, si ha tλv(x) → 0 per ogni t ∈ [0, 1] e per q.o. x ∈ Ω; quindi,
utilizzando la continuità di ∂f

∂t
(x, ·), per q.o. x ∈ Ω l’integrando a secondo

membro converge puntualmente a 0 per λ→ 0. Esso è anche dominato dalla
costante 2M , e quindi il teorema di Lebesgue implica che

lim
λ→0

[
1

λ

[
[Φ(u+ λv)](x)− [Φ(u)](x)

]
− [Ψ(u)](x)v(x)

]
= 0 per q.o. x ∈ Ω.

Dato che si ha anche∣∣∣∣1λ[[Φ(u+ λv)](x)− [Φ(u)](x)
]
− [Ψ(u)](x)v(x)

∣∣∣∣2 ≤ (2M)2|v(x)|2 q.o. in Ω,

un’altra applicazione del teorema di Lebesgue porta a concludere che

lim
λ→0

∥∥∥∥1

λ

[
[Φ(u+ λv)](x)− [Φ(u)](x)

]
− [Ψ(u)](x)v(x)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

= 0,

che è la tesi.

Il risultato del teorema precedente si può ulteriormente precisare: se p = q =
2, l’applicazione Φ è F -differenziabile in un punto fissato di Lp(Ω) soltanto nel
caso in cui la funzione f(x, t) è affine rispetto alla variabile t (e naturalmente
in questo caso la Φ sarà F -differenziabile in ogni punto).

Teorema 3.4.5 Siano p = q = 2. Nelle stesse ipotesi del teorema 3.4.4, se
l’operatore di superposizione Φ è F -differenziabile in un punto u0 ∈ L2(Ω),
allora la funzione f è necessariamente della forma

f(x, t) = h(x) + tk(x) per q.o. x ∈ Ω, ∀t ∈ R,

ove h ∈ L2(Ω) e k ∈ L∞(Ω) sono funzioni opportune.

Dimostrazione Anzitutto notiamo che Φ′(u0), che esiste per ipotesi, deve
coincidere con Φ′G(u0), che esiste per il teorema 3.4.4 e coincide con Ψ(u0).
Per ogni x ∈ Ω sia B(x, δx) una palla contenuta in Ω. Poniamo per x ∈ Ω e
δ ≤ δx

vδ,x(ξ) = λχB(x,δ)(ξ), ξ ∈ Ω,

con λ ∈ R fissato: chiaramente, qualunque sia x ∈ Ω, vδ,x → 0 in L2(Ω) per
δ → 0; quindi dall’ipotesi segue che, posto

ω(vδ,x) = Φ(u0 + vδ,x)− Φ(u0)−Ψ(u0)vδ,x ,
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risulta per ogni x ∈ Ω

lim
δ→0

‖ω(vδ,x)‖L2(Ω)

‖vδ,x‖L2(Ω)

= 0.

D’altra parte, osservato che

‖ω(vδ,x)‖2
L2(Ω)

‖vδ,x‖2
L2(Ω)

=
1

|λ|2
· 1

mN(B(x, δ))
·

·
∫
B(x,δ)

[
f(ξ, u0(ξ) + λ)− f(ξ, u0(ξ))− ∂f

∂t
(ξ, u0(ξ))λ

]2

dξ,

si ha anche

lim
δ→0

‖ω(vδ,x)‖2
L2(Ω)

‖vδ,x‖2
L2(Ω)

=
1

|λ|2

∣∣∣∣f(x, u0(x) + λ)− f(x, u0(x))− ∂f

∂t
(x, u0(x))λ

∣∣∣∣2
in ogni punto x ∈ Ω che sia punto di Lebesgue per la funzione integranda;
quindi tale uguaglianza vale per q.o. x ∈ Ω. Più precisamente, metten-
do insieme i due risultati otteniamo che per ogni λ ∈ R esiste un insieme
misurabile Aλ ⊆ Ω con mN(Ω \ Aλ) = 0, tale che∣∣∣∣f(x, u0(x) + λ)− f(x, u0(x))− ∂f

∂t
(x, u0(x))λ

∣∣∣∣ = 0 ∀x ∈ Aλ.

Facendo variare λ in Q otteniamo, per intersezione numerabile, un insieme
misurabile A ⊆ Ω, con mN(Ω \ A) = 0, tale che∣∣∣∣f(x, u0(x) + λ)− f(x, u0(x))− ∂f

∂t
(x, u0(x))λ

∣∣∣∣ = 0 ∀x ∈ A, ∀λ ∈ Q;

dato che f è continua (anzi di classe C1) nella variabile t, la relazione
precedente implica che∣∣∣∣f(x, u0(x) + λ)− f(x, u0(x))− ∂f

∂t
(x, u0(x))λ

∣∣∣∣ = 0 ∀x ∈ A, ∀λ ∈ R.

Posto t = u0(x) + λ, con x ∈ A, t è un arbitrario numero reale: otteniamo
cos̀ı

f(x, t) = f(x, u0(x)) +
∂f

∂t
(x, u0(x))(t− u0(x)) ∀x ∈ A, ∀t ∈ R.

Ne segue la tesi, prendendo le funzioni

h(x) = f(x, u0(x))− ∂f

∂t
(x, u0(x))u0(x), k(x) =

∂f

∂t
(x, u0(x)).

Si noti che h ∈ L2(Ω) e k ∈ L∞(Ω), come richiesto.
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Esercizi 3.4

1. Sia f una funzione verificante le ipotesi elencate all’inizio del paragrafo
3.4 e sia u : Ω→ R una funzione misurabile. Per ε, r > 0 poniamo

Ωε,r = {x ∈ Ω0 : |f(x, u(x))− f(x, t)| ≤ ε per |t− u(x)| ≤ r}.

Si provi che:

(i) l’insieme Ωε,r coincide con

{x ∈ Ω0 : |f(x, u(x))− f(x, q)| ≤ ε ∀q ∈ Q con |q − u(x)| ≤ r};

(ii) se u è una funzione semplice, allora Ωε,r è misurabile;

(iii) se u è arbitraria, se un è una successione di funzioni semplici che
converge puntualmente a u in Ω, e se poniamo

Ωn
ε,r = {x ∈ Ω0 : |f(x, un(x))− f(x, t)| ≤ ε per |t− un(x)| ≤ r},

allora risulta

Ωε,r =
⋂
h∈N+

lim sup
n→∞

Ωn
ε+ 1

h
,r

=
⋂
h∈N+

⋂
m∈N

∞⋃
n=m

Ωn
ε+ 1

h
,r
,

cosicché Ωε,r è misurabile per ogni ε, r > 0.

2. Sia f una funzione verificante le ipotesi della proposizione 3.4.2 con
1
p

+ 1
q

= 1. Si provi che il funzionale

J(u) =

∫
Ω

∫ u(x)

0

f(x, t) dtdx, u ∈ Lp(Ω),

è F -differenziabile in tutti i punti di Lp(Ω), con

J ′(u)v =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x) dx ∀v ∈ Lp(Ω).
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3.5 Derivate successive

Vediamo brevemente come si possono introdurre le derivate successive di una
applicazione f fra spazi normati.

Definizione 3.5.1 Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X e sia
f : Ω→ Y una funzione F -differenziabile. Se la derivata di Fréchèt f ′ : Ω→
L(X, Y ) è F -differenziabile in un punto x0 ∈ Ω, l’applicazione [f ′]′(x0) ∈
L(X,L(X, Y )) è detta differenziale secondo di f in x0, e si denota con f ′′(x0).
Se f ′ è F -differenziabile in Ω, l’applicazione f ′′ : Ω→ L(X,L(X, Y )) è detta
derivata seconda di f ; se essa è continua, la funzione f si dirà di classe C2

in Ω.

Esempi 3.5.2 (1) Se f ∈ L(X, Y ), allora f ′(x0) = f per ogni x0 ∈ X, e
f ′′(x0) = 0 per ogni x0 ∈ X.

(2) Sia X = C[a, b], e poniamo f(g) = g2 per ogni g ∈ X, ossia [f(g)](t) =
g(t)2 per ogni t ∈ [a, b]. La funzione f applica C[a, b] in sé, e si verifica
facilmente che essa è F -differenziabile in ogni punto g0 ∈ C[a, b], con

[f ′(g0)h](t) = 2g0(t)h(t), t ∈ [a, b], ∀h ∈ C[a, b].

Si ha poi, per ogni k ∈ C[a, b],

f ′(g0 + h)k − f ′(g0)k = 2(g0 + h)k − 2g0k = 2hk,

e dunque
[f ′′(g0)h]k = 2hk ∀h, k ∈ C[a, b].

L’applicazione f ′′ è dunque bilineare su C[a, b]×C[a, b]. Questo non è casuale,
come mostra la proposizione che segue.

Proposizione 3.5.3 Siano X, Y spazi normati. Lo spazio L(X,L(X, Y )) è
isomorfo ed isometrico allo spazio L2(X, Y ) delle applicazioni ϕ : X×X → Y
bilineari e continue, munito della norma

‖ϕ‖L2(X,Y ) = sup
‖h‖X , ‖k‖X≤1

‖ϕ(h, k)‖Y .

Dimostrazione Sia ϕ ∈ L(X,L(X, Y )) e siano h, k ∈ X. Allora ϕh ∈
L(X, Y ) e [ϕh]k ∈ Y . La dipendenza di [ϕh]k da h e k è ovviamente bilineare,
nonché continua: quindi esiste ψ ∈ L2(X, Y ) tale che

ψ(h, k) = [ϕh]k ∀h, k ∈ X,
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e risulta

‖ψ‖L2(X,Y ) = sup
‖h‖X , ‖k‖X≤1

‖ψ(h, k)‖Y = sup
‖h‖X , ‖k‖X≤1

‖[ϕh]k)‖Y =

= sup
‖h‖X≤1

‖ϕh‖L(X,Y ) = ‖ϕ‖L(X,L(X,Y )) .

Dunque, esiste una corrispondenza i : L(X,L(X, Y )) → L2(X, Y ), definita
da i(ϕ) = ψ, che è un’isometria lineare. Resta da far vedere che i è anche
surgettiva. Sia dunque ψ ∈ L2(X, Y ) e consideriamo per ogni fissato h ∈ X
l’applicazione ψh : X → Y definita da ψhk = ψ(h, k) per ogni k ∈ X;
ovviamente, ψh ∈ L(X, Y ) per ogni h ∈ X. La corrispondenza h 7→ ψh è
un’applicazione lineare ϕ : X → L(X, Y ), che è anche continua perché per
ogni h ∈ X si ha

‖ϕh‖L(X,Y ) = ‖ψh‖L(X,Y ) = sup
k∈X\{0}

‖ψhk‖Y
‖k‖X

=

= sup
k∈X\{0}

‖ψ(h, k)‖Y
‖k‖X

≤ ‖ψ‖L2(X,Y )‖h‖X .

Dunque ϕ ∈ L(X,L(X, Y )), e naturalmente

i(ϕ)(h, k) = [ϕh]k = ψhk = ψ(h, k) ∀h, k ∈ X.

In definitiva, si può sempre vedere la derivata seconda come una forma bi-
lineare continua su X × X. In modo analogo, definendo induttivamente la
derivata n-sima come la derivata prima di f (n−1) : Ω→ Ln−1(X, Y ), si trova
che tale derivata n-sima è un’applicazione n-lineare f (n) : Ω → Ln(X, Y ),
dove per ogni n ∈ N+ lo spazio Ln(X, Y ) è la classe delle applicazioni di Xn

in Y n-lineari e continue, con la norma

‖ϕ‖Ln(X,Y ) = sup{‖ϕ(h1, . . . , hn)‖Y : ‖hi‖X ≤ 1 per i = 1, . . . n}.

Vediamo infine come si scrive la formula di Taylor (arrestata al secondo
ordine, per semplicità) nel caso di applicazioni fra spazi normati.

Proposizione 3.5.4 Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X e sia
f : Ω → Y di classe C2. Se x0 ∈ Ω e se B(x0, R) ⊆ Ω, allora per ogni
h ∈ B(0, R) si ha

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
1

2
[f ′′(x0)h]h+ η(h),
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ove η : B(0, R)→ Y è una funzione tale che

lim
‖h‖X→0

‖η(h)‖Y
‖h‖2

X

= 0.

Dimostrazione Sia h ∈ B(0, R). Fissato ψ ∈ Y ∗, la funzione reale

gh(t) = ψ(f(x0 + th)), t ∈ [−1, 1],

è di classe C2: infatti per la proposizione 3.2.3 si ha

g′h(t) = ψ(f ′(x0 + th)h) ∀t ∈ [−1, 1],

g′′h(t) = ψ([f ′′(x0 + th)h]h) ∀t ∈ [−1, 1],

ed inoltre g′h e g′′h sono funzioni continue, essendo f di classe C2.
Dalla formula di Taylor per la funzione gh segue

ψ(f(x0 + h)− f(x0)) = gh(1)− gh(0) = g′h(0) +
1

2
g′′h(ξh)

ove ξh è un punto opportuno in ]0, 1[. Ne segue

ψ(f(x0 + h)− f(x0)) = ψ(f ′(x0)h) +
1

2
ψ([f ′′(x0 + ξhh)h]h) =

= ψ(f ′(x0)h) +
1

2
ψ([f ′′(x0)h]h) + ψ(η(h)),

ove

η(h) =
1

2
[(f ′′(x0 + ξhh)− f ′′(x0))h]h.

Dunque∣∣∣∣ψ [f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h− 1

2
[f ′′(x0)h]h

]∣∣∣∣ ≤
≤ |ψ(η(h))| ≤ ‖ψ‖Y ∗‖η(h)‖Y .

Per l’arbitrarietà di ψ ∈ Y ∗, si ricava∥∥∥∥f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h− 1

2
[f ′′(x0)h]h

∥∥∥∥
Y

≤ ‖η(h)‖Y .

Poiché, per la continuità di f ′′,

lim
‖h‖X→0

‖η(h)‖Y
‖h‖2

X

= 0,

si ha la tesi.
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Esempio 3.5.5 Sia H uno spazio di Hilbert (reale, per semplicità), e si
consideri la funzione

F (x) = ‖x‖4
H − ‖x‖2

H , x ∈ H.

Poiché

F (x+ h)− F (x) = (‖x+ h‖2
H − ‖x‖2

H)(‖x+ h‖2
H + ‖x‖2

H − 1) =

= (2〈x, h〉H + ‖h‖2
H)(‖x+ h‖2

H + ‖x‖2
H − 1),

si vede subito che la funzione F è differenziabile secondo Fréchèt e F ′(x) =
(4‖x‖2

H − 2)x, ossia

〈F ′(x), h〉H = (4‖x‖2 − 2)〈x, h〉H ∀h ∈ H.

Analogamente,

F ′(x+ k)− F ′(x) = 4(‖x+ k‖2
H − ‖x‖2

H)x+ (4‖x+ k‖2
H − 2)k,

da cui è facile dedurre che anche F ′ è differenziabile secondo Fréchèt in H e

〈F ′′(x)k, h〉H = (4‖x‖2
H − 2)〈k, h〉H + 8〈x, k〉H 〈x, h〉H ∀k, h ∈ H.

Esercizi 3.5

1. Siano X, Y spazi normati, sia Ω un aperto di X e sia f : Ω → Y una
funzione di classe C2.

(i) Fissato x0 ∈ Ω, si provi che, posto

ψ(h, k) = f(x0+h+k)−f(x0+k)−f(x0+h)+f(x0), h, k ∈ X,

se ‖h‖X e ‖k‖X sono sufficientemente piccole si ha

‖ψ(h, k)− [f ′′(x0)h]k‖Y ≤ ε(‖h‖X + 2‖k‖X)‖k‖X ,

‖ψ(h, k)− [f ′′(x0)k]h‖Y ≤ ε(2‖h‖X + ‖k‖X)‖h‖X .

(ii) Si provi che per ‖h‖X e ‖k‖X abbastanza piccole si ha anche

‖[f ′′(x0)h]k − [f ′′(x0)k]h‖Y ≤ 2ε(‖h‖2
X + ‖h‖X‖k‖X + ‖k‖2

X).
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(iii) Si concluda che l’applicazione f ′′(x0) : Ω→ L2(X, Y ) è simmetri-
ca, ossia

[f ′′(x0)h]k = [f ′′(x0)k]h ∀h, k ∈ X.

2. Siano X, Y, Z spazi normati. sia Ω un aperto di X × Y e sia f : Ω →
Z una funzione. Le derivate parziali fx(x0, y0) e fy(x0, y0) sono cos̀ı
definite:

fx(x0, y0) = [f(·, y0)]′(x0), fy(x0, y0) = [f(x0, ·)]′(y0).

(i) Si verifichi che se f è F -differenziabile in (x0, y0) allora esistono
fx(x0, y0) e fy(x0, y0), e si ha

fx(x0, y0)h = [f ′(x0, y0)](h, 0) ∀h ∈ X,

fy(x0, y0)k = [f ′(x0, y0)](0, k) ∀k ∈ Y.

(ii) Si provi che se f è di classe C2, allora

[fxy(x0, y0)h]k = [f ′′(x0, y0)(h, 0)](0, k) ∀(h, k) ∈ X × Y,

[fyx(x0, y0)k]h = [f ′′(x0, y0)(0, k)](h, 0) ∀(h, k) ∈ X × Y.

(iii) Si deduca che se f è di classe C2 le applicazioni bilineari fxy(x0, y0)
e fyx(x0, y0) coincidono, cioè che

[fxy(x0, y0)](h, k) = [fyx(x0, y0)](k, h) ∀(h, k) ∈ X × Y.

3. Sia J : X → R un funzionale di classe C2 definito sullo spazio normato
X. Si scriva la derivata seconda del funzionale E(x) = eJ(x).

3.6 Massimi e minimi relativi

Analizziamo brevemente alcune condizioni necessarie o sufficienti per l’esi-
stenza di punti di massimo o di minimo relativo nel caso di funzionali definiti
su spazi normati. Come vedremo, si tratta di facili generalizzazioni delle
analoghe condizioni che valgono in RN .

Proposizione 3.6.1 Sia X uno spazio normato, sia Ω un aperto di X e sia
f : Ω→ R una funzione G-differenziabile. Se x0 ∈ Ω è un punto di massimo
o di minimo locale per f , allora f ′G(x0) = 0.
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Dimostrazione Supponiamo ad esempio che x0 sia punto di massimo locale;
allora esiste un intorno U di x0 tale che

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ U.

Se v ∈ X allora si ha x0 + tv ∈ U per |t| < δ, con δ sufficientemente piccolo;
quindi

f(x0 + tv)− f(x0)

t

{ ≥ 0 se −δ < t < 0,

≤ 0 se 0 < t < δ.

Per t→ 0 ne segue f ′G(x0)v = 0 per ogni v ∈ X, cioè la tesi.

Questa condizione, benché soltanto necessaria per l’esistenza del minimo, è
la più utile nelle applicazioni al calcolo delle variazioni che vedremo nel pros-
simo paragrafo.
Vediamo ora un’altra condizione legata al comportamento della derivata
seconda.

Proposizione 3.6.2 Sia X uno spazio normato, sia Ω un aperto di X e sia
f : Ω→ R una funzione di classe C2. Se x0 ∈ Ω è punto di massimo relativo,
allora

[f ′′(x0)v]v ≤ 0 ∀v ∈ X.
Se x0 è punto di minimo relativo, si ha invece

[f ′′(x0)v]v ≥ 0 ∀v ∈ X.

Dimostrazione Supponiamo ad esempio che x0 sia punto di massimo locale.
Sia δ > 0 tale che B(x0, δ) ⊆ Ω. Fissato v ∈ X \ {0}, dalla formula di
Taylor (proposizione 3.5.4), osservato che si ha f ′(x0) = 0 per la proposizione
precedente, otteniamo

f(x0 + tv)− f(x0)− t2

2
[f ′′(x0)v]v = η(tv) ∀t ∈

]
− δ

‖v‖X
,

δ

‖v‖X

[
,

dove la funzione η(x)/‖x‖2
X è infinitesima per ‖x‖X → 0. Dunque, se |t| è

sufficientemente piccolo si deduce

0 ≥ f(x0 + tv)− f(x0) = t2
[

1

2
[f ′′(x0)v]v + ‖v‖2

X

η(tv)

‖tv‖2
X

]
.

Dividendo per t2 e facendo tendere t a 0 si ottiene la tesi.

Questa condizione necessaria, lievemente rafforzata, diventa sufficiente.
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Proposizione 3.6.3 Sia X uno spazio normato, sia Ω un aperto di X e sia
f : Ω → R una funzione di classe C2. Se in un punto x0 si ha f ′(x0) = 0
e [f ′′(x0)v]v ≤ −c‖v‖2

X per ogni v ∈ X, con c > 0, allora x0 è punto di
massimo relativo per f . Se invece si ha f ′(x0) = 0 e [f ′′(x0)v]v ≥ c‖v‖2

X per
ogni v ∈ X, allora x0 è punto di minimo relativo per f .

Dimostrazione Supponiamo che f ′(x0) = 0 e [f ′′(x0)v]v ≤ −c‖v‖2
X per ogni

v ∈ X, con c > 0. Dalla formula di Taylor (proposizione 3.5.4) segue che

f(x0 + v)− f(x0) =
1

2
[f ′′(x0)v]v + η(v) ≤

≤ − c
2
‖v‖2

X

[
1− 2

c

η(v)

‖v‖2
X

]
∀v ∈ X \ {0}.

Poiché η(v)/‖v‖2
X è infinitesima per ‖v‖X → 0, se δ è sufficientemente piccolo

si deduce che f(x0 +v) ≤ f(x0) per ‖v‖X < δ. Quindi x0 è punto di massimo
relativo.

Esempio 3.6.4 Riconsideriamo la funzione F dell’esempio 3.5.5: risulta

F ′(0) = 0, F ′′(0) = −2I,

dove I : H → H è l’applicazione identità. Per la proposizione 3.6.3, l’origine è
punto di massimo relativo per F (come era facile prevedere, ponendo t = ‖x‖
e studiando la funzione g(t) = t4 − t2).

Incontreremo esempi più significativi più avanti nel corso, nell’ambito del
calcolo della variazioni. Va comunque osservato che la condizione sufficiente
fornita dalla proposizione 3.6.3 è troppo restrittiva per le applicazioni.

Esercizi 3.6

1. Sia F : `2 → R definito da

F (x) =
∞∑
n=1

(
|xn|2

n
− |xn|4

)
, x ∈ `2.

Si provi che si ha F ′(0) = 0 e 〈F ′′(0)u, u〉`2 > 0 per ogni u ∈ `2 \ {0}, e
che tuttavia 0 non è un punto di minimo relativo per F .
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3.7 Funzioni implicite

Siano X, Y, Z spazi di Banach e sia F : X × Y → Z un’applicazione. Ci
poniamo il problema di sapere sotto quali ipotesi l’equazione

F (x, y) = 0

definisce implicitamente il grafico di una funzione y : X → Y tale che
F (x, y(x)) = 0. La soluzione di questo problema si otterrà, come vedre-
mo, sotto ipotesi del tutto analoghe a quelle classiche del teorema del Dini
in R2 od in Rn+m.

Teorema 3.7.1 (delle funzioni implicite) Siano X, Y, Z spazi di Banach,
sia (x0, y0) ∈ X × Y e sia V × W un intorno di tale punto. Sia poi F :
V ×W → Z una funzione dotata delle seguenti proprietà:

(i) F è continua in (x0, y0) e F (x0, y0) = 0;

(ii) per ogni x ∈ V esiste la derivata di Fréchèt Fy(x, y) della funzione
y → F (x, y) in ogni punto y ∈ W , ed inoltre (x, y) → Fy(x, y) è
continua in (x0, y0);

(iii) esiste l’inversa Fy(x0, y0)−1 ∈ L(Z, Y ).

Allora esistono δ, ε > 0 tali che per ogni x ∈ B(x0, δ) l’equazione F (x, y) = 0
ha un’unica soluzione y ∈ B(y0, ε): in particolare, esiste ψ : B(x0, δ) →
B(y0, ε) per cui risulta

x ∈ B(x0, δ), y ∈ B(y0, ε), F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = ψ(x).

Inoltre ψ è continua in x0; se poi F è anche continua in V ×W , allora ψ è
continua in B(x0, δ). Infine, se F ∈ C1(V ×W,Z) allora ψ ∈ C1(B(x0, δ), Y )
e si ha

ψ′(x) = −Fy(x, ψ(x))−1Fx(x, ψ(x)) ∀x ∈ B(x0, δ).

Osserviamo che, quando F è differenziabile secondo Fréchèt, gli operatori
Fy(x, y) e Fx(x, y) sono le derivate parziali della funzione F , definite nell’eser-
cizio 3.5.2, ed appartengono rispettivamente a L(Y, Z) e L(X,Z). Notiamo
anche che se F è di classe C1 l’ipotesi (iii) implica che gli operatori Fy(x, y)
hanno inversa continua per ogni (x, y) in un opportuno intorno di (x0, y0)
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(esercizi 3.7.1 e 3.7.2).

Dimostrazione Anzitutto, non è restrittivo supporre che sia V = B(x0, δ0)
e W = B(y0, ε0). Per ogni x ∈ B(x0, δ0) consideriamo l’applicazione T(x) :
B(y0, ε0)→ Y definita da

T(x)(y) = y − Fy(x0, y0)−1F (x, y).

L’equazione F (x, y) = 0 equivale a T(x)(y) = y; dunque occorre cercare un
punto fisso di T(x) per ogni x sufficientemente vicino a x0. Osserviamo che
T(x) è F -differenziabile in ogni punto y ∈ B(y0, ε0) e

T ′(x)(y) = I − Fy(x0, y0)−1Fy(x, y) = Fy(x0, y0)−1[Fy(x0, y0)− Fy(x, y)];

quindi, per la continuità di Fy in (x0, y0), fissato q ∈ ]0, 1[ esistono ρ ∈ ]0, δ0]
ed ε ∈ ]0, ε0[ tali che

‖x− x0‖X < ρ, ‖y − y0‖Y ≤ ε =⇒ ‖T ′(x)(y)‖L(Y ) ≤ q.

Di conseguenza, per la proposizione 3.3.2 si ha per ogni y, y′ ∈ B(y0, ε)

‖T(x)(y)−T(x)(y
′)‖Y ≤ sup

s∈[0,1]

‖T ′(x)((1−s)y+sy′)‖L(Y )‖y−y′‖Y ≤ q‖y−y′‖Y .

Dunque T(x) è una contrazione in B(y0, ε). Inoltre, per la continuità di F in
(x0, y0), in corrispondenza di ε e q esiste σ ∈]0, δ0] tale che

‖x−x0‖X < σ =⇒ ‖T(x)(y0)−y0‖Y = ‖Fy(x0, y0)−1F (x, y0)‖Y <
1

2
ε(1−q).

Sia allora δ = min{ρ, σ}: per ogni x ∈ B(x0, δ), l’applicazione T(x) manda

B(y0, ε) in sé, anzi in B(y0, ε), poiché

‖T(x)(y)− y0‖Y ≤ ‖T(x)(y)− T(x)(y0)‖Y + ‖T(x)(y0)− y0‖Y ≤

≤ q‖y − y0‖Y +
1

2
ε(1− q) <

< qε+ ε(1− q) = ε ∀y ∈ B(y0, ε).

Pertanto, per il teorema delle contrazioni, per ogni x ∈ B(x0, δ) l’applicazione
T(x) ha un unico punto fisso ψ(x) ∈ B(y0, ε). In particolare, T(x0)(y0) = y0 e
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quindi ψ(x0) = y0. Inoltre, la funzione ψ : B(x0, δ)→ B(y0, ε) è continua in
x0 perché

‖ψ(x)− ψ(x0)‖Y = ‖T(x)(ψ(x))− y0‖Y ≤
≤ ‖T(x)(ψ(x))− T(x)(y0)‖Y + ‖T(x)(y0)− y0‖Y ≤
≤ q‖ψ(x)− y0‖Y + ‖Fy(x0, y0)−1F (x, y0)‖Y ,

da cui

(1− q)‖ψ(x)−ψ(x0)‖Y ≤ ‖Fy(x0, y0)−1F (x, y0)‖Y → 0 per ‖x−x0‖X → 0.

Supponiamo ora che F sia continua in B(x0, δ) × B(y0, ε0). Allora, con un
calcolo analogo al precedente, per ogni x, x′ ∈ B(x0, δ) si ha

‖ψ(x)− ψ(x′)‖Y = ‖T(x)(ψ(x))− T(x′)(ψ(x′))‖Y ≤
≤ ‖T(x)(ψ(x))− T(x)(ψ(x′))‖Y + ‖T(x)(ψ(x′))− T(x′)(ψ(x′))‖Y ≤
≤ q‖ψ(x)− ψ(x′)‖Y + ‖Fy(x0, y0)−1‖L(Z,Y )‖F (x, ψ(x′))− F (x′, ψ(x′))‖Z

(si noti che, peraltro, F (x′, ψ(x′)) = 0); da qui, per ‖x− x′‖X → 0 si ottiene

(1− q)‖ψ(x)− ψ(x′)‖Y ≤
≤ ‖Fy(x0, y0)−1‖L(Z,Y ) ‖F (x, ψ(x′))− F (x′, ψ(x′))‖Z → 0.

Supponiamo infine che F sia di classe C1. Allora Fx(x, y) ∈ L(X,Z) e
Fy(x, y) ∈ L(Y, Z) per ogni (x, y) ∈ B(x0, δ)×B(y0, ε0), e possiamo supporre,
come osservato in precedenza, che in ogni punto (x, y) di tale intorno risulti
Fy(x, y)−1 ∈ L(Z, Y ). Fissiamo x ∈ B(x0, δ) e poniamo per comodità y =
ψ(x). Osserviamo che Fx(·, y) è limitata in un’opportuna palla B(x, η) ⊆
B(x0, δ), in virtù della relazione di continuità

‖Fx(x, y)− Fx(x, y‖L(X,Z) ≤ 1 per ‖x− x‖X < η;

dalla stima precedente e dalla proposizione 3.3.2 segue allora

‖ψ(x)− ψ(x)‖Y ≤

≤ C

1− q
sup
s∈[0,1]

‖Fx((1− s)x+ sx, ψ(x))‖L(X,Z)‖x− x‖X ≤

≤ K‖x− x‖X ∀x ∈ B(x, η).
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Per ipotesi, esiste Fy(x, y)−1 ∈ L(Z, Y ); quindi, usando la F -differenziabilità
di F in (x, y), si ha∥∥∥ψ(x)− ψ(x) +

[
Fy(x, y)−1Fx(x, y)

]
(x− x)

∥∥∥
Y

=

=
∥∥∥Fy(x, y)−1

[
Fy(x, y)(ψ(x)− ψ(x)) + Fx(x, y)(x− x)

]∥∥∥
Y
≤

≤ ‖Fy(x, y)−1‖L(Z,Y )

[
‖F (x, ψ(x))− F (x, ψ(x))‖Z +

+ ‖ω(x− x, ψ(x)− ψ(x))‖Z
]
.

Essendo

‖ω(x− x, ψ(x)− ψ(x))‖Z = o(‖x− x‖X + ‖ψ(x)− ψ(x)‖X) ≤
≤ o((1 +K)‖x− x‖X),

tale relazione ci dice che ψ è F -differenziabile nel punto x, e che la sua
derivata è Fy(x, y)−1Fx(x, y); ma, per ipotesi e per l’esercizio 3.7.2, questa
derivata è continua rispetto alla variabile x, e ciò prova la tesi.

Osservazione 3.7.2 La formula che fornisce la derivata della funzione im-
plicita ψ dipende solo da Fx, Fy e ψ stessa. Quindi, se si suppone che F sia
di classe Cm in V ×W , m ≥ 1, si può derivare tale formula, ottenendo cos̀ı
che anche ψ è di classe Cm, e ricavando una formula per la derivata ψ(m) in
termini delle derivate di F fino all’ordine m e di ψ fino all’ordine m− 1.

Esempio 3.7.3 Tra le numerose applicazioni del teorema delle funzioni im-
plicite, ne illustriamo una di fondamentale importanza nello studio delle
equazioni differenziali in spazi di Banach: la regolarità delle soluzioni rispetto
ai dati iniziali. Consideriamo il problema di Cauchy{

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [t0, T ],
u(t0) = u0

ove u0 ∈ X e f : [t0, T ] × X → X, essendo X uno spazio di Banach. Sup-
poniamo che f sia continua, insieme con la sua derivata di Fréchèt rispetto
alla seconda variabile, in [t0, T ] × X; facciamo anche l’ipotesi che tale deri-
vata sia uniformemente continua nella seconda variabile. Per questo proble-
ma di Cauchy si ha esistenza ed unicità locale della soluzione, ossia esiste
t1 = t1(u0) ∈ ]t0, T ], dipendente dalla scelta di u0, ed esiste un’unica fun-
zione u ∈ C1([t0, t1], X) per cui u(t0) = u0 e l’equazione è verificata in ogni

131



punto di [t0, t1]: questo fatto si dimostra nello stesso modo con cui si prova
il caso scalare, vale a dire trasformando il problema nell’equazione integrale
equivalente

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s)) ds, t ∈ [t0, T ],

e risolvendo quest’ultima in [t0, t1] con il metodo delle approssimazioni suc-
cessive.
Definiamo la seguente funzione F :

[F (u0, u)](t) = u(t)− u0 −
∫ t

t0

f(s, u(s)) ds, t ∈ [t0, τ ],

ove τ è un fissato punto di ]t0, T ]. Questa funzione è definita su X ×
C1([t0, τ ], X), a valori in C1([t0, τ ], X), ed è continua, come è facile verifi-
care; essa è anche di classe C1, in virtù dell’uniforme continuità di fu , ed in
particolare si ha

Fu0(u0, u)x = −x ∀x ∈ X,

[Fu(u0, u)g](t) = g(t)−
∫ t

t0

[fu(s, u(s))]g(s) ds, t ∈ [t0, τ ], ∀g ∈ C1([t0, τ ], X).

Verifichiamo che Fu(u0, u) : C1([t0, τ ], X) → C1([t0, τ ], X) è invertibile. Fis-
sata g ∈ C1([t0, τ ], X), l’equazione Fu(u0, u)h = g (nell’incognita h) equivale
all’equazione integrale

h(t)−
∫ t

t0

[fu(s, u(s))]h(s) ds = g(t), t ∈ [t0, τ ],

che a sua volta equivale al problema di Cauchy{
h′(t) = fu(t, u(t))h(t) + g′(t), t ∈ [t0, τ ],
h(t0) = g(t0).

Questo problema è lineare, a coefficienti continui: con lo stesso metodo che
si usa nel caso scalare, si dimostra che esso ha soluzione unica globale, ossia
definita nello stesso intervallo in cui sono definiti i coefficienti (nel nostro
caso, [t0, τ ]), e dipendente con continuità dai dati. Esiste dunque un’unica
h ∈ C1([t0, τ ], X) tale che Fu(u0, u)h = g, e la sua norma in C1([t0, τ ], X) è
controllata dalla norma del secondo membro g nello stesso spazio. Questo
fatto ci dice che l’operatore Fu(u0, u) ha inverso continuo in C1([t0, τ ], X).
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Sono dunque verificate per la funzione F tutte le ipotesi del teorema delle
funzioni implicite nell’intorno di un arbitrario punto (u0, u) dello spazio X×
C1([t0, τ ], X), nel quale risulti F (u0, u) = 0: questa relazione equivale a dire
che u verifica, nell’ intervallo [t0, τ ],{

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [t0, τ ]
u(t0) = u0 .

Pertanto, scelto τ = t1(u0), per il teorema 3.7.1 esistono un intorno V di u0

in X ed un intorno W di u in C1([t0, t1], X) tali che l’equazione F (u0, u) = 0
ha soluzione unica in W per ogni x ∈ V , che dipende in modo C1 da u0. In
altre parole, per ogni u0 in V la soluzione u del problema di Cauchy{

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [t0, t1],
u(t0) = u0 ,

che è appunto la funzione u = ψ(u0) definita implicitamente dall’equazione
F (u0, u) = 0, dipende in modo C1 del dato iniziale u0.

Osservazione 3.7.4 In modo analogo si può dimostrare che la soluzione del
problema di Cauchy dipendente da un parametro{

u′(t) = f(t, u(t), α), t ∈ [t0, T ], α ∈ R fissato,
u(t0) = u0 ,

sotto le ipotesi precedenti e supponendo inoltre che la derivata fα sia conti-
nua, è differenziabile con continuità rispetto al parametro α.

Esercizi 3.7

1. Siano X, Y spazi di Banach. Provare che l’insieme

I = {A ∈ L(X, Y ) : ∃A−1 ∈ L(Y,X)}

è aperto in L(X, Y ).
[Traccia: fissati A,B ∈ I, si provi che A−1 = B−1(I−(A−B)A−1) e si
deduca che se la norma ‖A−B‖L(X,Y ) è sufficientemente piccola, allora
A−1(I − (A − B)A−1)−1 =

∑∞
n=0A

−1[(A − B)A−1]n è effettivamente
l’inverso di B.]
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2. Siano X, Y, Z spazi di Banach e sia A(z) ⊆ L(X, Y ) una famiglia di
operatori dipendenti da una variabile z ∈ Z. Se z 7→ A(z) è di classe
C1 in una palla B(z0, R) e se esiste A(z0)−1 ∈ L(Y,X), si provi che:

(i) esiste A(z)−1 in tutti i punti z di un’opportuna palla B(z0, r) ⊆
B(z0, R);

(ii) che l’applicazione z 7→ A(z)−1 è a sua volta di classe C1 in B(z0, r),
e che la derivata di tale applicazione in un fissato punto z ∈
B(z0, r) è l’elemento di L(Z,L(Y,X)) cos̀ı definito:

(A(·)−1)′(z)h = A(z0)−1[A′(z)h]A(z0)−1 ∀h ∈ Z.

3. Con riferimento all’enunciato del teorema 3.7.1, sia ψ : B(x0, δ) →
B(y0, ε) la funzione definita implicitamente dall’equazione F (x, y) = 0.
Supponendo F di classe C2, si calcoli ψ′′(x) in termini delle derivate
prime e seconde di F , nonché di ψ e ψ′.

4. Con riferimento alla dimostrazione del teorema 3.7.1, si definisca per
ogni n ∈ N{

y0(x) = y0

yn+1(x) = T(x)(yn(x)), n ∈ N, x ∈ B(x0, δ);

si provi che per ogni x ∈ B(x0, δ) la successione {yn(x)}n∈N converge
in Y al punto fisso dell’applicazione T(x).

5. Si dimostri il risultato di esistenza ed unicità locale per il problema di
Cauchy {

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [t0, T ],
u(t0) = u0

in uno spazio di Banach X. Si provi anche che se il secondo membro è
lineare o affine rispetto a u, la soluzione è globale.

3.8 Varietà tangente ad una curva di livello

Dall’Analisi II sappiamo che se F è una funzione reale di classe C1 definita
su R2, e Z è l’insieme dei suoi zeri oppure una sua qualunque altra curva di
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livello non vuota, allora in ogni punto P0 = (x0, y0) ∈ Z nel quale il gradiente
di F sia non nullo esiste la retta r tangente a Z in P0 . L’equazione di r è

Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0,

ovvero 〈∇F (P0), P − P0〉2 = 0; in altre parole, si ha P ∈ r se e solo se il
vettore P −P0 appartiene al nucleo dell’applicazione lineare v 7→ ∇F (P0) · v.
La retta r è l’ unica fra quelle passanti per P0 per la quale risulti

lim
P→P0, P∈Z

d(P, r)

|P − P0|2
= 0.

Una situazione analoga si ha, sotto opportune ipotesi, nel caso di una funzione
F : X → Y di classe C1, allorché X e Y sono spazi di Banach.

Teorema 3.8.1 (di Lyusternik) Siano X ed Y spazi di Banach, sia F :
X → Y una applicazione di classe C1 e poniamo Z0 = {x ∈ X : F (x) = 0}.
Fissato x0 ∈ Z0 , supponiamo che il sottospazio T0 = kerF ′(x0) sia non
banale e definiamo la varietà affine Tx0 = x0 + T0 . Se l’operatore lineare
F ′(x0) : X → Y è surgettivo, allora valgono le seguenti proprietà:

(i) lim
x→x0, x∈Z0

d(x, Tx0)

‖x− x0‖X
= 0,

(ii) lim
v→x0, v∈Tx0

d(v, Z0)

‖v − x0‖X
= 0.

Se, in particolare, il sottospazio chiuso T0 è complementabile in X, ossia
esiste un sottospazio chiuso S0 ⊆ X tale che X = T0 ⊕ S0, allora esiste un
intorno U di x0 ed un omeomorfismo γ : Tx0 ∩U → Z0∩U , di classe C1, tali
che

lim
v→x0, v∈Tx0

‖v − γ(v)‖X
‖v − x0‖X

= 0, lim
x→x0, x∈Z0

‖x− γ−1(x)‖X
‖x− x0‖X

= 0.

La varietà affine Tx0 è dunque “tangente” alla curva di livello Z0 nel punto
x0. Si osservi che se X è uno spazio di Hilbert allora T0 è sempre comple-
mentabile: basta prendere S0 = T⊥0 .
Osserviamo che il teorema di Lyusternik è falso quando kerF ′(x0) = {0}.
Ad esempio, se Y = X, x0 = 0 e F (x) = x per ogni x ∈ X, si ha
T0 = kerF ′(x0) = ker I = {0} e Z0 = {0}: in questo caso né (i), né (ii)

135



hanno senso.

Dimostrazione Ci limitiamo per semplicità a provare la tesi nel caso com-
plementabile (per il caso generale si vedano gli esercizi 3.8.1 e 3.8.2).
Sia dunque T0 6= {0} e X = T0⊕S0. Osserviamo che se x = h+g con h ∈ T0

e g ∈ S0 , la norma ‖x‖X è equivalente alla norma ‖h‖X + ‖g‖X : infatti
l’applicazione (h, g) 7→ h+ g è lineare, continua e bigettiva da T0× S0 su X,
e dunque per il teorema dell’applicazione aperta essa è un isomorfismo.
Per ogni x ∈ X scriviamo x − x0 = h + g, con h ∈ T0 e g ∈ S0. Allora
l’equazione F (x) = 0 equivale a

Φ(h, g)
def
= F (x0 + h+ g) = 0,

ed è soddisfatta per (h, g) = (0, 0). Vogliamo applicare a questa equazione
il teorema delle funzioni implicite (teorema 3.7.1). Osserviamo che Φ è di
classe C1, che Φ′g(0, 0) = F ′(x0)|S0 e che tale applicazione è bigettiva: infatti
se g ∈ S0 e F ′(x0)g = 0, allora g ∈ S0 ∩ T0 = {0}. D’altra parte, fissato
y ∈ Y , possiamo scegliere, in virtù dell’ipotesi di surgettività, un elemento
v ∈ X tale che F ′(x0)v = y: scrivendo v = h + g, con h ∈ T0 e g ∈ S0,
otteniamo perciò y = F ′(x0)(h + g) = F ′(x0)g = F ′(x0)|S0g. In definitiva,
F ′(x0)|S0 è un isomorfismo fra S0 e Y .
Per il teorema delle funzioni implicite, esistono un intorno V di 0 in T0 , un
intorno W di 0 in S0 ed un’applicazione ψ : V → W di classe C1, tali che
ψ(0) = 0 e

Φ(h, g) = 0, (h, g) ∈ V ×W ⇐⇒ g = ψ(h).

Inoltre si ha ψ′(h) = −Φg(h, ψ(h))−1Φh(h, ψ(h)) per ogni h ∈ V ; in partico-
lare

ψ′(0) = −Φg(0, 0)−1F ′(x0)|T0 = 0.

Siano U = x0 + V +W e Λ = x0 + V : U è un intorno di x0 in X, mentre Λ
è intorno di x0 in Tx0 . Consideriamo l’applicazione γ : Λ→ X definita da

γ(v) = v + ψ(v − x0), v ∈ Λ.

Posto x = γ(v), risulta x ∈ U ∩Z0: infatti, detto h = v−x0 , si ha h ∈ V , da
cui ψ(h) ∈ W , x = v+ψ(v−x0) = x0+h+ψ(h) ∈ U e F (x) = Φ(h, ψ(h)) = 0.
In definitiva γ manda Λ in U∩Z0 ed è continua, come composizione di funzioni
continue. Si ha anche, in particolare, γ(x0) = x0 + ψ(0) = x0.
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Verifichiamo che γ è bigettiva. Se γ(v) = γ(v′), allora posto h = v − x0

e h′ = v′ − x0 abbiamo x0 + h + ψ(h) = x0 + h′ + ψ(h′), da cui h − h′ =
ψ(h′) − ψ(h) ∈ T0 ∩ S0 = {0}; ne segue h = h′ e dunque v = v′. Se poi
x ∈ U ∩ Z0, si ha x = x0 + h+ g, con h ∈ V e g ∈ W , e F (x) = Φ(h, g) = 0:
quindi g = ψ(h), e detto v = x0 + h otteniamo x = v + ψ(v − x0) = γ(v).
Quindi, esiste γ−1; proviamo che γ−1 è continua. Se x = x0 + h + g e
x′ = x0+h′+g′ sono punti di U∩Z0, allora γ−1(x) = h−x0 e γ−1(x′) = h′−x0,
da cui

‖γ−1(x)− γ−1(x′)‖X = ‖h− h′‖X ≤ ‖h− h′‖X + ‖g − g′‖X ≤ c‖x− x′‖X .

Infine, per v ∈ Λ e v → x0 si ha

‖γ(v)− v‖X = ‖ψ(v − x0)‖X =

= ‖ψ(v − x0)− ψ(0)− ψ′(0)(v − x0)‖X = o(‖v − x0‖X),

mentre per x ∈ U ∩ Z0 e x → x0, posto v = γ−1(x), si ha anche v → x0 ed
inoltre

‖γ−1(x)− x‖X
‖x− x0‖X

=
‖v − γ(v)‖X
‖x− x0‖X

=

=
‖v − γ(v)‖X
‖v − x0‖X

· ‖γ
−1(x)− γ−1(x0)‖X
‖x− x0‖X

≤ c
o(‖v − x0‖X)

‖v − x0‖X
.

Ciò prova l’ultima parte dell’enunciato.

Esempio 3.8.2 Siano X = L2(a, b), Y = R e F (g) = ‖g‖2
2 per ogni g ∈ X.

Fissata g ∈ X con ‖g‖2
2 = λ > 0, determiniamo la varietà tangente alla curva

di livello Z = {f ∈ X : F (f) = λ}. La derivata di Fréchèt F ′(g) è

F ′(g)h = 2〈g, h〉2 ∀h ∈ X,

e tale applicazione è ovviamente surgettiva da X su R. Si ha

kerF ′(g) = [{g}]⊥

e dunque, per il teorema di Lyusternik,

Tg = g + kerF ′(g) = g + [{g}]⊥,

il che era prevedibile data la simmetria circolare della curva di livello Z.
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Esercizi 3.8

1. Si dimostri l’enunciato (i) del teorema 3.8.1 nel caso generale.
[Traccia: si introduca in X la relazione di equivalenza h1 ' h2 ⇐⇒
h1−h2 ∈ T0 , e si osservi che F ′(x0) induce un operatore A : X/T0 → Y ,
definito da A[h] = F ′(x0)k per ogni k ∈ [h], il quale è bigettivo e
continuo: dunque A−1 ∈ L(Y,X/T0). Ciò premesso, sia ε > 0 e sia
δ > 0 tale che per ‖x− x0‖X < δ risulti

‖F (x)− F (x0)− F ′(x0)(x− x0)‖X ≤
ε

2‖A−1‖L(Y,X/T0)

‖x− x0‖X ;

se ne deduca, per x = x0 + d ∈ Z0,

‖d‖X ≤ δ =⇒ ‖[d]‖X/T0 ≤
ε

2
‖d‖X ,

da cui

‖d‖X ≤ δ, g ∈ [d] ∩B(0, 2‖[d]‖X/T0) =⇒ ‖g‖X ≤ ε‖d‖X .

Da qui si ricavi la tesi.]

2. Si dimostri l’enunciato (ii) del teorema 3.8.1 nel caso generale.
[Traccia: posto c = ‖A−1‖L(Y,X/T0), si fissi ε ∈

]
0, 1

4c

]
, e si determini

η > 0 tale che si abbia: (a) ‖F ′(x)−F ′(x0)‖L(X,Y ) ≤ ε per ‖x−x0‖X ≤
η, e (b) per ‖k‖X , ‖h‖X ≤ η risulti

‖F (x0 + k)− F (x0 + h)− F ′(x0)(k − h)‖X ≤ ε‖k − h‖X .

Ciò premesso, fissato v = x0 + h ∈ Tx0 , si ponga g0 = 0, [h1] =
−A−1F (x0 +h), e si scelga g1 ∈ [h1] con ‖g1‖X ≤ 2‖[h1]‖X/T0 ; poi, noti
[hi] e gi per i = 1, . . . , n, si ponga [hn+1] = [hn]−A−1F (x0 +h+gn) e si
scelga gn+1 ∈ [hn+1] con ‖gn+1−gn‖X ≤ 2‖[hn+1]− [hn]‖X/T0 . Si mostri
che esiste δ ∈

]
0, η

2

]
tale che ‖g1‖X ≤ min{ε, 1

2
}‖h‖X ; poi si dimostrino

per induzione le seguenti disuguaglianze:

‖gn‖X ≤
n−1∑
k=0

2−k‖g1‖X ,

‖[hn+1]− [hn]‖X/T0 ≤ 2−n−1‖g1‖X , ‖gn+1 − gn‖X ≤ 2−n‖g1‖X .
Si concluda che esistono g ∈ X e [d] ∈ X/T0 tali che ‖gn − g‖X → 0 e
‖[hn] − [d]‖X/T0 → 0. Si deduca infine che x = x0 + h + g ∈ Z0 e che
‖v − x‖X = ‖g‖X ≤ 2ε‖h‖X = 2ε‖v − x0‖X .]

138



3.9 Massimi e minimi vincolati

Siano X ed Y spazi di Banach e siano F : X → R, Φ : X → Y funzioni
assegnate. Ci poniamo il problema di trovare il minimo o il massimo di F sul
vincolo costituito dall’insieme Z = {x ∈ X : Φ(x) = 0}. Otterremo risultati
analoghi al caso dei vincoli in RN . Il risultato che segue è una versione
generalizzata del metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Teorema 3.9.1 Siano X ed Y spazi di Banach reali, siano F : X → R e
Φ : X → Y funzioni di classe C1 e sia Z = {x ∈ X : Φ(x) = 0}. Fissiamo
poi x0 ∈ Z e supponiamo che l’applicazione lineare Φ′(x0) abbia immagine
chiusa in Y . Se x0 è punto di massimo relativo, o di minimo relativo, per
F |Z, allora esistono λ0 ∈ R e ϕ ∈ Y ∗, non entrambi nulli, tali che

λ0F
′(x0) + Φ′(x0)∗ϕ = 0.

Si osservi che l’uguaglianza sopra scritta è fra elementi di X∗; in particolare,
Φ′(x0)∗ è l’operatore aggiunto di Φ′(x0), definito da

Φ′(x0)∗ψ = ψ ◦ Φ′(x0) ∀ψ ∈ Y ∗.

Nelle applicazioni ha interesse soprattutto il caso in cui λ0 6= 0, che si rea-
lizza, come vedremo dalla dimostrazione, quando Φ′(x0) è un’applicazione
surgettiva.
Nel caso particolare in cuiX = RN e Y = Rk (N > k), il funzionale ϕ ∈ (Rk)∗

è della forma x 7→ 〈λ, x〉k , con λ ∈ Rk; la derivata F ′(x0) ∈ (RN)∗ si espri-
me come x 7→ 〈∇F (x0), x〉N , e la derivata Φ′(x0) ∈ L(RN ,Rk) è la matrice
Jacobiana (k×N) di Φ nel punto x0. Quindi la tesi del teorema si riduce al
fatto che esistono λ0, λ1, . . . , λk ∈ R tali che

λ0
∂F

∂xj
(x0) +

k∑
i=1

λi
∂Φi

∂xj
(x0) = 0, j = 1, . . . , N.

Se la matrice Jacobiana di Φ in x0 ha rango massimo, allora Z è una varietà,
e in particolare Φ′(x0) è surgettiva. In questo caso, come si è detto, possiamo
scegliere λ0 6= 0: si ritrova cos̀ı l’usuale regola dei moltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione Sia K l’immagine di Φ′(x0): per ipotesi, K è un sottospazio
chiuso di Y . Distinguiamo i due casi K 6= Y e K = Y .
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Se K 6= Y , per il teorema di Hahn-Banach esiste ϕ ∈ Y ∗ \ {0} tale che
ϕ|K = 0. Ne segue

[Φ′(x0)∗ϕ](x) = ϕ(Φ′(x0)x) = 0 ∀x ∈ X,

e quindi si ha la tesi del teorema scegliendo λ0 = 0.
Supponiamo invece K = Y : osserviamo che se ker Φ′(x0) = {0} allora Φ′(x0)
è un isomorfismo fra X e Y , quindi Φ′(x0)∗ è un isomorfismo fra Y ∗ e X∗:
pertanto scelto ϕ = [Φ′(x0)∗]−1F ′(x0) si ha subito −F ′(x0) + Φ′(x0)∗ϕ = 0
e la tesi è provata con λ0 = −1. Altrimenti sarà ker Φ′(x0) 6= {0}: in
tal caso applichiamo a Φ il teorema di Lyusternik (teorema 3.8.1). Posto
Tx0 = x0 + ker Φ′(x0), e fissato ε > 0, per la condizione (ii) si ha

lim
v→x0, v∈Tx0

d(v, Z)

‖v − x0‖X
= 0.

Scegliamo v = x0 + th, ove t ∈ R \ {0} e h è un fissato elemento di ker Φ′(x0)
con norma unitaria; allora

lim
t→0

d(x0 + th, Z)

|t|
= 0.

Per ogni fissato t 6= 0 esiste xt ∈ Z tale che, posto r(t) = x0 + th−xt, risulta
‖r(t)‖X = ‖x0 + th− xt‖X < d(x0 + th, Z) + t2; quindi si ha anche

lim
t→0

‖r(t)‖X
|t|

= 0.

Di conseguenza r(0) = 0 e r′(0) = 0. Sia ora

f(t) = F (xt) = F (x0 + th− r(t)), t ∈ R :

per l’ipotesi fatta su F la funzione f : R → R ha un punto di massimo o di
minimo relativo in t = 0, e pertanto 0 = f ′(0) = F ′(x0)(h−r′(0)) = F ′(x0)h.
Se ne deduce, per linearità,

F ′(x0)h = 0 ∀h ∈ ker Φ′(x0).

A questo punto ci serve un lemma di analisi funzionale.

Lemma 3.9.2 Siano X, Y spazi di Banach e sia A ∈ L(X, Y ) surgettivo.
Allora

R(A∗) = {η ∈ X∗ : ηx = 0 ∀x ∈ kerA}.
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Prima di dimostrare il lemma, concludiamo la dimostrazione del teorema
3.9.1: poiché F ′(x0) ha valore nullo in ogni punto di ker Φ′(x0), il lemma ci
garantisce che F ′(x0) ∈ R(Φ′(x0)∗), e quindi esiste ϕ ∈ Y ∗ tale che F ′(x0) =
Φ′(x0)∗ϕ. Ne segue la tesi del teorema scegliendo λ0 = −1.

Dimostrazione del lemma 3.9.2 Sia η ∈ R(A∗): allora η = A∗ψ, con
ψ ∈ Y ∗, da cui ηx = ψ(Ax) = ψ(0) = 0 per ogni x ∈ kerA.
Viceversa, sia η ∈ X∗ tale che ηx = 0 per ogni x ∈ kerA; cerchiamo ψ ∈ Y ∗
tale che η = A∗ψ. Per ipotesi, ker η ⊇ kerA; fissato y ∈ Y , e scelti x, x′ ∈ X
tali che Ax = Ax′ = y (tali punti esistono perché A è surgettivo), avremo
x− x′ ∈ kerA e dunque ηx = ηx′. In altri termini, η è costante sull’insieme
A−1(y). È lecito allora definire ψ : Y → R nel modo seguente:

ψ(y) = ηx ∀x ∈ A−1(y),

ed ovviamente ψ è un funzionale lineare. Proviamo che ψ è continuo: se G è
un aperto di R, si ha

ψ−1(G) = {y ∈ Y : ψy ∈ G} = {Ax : x ∈ X, ηx ∈ G} =

= A{x ∈ X : ηx ∈ G} = Aη−1(G).

Poiché η è continua, η−1(G) è un aperto di X, mentre Aη−1(G) è aperto in Y
in quanto A è un’applicazione aperta (essendo lineare, continua e surgettiva).
Ne segue che ψ−1(G) è aperto in Y e pertanto ψ è continuo, ossia ψ ∈ Y ∗.
Per definizione, si ha ηx = ψ(Ax) = A∗ψ(x) per ogni x ∈ X, cioè η = A∗ψ.

Osservazione 3.9.3 La condizione necessaria per l’esistenza di un massimo
o di un minimo vincolato espressa dal teorema 3.9.1 (nel caso λ0 = −1) dice
che è nullo il differenziale di Fréchèt in X × Y ∗ della funzione

H(x, ϕ) = F (x) + ϕ(Φ(x)).

Infatti si verifica senza difficoltà che

H ′(x, ϕ)(h, ψ) = F ′(x)h+ ϕ(Φ′(x)h) + ψ(Φ(x)) =

= [F ′(x) + Φ′(x)∗ϕ]h+ ψ(Φ(x)),

quindi tale differenziale è nullo se e solo se{
[F ′(x) + Φ′(x)∗ϕ]h = 0 ∀h ∈ X
ψ(Φ(x)) = 0 ∀ψ ∈ Y ∗,
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ossia se e solo se {
F ′(x) + Φ′(x)∗ϕ = 0
Φ(x) = 0.

Esempio 3.9.4 Sia H uno spazio di Hilbert. Vogliamo determinare i punti
di massimo e di minimo della funzione F (x) = 〈x, y〉H sull’insieme

K = {x ∈ H : ‖x‖H = 1, 〈x, z〉H = 0},

ove y, z sono fissati elementi di H.
Posto X = H, Y = R2 e

Φ : H → R2, Φ(x) =
(
‖x‖2

H − 1, 〈x, z〉H
)
∀x ∈ H,

il nostro problema è quello di trovare il massimo ed il minimo di F sul
vincolo K = {x ∈ H : Φ(x) = 0}. Naturalmente si può supporre che z ed y
siano linearmente indipendenti (cosicché in particolare z 6= 0), poiché in caso
contrario avremmo F |K = 0 e quindi ci sarebbe ben poco da dire.
Questo problema si risolve facilmente con considerazioni geometriche, ma
vogliamo mostrare come la sua risoluzione sia possibile tramite il teorema
3.9.1. Per applicare tale teorema occorre verificare che l’immagine di Φ′(x) è
chiusa in R2; in effetti non è difficile verificare che ciò è vero, ed anzi, poiché
z 6= 0, l’applicazione Φ′(x) è surgettiva per ogni x ∈ K in virtù dell’esercizio
3.9.3.
Sia allora x un punto di massimo relativo o di minimo relativo per F |K : per il
teorema 3.9.1 esistono α ∈ R e ϕ ∈ (R2)∗ = R2 tali che αF ′(x)+Φ′(x)∗ϕ = 0,
e dalla dimostrazione del teorema 3.9.1 segue che si può scegliere α = −1; in
altre parole, posto ϕ = (λ, µ), si ha

−〈y, v〉H + 2λ〈x, v〉H + µ〈z, v〉H = 0 ∀v ∈ H,

il che implica (scrivendo λ in luogo di 2λ)

y = λx+ µz.

Dai due vincoli ‖x‖2
H = 1 e 〈x, z〉H = 0 segue subito, essendo z 6= 0, che

λ = 〈y, x〉H , µ =
〈y, z〉H
‖z‖2

H

,
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e di conseguenza, con facili calcoli,

x = ±
y − 〈y,z〉H‖z‖2H

z∥∥∥y − 〈y,z〉H‖z‖2H
z
∥∥∥
H

.

È anche facile verificare che, come era prevedibile, i punti trovati sono addi-
rittura punti di minimo e di massimo assoluti per F sull’insieme K.

Esercizi 3.9

1. Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia A ∈ L(H). Posto f(x) =
〈Ax, x〉H , si provi che se x0 è punto di massimo o di minimo relativo
per la restrizione di f all’insieme B = {x ∈ H : ‖x‖H = 1}, allora
esiste λ ∈ R tale che Ax0 + A∗x0 = 2λx0.

2. Nelle stesse ipotesi dell’esercizio precedente, supponiamo anche che A
sia autoaggiunto. Si provi che se x0 è punto di massimo assoluto per f
su B, allora Ax0 = ‖A‖L(H) · x0, cosicché maxB f = ‖A‖L(H).

3. Sia H uno spazio di Hilbert e siano y, z ∈ H. Si provi che l’applica-
zione ψ : H → R2, definita da ψ(v) = (〈v, y〉H , 〈v, z〉H), ha immagine
chiusa; si provi che essa coincide con R2 se e solo se i vettori y, z sono
linearmente indipendenti.
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Capitolo 4

Calcolo delle variazioni

4.1 Funzionali del calcolo delle variazioni

In questo capitolo ci limiteremo ad alcuni cenni su una problematica che è
vastissima ed alla quale sono dedicati interi scaffali di biblioteche ed innu-
merevoli articoli di ricerca. Il problema principale del calcolo delle variazioni
è la minimizzazione di funzionali dipendenti da variabili che si muovono in
spazi di funzioni; la scelta degli spazi in cui cercare la soluzione di un pro-
blema di minimo è in genere parte integrante del problema stesso.
Limitandoci al caso di funzioni di una sola variabile, considereremo soprat-
tutto il seguente problema tipico: si vuole minimizzare un funzionale della
forma

J(y) =

∫ b

a

F (x, y(x), y′(x)) dx

nella classe delle y ∈ C1[a, b] soggette (eventualmente) a certe condizioni
negli estremi a, b. Dunque la classe X delle funzioni ammissibili è un sot-
tospazio (lineare od affine) di C1[a, b]. Supporremo, come ipotesi minima,
che l’integrando F sia di classe C1 nei suoi argomenti (x, y, p) ∈ [a, b] × R2.
Senza grosse complicazioni, incontreremo anche funzionali che dipendono da
funzioni a valori in Rm: in tal caso la F sarà di classe C1 in [a, b]× R2m.
Verifichiamo anzitutto che nelle ipotesi fatte, il funzionale J è differenziabile.

Proposizione 4.1.1 Sia J(y) =
∫ b
a
F (x, y(x), y′(x)) dx per y ∈ C1[a, b]. Se

F ∈ C1([a, b] × R2), allora il funzionale J è F -differenziabile in C1[a, b], e
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per ogni v ∈ C1[a, b] si ha

J ′(y)v =

∫ b

a

[
Fy(x, y(x), y′(x)) · v(x) + Fp(x, y(x), y′(x)) · v′(x)

]
dx.

Dimostrazione Sia y ∈ C1[a, b]. Per ogni v ∈ C1[a, b] possiamo scrivere

J(y + v)− J(y) =

=

∫ b

a

[
F (x, y(x) + v(x), y′(x) + v′(x))− F (x, y(x), y′(x))

]
dx =

=

∫ b

a

∫ 1

0

d

dt
F (x, y(x) + tv(x), y′(x) + tv′(x)) dtdx =

=

∫ b

a

∫ 1

0

[
Fy(x, y(x) + tv(x), y′(x) + tv′(x)) · v(x) +

+Fp(x, y(x) + tv(x), y′(x) + tv′(x)) · v′(x)
]
dtdx;

applicando il teorema della media, per ogni x ∈ [a, b] esiste un opportuno
τx ∈ ]0, 1[ tale che l’ultimo membro si può riscrivere come∫ b

a

[
Fy(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv

′(x)) · v(x)+

+Fp(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv
′(x)) · v′(x)

]
dx.

Pertanto possiamo decomporre l’incremento J(y + v)− J(y) nella forma

J(y + v)− J(y) =

=

∫ b

a

[
Fy(x, y(x), y′(x)) · v(x) + Fp(x, y(x), y′(x)) · v′(x)

]
dx+

+

∫ b

a

[
[Fy(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv

′(x))− Fy(x, y(x), y′(x))] · v(x) +

+[Fp(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv
′(x))− Fp(x, y(x), y′(x))] · v′(x)

]
dx.

Verifichiamo che il secondo integrale è infinitesimo per ‖v‖C1[a,b] → 0. Le
derivate di F sono per ipotesi continue; fissato M > 2‖y‖C1[a,b], esse sono
uniformemente continue nel compatto [a, b]× [−M,M ]× [−M,M ]. Pertanto,
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dato ε > 0, esiste δ ∈ ]0,M/2[ per cui, quando ‖v‖C1[a,b] < δ, si ha∣∣∣∣∣
∫ b

a

[
[Fy(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv

′(x))− Fy(x, y(x), y′(x))] · v(x)+

+[Fp(x, y(x) + τxv(x), y′(x) + τxv
′(x))− Fp(x, y(x), y′(x))] · v′(x)

]
dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

∫ b

a

[|v(x)|+ |v′(x)|]dx ≤ ε(b− a)‖v‖C1[a,b] .

Ciò prova la tesi.

Osservazioni 4.1.2 (1) Nel caso in cui F ∈ C1([a, b]×R2m), la derivata di
Fréchèt di J assume esattamente la stessa forma, con l’unica differenza che
nell’integrale i prodotti Fy · v + Fp · v′ diventano prodotti scalari in Rm.

(2) Se F ∈ C2([a, b]× R2), con procedimento analogo si può dimostrare che
il funzionale J è differenziabile due volte e che

[J ′′(y)v]w =

∫ b

a

[
Fyy(x, y(x), y′(x))v(x)w(x) +

+ Fyp(x, y(x), y′(x))[v(x)w′(x) + w(x)v′(x)] +

+ Fpp(x, y(x), y′(x))v′(x)w′(x)
]
dx.

Un analogo risultato vale nel caso in cui F ∈ C2([a, b]×R2m) (esercizio 4.1.1).

Esercizi 4.1

1. Dimostrare che se F ∈ C2([a, b]× R2m) allora il funzionale

J(y) =

∫ b

a

F (x, y(x), y′(x)) dx, y ∈ C1([a, b],Rm)

è differenziabile due volte e che

[J ′′(y)v]w =

∫ b

a

[
〈Fyy(x, y(x), y′(x))v(x), w(x)〉m +

+ 〈Fyp(x, y(x), y′(x))v(x), w′(x)〉m +

+ 〈Fyp(x, y(x), y′(x))w(x), v′(x)〉m +

+ 〈Fpp(x, y(x), y′(x))v′(x), w′(x)〉m
]
dx.
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2. Fissata una curva regolare γ0 ∈ C1[a, b],RN), si provi che il funzionale

“lunghezza d’arco” J(γ) =
∫ b
a
|γ′(t)|N dt è F -differenziabile due volte

nello spazio C1([a, b],RN) per γ = γ0, mentre è semicontinuo inferior-
mente, ma non continuo, in C1[a, b],RN) rispetto alla topologia indotta
dalla norma uniforme.

4.2 Lemmi fondamentali del calcolo delle va-

riazioni

Per trovare i punti di minimo del funzionale J introdotto nel paragrafo pre-
cedente, cercheremo anzitutto di utilizzare la condizione necessaria espressa
dalla proposizione 3.6.1. A questo scopo, è chiaro che le migliori informazioni
per la determinazione dei punti di minimo si hanno quando si è in grado di
dedurre condizioni necessarie legate all’integrando F . Per procurarci que-
ste informazioni sono utilissimi i seguenti lemmi, globalmente denominati
“lemmi fondamentali del calcolo delle variazioni”.

Lemma 4.2.1 Sia α ∈ C([a, b],RN) tale che∫ b

a

〈α(x), ϕ(x)〉N dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0([a, b],RN);

allora α = 0 in [a, b].

Ricordiamo che C1
0([a, b],RN) = {ϕ ∈ C1([a, b],RN) : ϕ(a) = ϕ(b) = 0}.

Dimostrazione Basta provare, in virtù della continuità di α, che α(x) = 0
per ogni x ∈]a, b[. Se in un punto x0 ∈]a, b[ fosse α(x0) 6= 0, allora esiste
una componente i ∈ {1, . . . , N} tale che αi(x0) 6= 0 (e possiamo supporre che
sia αi(x0) > 0). Quindi, sempre per continuità, esiste [h, k] ⊆ [a, b] tale che
x0 ∈ ]h, k[ e αi(x) > 0 per ogni x ∈ [h, k].
Scegliamo una funzione ϕ ∈ C1

0([a, b],RN) nel modo seguente: la componente
i-esima di ϕ è

ϕi(x) =

{
(x− h)2(k − x)2 se x ∈ [h, k],

0 se x ∈ [a, h[∪ ]k, b],

mentre se j 6= i, poniamo ϕj(x) = 0 per ogni x ∈ [a, b]. È chiaro che
ϕ ∈ C1

0 [a, b]. Allora dall’ipotesi segue

0 =

∫ b

a

〈α(x), ϕ(x)〉N dx =

∫ k

h

αi(x)(x− h)2(k − x)2dx > 0,
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il che è assurdo. Dunque α è nulla su [a, b].

Lemma 4.2.2 Sia α ∈ C([a, b],RN) tale che∫ b

a

〈α(x), ϕ′(x)〉N dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0([a, b],RN);

allora α è costante in [a, b].

Dimostrazione Definiamo

c =
1

b− a

∫ b

a

α(ξ) dξ, ϕ(x) =

∫ x

a

[α(ξ)− c] dξ, x ∈ [a, b];

allora ϕ ∈ C1
0([a, b],RN) per la scelta di c. Poiché ϕ′(x) = α(x) − c, si ha

dall’ipotesi∫ b

a

|α(x)− c|2N dx =

∫ b

a

〈α(x)− c, ϕ′(x)〉N dx = 0− 〈c, ϕ(b)− ϕ(a)〉N = 0,

da cui la tesi.

Lemma 4.2.3 Siano α, β ∈ C([a, b],RN) tali che∫ b

a

[〈α(x), ϕ(x)〉N + 〈β(x), ϕ′(x)〉N ] dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0([a, b],RN);

allora β ∈ C1([a, b],RN) e β′ = α in [a, b].

Dimostrazione Poniamo A(x) =
∫ x
a
α(ξ) dξ, x ∈ [a, b]; allora per ogni

ϕ ∈ C1
0([a, b],RN) si ha, usando l’ipotesi ed integrando per parti,

0 =

∫ b

a

[〈α(x), ϕ(x)〉N + 〈β(x), ϕ′(x)〉N ] dx =

∫ b

a

〈−A(x) + β(x), ϕ′(x)〉N dx;

dal lemma 4.2.2 segue allora che −A + β è costante in [a, b]. Dunque, β =
A+ c ∈ C1([a, b],RN) e β′ = A′ = α in [a, b].

Definiamo lo spazio

C2
0([a, b],RN) = {ϕ ∈ C2([a, b],RN) : ϕ(a) = ϕ(b) = ϕ′(a) = ϕ′(b) = 0}.

I due lemmi che seguono costituiscono la generalizzazione dei due precedenti.
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Lemma 4.2.4 Sia α ∈ C([a, b],RN) tale che∫ b

a

〈α(x), ϕ′′(x)〉N dx = 0 ∀ϕ ∈ C2
0([a, b],RN);

allora α è un polinomio di grado non superiore a 1 in [a, b].

Dimostrazione Poniamo

ϕ(x) =

∫ x

a

(x− ξ)[α(ξ)− c− d(ξ − a)] dξ, x ∈ [a, b],

e cerchiamo c, d ∈ RN tali che ϕ ∈ C2
0([a, b],RN). Con facili calcoli si trova

che occorre scegliere

c = − 2

(b− a)2

[∫ b

a

α(ξ) dξ − 3

b− a

∫ b

a

(b− ξ)α(ξ) dξ

]
,

d =
6

(b− a)2

[∫ b

a

α(ξ) dξ − 2

b− a

∫ b

a

(b− ξ)α(ξ) dξ

]
.

Con questa scelta si ottiene∫ b

a

|α(x)− c− d(x− a)|2N dx =

=

∫ b

a

〈α(x)− c− d(x− a), ϕ′′(x)〉N dx =

= 0− 〈c, ϕ′(b)− ϕ′(a)〉N − (b− a)〈d, ϕ′(b)〉N + 〈d, ϕ(b)− ϕ(a)〉N = 0,

cioè la tesi.

Lemma 4.2.5 Siano α, β, γ ∈ C([a, b],RN) tali che risulti, per ogni ϕ ∈
C2

0([a, b],RN),∫ b

a

[〈α(x), ϕ(x)〉N + 〈β(x), ϕ′(x)〉N + 〈γ(x), ϕ′′(x)〉N ] dx = 0;

allora γ ∈ C1([a, b],RN), β − γ′ ∈ C1([a, b],RN) e (β − γ′)′ = α in [a, b].
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Dimostrazione Definiamo

A(x) =

∫ x

a

(x− ξ)α(ξ) dξ, B(x) =

∫ x

a

β(ξ) dξ, x ∈ [a, b].

Dall’ipotesi, integrando per parti, segue

0 =

∫ b

a

[〈α(x), ϕ(x)〉N + 〈β(x), ϕ′(x)〉N + 〈γ(x), ϕ′′(x)〉N ] dx =

=

∫ b

a

〈A(x)−B(x) + γ(x), ϕ′′(x)〉N dx ∀ϕ ∈ C2
0([a, b],RN).

Per il lemma 4.2.4, si ha γ(x)+A(x)−B(x) = c+d(x−a) per ogni x ∈ [a, b];
quindi, per differenza, γ ∈ C1([a, b],RN) e γ′ = d − A′ + β in [a, b]. Da qui
ricaviamo γ′−β = d−A′ ∈ C1([a, b],RN) e (γ′−β)′ = −α in [a, b]. Ne segue
la tesi.

Esercizi 4.2

1. Si enunci e si dimostri la generalizzazione del lemma 4.2.4 al caso
dell’equazione∫ b

a

〈α(x), ϕ(n)(x)〉N dx = 0 ∀ϕ ∈ Cn
0 ([a, b],RN),

ove

Cn
0 ([a, b],RN) = {ϕ ∈ Cn([a, b],RN) :

ϕ(k)(a) = ϕ(k)(b) = 0 per k = 0, 1, . . . , n− 1}.

2. Si enunci e si dimostri la generalizzazione del lemma 4.2.5 al caso
dell’equazione∫ b

a

n∑
k=0

〈αk(x), ϕ(k)(x)〉N dx = 0 ∀ϕ ∈ Cn
0 ([a, b],RN).

3. Si dimostri il lemma 4.2.1 supponendo α ∈ L1(a, b), anziché α ∈
C([a, b],RN).
[Traccia: fissato ε > 0, si fissi g ∈ C0[a, b] tale che ‖α−g‖1 < ε e se ne
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deduca che
∣∣∣∫ ba gϕ dt∣∣∣ < ε‖ϕ‖∞ per ogni ϕ ∈ C0[a, b]). Per stimare ‖g‖1,

si definisca K1 = {t ∈ [a, b] : g(t) ≥ 1}, K2 = {t ∈ [a, b] : g(t) ≤ −1} e
K = K1∪K2. Si scelga una funzione ψ ∈ C0[a, b] tale che |ψ| ≤ 1, ψ = 1
su K1 e ψ = −1 su K2: osservato che in [a, b] \K si ha |gψ| ≤ |g| < ε,
si provi che ‖g‖1 ≤ ε+ 2(b−a)ε, e si concluda che ‖α‖1 < 2(1 + b−a)ε
per ogni ε > 0.]

4. Si dimostri il lemma 4.2.1 supponendo α ∈ L1(a, b;RN), anziché α ∈
C([a, b],RN).
[Traccia: si utilizzi l’esercizio precedente.]

5. Si dimostrino i lemmi 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 e 4.2.5 supponendo le funzioni
α, β, γ in L1(a, b;RN) anziché in C([a, b],RN).

6. Sia X uno spazio di Banach e siano u, v ∈ Lp(a, b;X), 1 < p <∞. Se
risulta ∫ b

a

[u(t)ϕ(t) + v(t)ϕ′(t)] dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (]a, b[,R),

si provi che v è derivabile q.o. e che v′(t) = −u(t) q.o. in [a, b].

[Traccia: si fissi ψ ∈ X∗ e si osservi che
∫ b
a
[ψu(t)ϕ(t)+ψv(t)ϕ′(t)] dt =

0 per ogni ϕ ∈ C∞0 (]a, b[,R); se ne deduca che ψ(
∫ b
s
u(t)dt + v(s) −

v(b)) = 0 per ogni s ∈ [a, b]. Fissato s e scelto opportunamente ψ, si

mostri che v(s) +
∫ b
s
u(t)dt = v(b) e si ricavi la tesi.]

4.3 Equazione di Eulero

Veniamo al risultato principale del calcolo delle variazioni: i punti di mini-
mo o di massimo relativo del funzionale J sono soluzioni di una equazione
differenziale che è legata soltanto all’integrando F .

Teorema 4.3.1 Sia F ∈ C1([a, b]× R2) e sia J il funzionale definito da

J(y) =

∫ b

a

F (x, y(x), y′(x)) dx

nella classe X = {y ∈ C1[a, b] : y(a) = A, y(b) = B}. Se y0 è un punto
di minimo relativo, o di massimo relativo, per J in X, allora y0 è soluzione
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dell’ equazione differenziale

d

dx
Fp(x, y(x), y′(x)) = Fy(x, y(x), y′(x)) in [a, b],

che è detta equazione di Eulero del funzionale J .

Dimostrazione Supponiamo che y0 sia punto di minimo locale. Possiamo
scrivere, in virtù della proposizione 4.1.1,

J ′(y0)v =

∫ b

a

[
Fy(x, y0(x), y′0(x)) · v(x) + Fp(x, y0(x), y′0(x)) · v′(x)

]
per ogni v ∈ C1[a, b]. Poiché in particolare si ha y0 + v ∈ X per ogni
v ∈ C1

0 [a, b], ripetendo l’argomentazione usata per provare la proposizione
3.6.1 si ricava

J ′(y0)v =

∫ b

a

[
Fy(x, y0(x), y′0(x)) · v(x) + Fp(x, y0(x), y′0(x)) · v′(x)

]
dx = 0

per ogni v ∈ C1
0 [a, b]. Dal lemma 4.2.3 segue allora la tesi.

Osservazioni 4.3.2 (1) Le soluzioni dell’equazione di Eulero di un funzio-
nale J si dicono estremali del funzionale J nella classe X. Un punto y0 ∈ X è
un’estremale per J se e solo se J ′(y0)v = 0 per ogni v ∈ C1

0 [a, b]. Non è detto,
in generale, che un’estremale sia punto di massimo o di minimo relativo per
J .

(2) Se però il funzionale J , oltre che F -differenziabile, è anche convesso, al-
lora ogni estremale di J è punto di minimo assoluto per J : infatti in virtù
dell’esercizio 3.3.5 si ha

J(y0 + v) ≥ J(y0) + J ′(y0)v = J(y0) ∀v ∈ C1
0 [a, b].

Se inoltre J è strettamente convesso, il punto di minimo è unico.
Una condizione che assicura la convessità di J è la convessità dell’integrando
F nelle variabili (y, p) ∈ R2 (esercizio 4.3.5).

(3) Quando F ∈ C1([a, b],R2m), l’equazione di Eulero è un sistema di m
equazioni della forma

d

dx
Fpi(x, y(x), y′(x)) = Fyi(x, y(x), y′(x)) in [a, b], i = 1, . . . ,m.

152



Esempio 4.3.3 Dati due punti A,B ∈ RN , e fissati a, b ∈ R con a < b, vo-
gliamo determinare la curva regolare γ : [a, b]→ RN , con sostegno avente per
estremi i punti A e B, che ha lunghezza minima; chiaramente, ci aspettiamo
di trovare il segmento di estremi A e B. Dobbiamo determinare il punto di
minimo assoluto del funzionale

J(γ) =

∫ b

a

|γ′|N dt

nella classe X = {γ ∈ C1([a, b],RN) : |γ′|N 6= 0, γ(a) = A, γ(b) = B}.
Poiché si suppone |γ′|N 6= 0, la funzione integranda F (t, y, p) = |p|N è di
classe C1, anzi C∞, ed in particolare Fpi(t, y, p) = pi/|p|N e Fyi = 0. Dunque,
se una curva γ realizza il minimo di J , per il teorema 4.3.1 essa deve soddisfare
l’equazione di Eulero, cioè il sistema seguente:

d

dt

γ′i(t)

|γ′(t)|N
= 0 ∀t ∈ [a, b], i = 1, . . . , N,

da cui
γ′i(t)

|γ′(t)|N
= ci ∀t ∈ [a, b], i = 1, . . . , N.

Questa relazione esprime il fatto che il versore tangente alla curva è lo stesso
in ogni punto e vale c = (c1, . . . , cN); ovviamente, |c|N = 1. Del resto,
integrando fra a e b troviamo

B − A =

∫ b

a

γ′(t) dt = c

∫ b

a

|γ′(t)|N dt = c J(γ),

da cui, come era da aspettarsi, J(γ) = |B − A|N , e di conseguenza

c =
B − A
|B − A|N

.

Dunque il versore tangente alla curva ha in ogni punto la direzione di B−A;
quindi il sostegno di γ è il segmento AB. Le equazioni parametriche di γ
sono

γ(t) = A+
B − A
|B − A|N

∫ t

a

|γ′(τ)|N dτ ∀t ∈ [a, b].

Si noti che la nostra impostazione del problema fornisce infinite curve solu-
zioni, tutte parametrizzate su [a, b] ed aventi come sostegno il segmento di
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estremi A e B; il passaggio dall’una all’altra avviene tramite cambiamenti di
parametro φ : [a, b] → [a, b] di classe C1, i quali non alterano il funzionale
lunghezza ma solo la velocità istantanea di percorrenza del segmento AB.
In questo caso, la condizione necessaria ci ha permesso di trovare i punti di
minimo. Si noti che non abbiamo dimostrato che le curve γ del tipo sopra
scritto siano punti di minimo del funzionale J ; tuttavia questo fatto (molto
verosimile, del resto!) segue osservando che J è convesso e ricordando l’os-
servazione 4.3.2(2). Più semplicemente ancora, esso può essere verificato nel
modo seguente: per ogni curva ψ : [a, b]→ RN di estremi A,B, si ha

J(ψ) =

∫ b

a

|ψ′(t)|N dt ≥
∣∣∣∣∫ b

a

ψ′(t) dt

∣∣∣∣
N

= |ψ(b)− ψ(a)|N = |B − A|N ,

mentre per γ valeva l’uguaglianza.

Esercizi 4.3

1. Trovare le estremali dei seguenti funzionali in C1[a, b]:

(i) J(y) =
∫ b
a
[y(x)2 + y′(x)2 + 2y(x)ex] dx,

(ii) J(y) =
∫ b
a
[y(x)2 − y′(x)2 − 2y(x) coshx] dx,

(iii) J(y) =
∫ b
a
y′(x)[1 + x2y′(x)] dx,

(iv) J(y) =
∫ b
a
[x2y′(x)2 + 2y(x)2 + 2xy(x)] dx.

2. Risolvere l’equazione di Eulero del funzionale

J(y) =

∫ b

a

f(x)
√

1 + y′(x)2 dx, y ∈ C1[a, b],

ove f(x) > 0 è una funzione assegnata, considerando in particolare i
casi f(x) =

√
x e f(x) = x.

3. Determinare, se esiste, il minimo del funzionale∫ 1

0

[
1

2
y′(x)2 + y(x)y′(x) + y′(x) + y(x)

]
dx

in C1[0, 1] ed in {y ∈ C1[0, 1] : y(0) = y(1) = 0}.
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4. (Problemi ad estremi variabili) Si provi che se y0 è un’estremale per il
funzionale

J(y) =

∫ b

a

F (x, y(x), y′(x)) dx

nella classe X = {y ∈ C1[a, b] : y(a) ∈ [A1, A2], y(b) ∈ [B1, B2]}, allora
y0 verifica, oltre all’equazione di Eulero, le condizioni agli estremi

Fp(a, y0(a), y′0(a)) = 0, Fp(b, y0(b), y′0(b)) = 0.

5. Si provi che se F (x, y, p) è di classe C1 ed è convessa rispetto a (y, p),

allora il funzionale J(y) =
∫ b
a
F (x, y(x), y′(x))dx è convesso. Si provi

anche che la stretta convessità di F in (y, p) implica la stretta convessità
di J .

4.4 Integrali primi

Spesso lo studio e la risoluzione dell’equazione di Eulero di un funzionale
sono tutt’altro che agevoli. In certi casi particolari, tuttavia, la struttura
dell’equazione è tale da semplificare la situazione: ciò accade ad esempio
allorché l’equazione possiede un “integrale primo”, cioè si riesce a ricavare
un’equazione differenziale più semplice della quale ogni estremale deve essere
soluzione. Vale a questo proposito la seguente

Proposizione 4.4.1 Sia J(y) =
∫ b
a
F (x, y(x), y′(x)) dx, con F ∈ C1([a, b]×

R2). Se l’integrando F è di classe C2 e non dipende dalla variabile x, ossia
F = F (y, p) ∈ C2(R2), allora ogni estremale y di J verifica anche l’equazione

F (y(x), y′(x))− y′(x)Fp(y(x), y′(x)) = c ∀x ∈ [a, b],

ove c è una costante. Si dice che l’equazione qui scritta è un integrale primo
dell’equazione di Eulero.

Si noti che la presenza di un integrale primo permette di abbassare il grado
dell’equazione differenziale da risolvere.

Dimostrazione Sia y un’estremale: dunque vale l’equazione di Eulero

d

dx
Fp(y(x), y′(x)) = Fy(y(x), y′(x)).
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Osserviamo anzitutto che se in un punto x ∈ [a, b] si ha Fpp(y(x), y′(x)) 6= 0,
allora in quel punto esiste la derivata seconda y′′(x). Infatti, utilizzando il
teorema di Lagrange,

Fy(y(x), y′(x)) = lim
h→0

1

h
[Fp(y(x+ h), y′(x+ h))− Fp(y(x), y′(x))] =

= lim
h→0

1

h
[Fpy(ξh, ηh)(y(x+ h)− y(x)) + Fpp(ξ

′
h, η
′
h)(y

′(x+ h)− y′(x))]

ove (ξh, ηh), (ξ′h, η
′
h) sono punti opportuni nel segmento di estremi (y(x), y′(x))

e (y(x + h), y′(x + h)). Nell’uguaglianza precedente, quando h → 0 il
primo termine all’ultimo membro converge a Fpy(y(x), y′(x))y′(x); quindi
anche il secondo converge: indichiamo il suo limite con G(x). Siccome
Fpp(y(x), y′(x)) 6= 0, si ha che

∃y′′(x) = lim
h→0

y′(x+ h)− y′(x)

h
=
Fy(y(x), y′(x))− Fpy(y(x), y′(x))y′(x)

Fpp(y(x), y′(x))
,

cosicché G(x) = y′′(x)Fpp(y(x), y′(x)) nei punti in cui Fpp(y(x), y′(x)) 6= 0.
Ciò prova l’asserzione precedente. In definitiva, vale l’equazione

0 = Fy(y(x), y′(x))− d

dx
Fp(y(x), y′(x)) =

= Fy(y(x), y′(x))− Fpy(y(x), y′(x))y′(x)−G(x)

in ogni punto x ∈ [a, b].
D’altra parte, calcolando il rapporto incrementale della quantità

F (y(x), y′(x))− y′(x)Fp(y(x), y′(x)),

156



si ottiene, decomponendo opportunamente,

1

h

[
F (y(x+ h), y′(x+ h))− y′(x+ h)Fp(y(x+ h), y′(x+ h))−

−F (y(x), y′(x)) + y′(x)Fp(y(x), y′(x))
]

=

=
1

h
[F (y(x+ h), y′(x+ h))− F (y(x), y′(x+ h))] +

+
1

h
[F (y(x), y′(x+ h))− F (y(x), y′(x))]−

−1

h
[y′(x+ h)− y′(x)]Fp(y(x+ h), y′(x+ h))−

−1

h
y′(x)[Fp(y(x+ h), y′(x+ h))− Fp(y(x), y′(x+ h))]−

−1

h
y′(x)[Fp(y(x), y′(x+ h))− Fp(y(x), y′(x))] =

= I + II + III + IV + V.

Quando h→ 0 si ha:

I = o(1) + Fy(y(x), y′(x))y′(x),

IV = o(1)− Fpy(y(x), y′(x))y′(x)2;

inoltre, in virtù del teorema di Lagrange,

II = o(1) + Fp(y(x), y′(x))
y′(x+ h)− y′(x)

h
,

III = o(1)− Fp(y(x), y′(x))
y′(x+ h)− y′(x)

h
,

ed infine
V = o(1)−G(x)y′(x),

quantità che ha sempre senso per quanto osservato in precedenza. Si conclude
allora, sommando i cinque termini e ricordando l’equazione precedentemente
ottenuta, che

∃ d
dx

[F (y(x), y′(x))− y′(x)Fp(y(x), y′(x))] =

= Fy(y(x), y′(x))y′(x)− Fpy(y(x), y′(x))y′(x)2 −G(x)y′(x) =

= 0 ∀x ∈ [a, b],
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e ciò prova la tesi.

Esempio 4.4.2 Vogliamo trovare una curva cartesiana y ∈ C1[a, b], stret-
tamente positiva, con valori fissati negli estremi, la cui rotazione attorno
all’asse x generi una superficie di area minima. Fissati dunque A,B > 0,
cerchiamo una funzione y(x) che renda minimo il funzionale

J(y) = 2π

∫ b

a

y(x)
√

1 + y′(x)2 dx

nella classe

X = {y ∈ C1[a, b] : y(a) = A, y(b) = B, y(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]}.

Se y ∈ X, allora quando v ∈ C1
0 [a, b] si ha y + v ∈ X, purché la norma

‖v‖C1[a,b] sia sufficientemente piccola. Inoltre, se y0 è punto di minimo per J ,
varrà l’equazione di Eulero: quindi, essendo

F (x, y, p) = y
√

1 + p2, Fp(x, y, p) =
yp√

1 + p2
, Fy =

√
1 + p2,

avremo
d

dx

y(x)y′(x)√
1 + y′(x)2

=
√

1 + y′(x)2 ∀x ∈ [a, b].

Questa equazione è piuttosto complicata: fortunatamente però l’integrando
F non dipende dalla variabile x e quindi, per la proposizione 4.4.1, si ha
l’integrale primo

y(x)
√

1 + y′(x)2 − y(x)y′(x)2√
1 + y′(x)2

= c ∀x ∈ [a, b],

ossia, semplificando,

y(x)√
1 + y′(x)2

= c ∀x ∈ [a, b].

Se c = 0 otteniamo y(x) = 0, non ammissibile. Se invece c 6= 0, per risol-
vere l’equazione differenziale introduciamo una variabile ausiliaria t = t(x),
ponendo

y′(x) = sinh t(x), ossia t(x) = log
(
y′(x) +

√
1 + y′(x)2

)
.
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Si ha allora

y(x) = c
√

1 + y′(x)2 = c

√
1 + sinh2 t(x) = c cosh t(x) ∀x ∈ [a, b];

inoltre

sinh t(x) = y′(x) =
d

dx
c cosh t(x) = c sinh t(x) t′(x),

da cui t(x) = 0 oppure t′(x) = 1
c
. Il primo caso corrisponde a y(x) = c, non

ammissibile se A 6= B; nel secondo caso segue che t(x) è invertibile e l’inversa

x(t) verifica x′(t) = c, per cui x(t) = ct+d. Quindi t = x(t)−d
c

, ed in definitiva

y(x) = c cosh t(x) = c cosh
x− d
c

, x ∈ [a, b].

È facile verificare che queste funzioni risolvono effettivamente l’equazione dif-
ferenziale.
Abbiamo cos̀ı ottenuto come estremali delle catenarie; le corrispondenti su-
perfici di rotazione si chiamano catenoidi. Occorre ora imporre le condizioni
agli estremi:

y(a) = c cosh
a− d
c

= A, y(b) = c cosh
b− d
c

= B;

da queste si dovrebbero ricavare le costanti c, d. Si trovano due, una o nessuna
soluzione a seconda di come sono scelti i valori A,B (vedere l’esercizio 4.4.2).
Anche in questo caso non abbiamo dimostrato che le estremali sono in effetti
punti di minimo del funzionale: questo comunque è vero poiché il funzionale
è convesso nella regione {(y, p) : y > 0, p ∈ R}.

Esempio 4.4.3 Uno dei problemi che storicamente hanno motivato la na-
scita del calcolo delle variazioni è il problema della brachistocrona: dati due
punti (a,A), (b, B) in R2 con A > B, si cerca una curva cartesiana γ tale che
un punto materiale vincolato a muoversi lungo γ vada dal primo al secondo
estremo impiegando un tempo minimo.
Possiamo fissare l’origine delle coordinate in modo che a = 0 e B = 0, e
supporre che il punto abbia massa unitaria. Per il principio di conservazio-
ne dell’energia, fissato x ∈ [0, b] e detti y(x) l’ordinata del punto e v(x) il
modulo della sua velocità, si avrà

1

2
v(x)2 + gy(x) = gA,
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ove g è la costante di gravitazione; quindi

v(x) =
√

2g(A− y(x)).

Poiché il vettore velocità è tangente al grafico di γ in ogni punto, lo spazio
s percorso lungo γ è pari a vt, dove t è il tempo impiegato. Dunque, il
funzionale da minimizzare, cioè il tempo totale per andare dal primo estremo
al secondo lungo γ è dato dall’integrale curvilineo

J(y) = T =

∫
γ

1

v
ds =

∫ b

0

√
1 + y′(x)2√

2g(A− y(x))
dx.

La classe delle funzioni ammissibili è

X = {y ∈ C[0, b]∩C1]0, b] : y(0) = A, y(b) = 0, 0 < y(x) < A ∀x ∈ ]0, b[ }.

Si noti che a priori non possiamo prendere y ∈ C1[0, b], perché la soluzione
potrebbe avere pendenza −∞ nel punto iniziale. L’integrando è

F (y, p) =

√
1 + p2√

2g(A− y)
,

quindi non dipende da x; si ha poi

Fy(y, p) = −
√

1 + p2

2
√

2g(A− y)3/2
, Fp(y, p) =

p√
2g(A− y)(1 + p2)

.

Si noti che se y ∈ X allora y + v ∈ X per ogni v ∈ C1
0 [0, b[ sufficientemente

piccola (in particolare, v deve annullarsi in un intorno sinistro di b). Dunque,
possiamo dire che vale l’equazione di Eulero (dapprima soltanto in ]0, b− ε],
con ε arbitrario, e poi di conseguenza in ]0, b]); anzi, per la proposizione 4.4.1,
esiste l’integrale primo√

1 + y′(x)2√
2g(A− y(x))

− y′(x)2√
2g(A− y(x))(1 + y′(x)2)

= c ∀x ∈ ]0, b],

che, dopo semplificazioni, diventa√
2g(A− y(x))(1 + y′(x)2) =

1

c
∀x ∈ ]0, b].
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Quadrando e ponendo u(x) = A− y(x), si ottiene

u(x)(1 + u′(x)2) = K ∀x ∈ ]0, b].

Come nell’esempio 4.4.2, introduciamo la variabile ausiliaria t(x) mediante
la relazione

u′(x) =
1

tan t(x)
2

, x ∈ ]0, b]

(si noti che t(x) 6= 0 per ogni x ∈ ]0, b]). Con procedura analoga, troviamo
per ogni x ∈ ]0, b]

u(x) =
K

1 + u′(x)2
=

K

1 + 1

tan2 t(x)
2

=
K

2
(1− cos t(x)),

da cui
1

tan t(x)
2

= u′(x) =
K

2
sin t(x) t′(x)

e dunque

t′(x) =
2

K

1

sin t(x) tan t(x)
2

=
1

K sin2 t(x)
2

=
2

K(1− cos t(x))
∀x ∈]0, b].

Perciò t(x) è invertibile e l’inversa x(t) verifica

x′(t) =
K

2
(1− cos t),

da cui x(t) = K
2

(t − sin t); ne segue che la curva (x, u(x)) è data, in forma
parametrica, da

x(t) =
K

2
(t− sin t), u(x(t)) =

K

2
(1− cos t).

Si tratta quindi di un arco di cicloide. Tornando alla funzione originaria y,
essa è data da

x(t) =
K

2
(t− sin t), y(x(t)) = A− K

2
(1− cos t).

Questa curva, che è ancora una cicloide, passa per il punto (0, A) in corrispon-
denza del valore t = 0; passerà per l’altro estremo (b, 0) in corrispondenza di
un certo valore t0 > 0 tale che

x(t0) = b =
K

2
(t0 − sin t0), y(x(t0)) = 0 = A− K

2
(1− cos t0).
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Il valore t0 e la costante K si determinano risolvendo questo sistema. Si
noti che la curva trovata è ammissibile, ossia è cartesiana ed appartiene a X,
anche se non è possibile ricavare un’espressione esplicita per y(x).
Si può verificare che il funzionale J è convesso nella regione {y ∈ X, p ∈ R},
cosicché le estremali trovate sono in effetti punti di minimo del funzionale.

Esercizi 4.4

1. Si determini una curva γ ∈ C[0, b] ∩ C1]0, b], con γ(0) = A, tale che
un punto materiale vincolato a muoversi lungo γ, soggetto soltanto alla
forza di gravità, raggiunga la retta x = b in tempo minimo. Si provi
che nel punto di contatto con tale retta la curva ottimale ha tangente
orizzontale.
[Traccia: con riferimento alle notazioni dell’esempio 4.4.3, si verifichi
che imponendo la condizione Fp(y(b), y′(b)) = 0 si trova t0 = π e K =
2b/π.]

2. Si consideri il problema dell’esempio 4.4.2 con [a, b] = [−1, 1] e A =
B > 0.

(i) Si provi che se vi è un’estremale della forma

y(x) = c cosh
(x
c

+ µ
)
, (µ ∈ R, c > 0),

allora deve essere µ = 0 e B = c cosh 1
c
.

(ii) Se ne deduca che, posto β = mint>0 t cosh 1
t
, si hanno due estremali

di tale forma se B > β, un’estremale di tale forma se B = β e
nessuna estremale di tale forma se 0 < B < β.

4.5 Condizione di Legendre

Descriviamo brevemente una ulteriore condizione necessaria per l’esistenza
di un’estremale, legata stavolta alla derivata seconda del funzionale J .

Proposizione 4.5.1 Sia J(y) =
∫ b
a
F (x, y(x), y′(x)) dx, con F ∈ C2([a, b]×

R2). Se y è punto di minimo locale per J nella classe X = {y ∈ C1[a, b] :
y(a) = A, y(b) = B}, allora

Fpp(x, y(x), y′(x)) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b].
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Se y è punto di massimo locale, allora

Fpp(x, y(x), y′(x)) ≤ 0 ∀x ∈ [a, b].

Questa condizione è detta condizione necessaria di Legendre.

Dimostrazione Supponiamo che y sia punto di minimo locale. Se in un
punto x0 ∈ ]a, b[ fosse Fpp(x0, y(x0), y′(x0)) < 0, allora avremmo

Fpp(x, y(x), y′(x)) ≤ −β < 0 ∀x ∈ [x0 − α, x0 + α],

con α e β numeri positivi opportuni. Consideriamo la funzione

u(x) =

{
sin2 π(x−x0)

α
se |x− x0| ≤ α,

0 altrimenti.

Se α è sufficientemente piccolo, si ha u ∈ C1
0 [a, b] e con calcoli elementari si

vede che

‖u‖2
L2(a,b) =

∫ x0+α

x0−α
sin4 π(x− x0)

α
dx =

α

π

∫ π

−π
sin4 t dt =

3

4
α,

‖u′‖2
L2(a,b) =

∫ x0+α

x0−α

π2

α2
sin2 2π(x− x0)

α
dx =

π

2α

∫ 2π

−2π

sin2 t dt =
π2

α
.

Adesso calcoliamo la derivata seconda del funzionale J : per l’osservazione
4.1.2(2) si ha

[J ′′(y)v]w =

∫ b

a

[
Fyy(x, y(x), y′(x))v(x)w(x) +

+ Fyp(x, y(x), y′(x))[v(x)w′(x) + w(x)v′(x)] +

+ Fpp(x, y(x), y′(x))v′(x)w′(x)
]
dx.

Quindi, sostituendo u al posto di v e w ed utilizzando le stime precedenti, si
ottiene

[J ′′(y)u]u =

∫ x0+α

x0−α

[
Fyy(x, y(x), y′(x))u(x)2 +

+ 2Fyp(x, y(x), y′(x))u(x)u′(x) + Fpp(x, y(x), y′(x))u′(x)2
]
dx ≤

≤ 3α

4
‖Fyy(·, y(·), y′(·))‖L∞(a,b) +

+ π
√

3‖Fpy(·, y(·), y′(·))‖L∞(a,b) −
βπ2

α
= c1α + c2 −

c3

α
,
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ove c1, c2 e c3 sono costanti positive. Se α è sufficientemente piccolo, si ottiene
allora

[J ′′(y)u]u < 0,

il che è assurdo, in quanto per la proposizione 3.6.2 dovrebbe essere

[J ′′(y)v]v ≥ 0 ∀v ∈ C1[a, b].

Osservazione 4.5.2 Nel caso di un funzionale definito su C1([a, b],Rm), se
F ∈ C2([a, b] × R2m) la condizione necessaria di Legendre assume la for-
ma seguente: per ogni x ∈ [a, b], la matrice {Fpipj(x, y(x), y′(x))}i,j=1,...,m è
semi-definita positiva quando y è punto di minimo locale, ed è semidefinita
negativa quando y è punto di massimo locale.

Esercizi 4.5

1. Fissata c ∈ R, si consideri il funzionale

J(u) =

∫ 1

0

[u′(x)2 + cu(x)2] dx, u ∈ C1
0 [0, 1].

(i) Si trovino le estremali di J .

(ii) Si verifichi che J ′′ è costante e verifica la condizione di Legendre in
ogni punto di C1

0 [0, 1].

(iii) Si provi che 0 è punto di minimo assoluto per J se e solo se risulta
c ≥ −π2.

(iv) Si mostri che se c < −π2 si ha inf J = −∞.

4.6 Il problema isoperimetrico

Dedichiamo questo paragrafo all’analisi di un problema classico, vale a dire
il problema isoperimetrico, che è il seguente: fra tutte le curve chiuse di
classe C1 in R2 aventi lunghezza assegnata L, si vuole determinare quella che
delimita la regione di area massima.
Ricordando che per ogni dominio D ⊂ R2 con frontiera di classe C1 vale la
formula

m2(D) =
1

2

∫
+∂D

(x dy − y dx),
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ove l’orientazione positiva su ∂D è quella antioraria, occorrerà massimizzare
la funzione

F (γ) =
1

2

∫
+γ

(x dy − y dx)

fra tutte le curve chiuse γ in R2, di classe C1, aventi lunghezza L. Fissiamo
un intervallo [a, b] e scegliamo X = C1([a, b],R2); cercheremo il massimo del

funzionale F (γ) = 1
2

∫ b
a
(xy′ − yx′) dt sull’insieme

Z =

{
γ ∈ X : γ(a) = γ(b),

∫ b

a

|γ′|2 dt = L

}
.

Si tratta di un problema di massimo con vincolo: quindi andiamo ad applicare
il teorema 3.9.1. Poniamo Y = R e Φ(γ) =

∫ b
a
|γ′|2 dt − L. Denotiamo con

γ(·) = (x(·), y(·)) una generica curva appartenente a X; se h(·) = (u(·), v(·))
è un altro elemento di X si ha

F ′(γ)h = [F ′(x(·), y(·))](u(·), v(·)) =

=
1

2

∫ b

a

[(y′u− yu′) + (xv′ − x′v)]dt =

=
1

2

∫ b

a

[〈(
y′

−x′
)
, h

〉
2

+

〈(
−y
x

)
, h′
〉

2

]
dt ∀h ∈ X,

e anche

Φ′(γ)h =

∫ b

a

〈γ′, h′〉2
|γ′|2

dt ∀h ∈ X.

Si noti che Φ′(γ) non esiste in generale se la curva γ non è una curva regolare:
quindi dovremo escludere eventuali soluzioni non regolari. Osserviamo che,
al contrario, se γ è una curva regolare allora Φ′(γ) : X → R è un funzionale
surgettivo: se si sceglie h = rγ, con γ ∈ X, al variare di r ∈ R la quantità
Φ′(γ)rγ = r

∫ b
a
|γ′|2 dt = r`(γ) descrive tutto R. Dunque, per il teorema

3.9.1,se γ è punto di massimo di F su Z, esiste λ ∈ R∗ = R tale che

F ′(γ)h+ [Φ′(γ)∗λ]h = 0 ∀h ∈ X,

ossia

1

2

∫ b

a

[
(y′u− yu′) + (−x′v + xv′) + λ

x′u′ + y′v′√
x′2 + y′2

]
dt = 0 ∀(u(·), v(·)) ∈ X.
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Dato che u e v variano indipendentemente nella classe delle funzioni w ∈
C1[a, b] con w(a) = w(b), scegliendo prima l’una e poi l’altra uguale a 0
l’equazione si scinde nel sistema

∫ b
a

(
y′u− yu′ + λ x′u′√

x′2+y′2

)
dt = 0∫ b

a

(
− x′v + xv′ + λ y′v′√

x′2+y′2

)
dt = 0

∀(u(·), v(·)) ∈ X.

Dal lemma 4.2.3 segue
d
dt

[
− y + λ x′√

x′2+y′2

]
− y′ = 0

d
dt

[
x+ λ y′√

x′2+y′2

]
+ x′ = 0

in [a, b],

da cui, integrando,

λ
x′√

x′2 + y′2
= 2(c1 + y), λ

y′√
x′2 + y′2

= 2(c2 − x) in [a, b].

Se ne deduce, quadrando e sommando,

λ2

4
= (c1 + y(t))2 + (c2 − x(t))2 ∀t ∈ [a, b].

Ciò prova che i punti di massimo di F in Z sono circonferenze di raggio |λ|
2

e, naturalmente, centro (c2,−c1) arbitrario. Dato che la circonferenza deve
avere lunghezza L, si ricava L = π|λ|; dunque le curve di lunghezza L che
delimitano una regione di area massima, se esistono, sono le circonferenze
di raggio L

2π
. I metodi qui illustrati non ci permettono di dedurre che le

circonferenze effettivamente risolvono il nostro problema; di questo fatto pe-
raltro esiste una dimostrazione di tipo geometrico, non banale ma del tutto
elementare.

Esercizi 4.6

1. Dati due punti distinti A,B ∈ R2, sia γ0 una fissata curva regolare di
estremi A e B, il cui sostegno giaccia in uno dei due semipiani indivi-
duati dalla retta passante per A e per B. Fra tutte le curve di fissata
lunghezza `, aventi per estremi A e B ed il cui sostegno non interseca
quello di γ0, si determini quella che insieme a γ0 delimita una regione
di area massima.
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4.7 Geodetiche su una superficie

In questo paragrafo ci occupiamo della determinazione delle curve geodetiche,
ossia di minima lunghezza, giacenti su una superficie regolare assegnata. Si
tratta di un problema classico e piuttosto intricato, di fondamentale impor-
tanza in geometria differenziale; cercheremo di affrontarlo con i metodi dei
paragrafi precedenti.
Sia dunque Σ ⊆ R3 una superficie regolare connessa, di equazione g(x, y, z) =
0, e supponiamo che g sia di classe C3 (questo fatto ci servirà in seguito);
dati due punti distinti A,B ∈ Σ, si cerca la curva (regolare) γ0 giacente su
Σ, di estremi A e B, che abbia lunghezza minima. Non è detto a priori che
tale curva esista, né che sia unica.
Fissiamo [a, b] ⊆ R e consideriamo curve γ : [a, b] → Σ di classe C1.
Dobbiamo minimizzare il funzionale

J(γ) =

∫ b

a

|γ′|3 dt

sull’insieme K = {γ ∈ C1([a, b],R3) : γ(a) = A, γ(b) = B}, sotto il
vincolo che γ sia contenuta in Σ, ossia sotto la condizione g(γ(t)) = 0 per
ogni t ∈ [a, b]. Abbiamo a disposizione il teorema 3.9.1, che fornisce una
condizione necessaria affinché una fissata curva γ0 sia una geodetica di Σ;
ma occorre che l’insieme dove è definita la funzione da minimizzare sia uno
spazio di Banach, mentre nel nostro caso K è soltanto una varietà affine
di C1([a, b],R3). Conviene allora porre γ = γ0 + ψ, in modo che la curva
ψ appartenga allo spazio di Banach X = C1

0([a, b],R3). Poniamo poi Y =
C1[a, b], e definiamo le funzioni F : X → R e Φ : X → Y nel modo seguente:

F (ψ) =

∫ b

a

|γ′0 + ψ′|3 dt, Φ(ψ) = g ◦ (γ0 + ψ),

cosicché il fatto che γ0 sia una geodetica di Σ di estremi A,B significa che 0 è
punto di minimo per la restrizione di F al vincolo Z = {ψ ∈ X : Φ(ψ) = 0}.
Verifichiamo le ipotesi del teorema 3.9.1. Anzitutto, avendo supposto γ0

regolare, sia F che Φ sono F -differenziabili in un intorno di ψ = 0, con

F ′(ψ)ϕ =

∫ b

a

〈γ′0 + ψ′, ϕ′〉3
|γ′0 + ψ′|3

dt, Φ′(ψ)ϕ = 〈∇g(γ0 + ψ), ϕ〉3 ∀ϕ ∈ X.

Verifichiamo che Φ′(0) : X → Y è un operatore surgettivo: poiché la su-
perficie Σ è regolare, si ha ∇g(γ0(t)) 6= 0 per ogni t ∈ [a, b]. Essendo [a, b]
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compatto, esiste δ > 0 tale che

|∇g(γ0)(t)|3 ≥ δ ∀t ∈ [a, b].

Quindi, posto

Ai =

{
t ∈ [a, b] : |Dig(γ0(t))| > δ

2
√

3

}
, i = 1, 2, 3,

la terna {A1, A2, A3} è un ricoprimento aperto di [a, b]. Sia {ϕ1, ϕ2, ϕ3}
una partizione dell’unità di classe C∞ associata a tale ricoprimento (ossia
ϕi ∈ C∞0 (Ai), ϕi ≥ 0, e

∑3
i=1 ϕi ≡ 1). Allora, se v è un arbitrario elemento

di Y , scelta h = (h1, h2, h3) ove hi = vϕi
Dig(γ0)

, si ha h ∈ X e

Φ′(0)h = 〈∇g(γ0), h〉3 =
3∑
i=1

Dig(γ0)hi =
3∑
i=1

ϕiv = v,

il che mostra la surgettività di Φ′(0).
Per il teorema 3.9.1, esiste T ∈ Y ∗ = (C1[a, b])∗ tale che

F ′(0)h+ T (Φ′(0)h) = 0 ∀h ∈ X.

Per interpretare questa uguaglianza occorre caratterizzare lo spazio duale
(C1[a, b])∗.

Lemma 4.7.1 Lo spazio (C1[a, b])∗ è costituito dai funzionali T della forma

Tf = αf(a) + µf ′ f ∈ C1[a, b],

dove α ∈ R e µ ∈ (C[a, b])∗, ossia µ = µ+ − µ−, con µ+ e µ− misure di
Lebesgue-Stieltjes associate a funzioni p+, p− : [a, b]→ R crescenti e continue
a sinistra.

Dimostrazione È chiaro che ogni funzionale T della forma sopra scritta
appartiene a (C1[a, b])∗.
Viceversa, sia T ∈ (C1[a, b])∗. Consideriamo il funzionale T |M , ove M =
{f ∈ C1[a, b] : f(a) = 0}. Osserviamo che l’operatore A = d

dt
: M → C[a, b]

è bigettivo e continuo, perché se η ∈ C[a, b] vi è una ed una sola funzione
f ∈ M tale che f ′ = η, e precisamente f(t) =

∫ t
0
η(s)ds. Per il lemma

3.9.2, l’operatore aggiunto A∗ : (C[a, b])∗ → M∗ è a sua volta surgettivo:
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quindi esiste µ ∈ (C[a, b])∗ tale che A∗µ = ψ|M . Il funzionale µ è della forma
µ = µ+ − µ− con µ+ e µ− misure di Lebesgue-Stieltjes su [a, b] associate a
funzioni p+, p− crescenti e continue a sinistra in [a, b].
Se ora f ∈ C1[a, b], possiamo scrivere f = f(a) + g, con g ∈ M ; ne segue,
indicando con I(t) la funzione costantemente uguale a 1,

Tf = Tf(a) + (A∗µ)g = f(a)TI + µg′.

Scelto α = TI ∈ R, si ha la tesi del lemma.

Possiamo ora interpretare l’identità fornita dal teorema 3.9.1. Supporremo
però che la curva geodetica γ0 sia di classe C2, come del resto è pratica
comune in geometria differenziale, dove non è mai utile fare economia nella
regolarità. L’equazione F ′(0)h + T (Φ′(0)h) = 0, valida per ogni h ∈ X,
diventa, tenuto conto dell’espressione di T dedotta dal lemma 4.7.1,∫ b

a

〈γ′0, h′〉3
|γ′0|3

dt+ α〈∇g(γ0(a)), h(a)〉3 +

∫ b

a

d

dt
〈∇g(γ0(t)), h(t)〉3 dµ = 0

per ogni h ∈ X, ove il simbolo dµ è una forma compatta per indicare dµ+ −
dµ−. E poiché h(a) = 0, si ottiene più semplicemente∫ b

a

〈γ′0, h′〉3
|γ′0|3

dt+

∫ b

a

d

dt
〈∇g(γ0(t)), h(t)〉3 dµ = 0 ∀h ∈ X.

Adesso vorremmo integrare per parti il secondo termine del primo membro,
sfruttando il fatto che g è di classe C3 e γ0 di classe C2. A questo scopo è
fondamentale la seguente generalizzazione della formula di integrazione per
parti:

Lemma 4.7.2 Sia p : [a, b] → R una funzione crescente e continua a sini-
stra, e sia µ la corrispondente misura di Lebesgue-Stieltjes. Allora per ogni
f ∈ AC[a, b] si ha∫ b

a

f dµ = f(b)p(b)− f(a)p(a)−
∫ b

a

f ′p dt.

Dimostrazione La formula è vera quando p ∈ AC[a, b]: basta infatti osser-
vare che in tal caso fp ∈ AC[a, b], scrivere la formula che lega fp all’integrale
della sua derivata ed osservare che dµ = p′(t)dt.
Nel caso generale, esiste una successione {pn} ⊂ AC[a, b] tale che ogni pn
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è crescente in [a, b] e pn(t) → p(t) puntualmente in [a, b] (basta ad esempio
prendere le convoluzioni p ? ϕn, ove ϕn(t) = nϕ(nt), con ϕ ∈ C∞(R), ϕ ≥ 0,

ϕ(t) = 0 per |t| ≥ 1 e
∫ 1

−1
ϕ(t) dt = 1). Allora si ha

µ([x, y[ ) = p(y)− p(x) = lim
n→∞

[pn(y)− pn(x)] = lim
n→∞

∫ y

x

p′n dt.

Di conseguenza, per ogni funzione η costante a tratti, η =
∑N

k=1 αkχ[ck,dk[ , si
ha ∫ b

a

η dµ =
N∑
k=1

αk µ([ck, dk[ ) = lim
n→∞

N∑
k=1

αk

∫ dk

ck

p′n dt = lim
n→∞

∫ b

a

ηp′n dt.

Vogliamo ottenere la stessa relazione quando η è una funzione crescente ed
assolutamente continua. Scegliamo una successione {ηk} di funzioni costanti
a tratti tale che ηk ≤ η e ηk(t)→ η(t) uniformemente in [a, b]; si ha allora∫ b

a

ηk dµ = lim
n→∞

∫ b

a

ηkp
′
n dt ≤ lim

n→∞

∫ b

a

ηp′n dt ∀k ∈ N,

da cui ∫ b

a

η dµ = lim
k→∞

∫ b

a

ηk dµ ≤ lim
n→∞

∫ b

a

ηp′n dt.

D’altra parte, fissato ε > 0 e scelto k sufficientemente grande,

lim
n→∞

∫ b

a

ηp′n dt ≤ lim sup
n→∞

∫ b

a

(η − ηk)p′n dt+ lim
n→∞

∫ b

a

ηkp
′
n dt ≤

≤ lim
n→∞

ε[pn(b)− pn(a)] +

∫ b

a

ηk dµ ≤

≤ ε[p(b)− p(a)] +

∫ b

a

η dµ.

Per l’arbitrarietà di ε, si deduce che∫ b

a

η dµ = lim
n→∞

∫ b

a

ηp′n dt

per ogni funzione η assolutamente continua e crescente; per differenza, questa
relazione vale per ogni η ∈ AC[a, b].
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Sia finalmente f ∈ AC[a, b]: possiamo scrivere, utilizzando il teorema di
Lebesgue,∫ b

a

f dµ = lim
n→∞

∫ b

a

fp′n dt =

= lim
n→∞

[
f(b)pn(b)− f(a)pn(a)−

∫ b

a

f ′pn dt

]
=

= f(b)p(b)− f(a)p(a)−
∫ b

a

f ′p dt,

e ciò prova la tesi.

Consideriamo ora le funzioni h ∈ C2
0( ]a, b[ ,R3), che costituiscono un sotto-

spazio denso in X: allora per tali h, tenendo conto del lemma 4.7.2 (applicato
separatamente alle misure µ+ e µ−), la condizione necessaria per il minimo
vincolato si può scrivere nella forma seguente:∫ b

a

〈γ′0, h′〉3
|γ′0|3

dt−
∫ b

a

d2

dt2
〈∇g(γ0(t)), h(t)〉3 p(t) dt,

da cui, sviluppando le derivate,∫ b

a

[
−p〈[∇g(γ0)]′′, h〉3 +

〈
γ′0
|γ′0|3

− 2p[∇g(γ0)]′, h′
〉

3

− p〈∇g(γ0), h′′〉3
]
dt = 0

per ogni h ∈ C2
0( ]a, b[ ,R3). Utilizzando il lemma 4.2.5, otteniamo le seguenti

informazioni: anzitutto, −p∇g(γ0) ∈ C1([a, b],R3), il che implica p ∈ C1[a, b]
essendo ∇g(γ0) di classe C2 e diverso da 0; in secondo luogo, la funzione

γ′0
|γ′0|3

− 2p[∇g(γ0)]′ + (p[∇g(γ0)])′ =
γ′0
|γ′0|3

− p[∇g(γ0)]′ + p′[∇g(γ0)]

deve essere in C1([a, b],R3): ciò implica, per differenza, che p′[∇g(γ0)] è di
classe C1 e dunque p ∈ C2[a, b]. La terza informazione è la relazione

d

dt

[
γ′0
|γ′0|3

− p[∇g(γ0)]′ + p′[∇g(γ0)]

]
= −p[∇g(γ0)]′′ in [a, b],

dalla quale, svolgendo le derivate (lecito, visto che sappiamo che p ∈ C2[a, b]),
ricaviamo dopo alcune semplificazioni

d

dt

γ′0
|γ′0|3

+ p′′∇g(γ0) = 0 in [a, b].
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Questo è il sistema differenziale che caratterizza le geodetiche: esso ci dice
che, lungo la geodetica γ0, la normale principale alla curva (ossia la derivata

del versore tangente
γ′0
|γ′0|3

) è parallela alla normale alla superficie Σ, che è

il vettore ∇g. Se, in particolare, rappresentiamo la curva γ0 mediante il
parametro lunghezza d’arco s, e poniamo λ = −p′′, il sistema acquista la
forma più semplice

γ′′0 (s)− λ(s)∇g(γ0(s)) = 0.

Questo sistema, che pure costituisce soltanto una condizione necessaria per
l’esistenza di geodetiche, permette in molti casi concreti di calcolarle esplici-
tamente (esempi 4.7.3 e 4.7.4, nonché esercizio 4.7.1).
Naturalmente, resta il problema di provare l’esistenza di almeno una geode-
tica. Dimostreremo che esiste almeno una geodetica nella classe delle curve
lipschitziane su [a, b] (ossia assolutamente continue in [a, b] con derivata es-
senzialmente limitata).
Osserviamo prima di tutto che, essendo Σ una superficie regolare e connes-
sa, vi è almeno una curva regolare ϕ : [a, b] → Σ di estremi A e B; posto
M = ‖ϕ′‖∞, l’insieme

N = {γ ∈ AC([a, b],Σ) : γ(a) = A, γ(b) = B, γ′ ∈ L∞(a, b;R3), ‖γ′‖∞ ≤M}

è dunque un sottoinsieme non vuoto dello spazio

Z = {γ ∈ AC([a, b],R3) : γ′ ∈ L∞(a, b;R3)}

che è di Banach con la norma

‖γ‖Z = ‖γ‖∞ + ‖γ′‖∞ .

Proviamo che N è compatto in Z: per ogni γ ∈ N si ha

|γ(t)|3 ≤ |γ(a)|3 +

∫ t

a

|γ′(τ)|3 dτ ≤ |A|3 +M(b− a) <∞ ∀t ∈ [a, b],

|γ(t)− γ(s)|3 =

∣∣∣∣∫ t

s

γ′(r) dr

∣∣∣∣
3

≤M |t− s| ∀s, t ∈ [a, b],

e dunque le funzioni di N costituiscono una famiglia equicontinua ed equi-
limitata. Per il teorema di Ascoli-Arzelà, N è relativamente compatto ri-
spetto alla convergenza uniforme; la compattezza in Z si ottiene osservan-
do che se {γn}n∈N ⊂ N e γn → γ uniformemente, allora otteniamo anche
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|γ(t)− γ(s)|3 ≤M |t− s| e quindi γ è assolutamente continua: inoltre la sua
derivata, che esiste quasi ovunque, è limitata da M , il che mostra che γ ∈ N .
Osserviamo adesso che il funzionale lunghezza F (γ) =

∫ b
a
|γ′(t)|3 dt è ovvia-

mente continuo su Z (e addirittura semicontinuo inferiormente rispetto alla
convergenza uniforme, in virtù dell’esercizio 4.1.2); quindi F , che evidente-
mente è limitato inferiormente, ha minimo sul compatto N , ossia esiste una
geodetica in N .
Resta aperto il delicato problema della regolarità: sappiamo che esiste una
geodetica lipschitziana, ma la condizione necessaria da noi dimostrata in pre-
cedenza vale solo per geodetiche di classe C2. Questa questione è però al di
là della portata degli strumenti che abbiamo.

Esempio 4.7.3 Consideriamo il caso della superficie sferica di raggio r, cen-
trata nell’origine. Si ha g(x, y, z) = x2 + y2 + z2− r2, e dunque il sistema che
caratterizza le geodetiche assume la forma

γ′′(s) = 2λ(s)γ(s),

dove abbiamo scritto per comodità γ in luogo di γ0. Moltiplicando scalar-
mente per γ(s) otteniamo

d

ds
〈γ(s), γ′(s)〉3 − |γ′(s)|23 = 〈γ(s), γ′′(s)〉3 = 2λ(s)|γ(s)|23;

d’altra parte si ha |γ(s)|3 = r, |γ′(s)|3 = 1 ed inoltre 〈γ(s), γ′(s)〉3 =
1
2
d
ds
|γ(s)|23 = 0. Quindi l’equazione si riduce a −1 = 2λ(s)r2, il che si-

gnifica λ(s) ≡ − 1
2r2 ; in particolare, λ è indipendente da s. Arriviamo cos̀ı al

sistema

γ′′(s) = 2λγ(s) = − 1

r2
γ(s).

Scegliamo i punti A,B: non è restrittivo per uno dei due scegliere il più
comodo possibile dal punto di vista dei calcoli, mentre per il secondo la
scelta deve essere generica. Poniamo quindi

A = (r, 0, 0), B = (x0, y0, z0).

Risolvendo il sistema si trova
x(s) = P cos s

r
+Q sin s

r

y(s) = R cos s
r

+ S sin s
r

z(s) = T cos s
r

+ U sin s
r
,
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con P,Q,R, S, T, U costanti da determinare. Imponendo che γ(0) = A si
trova subito P = r, R = 0 e T = 0; dall’identità |γ′(s)|3 = 1, ponendo
dapprima s = 0, si trova con facili calcoli Q2+S2+U2 = r2, e di conseguenza,
con s 6= 0, si deduce Q = 0 e S2 + U2 = r2. In definitiva

x(s) = r cos s
r

y(s) = S sin s
r

z(s) = U sin s
r
,

da cui ricaviamo
y(s)

S
=
z(s)

U
,

ossia la curva γ giace sul piano di equazione Uy−Sz = 0. Questo piano passa
per l’origine (contiene anzi l’asse x), e dunque taglia la superficie sferica Σ in
un cerchio massimo. Ne segue che la geodetica γ è necessariamente un arco
di cerchio massimo.

Esempio 4.7.4 Consideriamo il caso di un cilindro, con asse che possiamo
supporre coincidente con l’asse z. Avremo perciò g(x, y, z) = x2 + y2− r2. Il
sistema delle geodetiche diventa

x′′(s) = 2λ(s)x(s)
y′′(s) = 2λ(s)y(s)
z′′(s) = 0.

Scegliamo i punti A = (r, 0, 0) e B = (x0, y0, z0). Moltiplicando la prima
equazione per x(s), la seconda per y(s), e sommando, otteniamo

x(s)x′′(s) + y(s)y′′(s) = 2λ(s)(x(s)2 + y(s)2),

ed osservato che xx′′ + yy′′ = (xx′ + yy′)′ − (x′2 + y′2) = −(x′2 + y′2) (perché
dall’equazione x2 + y2 = r2 segue xx′ + yy′ = 0), deduciamo 2λ(s) =
−r−2(x′(s)2+y′(s)2). D’altronde, risolvendo la terza equazione si ha z′(s) = c
e z(s) = cs+ d, con d = 0 (per come è stato scelto A); quindi

λ(s) = −x
′(s)2 + y′(s)2

2r2
= −1− z′(s)2

2r2
= −1− c2

2r2
,

quindi nuovamente λ non dipende da s. Si noti che, necessariamente, |c| ≤ 1.
Le prime due equazioni del sistema diventano allora

x′′(s) = −1− c2

r2
x(s), y′′(s) = −1− c2

r2
y(s),
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da cui

x(s) = P cos

√
1− c2

r
s+Q sin

√
1− c2

r
s,

y(s) = R cos

√
1− c2

r
s+ S sin

√
1− c2

r
s.

Dalla condizione iniziale ricaviamo P = r e R = 0, mentre dall’identità
x(s)x′(s) + y(s)y′(s) = 0, scelto s = 0, segue che Q = 0; di conseguenza
S2 − r2 = 0, ossia S = ±r. In definitiva

x(s) = r cos
√

1−c2
r

s,

y(s) = ±r sin
√

1−c2
r

s,

z(s) = cs,

ove la costante c ∈ [−1, 1] dipende dalla scelta del punto B. Queste sono
le equazioni di un’elica cilindrica; nel caso particolare in cui c = 0 si ha un
arco di cerchio orizzontale, mentre quando c = ±1 si ottiene un segmento
verticale.

Esercizi 4.7

1. (Geodetiche su un cono) Dato il cono di equazione z = a
√
x2 + y2,

ove a > 0, sia γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) una geodetica di estremi A =
(x0, y0, a

√
x2

0 + y2
0) e B = (x1, y1, a

√
x2

1 + y2
1), espressa in funzione del

parametro lunghezza d’arco.

(i) Si scrivano le equazioni differenziali soddisfatte da x(s), y(s), z(s).

(ii) Si provi che

d2

ds2
|γ(s)|23 = 2,

d2

ds2
z(s)2 =

2a2

1 + a2
.

(iii) Si deduca che

z(s)2 =
a2

1 + a2
s2 + bs+ c,

con b, c costanti univocamente individuate dalle condizioni

z(0) = a
√
x2

0 + y2
0, z(`) = a

√
x2

1 + y2
1.
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(iv) Scritte x(s) e y(s) nella forma

x(s) =
1

a
z(s) cosϑ(s), y(s) =

1

a
z(s) sinϑ(s),

si verifichi che{
a[cosϑ(s)x′(s) + sinϑ(s) y′(s)] = z′(s)
a[sinϑ(s)x′(s)− cosϑ(s) y′(s)] = −z(s)ϑ′(s),

e se ne deduca che

ϑ′′(s) = −2
z′(s)ϑ′(s)

z(s)
.

(v) Si concluda che

ϑ(s) = ϑ0 + (ϑ1 − ϑ0)

∫ s
0

dr
z(r)2∫ `

0
dr
z(r)2

,

dove ϑ0 e ϑ1 sono individuati dalle relazioni

cosϑ0 =
x0√
x2

0 + y2
0

, sinϑ0 =
y0√
x2

0 + y2
0

,

cosϑ1 =
x1√
x2

1 + y2
1

, sinϑ1 =
y1√
x2

1 + y2
1

.

176



Capitolo 5

Sottodifferenziale

5.1 Definizione e proprietà

Se occorre minimizzare un funzionale che non è differenziabile, i metodi ed i
risultati visti nei capitoli precedenti non sono utilizzabili. Vi sono però altre
tecniche, legate a generalizzazioni del concetto di derivata, che funzionano
in questi contesti più generali. La più importante di tali generalizzazioni,
nell’ottica dei problemi di minimo ed in stretta relazione con la convessità, è
la nozione di sottodifferenziabilità.

Definizione 5.1.1 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. Di-
ciamo che f è sottodifferenziabile nel punto x0 ∈ X se esiste un’applicazione
affine ψ : X → R tale che

ψ(x) ≤ f(x) ∀x ∈ X, ψ(x0) = f(x0).

Se f è definita in un aperto U ⊂ X, diremo che f è sottodifferenziabile nel
punto x0 ∈ U se è sottodifferenziabile in x0 l’estensione di f che vale +∞ in
X \ U .

Osservazione 5.1.2 Dalla sottodifferenziabilità di una funzione f in un
punto x0 seguono subito due fatti. Il primo, banale ma importante, è che
f(x0) ∈ R; il secondo è che esiste ϕ ∈ X∗ tale che

f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X.

Infatti, se ψ(x) = ϕx + b è l’applicazione affine che verifica la definizione di
sottodifferenziabilità, si ha per ogni x ∈ X

f(x) ≥ ψ(x) = ϕ(x−x0) +ϕx0 + b = ϕ(x−x0) +ψ(x0) = ϕ(x−x0) + f(x0);

177



si noti che, di conseguenza, f è semicontinua inferiormente nel punto x0.
D’altra parte, se f è semicontinua inferiormente nel punto x0, allora per la
proposizione 2.3.7 f possiede funzioni affini minoranti, e quindi f è sottodif-
ferenziablie in x0.

Definizione 5.1.3 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. Se f
è sottodifferenziabile in x0, ogni ϕ ∈ X∗ tale che

f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X

si chiama sottogradiente di f in x0; l’insieme dei sottogradienti di f in x0 si
chiama sottodifferenziale di f in x0 e si indica col simbolo ∂f(x0).

Osservazione 5.1.4 Se non esistono sottogradienti di f in x0, evidente-
mente ∂f(x0) = ∅; questo accade certamente se f(x0) = ±∞, ma può anche
capitare in un punto x0 in cui f(x0) ∈ R, ad esempio se f è una funzio-
ne concava su R. Se ϕ ∈ X∗, si ha ϕ ∈ ∂f(x0) se e solo se f(x0) ∈ R
e f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x − x0) per ogni x ∈ X. In particolare, ∂f(x0) è un
sottoinsieme convesso (eventualmente vuoto) di X∗.

Esempi 5.1.5 (1) Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R convessa
e G-differenziabile; allora si ha ∂f(x0) = {f ′G(x0)} per ogni x0 ∈ X. Infatti,
se ϕ ∈ ∂f(x0) si ha, per l’osservazione precedente,

f(x0 + tv)− f(x0) ≥ t ϕv ∀t ∈ R \ {0}, ∀v ∈ X;

dividendo per t si ottiene per t→ 0{
f ′G(x0)v ≥ ϕv se t→ 0+,

f ′G(x0)v ≤ ϕv se t→ 0−,

da cui f ′G(x0) = ϕ. Viceversa, poiché f è convessa, il suo rapporto incremen-
tale in una qualunque direzione v ∈ X è crescente (esercizio 2.1.3): quindi,
scegliendo v = x− x0, si ottiene

f(x)− f(x0) = f(x0 + v)− f(x0) ≥ f ′G(x0)v = f ′G(x0)(x− x0) ∀x ∈ X,

da cui f ′G(x0) ∈ ∂f(x0).

(2) Sia X uno spazio di Banach reale. Calcoliamo il sottodifferenziale ∂f(0),
dove f(x) = ‖x‖X . Per definizione si ha ϕ ∈ ∂f(0) se e solo se ‖x‖X ≥ ϕx
per ogni x ∈ X; scrivendo −x al posto di x otteniamo anche ‖x‖X ≥ −ϕx,
quindi ϕ ∈ ∂f(0) se e solo se ‖ϕ‖X∗ ≤ 1.

Vediamo adesso alcune proprietà del sottodifferenziale.
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Proposizione 5.1.6 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R.
Per ogni x0 ∈ X il sottodifferenziale ∂f(x0) è un sottoinsieme convesso e
debolmente* chiuso di X∗; in particolare, ∂f(x0) è chiuso in X∗. Se, inoltre,
f è continua in x0 , allora ∂f(x0) è debolmente* compatto.

Dimostrazione Se f(x0) = ±∞, allora ∂f(x0) = ∅ e quindi la tesi è provata.
Sia dunque f(x0) ∈ R: allora la convessità di ∂f(x0) segue dall’osservazione
5.1.4. Proviamo che ∂f(x0) è debolmente* chiuso: se ϕ /∈ ∂f(x0), esiste
x ∈ X tale che f(x0) + ϕ(x− x0)− f(x) = ε0 > 0; fissato l’intorno

U =
{
ψ ∈ X∗ : |(ϕ− ψ)(x− x0)| < ε0

2

}
,

si ha ψ /∈ ∂f(x0) per ogni ψ ∈ U , in quanto

f(x0) + ψ(x− x0)− f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x− x0)− f(x)− ε0

2
=
ε0

2
> 0.

Dunque il complementare di ∂f(x0) è aperto nella topologia debole*.
Supponiamo adesso che f sia continua in x0: scelto ε = 1, esiste δ > 0 tale
che |f(x) − f(x0)| ≤ 1 per ‖x − x0‖X ≤ δ. Sia allora ϕ ∈ ∂f(x0): dalla
relazione

ϕ(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ∀x ∈ X
segue subito

|ϕ(x− x0)| ≤ |f(x)− f(x0)| ≤ 1 per ‖x− x0‖X ≤ δ,

e quindi, scelto x = x0 + δu, con ‖u‖X ≤ 1,

δ|ϕu| ≤ 1 per ‖u‖X ≤ 1.

Ciò significa che

‖ϕ‖X∗ ≤
1

δ
∀ϕ ∈ ∂f(x0).

Dunque ∂f(x0) è un sottoinsieme w∗-chiuso e limitato in X∗; pertanto, in
virtù del teorema di Banach-Alaoglu (teorema 1.6.3), ∂f(x0) è w∗-compatto.

Osservazione 5.1.7 Dalla dimostrazione precedente segue facilmente che
se f è lipschitziana in una palla B(x0, δ) di uno spazio normato reale X, con
costante di Lipschitz M , allora per x ∈ B(x0, δ/2) i sottodifferenziali ∂f(x)
sono insiemi equilimitati dalla costante M .
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L’importanza della nozione di sottodifferenziale in relazione ai problemi di
minimo è ben evidenziata dalla seguente

Proposizione 5.1.8 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. Se
x0 ∈ X, risulta

f(x0) = min
x∈X

f(x) ∈ R

se e solo se 0 ∈ ∂f(x0).

Dimostrazione È una diretta conseguenza della definizione di sottodiffe-
renziale.

Il sottodifferenziale di una funzione ha una chiara parentela con la bipolare
(della stessa funzione), introdotta nel paragrafo 2.5. Il legame fra questi due
oggetti viene messo in luce dalla proposizione che segue (si veda anche il
teorema 2.5.8).

Proposizione 5.1.9 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. Si
ha:

(i) se ∂f(x0) 6= ∅, allora f(x0) = f ∗∗(Jx0);

(ii) se f(x0) = f ∗∗(Jx0), allora ∂f(x0) = ∂(f ∗∗ ◦ J)(x0).

Dimostrazione (i) Sia ψ una funzione affine tale che ψ(x) ≤ f(x) per
ogni x ∈ X e ψ(x0) = f(x0); allora, essendo in particolare ψ convessa e
semicontinua inferiormente, per l’osservazione 2.5.9 si ha ψ(x) ≤ f ∗∗(Jx) ≤
f(x) per ogni x ∈ X; in particolare, per x = x0 si ottiene f ∗∗(Jx0) = ψ(x0) =
f(x0).

(ii) Supponiamo che f ∗∗(Jx0) = f(x0). Se f(x0) = ±∞, allora f ∗∗(Jx0) =
±∞ e quindi ∂f(x0) = ∂(f ∗∗ ◦ J)(x0) = ∅. Se invece f(x0) ∈ R (il che
non esclude che ∂f(x0) sia ugualmente vuoto!), sia ϕ ∈ ∂f(x0): allora per
definizione

f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x− x0) = f ∗∗(Jx0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X;

poiché x 7→ f ∗∗(Jx0) + ϕ(x − x0) è una funzione affine, dunque convessa e
semicontinua inferiormente, si deduce

f ∗∗(Jx) ≥ f ∗∗(Jx0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X,
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da cui ϕ ∈ ∂(f ∗∗ ◦ J)(x0).
Se, viceversa, ϕ ∈ ∂(f ∗∗ ◦ J)(x0), allora

f(x) ≥ f ∗∗(Jx) ≥ f ∗∗(Jx0) + ϕ(x− x0) = f(x0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X,

cioè ϕ ∈ ∂f(x0).

Un’altra caratterizzazione del sottodifferenziale è fornita dal seguente risul-
tato:

Proposizione 5.1.10 Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R.
Fissati ϕ ∈ X∗ e x0 ∈ X, risulta ϕ ∈ ∂f(x0) se e solo se f(x0) ∈ R e
f(x0) + f ∗(ϕ) = ϕx0; in particolare, in tal caso si ha f ∗(ϕ) ∈ R.

Dimostrazione Per l’osservazione 5.1.4, si ha ϕ ∈ ∂f(x0) se e solo se f(x0) ∈
R e

f(x) ≥ f(x0) + ϕ(x− x0) ∀x ∈ X,

ovvero, moltiplicando per −1, se e solo se f(x0) ∈ R e

f ∗(ϕ) = sup
x∈X
{ϕx− f(x)} = ϕx0 − f(x0).

In particolare, se ϕ ∈ ∂f(x0) questa relazione implica f ∗(ϕ) ∈ R.

Corollario 5.1.11 Sia X uno spazio normato reale, sia f : X → R e siano
x0 ∈ X e ϕ ∈ X∗. Si ha ϕ ∈ ∂f(x0) se e solo se Jx0 ∈ ∂f ∗(ϕ) e f(x0) =
f ∗∗(Jx0).

Dimostrazione (=⇒) Sia ϕ ∈ ∂f(x0); allora f(x0) ∈ R e, per la proposizio-
ne 5.1.9, si ha f(x0) = f ∗∗(Jx0). Dalla proposizione 5.1.10 otteniamo allora
f ∗(ϕ) ∈ R e

ϕx0 = f(x0) + f ∗(ϕ) = f ∗∗(Jx0) + f ∗(ϕ),

da cui, sempre per la proposizione 5.1.10 (applicata stavolta a f ∗ nel punto
ϕ) segue Jx0 ∈ ∂f ∗(ϕ).

(⇐=) Sia Jx0 ∈ ∂f ∗(ϕ): per la proposizione 5.1.10 si ha f ∗(ϕ) ∈ R e
f ∗∗(Jx0) + f ∗(ϕ) = Jx0ϕ, da cui, essendo f(x0) = f ∗∗(Jx0),

f(x0) + f ∗(ϕ) = f ∗∗(Jx0) + f ∗(ϕ) = Jx0ϕ = ϕx0 .

Quindi f(x0) ∈ R ed infine, applicando ancora una volta la proposizione
5.1.10, si conclude che ϕ ∈ ∂f(x0).
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Esercizi 5.1

1. Sia X uno spazio normato reale e sia f : X → R. Provare che

∂(λf)(x0) = λ∂f(x0) ∀λ ≥ 0, ∀x0 ∈ X.

2. Sia X uno spazio normato reale e siano f, g : X → R. Provare che

∂(f + g)(x0) ⊇ ∂f(x0) + ∂g(x0);

si mostri che l’inclusione è in generale stretta.

3. Fissato α > 0, si determini ∂f(0), ove f(x) = |x|α, x ∈ R.

4. Sia X uno spazio di Banach reale e sia K un sottoinsieme convesso e
chiuso di X. Si provi che, posto

NK(x0) = {ϕ ∈ X∗ : ϕ(x− x0) ≤ 0 ∀x ∈ K},

risulta

∂IK(x0) =

{
NK(x0) se x0 ∈ K
∅ se x0 /∈ K.

Nel caso X = RN , si interpreti geometricamente questo risultato.
(L’insieme NK(x0) si chiama cono normale a K in x0.)

5. Sia g ∈ L∞(a, b) e poniamo f(x) =
∫ x
a
g(t)dt. Si provi che ∂f(x)

coincide con l’intervallo (eventualmente vuoto) [g−(x), g+(x)], ove

g−(x) = sup
a≤ξ<x

1

ξ − x

∫ ξ

x

g(t) dt, g+(x) = inf
x<ξ≤b

1

ξ − x

∫ ξ

x

g(t) dt.

5.2 Funzioni convesse sottodifferenziabili

La nozione di sottodifferenziale, come si è già osservato, è particolarmente
importante ed utile quando si considerano funzioni convesse. Per semplicità,
considereremo solamente funzioni a valori in ] −∞,+∞]. Innanzi tutto, il
sottodifferenziale di una funzione convessa è “quasi sempre” non vuoto, come
mostra la proposizione che segue.
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Proposizione 5.2.1 Sia f : X → ]−∞,+∞] una funzione convessa su uno
spazio normato reale X. Se esiste x0 ∈ D(f) tale che f è continua in x0 ,

allora si ha ∂f(x) 6= ∅ per ogni x ∈
◦

D(f) e, in particolare, ∂f(x0) 6= ∅.
Dimostrazione Poiché f non assume il valore −∞, si ha f(x0) ∈ R; la
continuità di f implica allora che f è limitata in un intorno U di x0, da

cui U ⊆ D(f) e pertanto x0 ∈
◦

D(f). Per il teorema 2.4.2, si deduce che f

è continua in ogni punto di
◦

D(f) ed è limitata in un opportuno intorno di

ciascun punto di
◦

D(f).

Ciò premesso, sia x ∈
◦

D(f). Adoperiamo un ragionamento già impiegato
nella dimostrazione del lemma 2.6.9: l’insieme epi(f) è convesso in X × R;
proviamo che esso ha parte interna non vuota. Sia V un intorno aperto
di x tale che |f(ξ)| ≤ K per ogni ξ ∈ V : allora V× ]K,+∞[ è un aperto
contenuto in epi(f), cosicché per ogni t > K il punto (x, t) è interno ad epi(f).
Si osservi inoltre che (x, f(x)) ∈ ∂ epi(f), in quanto (x, f(x) − ε) /∈ epi(f)

per ogni ε > 0: in particolare, (x, f(x)) /∈
◦

epi(f).
Dunque, per il lemma 2.3.6 (i), esistono ϕ ∈ X∗ e t > 0 tali che

ϕx+ tf(x) = β ≤ ϕξ + ta ∀(ξ, a) ∈ epi(f).

Dividendo per t e scegliendo a = f(ξ), troviamo

β

t
− ϕ

t
ξ ≤ f(ξ) ∀ξ ∈ X, β

t
− ϕ

t
x = f(x).

Per sottrazione si ottiene

−ϕ
t

(ξ − x) + f(x) ≤ f(ξ) ∀ξ ∈ X,

e dunque −ϕ
t
∈ ∂f(x). Abbiamo cos̀ı provato che ∂f(x) 6= ∅ per ogni x ∈

◦
D(f). Poiché x0 ∈

◦
D(f), in particolare ∂f(x0) 6= ∅.

Osserviamo che se f assume anche il valore−∞, il risultato della proposizione
precedente non è vero (esercizio 5.2.1).
Vediamo ora come è strutturato il sottodifferenziale di una funzione convessa.

Teorema 5.2.2 Sia f : X → ] − ∞,+∞] una funzione convessa su uno
spazio normato reale X. Allora, posto per ogni x ∈ D(f)

D+f(x, v) = lim
h→0+

f(x+ hv)− f(x)

h
, D−f(x, v) = lim

h→0−

f(x+ hv)− f(x)

h
,
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si ha per x ∈ D(f) e v ∈ X

∂f(x) = {ϕ ∈ X∗ : ϕv ≤ D+f(x, v) ∀v ∈ X} =

= {ϕ ∈ X∗ : ϕv ≥ D−f(x, v) ∀v ∈ X}.

Inoltre, se esiste x0 ∈ D(f) tale che f è continua in x0, allora per ogni

x ∈
◦

D(f) e per ogni v ∈ X risulta

D+f(x, v) = sup{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x)}, D−f(x, v) = inf{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x)}.

Dimostrazione Per l’esercizio 2.1.3, per ogni x ∈ D(f) i rapporti incremen-
tali di f lungo un’arbitraria direzione v ∈ X sono crescenti e quindi i limiti
D±f(x, v) esistono, finiti od infiniti, con D−f(x, v) ≤ D+f(x, v).
Dimostriamo le inclusioni (⊆). Sia x ∈ D(f) e sia ϕ ∈ ∂f(x): si ha

f(ξ)− f(x) ≥ ϕ(ξ − x) ∀ξ ∈ X,

quindi
f(x+ tv)− f(x) ≥ t ϕv ∀t ∈ R \ {0}, ∀v ∈ X.

Dividendo per t otteniamo per t→ 0+ e t→ 0−

D+f(x, v) ≥ ϕv ≥ D−f(x, v) ∀v ∈ X.

Viceversa, se ϕ ∈ X∗ verifica la prima di queste due disuguaglianze, allora
per la crescenza dei rapporti incrementali di f si ha a maggior ragione

f(x+ v)− f(x) ≥ ϕv ∀v ∈ X,

da cui, posto v = ξ − x, si deduce

f(ξ) ≥ f(x) + ϕ(ξ − x) ∀ξ ∈ X,

ossia ϕ ∈ ∂f(x). Se invece ϕ verifica la seconda delle due disuguaglianze
precedenti, allora analogamente

ϕv ≥ f(x)− f(x− v) ∀v ∈ X,

e posto v = x− ξ si arriva nuovamente alla conclusione che ϕ ∈ ∂f(x). Ciò
prova le inclusioni (⊇).
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Proviamo la seconda parte della tesi. Per la proposizione 5.2.1, ∂f(x) è non

vuoto per ogni x ∈
◦

D(f). È chiaro che per ogni v ∈ X si ha

D+f(x, v) ≥ sup{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x)}, D−f(x, v) ≤ inf{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x)};

dimostriamo le disuguaglianze opposte. Fissiamo x ∈
◦

D(f). Essendo f con-

tinua in x0 , per il teorema 2.4.2 f è continua in ogni punto di
◦

D(f), quindi
f è limitata in un’opportuna palla B(x, 2δ); per la proposizione 2.4.5, f è
localmente lipschitziana in B(x, 2δ) e pertanto esiste K ≥ 0 tale che

−K‖v‖X ≤ f(x− v)− f(x) ≤ D−f(x, v) ≤
≤ D+f(x, v) ≤ f(x+ v)− f(x) ≤ K‖v‖X ∀v ∈ B(0, δ).

Dato che le funzioni v 7→ D±f(x, v) sono positivamente omogenee (oltre che
convesse), deduciamo che la stessa relazione vale per ogni v ∈ X, ossia

−K‖v‖X ≤ D−f(x, v) ≤ D+f(x, v) ≤ K‖v‖X ∀v ∈ X.

Fissato v ∈ X \ {0}, andiamo ora a costruire un sottogradiente ψ ∈ ∂f(x)
che verifichi l’uguaglianza ψv = D+f(x, v): ciò mostrerà che

D+f(x, v) ≤ sup{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x)}.

Consideriamo il funzionale y 7→ D+f(x, y), che è positivamente omogeneo e
convesso, e definiamo un funzionale lineare ψ : [{v}]→ R ponendo

ψ(tv) = t D+f(x, v) ∀t ∈ R.

Si ha ψ(tv) ≤ D+f(x, tv) per ogni t ∈ R: infatti ciò è banale se t ≥ 0,
mentre se t < 0 possiamo scrivere, in virtù della relazione D+f(x,−v) =
−D−f(x, v),

ψ(tv) = −ψ(|t|v) =

= −D+f(x, |t|v) = −D+f(x,−tv) = D−f(x, tv) ≤ D+f(x, tv).

Per il teorema di Hahn-Banach esiste ψ : X → R tale che

ψ(tv) = ψ(tv) ∀t ∈ R, ψy ≤ D+f(x, y) ∀y ∈ X.
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Si ha ψ ∈ X∗, perché

|ψy| = max{ψy, ψ(−y)} ≤ max{D+f(x, y), D−f(x, y)} ≤ K‖y‖X ∀y ∈ X.

Di conseguenza, ψ ∈ ∂f(x) per la caratterizzazione già dimostrata. Inoltre,
per costruzione, ψv = D+f(x, v).
L’analoga disuguaglianza relativa a D−f(x, v) segue utilizzando nuovamente
la relazione D−f(x, v) = −D+f(x,−v).

Vediamo ora la relazione fra sottodifferenziabilità e G-differenziabilità di
funzioni convesse, andando a completare il risultato dell’esempio 5.1.5(1).

Proposizione 5.2.3 Sia X uno spazio normato reale, e sia f : X → ] −
∞,+∞] una funzione convessa e propria; sia inoltre x0 ∈ D(f).

(i) Se f è G-differenziabile in x0, allora f è sottodifferenziabile in x0 e
∂f(x0) = {f ′G(x0)}.

(ii) Se f è continua in x0 e ∂f(x0) = {ϕ0}, allora f è G-differenziabile in
x0 e f ′G(x0) = ϕ0.

Dimostrazione (i) Basta ripetere il ragionamento adoperato nell’esempio
5.1.5 (1).

(ii) Dal teorema 5.2.2 segue, per ogni v ∈ X,

D+f(x0, v) = sup{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x0)} = ϕ0v,

D−f(x0, v) = inf{ϕv : ϕ ∈ ∂f(x0)} = ϕ0v,

e dunque esiste la derivata di Gâteaux f ′G(x0)v = ϕ0v per ogni v ∈ X.

Dimostriamo adesso il teorema di Mazur (teorema 2.4.6), che qui richiamia-
mo:

Teorema 2.4.6 (di Mazur) Sia X uno spazio di Banach separabile, sia
D ⊆ X un aperto convesso non vuoto e sia f : D → R una funzione convessa
e continua. Allora f è G-differenziabile in un insieme D0 ⊆ D, denso in D,
che è unione numerabile di aperti densi.

Dimostrazione Sia
D0 = {x ∈ D : ∃f ′G(x)},
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e dimostriamo che D \D0 è unione numerabile di insiemi chiusi in D.
Sia {xn}n∈N+ una successione densa nella palla unitaria B di X. Per ogni
n,m ∈ N+ poniamo

Anm =

{
x ∈ D : ∃ϕ, ψ ∈ ∂f(x) : (ϕ− ψ)(xn) ≥ 1

m

}
.

Osserviamo che, per la proposizione 5.2.3, f ′G(x) non esiste se e solo se ∂f(x)
contiene almeno due elementi distinti: dato che due elementi distinti di X∗

devono assumere valori distinti in almeno un punto della palla unitaria B,
dalla densità di {xn}n∈N+ si ricava facilmente che

D \D) =
⋃

n,m∈N+

Anm .

Basta allora provare che ciascun Anm è chiuso in D. Sia dunque {zk}k∈N ⊆
Anm una successione convergente ad un elemento z ∈ D, e proviamo che
z ∈ Anm. Per ogni k ∈ N esistono ϕk, ψk ∈ ∂f(zk) tali che (ϕk−ψk)(xn) ≥ 1

m
.

Notiamo adesso che, per la proposizione 2.4.5, f è lipschitziana in una palla
B(z, δ); l’osservazione 5.1.7 ci dice allora che i sottodifferenziali ∂f(zk) sono
equilimitati per ogni k ≥ k0 , ove k0 è la soglia a partire dalla quale si
ha zk ∈ B(z, δ/2). Quindi esiste M ≥ 0 tale che ‖ϕk‖X∗ , ‖ψk‖X∗ ≤ M
per ogni k ∈ N. Per debole* compattezza possiamo supporre, a meno di
sottosuccessioni, che ϕk

∗
⇀ ϕ e ψk

∗
⇀ ψ in X∗. Ne segue, facilmente, ϕkzk →

ϕz in R e pertanto

ϕ(y − x) = lim
k→∞

ϕk(y − zk) ≤ lim
k→∞

[f(y)− f(zk)] = f(y)− f(z) ∀y ∈ X,

cioè ϕ ∈ ∂f(z); analogamente si vede che ψ ∈ ∂f(z). Inoltre

(ϕ− ψ)(xn) = lim
k→∞

(ϕk − ψk)(xn) ≥ 1

m
,

il che prova che z ∈ Anm e dunque Anm è chiuso in D.
Dimostriamo adesso che D \ Anm è denso in D: da ciò seguirà che anche
D \D0 =

⋂
n,m∈N+ [D \Anm] è denso in D, concludendo cos̀ı la dimostrazione.

Sia x0 ∈ D. Per ogni n ∈ N+ sia In = {s ∈ R : x0 +sxn ∈ D}: In è un inter-
vallo aperto non vuoto. La funzione f1(r) = f(x0 + rxn), r ∈ IN , è derivabile
salvo al più un insieme numerabile di punti (esercizio 5.2.5): dunque esiste
una successione di punti della forma x′h = x0 + rhxn , convergente a x0 , tale
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che f ′1(rh) esiste per ogni h ∈ N. Ne segue che se ϕ, ψ ∈ ∂f(x′h) le restrizioni
di ϕ e ψ allo spazio [{xn}] appartengono a ∂f1(rh) per ogni h, ed essendo
∂f1(rh) = {f ′1(rh)} si deduce ϕxn = ψxn . Ciò mostra che x′h /∈ Anm per ogni
m ∈ N+, e che quindi il punto x0 è approssimabile da punti xh ∈ D \ Anm .
La tesi è cos̀ı provata.

Proviamo infine due risultati che estendono al caso di spazi normati due ben
note caratterizzazioni della convessità per funzioni derivabili su R.

Proposizione 5.2.4 Sia X uno spazio normato reale, sia K ⊆ X un con-
vesso non vuoto e sia f : K → R una funzione G-differenziabile. Allora f è
convessa se e solo se

f(ξ) ≥ f(x) + f ′G(x)(ξ − x) ∀ξ, x ∈ K.

Dimostrazione Sia f convessa: dopo averla prolungata a tutto X ponendola
uguale a +∞ nei punti di X \ K, siamo nelle ipotesi della proposizione
5.2.3; ne segue ∂f(x) = {f ′G(x)} per ogni x ∈ K, e da qui segue subito la
disuguaglianza cercata.
Viceversa, applichiamo la disuguaglianza alle coppie di punti (u, (1−λ)u+λv)
e (v, (1− λ)u+ λv), con u, v ∈ K e λ ∈ [0, 1]: si ottiene

f(u) ≥ f((1− λ)u+ λv) + λf ′G((1− λ)u+ λv)(u− v),

f(v) ≥ f((1− λ)u+ λv) + (1− λ)f ′G((1− λ)u+ λv)(v − u).

Moltiplichiamo la prima disuguaglianza per (1− λ) e la seconda per λ, e poi
sommiamo: il risultato è

(1− λ)f(u) + λf(v) ≥ f((1− λ)u+ λv),

cosicché f è convessa.

Proposizione 5.2.5 Sia X uno spazio normato reale, sia K ⊆ X un con-
vesso non vuoto e sia f : K → R una funzione G-differenziabile. Allora f
è convessa se e solo se il suo differenziale di Gâteaux f ′G : K → X∗ è un
operatore monotono, ossia

[f ′G(u)− f ′G(v)](u− v) ≥ 0 ∀u, v ∈ K.
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Dimostrazione Sia f convessa: fissati u, v ∈ K, per la proposizione 5.2.4 si
ha

f(v) ≥ f(u) + f ′G(u)(v − u), f(u) ≥ f(v) + f ′G(v)(u− v);

sommando queste due disuguaglianze si ha

0 ≥ f ′G(u)(v − u) + f ′G(v)(u− v),

da cui la monotonia di f ′G.

Viceversa, sia f ′G monotono. Fissati u, v ∈ K, poniamo

φ(λ) = f((1− λ)u+ λv), λ ∈ [0, 1].

Chiaramente φ è derivabile e

φ′(λ) = f ′G((1− λ)u+ λv)(v − u) ∀λ ∈ [0, 1];

dalla monotonia di f ′G segue che se λ < µ si ha

φ′(µ)− φ′(λ) =
[
f ′G((1− µ)u+ µv)− f ′G((1− λ)u+ λv)

]
(v − u) =

=
1

µ− λ

[
f ′G((1− µ)u+ µv)− f ′G((1− λ)u+ λv)

]
·

·
[
[(1− µ)u+ µv]− [(1− λ)u+ λv]

]
≥ 0.

In altre parole, φ′ : R → R è crescente: ne segue che φ è convessa in [0, 1].
Pertanto

f((1− λ)u+ λv) = φ(λ) ≤ (1− λ)φ(0) + λφ(1) = (1− λ)f(u) + λf(v),

cioè f è convessa su K.

Osservazione 5.2.6 Con lo stesso ragionamento usato nella prima parte
della dimostrazione precedente, è facile dedurre la seguente proprietà: se X
è uno spazio normato reale e se f : X → R è una funzione convessa, allora si
ha

(ψ − ϕ)(u− v) ≥ 0 ∀ψ ∈ ∂f(u), ∀ϕ ∈ ∂f(v)

(talvolta naturalmente potrà succedere che i sottodifferenziali in questione
siano vuoti). Si esprime questo fatto dicendo che il sottodifferenziale è mo-
notono, quantunque esso non sia un operatore da X in X∗; ciò troverà piena
giustificazione più avanti, nel più ampio contesto delle multifunzioni.
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Esercizi 5.2

1. Si costruisca una funzione f : R → R convessa, tale che 0 ∈
◦

D(f) e f

sia continua in 0, ma risulti ∂f(x) = ∅ per ogni x ∈
◦

D(f).

2. Sia K un convesso non vuoto dello spazio normato reale X, e sia f :
K → R una funzione G-differenziabile. Si provi che f è strettamente
convessa se e solo se

f(v) > f(u) + f ′G(u)(v − u) ∀u, v ∈ K con u 6= v.

3. Sia X uno spazio normato reale e siano f, g : X → ]−∞,+∞] convesse
e proprie. Se esiste x0 ∈ D(f) ∩ D(g) tale che f è continua in x0, si
provi che risulta

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x) ∀x ∈ D(f) ∩D(g).

[Traccia: si osservi che, per l’esercizio 5.1.2, basta provare l’inclusione
(⊆). Fissato x ∈ D(f) ∩ D(g), sia ϕ ∈ X∗ tale che f(ξ) + g(ξ) ≥
ϕ(ξ − x) + f(x) + g(x) per ogni ξ ∈ X. Si definiscano

C = {(ξ, a) ∈ X × R : f(ξ)− f(x)− ϕ(ξ − x) ≤ a},

D = {(η, b) ∈ X × R : b ≤ g(x)− g(η)};

si mostri che C e D sono convessi e che
◦
C ∩

◦
D = ∅, con

◦
C 6= ∅. Si

applichi il lemma 2.3.6 ai convessi D e
◦
C, e si deduca che esistono

ψ ∈ X∗, t > 0 e β ∈ R tali che

ψη + tb ≤ β ≤ ψξ + ta ∀(η, b) ∈ D, ∀(ξ, a) ∈ C.

Scegliendo η = ξ e a = f(ξ) − f(x) − ϕ(ξ − x) e b = g(x) − g(ξ), si
ricavi la relazione

g(x)− g(ξ) ≤ β

t
− ψ

t
ξ ≤ f(ξ)− f(x)− ϕ(ξ − x) ∀ξ ∈ X.

Si concluda che β = ψx e che ψ
t
∈ ∂g(x), ϕ− ψ

t
∈ ∂f(x).]
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4. Siano X, Y spazi normati reali, sia Λ ∈ L(X, Y ) e sia f : Y → ] −
∞,+∞] una funzione convessa; supponiamo che esista y0 ∈ D(f) tale
che f è continua in y0. Si provi che

∂f ◦ Λ(x) = Λ∗(∂f(Λx)) ∀x ∈ X.

[Traccia: l’inclusione (⊇) è facile. Per provare l’altra, si fissi ϕ ∈
∂f ◦ Λ(x), e si definisca

L = {(Λξ, ϕ(ξ − x) + f(Λx)) ∈ Y × R : ξ ∈ X}.

Si provi che L è convesso ed è disgiunto dal convesso (non vuoto)
◦

epi(f);
si determini un funzionale non nullo (ψ, t) ∈ (Y ×R)∗ che separi i due
convessi, si mostri che t > 0 e si deduca che −ψ

t
∈ ∂f(Λx) e che

ϕ = Λ∗(−ψ
t
).]

5. Sia f : [a, b]→ R una funzione convessa. Si provi che f è derivabile in
[a, b] \N , ove N è un insieme al più numerabile.
[Traccia: si utilizzi la ben nota relazione

f(v)− f(u)

v − u
≤ f(w)− f(u)

w − u
≤ f(w)− f(w)

w − v
per a ≤ u < v < w ≤ b

per dimostrare che

D+f(u) ≤ D−f(v) ≤ D+f(v) ≤ D−f(w) per a ≤ u < v < w ≤ b;

se ne deduca che se f non è derivabile in x0 allora x0 è un punto di
discontinuità della funzione crescente x 7→ D+f(x)...]

5.3 Regolarizzata di una funzione convessa

Vi è un modo “canonico” di approssimare le funzioni convesse, valido in ogni
spazio di Hilbert reale ed assai utile in molte applicazioni, che andiamo ad
illustrare.
Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia f : H → ] − ∞,+∞] una funzione
convessa, semicontinua inferiormente e propria. Per ogni ε > 0 ed ogni
x ∈ H, consideriamo la funzione

gε,x(y) =
1

2ε
‖x− y‖2

H + f(y), y ∈ H.
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Si vede immediatamente che gε,x è strettamente convessa, semicontinua infe-
riormente e propria.

Lemma 5.3.1 Nelle ipotesi sopra scritte, comunque si fissino ε > 0 ed x ∈
H, la funzione gε,x ha un unico punto di minimo in H. Inoltre, un punto
x0 ∈ H è il punto di minimo di gε,x se e solo se risulta 1

ε
(x− x0) ∈ ∂f(x0).

Dimostrazione In virtù della proposizione 2.3.7, esiste una funzione affine
ψ tale che f ≥ ψ in H, ossia esistono z ∈ H e b ∈ R tali che

gε,x(y) =
1

2ε
‖x− y‖2

H + f(y) ≥ 1

2ε
‖x− y‖2

H + 〈z, y〉H + b ∀y ∈ H.

Ne segue che gε,x(y)→ +∞ per ‖y‖H →∞. Dunque, per il corollario 2.3.4,
la funzione gε,x ha almeno un punto di minimo in H. Poiché inoltre gε,x è
strettamente convessa, il punto di minimo è unico.
Supponiamo che x0 ∈ H sia tale che 1

ε
(x − x0) ∈ ∂f(x0). Allora, per

definizione di sottodifferenziale, f(x0) ∈ R e

f(y)− f(x0) ≥ 1

ε
〈x− x0, y − x0〉H ≥

≥ 1

ε
〈x− x0, y − x0〉H −

1

2ε
‖y − x0‖2

H =

=
1

2ε
〈2x− 2x0 − y + x0, y − x0〉H =

=
1

2ε
〈x− x0 + x− y, y − x+ x− x0〉H =

=
1

2ε

(
‖x− x0‖2

H − ‖x− y‖2
H

)
;

ne segue che gε,x ha minimo nel punto x0.
Viceversa, sia x0 ∈ H l’unico punto di minimo di gε,x: allora, fissato y ∈ H
e scelto z = (1 − t)x0 + ty, con t ∈ ]0, 1[ , utilizzando la convessità di f ed
osservando che x− z = x− x0 − t(y − x0), si può scrivere

t[f(y)− f(x0)] ≥ f(z)− f(x0) ≥

≥ 1

2ε

(
‖x− x0‖2

H − ‖x− z‖2
H

)
=

=
t

ε
〈x− x0, y − x0〉H −

t2

2ε
‖x0 − y‖2

H ∀t ∈ ]0, 1[ ,
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da cui, dividendo per t e passando al limite per t→ 0+,

f(y)− f(x0) ≥ 1

ε
〈x− x0, y − x0〉H ∀y ∈ H.

Ciò mostra che 1
ε
(x−x0), o meglio il funzionale z 7→ 1

ε
〈x−x0, z〉H , appartiene

a ∂f(x0). Il lemma è provato (si noti che l’intero enunciato poteva anche
dedursi dall’esercizio 5.2.3).

Indicheremo con yε,x l’unico punto di minimo della funzione gε,x .
Ciò premesso, andiamo a definire la regolarizzata di una funzione convessa.

Definizione 5.3.2 Sia f : H → ] −∞,+∞] una funzione convessa, semi-
continua inferiormente e propria su uno spazio di Hilbert reale H. Fissato
ε > 0, la regolarizzata di f è la funzione cos̀ı definita:

fε(x) = min
y∈H

gε,x(y) = gε,x(yε,x), x ∈ H.

Naturalmente, la regolarizzata fε di una funzione f convessa, semicontinua
inferiormente e propria è cosa diversa dalla regolarizzata semicontinua f di
una funzione convessa f , introdotta con la definizione 2.3.8.
Vediamo ora le principali proprietà della regolarizzata fε .

Proposizione 5.3.3 Sia f : H → ]−∞,+∞] una funzione convessa, semi-
continua inferiormente e propria su uno spazio di Hilbert reale H. Per ogni
ε > 0 sia fε la regolarizzata di f . Allora:

(i) fε è convessa, assume valori reali e verifica

f(yε,x) ≤ fε(x) ≤ f(x) ∀x ∈ H;

(ii) fε è F -differenziabile in H e

f ′ε(x) =
1

ε
(x− yε,x) ∀x ∈ H;

(iii) posto D = {x ∈ H : ∂f(x) 6= ∅}, si ha∥∥∥∥1

ε
(x− yε,x)

∥∥∥∥
H

≤ min{‖y‖H : y ∈ ∂f(x)} ∀x ∈ D;
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(iv) l’insieme D è convesso e

lim
ε→0+

‖yε,x − PD(x)‖H = 0 ∀x ∈ H;

(v) risulta
lim
ε→0+

fε(x) = f(x) ∀x ∈ H.

Dimostrazione (i) Anzitutto fε(x), essendo un minimo, è un numero reale.
Per ogni x ∈ H si ha poi, per definizione,

f(yε,x) ≤
1

2ε
‖x− yε,x‖2

H + f(yε,x) = fε(x) = min
y∈H

gε,x(y) ≤ gε,x(x) = f(x).

Proviamo la convessità di fε: per ogni x, x′ ∈ H e λ ∈ [0, 1] si ha

fε(λx+ (1− λ)x′) = gε,λx+(1−λ)x′(yε,λx+(1−λ)x′) ≤

≤ gε,λx+(1−λ)x′(λyε,x + (1− λ)yε,x′) =

=
1

2ε
‖λ(x− yε,x) + (1− λ)(x′ − yε,x′)‖2

H + f(λyε,x + (1− λ)yε,x′) ≤

≤ 1

2ε

[
λ‖x− yε,x‖2

H + (1− λ)‖x′ − yε,x′‖2
H

]
+

+λf(yε,x) + (1− λ)f(yε,x′) =

= λgε,x(yε,x) + (1− λ)gε,x′(yε,x′) = λfε(x) + (1− λ)fε(x
′).

(ii) Proviamo anzitutto la disuguaglianza∥∥∥∥1

ε
(x− yε,x)−

1

ε
(x′ − yε,x′)

∥∥∥∥
H

≤ 1

ε
‖x− x′‖H ∀x, x′ ∈ H.

In virtù del lemma 5.3.1, si ha ξ = 1
ε
(x−yε,x) ∈ ∂f(yε,x) e ξ′ = 1

ε
(x′−yε,x′) ∈

∂f(yε,x′); ne segue, essendo x = yε,x + εξ e x′ = yε,x′ + εξ′, e tenendo conto
dell’osservazione 5.2.6,

〈ξ − ξ′, x− x′〉H = 〈ξ − ξ′, ε(ξ − ξ′)〉H + 〈ξ − ξ′, yε,x − yε,x′〉H ≥ ε‖ξ − ξ′‖2
H ,

da cui la tesi.
Ciò premesso, osservato che risulta, per definizione di sottodifferenziale,

f(yε,x′)− f(yε,x) ≥ 〈ξ, yε,x′ − yε,x〉H ,
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possiamo scrivere

fε(x
′)− fε(x) = f(yε,x′) +

1

2ε
‖x′ − yε,x′‖2

H − f(yε,x)−
1

2ε
‖x− yε,x‖2

H ≥

≥ ε

2
(‖ξ′‖2

H − ‖ξ‖2
H) + 〈ξ, yε,x′ − yε,x〉H =

=
ε

2
(‖ξ′‖2

H − ‖ξ‖2
H) + 〈ξ, x′ − x〉H − ε〈ξ, ξ′ − ξ〉H ,

da cui

fε(x
′)− fε(x)− 〈ξ, x′ − x〉H ≥ ε

2

(
‖ξ′‖2

H − ‖ξ‖2
H − 2〈ξ, ξ′ − ξ〉H

)
=

=
ε

2

(
‖ξ′‖2

H + ‖ξ‖2
H − 2〈ξ, ξ′〉H

)
=

=
ε

2
‖ξ′ − ξ‖2

H ≥ 0.

D’altra parte, scambiando i ruoli di x e x′ abbiamo anche

fε(x)− fε(x′)− 〈ξ′, x− x′〉H ≥ 0,

e quindi, in virtù della disuguaglianza dimostrata preliminarmente,

fε(x
′)− fε(x)− 〈ξ, x′ − x〉H =

= fε(x
′)− fε(x)− 〈ξ′, x′ − x〉H + 〈ξ′ − ξ, x′ − x〉H ≤

≤ 〈ξ′ − ξ, x′ − x〉H ≤
1

ε
‖x′ − x‖2

H .

Ne segue

0 ≤ fε(x
′)− fε(x)− 〈ξ, x′ − x〉H ≤

1

ε
‖x′ − x‖2

H ,

cosicché fε è F -differenziabile in ogni x ∈ H, con f ′ε(x) = ξ = 1
ε
(x − yε,x).

Ciò prova (ii).

(iii) Dal lemma 5.3.1 segue che 1
ε
(x− yε,x) ∈ ∂f(yε,x). Quindi

f(z)− f(yε,x) ≥
1

ε
〈x− yε,x, z − yε,x〉H ∀z ∈ H,

da cui, scelto z = x, ricaviamo

1

ε
‖x− yε,x‖2

H ≤ f(x)− f(yε,x) ≤ 〈y, x− yε,x〉H ∀y ∈ ∂f(x).
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Ne segue ∥∥∥∥1

ε
(x− yε,x)

∥∥∥∥2

H

≤
〈
y,

1

ε
(x− yε,x)

〉
H

∀y ∈ ∂f(x),

e ciò implica la tesi, essendo l’insieme {‖y‖H : y ∈ ∂f(x)} non vuoto, chiuso
e limitato inferiormente in R.

(iv) Sia x ∈ H. Mostriamo anzitutto che l’insieme {yε,x}ε∈ ]0,1] è limitato in
H. Fissiamo u ∈ D e v ∈ ∂f(u): ad esempio potremmo prendere u = y1,x e
v = x− y1,x. Allora per il lemma 5.3.1 e l’osservazione 5.2.6 si ha

〈x− yε,x − εv, yε,x − u〉H ≥ 0 ∀u ∈ D, ∀v ∈ ∂f(u).

Ne segue la seguente fondamentale disuguaglianza:

‖yε,x‖2
H ≤ 〈x, yε,x − u〉H + 〈yε,x, u〉H − ε〈v, yε,x − u〉H .

Da questa relazione è facile dedurre una disequazione di secondo grado del
tipo

‖yε,x‖2
H ≤ A‖yε,x‖H +B,

la quale implica la limitatezza di ‖yε,x‖H .
Pertanto l’insieme {yε,x}ε∈ ]0,1] è debolmente relativamente compatto nello

spazio di Hilbert H ed è contenuto nel convesso chiuso K = co(D). Sia {εn}
una successione contenuta in ]0, 1] e tendente a 0, tale che yεn,x ⇀ x0 in H;
allora x0 ∈ K. Passando al minimo limite nella disuguaglianza fondamentale,
e ricordando che lim infεn→0 ‖yεn,x‖H ≥ ‖x0‖H , si ricava

〈x− x0, u− x0〉H ≤ 0 ∀u ∈ D;

per chiusura, per convessità e per densità, si deduce

〈x− x0, u− x0〉H ≤ 0 ∀u ∈ K.

Ma questa disequazione è precisamente quella che caratterizza la proiezione
sul convesso chiuso K: quindi x0 coincide con PK(x). Dato che lo stesso
ragionamento si può fare per qualunque successione {εn} contenuta in ]0, 1]
ed infinitesima, concludiamo che yε,x ⇀ PK(x) per ε→ 0.
Adesso osserviamo che dalla disuguaglianza fondamentale segue, al limite per
ε→ 0,

lim sup
ε→0

‖yε,x‖2
H ≤ 〈x, PK(x)− u〉H + 〈PK(x), u〉H ∀u ∈ D,
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e ancora una volta questa relazione si estende ad ogni u ∈ K. Scegliendo
u = PK(x), si deduce

lim sup
ε→0

‖yε,x‖2
H ≤ ‖PK(x)‖2

H ≤ lim inf
ε→0

‖yε,x‖2
H ,

e quindi ‖yε,x‖H → ‖PK(x)‖H per ε → 0. Essendo anche yε,x ⇀ PK(x), per
una nota proprietà della convergenza debole si conclude che yε,x → PK(x) in
H per ε→ 0.
Infine, essendo {yε,x} ⊆ D, si ha PK(x) ∈ D per ogni x ∈ H, e quindi
K = R(PK) ⊆ D. Ma per definizione di K si ha ovviamente D ⊆ K; dunque
K = D e pertanto D, coincidendo col suo inviluppo convesso, è esso stesso
convesso.

(v) Osserviamo prima di tutto che se 0 < ε′ < ε risulta

fε′(x) = inf
y∈H

[
1

2ε′
‖x− y‖2

H + f(y)

]
≥ inf

y∈H

[
1

2ε
‖x− y‖2

H + f(y)

]
= fε(x);

dunque esiste il limite di fε(x) per ε → 0 e tenuto conto di (i) e (iii) si ha,
essendo f semicontinua inferiormente,

f(PD(x)) ≤ lim inf
ε→0

f(yε,x) ≤ lim
ε→0

fε(x) ≤ f(x) ∀x ∈ H.

Se x ∈ D, questa relazione fornisce subito la tesi. Se invece x /∈ D, allora
d = dist(x,D) > 0: quindi

1

2ε
‖x− yε,x‖2

H ≥
d2

2ε
,

e pertanto

f(x) ≥ lim
ε→0

fε(x) ≥ lim inf
ε→0

d2

2ε
+ f(PD(x)) = +∞,

da cui, ugualmente, la tesi.

Osservazione 5.3.4 Nelle ipotesi della proposizione 5.3.3, si vede facilmente
che D(f) coincide con D, ove D = {x ∈ H : ∂f(x) 6= ∅}. Infatti se x /∈ D
si è visto nella dimostrazione di (v) che f(x) = +∞ e quindi x /∈ D(f);
pertanto D(f) ⊆ D e dunque D(f) ⊆ D. D’altra parte, l’osservazione 5.1.2
ci dice che D ⊆ D(f), il che implica D ⊆ D(f).
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Esercizi 5.3

1. Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia f : H → ] − ∞,+∞] una
funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria. Si provi che
esiste sempre almeno un punto x0 tale che ∂f(x0) 6= ∅.

2. Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia f : H → ]−∞,+∞] una funzione
convessa, semicontinua inferiormente e propria. Detto yε,x il punto di
minimo della funzione y 7→ 1

2ε
‖x−y‖2

H+f(y), si provi la disuguaglianza

‖yε,x − yε,x′‖H ≤ 2‖x− x′‖H ∀x, x′ ∈ H.

3. Si calcoli esplicitamente la regolarizzata fε nei casi seguenti:

(a) H = RN , f(x) = |x|2N ;

(b) H = R, f(x) = dist(x, [a, b]);

(c) H spazio di Hilbert, f funzione affine;

(d) H spazio di Hilbert, f = IK , K convesso chiuso di H;

(e) H spazio di Hilbert, f(x) = dist(x,K), K convesso chiuso di H.
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Capitolo 6

Disequazioni variazionali

6.1 Problemi variazionali con vincoli convessi

Negli spazi di Banach riflessivi le funzioni convesse e semicontinue inferior-
mente hanno minimo sui chiusi limitati ed anche, sotto ipotesi convenienti, su
quelli non limitati (teorema 2.3.3 e corollario 2.3.4). Una caratteristica tipica
di questo genere di problemi (ossia dei problemi di minimizzazione di funzio-
nali convessi su vincoli a loro volta convessi) è la possibilità di caratterizzare
i punti di minimo come soluzioni di opportune disequazioni variazionali. Il
prototipo di tali disequazioni è quello che contraddistingue la proiezione su
un convesso chiuso K in uno spazio di Hilbert reale X: u = PK(x) se e solo
se u è il punto di minimo in K della funzione v 7→ ‖x− v‖2

X , e ciò accade se
e solo se

u ∈ K, 〈u− x, v − u〉X ≥ 0 ∀v ∈ K

(esercizio 2.3.6). Più in generale si ha il seguente risultato:

Teorema 6.1.1 Sia X uno spazio normato reale, sia K ⊆ X un convesso
non vuoto, e sia f : K → R convessa e G-differenziabile, con f ′G : K → X∗

continua. Allora sono fatti equivalenti:

(i) u ∈ K e f(u) = minv∈K f(v);

(ii) u ∈ K e f ′(u)(v − u) ≥ 0 per ogni v ∈ K;

(iii) u ∈ K e f ′(v)(v − u) ≥ 0 per ogni v ∈ K.
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Si noti che f è di classe C1 per il corollario 3.3.3, quindi la notazione f ′

anziché f ′G è giustificata.

Dimostrazione (i) =⇒ (ii) Per ogni v ∈ K e λ ∈ ]0, 1[ si ha f(u) ≤
f(u+ λ(v − u)); quindi

1

λ
[f(u+ λ(v − u))− f(u)] ≥ 0 ∀λ ∈ ]0, 1[.

Per λ → 0+ si ottiene f ′(u)(v − u) ≥ 0 per ogni v ∈ K. Si osservi che in
questa implicazione non si è usata l’ipotesi di convessità.

(ii) =⇒ (i) Poiché f è convessa, i rapporti incrementali di f sono crescenti
(esercizio 2.1.3); quindi, se u ∈ K verifica (ii) si ha

f(v)− f(u) ≥ 1

λ
[f(u+ λ(v − u))− f(u)] ≥ f ′(u)(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K.

(ii) =⇒ (iii) Per la proposizione 5.2.5 f ′ è un operatore monotono, cioè

[f ′(v)− f ′(u)](v − u) ≥ 0 ∀u, v ∈ K;

quindi se u ∈ K verifica (ii) si ottiene immediatamente che vale anche (iii).

(iii) =⇒ (ii) Se w ∈ K e λ ∈ ]0, 1[ , scegliamo in (iii) v = (1− λ)u+ λw: si
trova

f ′((1− λ)u+ λw)(λ(w − u)) ≥ 0,

e dopo aver diviso per λ, per λ→ 0 si ottiene (ii) in virtù della continuità di
f ′ (si noti che tale ipotesi viene sfruttata esclusivamente qui).

Nei prossimi paragrafi vedremo risultati più generali ed incontreremo altri
esempi di disequazioni variazionali.

Esercizi 6.1

1. Sia K ⊆ RN un convesso chiuso non vuoto e sia A un aperto di RN

contenente K. Si provi che se f : A → R è una funzione di classe C1

che ha minimo in K nel punto x0, allora

〈gradf(x0), x− x0〉N ≥ 0 ∀x ∈ K;

si deduca che se x0 ∈
◦
K allora (ovviamente) gradf(x0) = 0.
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2. Siano f1, . . . , fk funzioni convesse di classe C1 definite su RN ; posto

K = {x ∈ RN : fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , k},

si supponga che
◦
K 6= ∅ e che gradfi(x) 6= 0 per ogni x ∈ K e per ogni

i = 1, . . . , k. Sia poi F : K → RN una funzione continua. Se in un
punto x0 ∈ K risulta

〈F (x0), x− x0〉N ≥ 0 ∀x ∈ K,

si provi che esistono λ1, . . . , λk ≥ 0 tali che

F (x0) +
k∑
i=1

λi gradfi(x0) = 0; λifi(x0) = 0, i = 1, . . . , k

(i numeri λi si dicono moltiplicatori di Lagrange).
[Traccia: l’unico caso non banale è quando x0 ∈ ∂K e F (x0) 6= 0.
In questo caso si provi preliminarmente che il cono normale NK(x0)
(definito nell’esercizio 5.1.4) è dato da

NK(x0) =

{∑
i∈I

λi gradfi(x0), λi ≥ 0

}
,

ove I = {i ∈ {1, . . . , k} : fi(x0) = 0} (a tale scopo si ragioni per as-
surdo utilizzando il teorema di Hahn-Banach). Ciò premesso, si osservi
che l’iperpiano 〈F (x0), x− x0〉N = 0 è di appoggio per K in x0 e se ne
deduca il risultato.]

6.2 Forme bilineari

Consideriamo un caso speciale, ma importante, del teorema 6.1.1. Sia X uno
spazio di Banach reale riflessivo e sia a : X×X → R una forma bilineare, ossia
un’applicazione lineare separatamente nei suoi due argomenti. Supponiamo
che la forma a sia simmetrica (ovvero verifichi a(u, v) = a(v, u) per ogni
u, v ∈ X), continua (cioè esista M ≥ 0 tale che

|a(u, v)| ≤M‖u‖X‖v‖X ∀u, v ∈ X)
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e coerciva (ossia esista ν > 0 tale che

a(u, u) ≥ ν‖u‖2
X ∀u ∈ X).

Fissato ϕ ∈ X∗, il funzionale

f(u) = a(u, u)− 2ϕu, u ∈ X,

verifica le condizioni del teorema 6.1.1. Infatti f è F -differenziabile perché
per ogni u, v ∈ K si ha

f(v)− f(u) = a(v − u, u) + a(u, v − u) + a(v − u, v − u)− 2ϕ(v − u) =

= 2a(u, v − u)− 2ϕ(v − u) + a(v − u, v − u),

cosicché
f ′(u)w = 2a(u,w)− 2ϕw, w ∈ X, ∀u ∈ X.

Si noti che f ′ : X → X∗ è continua, anzi lipschitziana:

|[f ′(v)− f ′(u)]w| = |2a(v − u,w)| ≤ 2M‖v − u‖X‖w‖X ∀w ∈ X,

da cui ‖f ′(v) − f ′(u)‖X∗ ≤ 2M‖u − v‖X . Poi, f è strettamente convessa:
infatti si ha

a(v − u, v − u) ≥ 0, a(v − u, v − u) = 0 ⇐⇒ v = u,

da cui 2a(u, v) ≤ a(u, u) + a(v, v) con l’uguaglianza se e solo se u = v; ne
segue, per ogni λ ∈ ]0, 1[ ,

a((1− λ)u+ λv, (1− λ)u+ λv) =

= (1− λ)2a(u, u) + 2λ(1− λ)a(u, v) + λ2a(v, v) ≤
≤ (1− λ)2a(u, u) + λ(1− λ)[a(u, u) + a(v, v)] + λ2a(v, v) =

= (1− λ)a(u, u) + λa(v, v),

con l’uguaglianza se e solo se u = v. Pertanto u 7→ a(u, u) è strettamente
convessa e dunque tale è anche f . Infine, f(u) tende a +∞ per ‖u‖X →∞,
in quanto

f(u) ≥ ν‖u‖2
X − 2‖ϕ‖X∗‖u‖X = ‖u‖X · [ν‖u‖X − 2‖ϕ‖X∗ ].
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Possiamo allora concludere che f ha minimo unico in ogni chiuso convesso
non vuoto contenuto in X. Per il teorema 6.1.1, per ogni convesso chiuso non
vuoto K ⊆ X esiste un unico u ∈ K che risolve la disequazione variazionale

a(u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K,

od equivalentemente

a(v, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.

Si noti che se K è limitato, per avere la sola esistenza di punti di minimo
basta che la forma a(u, v) sia continua, simmetrica e non negativa.

Osservazione 6.2.1 L’equivalenza fra il problema di minimo e la risolubi-
lità della disequazione variazionale nella situazione precedente è dovuta alla
simmetria della forma bilineare: quando a non è simmetrica, un punto u è
di minimo per u 7→ a(u, u)− 2ϕu in K se e solo se verifica

a(u, v − u) + a(v − u, u) ≥ 2ϕ(v − u) ∀v ∈ K,

e questa disequazione variazionale non è equivalente alla precedente.

È interessante osservare che, anche quando la forma bilineare non è simme-
trica, la disequazione variazionale

a(u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K,

è risolubile, come mostra il risultato che segue: naturalmente la soluzione di
essa non sarà, in generale, punto di minimo per u 7→ a(u, u)− 2ϕu.

Proposizione 6.2.2 Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo e sia a :
X × X → R una forma bilineare, continua e coerciva. Se K ⊆ X è un
convesso chiuso non vuoto, e se ϕ ∈ X∗, allora esiste un unico u ∈ K tale
che

a(u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K,

o equivalentemente

a(v, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.
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Dimostrazione Per l’equivalenza fra le due formulazioni della disequazione
variazionale, rimandiamo all’esercizio 6.2.1.
Poniamo

α(u, v) =
a(u, v) + a(v, u)

2
, β(u, v) =

a(u, v)− a(v, u)

2
;

le forme bilineari α e β sono la parte simmetrica e la parte antisimmetrica
di a. È chiaro che α è simmetrica, continua e coerciva con le stesse costanti
di a, mentre β è continua (e β(u, v) = −β(v, u) per ogni u, v ∈ X). Sia ν la
costante di coercività di a ed α; sia poi

N = sup
u,v∈X\{0}

|β(u, v)|
‖u‖X‖v‖X

.

e definiamo per ogni t ∈ [0, 1]

at(u, v) = α(u, v) + t β(u, v);

anche la forma at è coerciva con la stessa costante ν. Dimostreremo fra poco
il seguente

Lemma 6.2.3 Nelle ipotesi precedenti, sia τ ∈ [0, 1[ tale che per ogni ϕ ∈
X∗ esista un unico u ∈ K per cui

aτ (u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.

Allora la stessa proprietà vale per ogni t ∈
[
τ, τ + ν

N

[
.

Da questo lemma segue subito la tesi della proposizione 6.2.2: infatti la
disequazione variazionale

aτ (u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K

è risolubile per τ = 0 (perché la forma a0 = α è simmetrica); quindi ripetute
applicazioni del lemma ci danno la risolubilità per ogni τ ∈

[
0, ν

N

[
, per ogni

τ ∈
[
0, 2ν

N

[
, per ogni τ ∈

[
0, 3ν

N

[
, eccetera, finché dopo un numero finito di

passi avremo la risolubilità per ogni τ ∈ [0, 1]. Dato che a1 = a, avremo la
tesi.

Dimostrazione del lemma 6.2.3 Fissato t0 ∈
[
0, ν

N

[
, sia t ∈ [τ, τ + t0].

Riscriviamo la disequazione variazionale associata a t nel modo seguente:

aτ (u, v − u) ≥ −(t− τ)β(u, v − u) + ϕ(v − u) ∀v ∈ K.
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Per ogni w ∈ X sia φw il funzionale definito da

φw(v) = −(t− τ)β(w, v) + ϕv, v ∈ X;

allora φw ∈ X∗ e

‖φw‖X∗ ≤ (t− τ)N‖w‖X + ‖ϕ‖X∗ .

Quindi, per ipotesi, esiste un unico u ∈ K tale che

aτ (u, v − u) ≥ φw(v − u) ∀v ∈ K;

poiché u è funzione di w, scriviamo u = ψ(w). Proviamo che ψ : X → K è
una contrazione: se w1, w2 ∈ X e u1 = ψ(w1), u2 = ψ(w2), si ha

ν‖u2 − u1‖2
X ≤ aτ (u2 − u1, u2 − u1) =

= aτ (u2, u2 − u1)− aτ (u1, u2 − u1) ≤
≤ φw2(u2 − u1)− φw1(u2 − u1) = (φw2 − φw1)(u2 − u1) ≤
≤ ‖φw2 − φw1‖X∗‖u2 − u1‖X .

Poiché φw2 − φw1 = −(t− τ)β(w2 − w1, ·), dalla relazione precedente segue

‖u2 − u1‖X ≤ t− τ
ν
‖β(w2 − w1, ·)‖X∗ ≤

≤ (t− τ)N

ν
‖w2 − w1‖X ≤

t0N

ν
‖w2 − w1‖X ;

dato che t0 <
ν
N

, ψ è una contrazione.
Essendo X uno spazio di Banach, l’applicazione ψ : X → K ha un unico
punto fisso w ∈ K: l’equazione w = ψ(w) significa

aτ (w, v − w) ≥ −(t− τ)β(w, v − w) + ϕ(v − w) ∀v ∈ K,

cioè w risolve la disequazione variazionale relativa alla forma at.

Osservazione 6.2.4 Se X è uno spazio di Hilbert reale, ogni forma bilineare
continua a : X × X → R individua univocamente, in virtù del teorema di
Riesz-Fréchèt, un operatore A ∈ L(X) tale che

a(u, v) = 〈Au, v〉X ∀u, v ∈ X.
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Le proprietà della forma a si traducono in corrispondenti proprietà dell’ope-
ratore A: in effetti, a è simmetrica se e solo se A è autoaggiunto, a è non
negativa se e solo se A è monotono, ed infine a è coerciva se e solo se A
è anch’esso coercivo, nel senso che 〈Au, u〉X ≥ ν‖u‖2

X per ogni u ∈ X. Si
noti che ciò implica ‖Au‖X ≥ ν‖u‖X per ogni u ∈ X, ma che quest’ultima
proprietà non implica la coercività dell’operatore A e della forma a (esercizio
6.2.2).

Corollario 6.2.5 (teorema di Lax-Milgram) Sia X uno spazio di Hil-
bert reale e sia A ∈ L(X) un operatore coercivo, ossia tale che

〈Au, u〉X ≥ ν‖u‖2
X ∀u ∈ X,

con ν > 0. Allora per ogni ϕ ∈ X esiste un unico u ∈ X tale che Au = ϕ.

Dimostrazione La forma bilineare a(u, v) = 〈Au, v〉X verifica tutte le ipo-
tesi della proposizione 6.2.2 sul convesso K = X. Quindi esiste un unico
u ∈ X tale che

〈Au, v − u〉X ≥ 〈ϕ, v − u〉X ∀v ∈ X,

e scegliendo v = u± w, con w ∈ X, si trova

±〈Au,w〉X ≥ 〈ϕ,w〉X ∀w ∈ X,

ossia
〈Au,w〉X = 〈ϕ,w〉X ∀w ∈ X.

Ciò prova che Au = ϕ.

Esercizi 6.2

1. Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo e sia a : X × X → R una
forma bilineare, continua e coerciva. Se K ⊆ X è un convesso chiuso
non vuoto, e se ϕ ∈ X∗, si provi che un elemento u ∈ K risolve la
disequazione variazionale

a(u, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K,

se e solo se risolve quest’altra:

a(v, v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.
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2. Sia H uno spazio di Hilbert reale e sia a : H × H → R una forma
bilineare continua e simmetrica. Si dia un esempio in cui l’operatore A
ad essa associato verifica ‖Au‖X ≥ ν‖u‖X per ogni u ∈ X senza che a
sia coerciva.

3. Stabilire per quali p, q, r, s ∈ R la forma quadratica

a(u, v) =

∫ 1

0

[pu′v′ + qu′v + ruv′ + suv] dx

è coerciva sullo spazio di Hilbert H = {u ∈ AC[0, 1] : u′ ∈ L2(0, 1)},
rispetto alla norma naturale ‖u‖H =

√
‖u‖2

L2(0,1) + ‖u′‖2
L2(0,1).

6.3 Operatori monotoni

L’osservazione 6.2.4 lascia intuire che per una forma bilineare la proprietà
di monotonia dell’operatore associato è un buon surrogato della coercività
della forma, con l’ulteriore vantaggio, come già sappiamo, che la nozione di
operatore monotono ha senso anche nel caso di operatori non lineari. In
effetti vi è una ricca teoria che riguarda le disequazioni variazionali in cui
compaiono operatori monotoni, e che trova applicazione in problemi non
lineari con vincoli convessi. Uno dei più semplici risultati in questo ambito è
la seguente facile generalizzazione dell’enunciato del teorema 6.1.1:

Teorema 6.3.1 Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo, sia K ⊆ X un
convesso chiuso non vuoto e sia f : K → ]−∞,+∞] una funzione della forma
f = f1 + f2, con f1 e f2 funzioni convesse e semicontinue inferiormente;
supponiamo inoltre che f1 sia G-differenziabile, con f ′1 : K → X∗ continua,
e che f2 sia propria. Allora sono fatti equivalenti:

(i) u ∈ K e f(u) = minv∈K f(v);

(ii) u ∈ K e f ′1(u)(v − u) ≥ f2(u)− f2(v) per ogni v ∈ K;

(iii) u ∈ K e f ′1(v)(v − u) ≥ f2(u)− f2(v) per ogni v ∈ K.

Dimostrazione Si tratta di una sostanziale ripetizione della dimostrazione
del teorema 6.1.1.

(i) =⇒ (ii) Poiché f1 è a valori in R (essendo G-differenziabile) e f2 è propria,
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si ha f(u) ∈ R. Poiché f(u) ≤ f((1− λ)u+ λv) per ogni λ ∈]0, 1] e per ogni
v ∈ K, dalla convessità di f2 segue

f(u) = f1(u) + f2(u) ≤ f1((1− λ)u+ λv) + f2((1− λ)u+ λv) ≤
≤ f1((1− λ)u+ λv) + (1− λ)f2(u) + λf2(v).

Mettendo a sinistra i termini contenenti f1 e a destra quelli contenenti f2, e
dividendo per λ, si trova

1

λ
[f1((1− λ)u+ λv)− f1(u)] ≥ f2(u)− f2(v);

per λ→ 0+ si ottiene (ii).

(ii) =⇒ (i) Per la crescenza dei rapporti incrementali di f1 e per ipotesi,

f1(v)− f1(u) ≥ f ′1(u)(v − u) ≥ f2(u)− f2(v) ∀v ∈ K,

cioè f(v) ≥ f(u) per ogni v ∈ K.

(ii) =⇒ (iii) Facile conseguenza della monotonia di f ′1.

(iii) =⇒ (ii) Se v = (1− λ)u+ λw, con λ ∈ ]0, 1] e w ∈ K, si ha da (iii)

λf ′1((1− λ)u+ λw)(w − u) ≥ f2(u)− f2((1− λ)u+ λw),

e per la convessità di f2

λf ′1((1−λ)u+λw)(w−u) ≥ f2(u)−(1−λ)f2(u)−λf2(w) = λ[f2(u)−f2(w)];

dividendo per λ ed utilizzando la continuità di f ′1, per λ→ 0+ si ottiene (ii).

Esempio 6.3.2 Sia X uno spazio di Hilbert reale. Poniamo, per un fissato
x ∈ X,

f1(u) =
1

2
‖u− x‖2

X , f2(u) = ϕ(u) ∀u ∈ X,

ove ϕ : X → ]−∞,+∞] è una funzione convessa, semicontinua inferiormente
e propria. Osserviamo che f = f1 + f2 tende a +∞ per ‖u‖X →∞: infatti,
ϕ ha una minorante affine (proposizione 2.3.7), cioè esistono y ∈ X e α ∈ R
per cui ϕ(u) ≥ (y, u)X + α per ogni u ∈ X; ne segue
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f(u) ≥ 1

2
‖u− x‖2

X − ‖y‖X‖u‖X − |α| → +∞ per ‖u‖X →∞.

Per il corollario 2.3.4, f ha un unico punto di minimo su X, essendo stretta-
mente convessa. In particolare, per il teorema 6.3.1, esiste un unico u ∈ K
tale che

〈u− x, v − u〉X ≥ ϕ(u)− ϕ(v) ∀v ∈ X.
Tale u, evidentemente, dipende dal prefissato x; scriviamo dunque u = pϕ(x).
L’applicazione pϕ : X → D(ϕ) si chiama applicazione di prossimità (relativa
alla ϕ prescelta).
Se, ad esempio, K è un convesso chiuso non vuoto di X, e scegliamo

ϕ(u) = IK(u) =

{
0 se u ∈ K
+∞ se u /∈ K,

allora non è difficile vedere che pϕ = PK (la proiezione sul convesso K).
Osserviamo che pϕ è continua, anzi lipschitziana: infatti se x1, x2 ∈ X e
u1 = pϕ(x1), u2 = pϕ(x2), sostituendo u1 e u2 nella disequazione variazionale
risolta rispettivamente da u2 e u1, si ottiene

〈u1 − x1, u2 − u1〉X ≥ ϕ(u1)− ϕ(u2),

〈u2 − x2, u1 − u2〉X ≥ ϕ(u2)− ϕ(u1);

sommando le due relazioni deduciamo

〈x1 − x2, u1 − u2〉X − ‖u1 − u2‖2
X ≥ 0,

da cui

‖u1 − u2‖2
X ≤ 〈x1 − x2, u1 − u2〉X ≤ ‖x1 − x2‖X‖u1 − u2‖X ,

e quindi
‖u1 − u2‖X = ‖pϕ(x1)− pϕ(x2)‖X ≤ ‖x1 − x2‖X .

Il più importante risultato nella teoria delle disequazioni variazionali è il
teorema che segue.

Teorema 6.3.3 (di Lions-Stampacchia) Sia X uno spazio di Banach
reale riflessivo, sia g : X → ]−∞,+∞] una funzione convessa, semicontinua
inferiormente e propria, e sia A : X → X∗ un operatore (non necessaria-
mente lineare) tale che:
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(i) A è demicontinuo (cioè continuo rispetto alla topologia debole* di X∗ sui
sottospazi di X finito-dimensionali);

(ii) A è monotono;

(iii) esiste v0 ∈ D(g) per cui

lim
‖v‖X→∞

A(v)(v − v0) + g(v)

‖v‖X
= +∞.

Allora per ogni ϕ ∈ X∗ esiste u ∈ D(g) tale che

A(u)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ X.

Inoltre se A è strettamente monotono, ossia [A(v) − A(u)](v − u) > 0 per
ogni u, v ∈ X con u 6= v, allora la soluzione della disequazione variazionale
è unica.

L’ipotesi (ii) significa che se Y ⊆ X è un sottospazio finito-dimensionale,
allora per ogni fissato u ∈ X la funzione reale y 7→ A(y)u è continua.

Dimostrazione Proveremo la tesi in tre passi.

1o passo: dim(X) <∞ e D(g) limitato in X.

Poiché X ha dimensione finita, X ' X∗ ' RN e la dualità fra X e X∗ è
espressa dal prodotto scalare di RN . Si noti che A : RN → RN è continua.
Risulta

u ∈ D(g), A(u)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ X

se e solo se

u ∈ D(g), 〈u− (u+ ϕ− A(u)), v − u〉N + g(v)− g(u) ≥ 0 ∀v ∈ X,

ossia se e solo se
u = pg(u+ ϕ− A(u)),

ove pg è l’applicazione di prossimità relativa a g, definita nell’esempio 6.3.2.

Poiché D(g) è convesso e limitato, D(g) è convesso e compatto. La restrizione
a D(g) della funzione

r(u) = pg(u+ ϕ− A(u)), u ∈ X,
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manda D(g) in sé, anzi addirittura in D(g), ed è continua; per il teorema
di Brouwer, esiste almeno un punto fisso u = r(u) ∈ D(g). Tale punto fisso
risolve, per costruzione, la disequazione variazionale.

2o passo: dim(X) <∞.

Notiamo che, in particolare, X∗ ' X. Per r > 0 definiamo gr : X →
]−∞,+∞] nel modo seguente:

gr(u) = g(u) + I{u∈X: ‖u‖X≤r}(u) =

{
g(u) se ‖u‖X ≤ r
+∞ se ‖u‖X > r.

La funzione gr è convessa e semicontinua inferiormente; se r > ‖v0‖X , essa
è anche propria con dominio D(gr) ⊆ {u ∈ X : ‖u‖X ≤ r}, dunque limitato.
Quindi, per il 1o passo, esiste ur ∈ D(gr) tale che

〈A(ur), v − ur〉X + gr(v)− gr(ur) ≥ 〈ϕ, v − ur〉X ∀v ∈ X.

Se r > ‖v0‖X , scegliendo v = v0 otteniamo gr(v0) = g(v0) <∞ e

〈A(ur), v0 − ur〉X + g(v0)− g(ur) ≥ 〈ϕ, v0 − ur〉X ,

da cui

〈A(ur), ur − v0〉X + g(ur)

‖ur‖X
≤ 1

‖ur‖X
[〈ϕ, ur − v0〉X + g(v0)].

Quindi se per una successione rk → ∞ si avesse ‖urk‖X → ∞, dall’ipotesi
(iii) dedurremmo che il primo membro della disuguaglianza tenderebbe a +∞
per k → ∞, mentre il secondo sarebbe limitato. Ciò è assurdo e pertanto
esiste K > 0 tale che

sup
r>0
‖ur‖X = K <∞.

Poiché X ha dimensione finita, deduciamo che esiste una successione {urn}
estratta dalla famiglia {ur}r>0 tale che urn → u per n→∞. Dall’ipotesi (i)
segue che A(urn) → A(u) in X∗ ' X. Passando al limite per n → ∞ nella
relazione

〈A(urn), v − urn〉X + grn(v)− grn(urn) ≥ 〈ϕ, v − urn〉X ∀v ∈ X,

e tenendo conto che definitivamente risulta grn(urn) = g(urn) e grn(v) = g(v)
per ogni v ∈ X, si ottiene

〈A(u), v − u〉X + g(v) + lim sup
n→∞

(−g(urn)) ≥ 〈ϕ, v − u〉X ∀v ∈ X,
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da cui, per la semicontinuità inferiore di g,

〈A(u), v − u〉X + g(v)− g(u) ≥ 〈ϕ, v − u〉X ∀v ∈ X,

da cui la tesi del 2o passo.

3o passo: caso generale.

Sia V la famiglia dei sottospazi M ⊆ X finito-dimensionali e contenenti v0 .
Per il 2o passo, per ogni M ∈ V esiste uM ∈ D(g) ∩M tale che

A(uM)(v − uM) + g(v)− g(uM) ≥ ϕ(v − uM) ∀v ∈M.

Scelto v = v0 ∈M , ripetendo l’argomentazione svolta nel 2o passo si deduce

sup
M∈V
‖uM‖X = K <∞.

A questo punto ci serve un lemma per mettere la disequazione variazionale
in forma più comoda.

Lemma 6.3.4 Nelle ipotesi precedenti, se M è un sottospazio di X, per un
elemento u ∈M ∩D(g) i seguenti fatti sono equivalenti:

(i) A(u)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) per ogni v ∈M ;

(ii) A(v)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) per ogni v ∈M .

Dimostrazione Si fa esattamente come nella dimostrazione (ii)⇐⇒ (iii) dei
teoremi 6.1.1 e 6.3.1; nella parte (=⇒) si usa l’ipotesi di monotonia di A,
mentre nella parte (⇐=) si utilizza la demicontinuità di A.

Continuiamo la dimostrazione del teorema di Lions-Stampacchia. Sia v ∈ X
e poniamo

S(v) = {u ∈ D(g) : ‖u‖X ≤ K, A(v)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u)}.

L’insieme S(v) è un convesso chiuso (eventualmente vuoto) di X, in quanto
g è convessa e semicontinua inferiormente. Quindi S(v) è debolmente chiuso.
Essendo anche limitato, dalla riflessività di X segue che S(v) è debolmente
compatto. Se dimostriamo che ⋂

v∈X

S(v) 6= ∅,
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allora esiste u ∈ X tale che ‖u‖X ≤ K e

A(v)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ X;

dal lemma 6.3.4 seguirà che u risolve la disequazione variazionale e ciò pro-
verà l’enunciato principale del teorema.
Per mostrare che gli S(v) hanno intersezione non vuota, trattandosi di insiemi
w-compatti è sufficiente far vedere che vale la proprietà dell’intersezione fini-
ta, ossia che per ogni N ∈ N+ e per ogni v1, . . . , vN ∈ X si ha

⋂N
i=1 S(vi) 6= ∅.

Ma, fissati v1, . . . , vN ∈ X e posto MN = [{v0, v1, . . . , vN}], si ha MN ∈ V e
quindi, per il 2o passo, esiste uN ∈MN ∩D(g) tale che

A(uN)(v − uN) + g(v)− g(uN) ≥ ϕ(v − uN) ∀v ∈MN ,

ossia, per il lemma 6.3.4,

A(v)(v − uN) + g(v)− g(uN) ≥ ϕ(v − uN) ∀v ∈MN .

Se in questa relazione sostituiamo v = vi , i = 1, . . . N , otteniamo che
uN ∈

⋂N
i=1 S(vi). Ciò, come si è osservato, prova la tesi del 3o passo.

Resta da provare l’unicità della soluzione quando A è strettamente mono-
tono. Se u1, u2 sono due soluzioni della disequazione variazionale, possiamo
sostituire ciascuno dei due nella disequazione verificata dall’altro: sommando
le due relazioni si ottiene

[A(u1)− A(u2)](u2 − u1) ≥ 0.

D’altra parte, se u1 6= u2 deve aversi [A(u1)−A(u2)](u2 − u1) < 0: ne segue
u1 = u2.

Vediamo ora alcuni casi particolari del teorema di Lions-Stampacchia.

Corollario 6.3.5 Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo e sia K ⊆ X
un convesso chiuso contenente l’origine; sia inoltre A : X → X∗ un operatore
demicontinuo, monotono e tale che

lim
‖v‖X→∞

A(v)v

‖v‖X
= +∞.

Allora per ogni ϕ ∈ X∗ esiste u ∈ K tale che

A(u)(v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.
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Dimostrazione Basta porre g = IK (la funzione indicatrice di K) e v0 = 0,
ed applicare il teorema 6.3.3.

Corollario 6.3.6 Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo e sia A : X →
X∗ un operatore demicontinuo, monotono e tale che

lim
‖v‖X→∞

A(v)v

‖v‖X
= +∞.

Allora A è surgettivo.

Dimostrazione Fissato ϕ ∈ X∗, si applichi il corollario precedente con
K = X: si ottiene l’esistenza di un u ∈ X tale che

A(u)(v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ X.

Scelto v = u± w con w ∈ X, si deduce

(A(u)− ϕ)w = 0 ∀w ∈ X,

cioè A(u) = ϕ.

Osservazione 6.3.7 Se g è convessa, semicontinua inferiormente e propria,
un elemento u ∈ X risolve la disequazione variazionale

A(u)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ X

se e solo se, per definizione di sottodifferenziale, ϕ − A(u) ∈ ∂g(u). In
particolare, u risolve

u ∈ K, A(u)(v − u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K

se e solo se ϕ− A(u) ∈ ∂IK(u).

Esercizi 6.3

1. Si verifichi che ogni applicazione di prossimità è un operatore monoto-
no.
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2. Sia X uno spazio di Banach reale riflessivo, sia g : X → ] −∞,+∞]
una funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria, e sia K
un convesso chiuso di X tale che K∩D(g) 6= ∅. Sia inoltre A : X → X∗

un operatore demicontinuo, monotono e tale che esista v0 ∈ D(g) ∩K
per cui

lim
‖v‖X→∞

A(v)(v − v0) + g(v)

‖v‖X
= +∞.

Si provi che per ogni ϕ ∈ X∗ esiste almeno un u ∈ K tale che

A(u)(v − u) + g(v)− g(u) ≥ ϕ(v − u) ∀v ∈ K.

6.4 Filo elastico teso sopra un ostacolo

Come applicazione della teoria delle disequazioni variazionali, consideriamo
un filo elastico teso fra due estremi di ascisse −a e a, con a > 0 fissato, e
vincolato a stare al di sopra di un ostacolo ψ(x). La configurazione u(x)
assunta dal filo sarà tale da minimizzare l’energia in gioco, che, in assenza di
forze esterne, è descritta dal funzionale

J(u) =
1

2

∫ a

−a
[p(x)u′(x)2 + q(x)u(x)2]dx,

dove p(x) è la densità del filo nel punto di ascissa x e q(x) è il coefficiente di
elasticità del filo nello stesso punto; il primo termine nell’integrale è l’energia
potenziale dovuta alla sua massa, mentre il secondo è l’energia di deforma-
zione elastica immagazzinata dal filo.
Supporremo p, q, ψ ∈ C[−a, a] con p > 0 e q ≥ 0 in [−a, a]; affinché l’ostacolo
non interferisca col filo nei punti di fissaggio, supporremo anche ψ(−a) < 0
e ψ(a) < 0. Il problema è quello di trovare una funzione u che minimizzi il
funzionale J nell’insieme delle funzioni per le quali esso ha senso, e che sono
in ogni punto non inferiori a ψ(x).
Come spazio ambiente è naturale scegliere

X = {u ∈ AC[−a, a] : u′ ∈ L2(−a, a), u(−a) = u(a) = 0},

che è uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

〈u, v〉X =

∫ a

−a
[u(x)v(x) + u′(x)v′(x)]dx ∀u, v ∈ X.
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La classe delle funzioni ammissibili è descritta dall’insieme

K = {u ∈ X : u(x) ≥ ψ(x) ∀x ∈ [−a, a]}.

Per riuscire a minimizzare J bisognerà verificare che K è un convesso chiuso
e che J verifica le ipotesi del teorema 2.3.3 o del corollario 2.3.4.
Proviamo anzitutto il seguente

Lemma 6.4.1 Nelle ipotesi precedenti, risulta

‖u‖L2(−a,a) ≤
√

2a ‖u‖C[−a,a] ≤ 2a ‖u′‖L2(−a,a) ≤ 2a ‖u‖X ∀u ∈ X.

Dimostrazione Se u ∈ X si ha√∫ a

−a
|u|2 dx ≤

√
2a‖u‖C[−a,a] =

√
2a sup

x∈[−a,a]

|u(x)− u(−a)| =

=
√

2a sup
x∈[−a,a]

∣∣∣∣∫ x

−a
u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ 2a‖u′‖L2(−a,a) ≤ 2a‖u‖X .

È facile vedere che K è un convesso. Esso è ovviamente chiuso in C[−a, a]
(con la norma uniforme) e quindi è anche chiuso in X in virtù della stima
fornita dal lemma precedente. Grazie alla limitatezza delle funzioni p e q, è
chiaro che J è continuo rispetto alla norma di X; inoltre risulta

lim
‖u‖X→∞

J(u) = +∞ :

per provare ciò, notiamo che

J(u) ≥ min
[−a,a]

p · ‖u′‖2
L2(−a,a) ;

d’altronde se ‖u‖X → ∞ allora si ha anche ‖u′‖L2(−a,a) → ∞, poiché al-
trimenti otterremmo, dal lemma 6.4.1, che nemmeno ‖u‖L2(−a,a) potrebbe
tendere all’infinito, contro l’ipotesi ‖u‖X →∞. Si verifica anche, facilmente,
che il funzionale J è strettamente convesso.
Dal corollario 2.3.4 segue che J ha un unico punto di minimo u sul convesso
K. Poiché J è differenziabile secondo Fréchèt, con

J ′(u)h =

∫ a

−a
[p(x)u′(x)h′(x) + q(x)u(x)h(x)]dx ∀h ∈ X,
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per il teorema 6.1.1 il punto di minimo u è l’unica soluzione della disequazione
variazionale

u ∈ K, J ′(u)(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K.
Vogliamo ora trovare le eventuali ulteriori proprietà di regolarità del punto
di minimo vincolato u. A questo scopo conviene anzitutto analizzare il com-
portamento dell’operatore J ′ : X → X∗, che in questo caso è ovviamente
lineare e che denoteremo con A.

Lemma 6.4.2 Sia u il punto di minimo di J su K e sia Au = J ′(u), cosicché

Au(v) =

∫ a

−a
(pu′v′ + quv) dx ∀v ∈ X.

Allora il funzionale Au ∈ X∗ verifica le seguenti proprietà:

(i) Au è positivo, ossia

Au(g) ≥ 0 ∀g ∈ X con g ≥ 0 in [−a, a];

(ii) Au è nullo sul complementare E = [−a, a] \D dell’insieme di contatto
D = {x ∈ ]− a, a[ : u(x) = ψ(x)}, nel senso che

Au(g) = 0 ∀g ∈ X con g = 0 in D.

Dimostrazione (i) Sia g ∈ X una funzione non negativa. Allora, posto
v = u + g, si ha v ∈ K; quindi, utilizzando la disequazione variazionale
soddisfatta da u, si ricava

Au(g) = J ′(u)g = J ′(u)(v − u) ≥ 0.

(ii) Sia g ∈ X nulla in D: se g ≡ 0, ovviamente Au(g) = 0. Altrimenti, il
supporto di g sarà un compatto contenuto in E, sul quale la funzione continua
u− ψ deve avere un minimo δ necessariamente positivo. Di conseguenza, si
ha v = u + tg ∈ K per |t| < δ

‖g‖∞ e dunque, ancora dalla disequazione
variazionale,

t(Au)(g) = Au(tg) = J ′(u)(v − u) ≥ 0 per |t| < δ

‖g‖∞
:

dato che il segno di t è arbitrario, ciò significa Au(g) = 0.

La prossima tappa, che è il punto chiave di tutto il discorso, consiste nell’e-
stendere il funzionale Au ad un elemento di (C[−a, a])∗. Preliminare a ciò è
il seguente risultato:
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Lemma 6.4.3 Sia u il punto di minimo di J su K e sia Au il funzionale
definito nel lemma precedente. Allora esiste M ≥ 0 tale che

|Au(g)| ≤M‖g‖L∞(D) ∀g ∈ X,

ove D = {x ∈ [−a, a] : u(x) = ψ(x)}.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che la tesi non sia vera: allora per
ogni j ∈ N+ esiste gj ∈ X tale che ‖gj‖L∞(D) ≤ 1

j
e |Au(gj)| = 1. Notando

che D è un compatto contenuto in ] − a, a[ , possiamo fissare una funzione
ϕ ∈ C1

0( ]− a, a[ ) tale che 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ = 1 su D. Per ogni j ∈ N+ sia poi
δj > 0 tale che

|gj(x)| ≤ 2

j
per d(x,D) = inf

y∈D
|x− y| < δj ,

e fissiamo per ogni j ∈ N+ una funzione ϕj ∈ C1
0( ]− a, a[ ) tale che

0 ≤ ϕj ≤ ϕ, ϕj = 1 su D, ϕj = 0 per d(x,D) ≥ δj .

Allora |gjϕj| ≤ 2
j
ϕ in [−a, a], cosicché, utilizzando le proprietà (i) e (ii) del

lemma 6.4.2, risulta

1 = |Au(gj)| = |Au(gjϕj) + Au(gj(1− ϕj))| =

= |Au(gjϕj)| ≤ Au(|gj|ϕj) ≤
2

j
Au(ϕ).

Per j →∞ si ottiene l’assurdo.

Corollario 6.4.4 Sia u il punto di minimo di J su K e sia Au il funzionale
definito nel lemma 6.4.2. Allora esiste un’unica misura finita µ, definita su
una σ-algebra contenente i boreliani di [−a, a], tale che

Au(g) =

∫ a

−a
g dµ ∀g ∈ X;

inoltre µ è concentrata sull’insieme di contatto D.

Dimostrazione Dal lemma 6.4.3 segue, in particolare,

|Au(g)| ≤M‖g‖C[−a,a] ∀g ∈ X;
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quindi utilizzando il teorema di Hahn-Banach il funzionale Au si estende
a un funzionale lineare e continuo su C[−a, a]. Esiste dunque una misura
di Lebesgue-Stieltjes µ, definita su una σ-algebra contenente i boreliani di
[−a, a] e associata a una funzione m(x) crescente e continua a sinistra in
[−a, a], tale che

Au(g) =

∫ a

−a
g dµ ∀g ∈ X.

Tale misura verifica però, sempre per il lemma 6.4.3,∣∣∣∣∫ a

−a
g dµ

∣∣∣∣ ≤M‖g‖L∞(D) ∀g ∈ X,

e quindi, per densità, tale relazione vale per ogni g ∈ C[−a, a] (si ricordi che
D ⊂ ]− a, a[ ). Ciò implica che µ è concentrata sull’insieme D.
Inoltre la misura µ è univocamente determinata: se µ1 è un’altra misura con
le stesse proprietà, si ha infatti∫

D

g dµ =

∫ a

−a
g dµ = Au(g) =

∫ a

−a
g dµ1 =

∫
D

g dµ1 ∀g ∈ X,

da cui, per densità, ∫
D

g dµ =

∫
D

g dµ1 ∀g ∈ C(D),

ossia µ = µ1.

Analizziamo finalmente le proprietà di regolarità del punto di minimo u, sotto
opportune ipotesi sull’ostacolo ψ.

Proposizione 6.4.5 Sia u il punto di minimo di J su K e sia E = {x ∈
[−a, a] : u(x) > ψ(x)}; allora pu′ ∈ C1(E) e (pu′)′ = qu in E. Se inoltre
l’ostacolo ψ ha le derivate destra e sinistra ψ′(x+) e ψ′(x−), e se risulta
ψ′(x+) ≥ ψ′(x−) in ogni punto x ∈ [−a, a], allora la funzione u è derivabile
in ogni punto di [−a, a].

Questo enunciato ci dice che l’ipotesi chiave per avere la derivabilità di u in
[−a, a] è che i punti angolosi dell’ostacolo siano “rivolti verso il basso”, ossia
non siano punti di massimo locale: se ad esempio uno di quei punti fosse di
massimo assoluto per ψ, esso, fatalmente, sarebbe un punto angoloso di u.
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Dimostrazione Partiamo dalla relazione dimostrata nel corollario 6.4.4:

Au(g) =

∫ a

−a
g dµ ∀g ∈ X,

e ricordiamo che la misura µ è associata ad una funzione m : [−a, a] → R
crescente, continua a sinistra e nulla per x = −a. Dal lemma 4.7.2 segue,
integrando per parti,

Au(g) =

∫ a

−a
g dµ = −

∫ a

−a
g′mdx ∀g ∈ X.

Dunque, ricordando la definizione del funzionale Au,∫ a

−a
[(pu′ +m)g′ + qug] dµ = 0 ∀g ∈ X.

Applichiamo ora il lemma 4.2.2 alla funzione pu′ + m, nella versione più
generale dell’esercizio 6.4.2: si noti infatti che a priori pu′ + m è soltanto
sommabile in [−a, a], e non continua. Si ottiene che

[p(x)u′(x) +m(x)]′ = q(x)u(x) q.o. in [−a, a],

e in particolare pu′ + m ∈ C1[−a, a]. Ma poiché µ è concentrata su D =
[−a, a] \ E, in ogni componente connessa di E la funzione m è costante,
cosicché la derivata m′ esiste ed è nulla. Ne segue pu′ ∈ C1(E) e (pu′)′ = qu
in E.
Osserviamo poi che si ha, per un’opportuna costante c,

u′(x) = −m(x)

p(x)
+

c

p(x)
+

1

p(x)

∫ x

−a
q(t)u(t) dt ∀x ∈ [−a, a].

e quindi u′ ha limiti destro e sinistro in ogni punto, con

u′(x+)− u′(x−) = −m(x+)−m(x−)

p(x)
≤ 0 ∀x ∈ ]− a, a[ ;

in particolare u′ è continua nei punti di E.
D’altra parte, nei punti di D la funzione u−ψ ha minimo uguale a 0, da cui

(u− ψ)′(x+) ≥ 0 ≥ (u− ψ)′(x−) ∀x ∈ D.
Dunque, per l’ipotesi fatta su ψ,

u′(x+) ≥ ψ′(x+) ≥ ψ′(x−) ≥ u′(x−) ∀x ∈ D,
e pertanto

u′(x+) = u′(x−) ∀x ∈ D.
Ciò prova che u è derivabile anche nei punti di D.
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Esercizi 6.4

1. Si provi che nello spazio X = {u ∈ AC[a, b] : u(a) = u(b) = 0} la
quantità ‖u′‖L2(a,b) è una norma equivalente alla norma naturale

‖u‖X =
√
‖u‖2

L2(a,b) + ‖u′‖2
L2(a,b) .

2. Si provino queste generalizzazioni dei lemmi 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3:

(i) Sia α ∈ L1(a, b) tale che∫ b

a

α(x)ϕ(x) dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0 [a, b];

allora α = 0 q.o. in [a, b].

(ii) Sia α ∈ L1(a, b) tale che∫ b

a

α(x)ϕ′(x) dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0 [a, b];

allora esiste c ∈ R tale che α = c q.o. in [a, b].

(iii) Siano α, β ∈ L1(a, b) tali che∫ b

a

[α(x)ϕ(x) + β(x)ϕ′(x)]dx = 0 ∀ϕ ∈ C1
0 [a, b];

allora β ∈ AC[a, b], e β′ = α q.o. in [a, b].

3. Si supponga che l’ostacolo ψ sia una funzione assolutamente continua
in [−a, a]; si provi che se il funzionale

Aψ(v) =

∫ a

−a
(pψ′v′ + qψv) dx, v ∈ X,

è positivo, allora l’insieme di contatto D è un intervallo.
[Traccia: Si ragioni per assurdo, supponendo che esistano s, t ∈ D
e x ∈ [s, t] tali che u(x) > ψ(x): posto v(x) = ψ(x) per x ∈ [s, t] e
v(x) = u(x) per x ∈ [−a, a] \ [s, t], si verifichi che v ∈ K e che v ≤ u;
si deduca che [Aψ −Au](v − u) ≤ 0 e che di conseguenza (ψ − u)′ = 0
in [s, t]. Di qui si arrivi all’assurdo.]
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Capitolo 7

Multifunzioni

7.1 Nomenclatura

Le multifunzioni, o funzioni multivoche, sono applicazioni che ad ogni punto
associano un insieme. Esse rivestono grande importanza in svariati problemi
della matematica applicata, e comprendono entro il proprio ambito, genera-
lizzandone la portata, la teoria delle disequazioni variazionali e dei problemi
al contorno per equazioni differenziali.

Definizione 7.1.1 Siano X, Y insiemi. Una multifunzione è un’applicazio-
ne F : X → P(Y ). L’insieme F (x), per un fissato x ∈ X, è il valore, o
immagine, di x. Gli insiemi

D(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}, R(F ) = F (X) =
⋃
x∈X

F (x)

sono rispettivamente il dominio e l’ immagine di F . Il grafico di F è l’insieme

G(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

Se A è un sottoinsieme di X, l’ immagine di A mediante F è l’insieme

F (A) =
⋃
x∈A

F (x);

se B è un sottoinsieme di Y , la controimmaginedi B mediante F è l’insieme

F−1(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B 6= ∅}.
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Osservazione 7.1.2 Se K è un sottoinsieme di X e F : K → P(Y ) è una
multifunzione con dominio D(F ) ⊆ K, possiamo sempre estendere F ad una
multifunzione F : X → P(Y ), ponendo

F (x) =

{
∅ se x /∈ K,
F (x) se x ∈ K.

Si ottiene in questo modo una multifunzione definita su tutto X, tale che
D(F ) = D(F ) ⊆ K. Quindi nel seguito, quando ci farà comodo, potremo
supporre di aver a che fare con multifunzioni definite su tutto X.

Osservazione 7.1.3 Ogni multifunzione F : X → P(Y ) è univocamente
determinata dal suo grafico G(F ), nel senso che l’applicazione F 7→ G(F ) è
iniettiva ed anche surgettiva su P(X × Y ). Infatti l’iniettività è pressocché
ovvia, mentre per la surgettività basta osservare che ogni Γ ⊆ X × Y è il
grafico della multifunzione J : X → P(Y ) cos̀ı definita:

J(x) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ Γ}, x ∈ X.

Definizione 7.1.4 Sia F : X → P(Y ) un’arbitraria multifunzione. La sua
inversa è la multifunzione F−1 : Y → P(X) definita da:

F−1(y) = {x ∈ X : y ∈ F (x)}, y ∈ Y.

È facile verificare che D(F−1) = R(F ) e R(F−1) = D(F ); inoltre per ogni
x ∈ X e per ogni y ∈ Y si ha

(x, y) ∈ G(F ) ⇐⇒ (y, x) ∈ G(F−1).

Si noti che, coerentemente con la definizione di controimmagine mediante F ,
risulta

F−1(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B 6= ∅} =
⋃
y∈B

F−1(y) ∀B ⊆ Y.

Osservazione 7.1.5 Ad ogni funzione F : X → Y corrisponde la multifun-
zione F : X → P(Y ) definita da F (x) = {F (x)}. In tal caso la multifunzione

F
−1

è semplicemente l’immagine inversa (in senso insiemistico) della funzione
F , ossia

F
−1

(y) = F−1({y}) = {x ∈ X : F (x) = y} ∀y ∈ Y.
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Esempi 7.1.6 (1) Se X è uno spazio normato e f : X → R è una funzione
fissata, il sottodifferenziale di f è una multifunzione ∂f : X → P(X∗), il cui
dominio è l’insieme dei punti in cui f è sottodifferenziabile.
Si osservi che se X è riflessivo e f è convessa, semicontinua inferiormente e
propria, allora dal corollario 5.1.11 segue che

ϕ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ x ∈ J−1 ◦ ∂f ∗(ϕ) ∀x ∈ X, ∀ϕ ∈ X∗,

ove J : X → X∗∗ è l’immersione canonica; ne segue che le due multifunzioni
∂f : X → P(X∗) e J−1 ◦ ∂f ∗ : X∗ → P(X) hanno dominio non vuoto e sono
una l’inversa dell’altra.

(2) Sia X uno spazio di Banach; per ogni x ∈ X poniamo

F (x) = {ϕ ∈ X∗ : ϕx = ‖x‖2
X = ‖ϕ‖2

X∗}.

Il teorema di Hahn-Banach ci garantisce che F (x) 6= ∅ per ogni x ∈ X; quindi
la multifunzione F ha per dominio tutto X. Essa si chiama applicazione di
dualità.

Riprenderemo in esame questi esempi più avanti.

Andiamo ora a definire le nozioni di semicontinuità e di continuità per multi-
funzioni, che sono sostanzialmente differenti da quelle analoghe relative alle
funzioni. La continuità per una multifunzione non ha una naturale defi-
nizione: se si prova ad estendere alle multifunzioni qualcuna delle svariate
caratterizzazioni di questa proprietà valide per le funzioni, si ottengono con-
dizioni non più equivalenti fra loro. Bisogna dunque fare una scelta fra le
varie possibilità, e la bontà di tale scelta sarà giustificata dalla sua utilità
nelle applicazioni.

Definizione 7.1.7 Siano X, Y spazi topologici e sia F : X → P(Y ) una
multifunzione. Diciamo che F è semicontinua superiormente nel punto x0 ∈
X se per ogni aperto A ⊇ F (x0) esiste un intorno U di x0 in X tale che

F (U) ⊆ A.

Diciamo che F è semicontinua superiormente in X se F è semicontinua
superiormente in ogni punto di X.

Si noti che se F è una funzione questa definizione si riduce alla usuale nozione
di continuità.
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Definizione 7.1.8 Siano X, Y spazi topologici e sia F : X → P(Y ) una
multifunzione. Diciamo che F è semicontinua inferiormente nel punto x0 ∈
X se per ogni y0 ∈ F (x0) e per ogni intorno N di y0 in Y esiste un intorno
U di x0 in X tale che

F (x) ∩N 6= ∅ ∀x ∈ U.

Diciamo che F è semicontinua inferiormente in X se F è semicontinua
inferiormente in ogni punto di X.

Anche questa definizione, allorché F è una funzione, si riduce a quella di
continuità, in quanto la condizione F (x) ∩N 6= ∅ diventa F (x) ∈ N .

Definizione 7.1.9 Siano X, Y spazi topologici e sia F : X → P(Y ) una
multifunzione. Diciamo che F è continua nel punto x0 ∈ X se F è sia
semicontinua superiormente che semicontinua inferiormente nel punto x0.
Diciamo che F è continua in X se F è continua in ogni punto di X.

Esempio 7.1.10 Siano F,G : R→ P(R) definite da:

F (x) =

{
[−1, 1] se x = 0
{0} se x 6= 0,

G(x) =

{
{0} se x = 0
[−1, 1] se x 6= 0.

Allora si verifica facilmente che F è semicontinua superiormente in R, ma
non è semicontinua inferiormente nel punto 0, mentre G è semicontinua
inferiormente in R ma non è semicontinua superiormente nel punto 0.

Come vedremo, la semicontinuità superiore è una proprietà importante nello
studio dei punti fissi delle multifunzioni, mentre la semicontinuità inferiore
è utile per costruire selezioni di multifunzioni. Negli esercizi 7.1.1 e 7.1.2
sono esposte caratterizzazioni di questi due tipi di semicontinuità che, in
qualche modo, motivano la scelta degli attributi “superiore” ed “inferiore”
loro assegnati.

Esercizi 7.1

1. Siano X, Y spazi topologici. Si provi che una multifunzione F : X →
P(Y ) è semicontinua superiormente se e solo se F−1(B) è chiuso in X
per ogni chiuso B ⊆ Y .
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2. Siano X, Y spazi topologici. Si provi che una multifunzione F : X →
P(Y ) è semicontinua inferiormente se e solo se F−1(A) è aperto in X
per ogni aperto A ⊆ Y .

3. Siano X, Y, Z spazi topologici e siano F : X → P(Y ) e G : Y → P(Z)
due multifunzioni. Definiamo la multifunzione composta G ◦ F cos̀ı:

G ◦ F (x) =
⋃

y∈F (x)

G(y), x ∈ X.

Si provi che se F e G sono semicontinue superiormente allora G ◦
F è semicontinua superiormente, e che se F e G sono semicontinue
inferiormente allora G ◦ F è semicontinua inferiormente.

4. Siano X, Y spazi metrici e sia F : X → P(Y ) una multifunzione. Si
provi che:

(i) se F è semicontinua superiormente e F (x) è chiuso in Y per ogni
x ∈ X, allora il grafico G(F ) è chiuso in X × Y ;

(ii) se il grafico G(F ) è chiuso in X × Y ed Y è compatto, allora F è
semicontinua superiormente;

(iii) la multifunzione F : R→ P(R2), definita da

F (ξ) = {(x, y) ∈ R2 : y = ξx}, ξ ∈ R,

ha grafico chiuso in R3, F (ξ) è chiuso in R2 per ogni ξ ∈ R, ma F
non è semicontinua superiormente nel punto 0.

5. Si provi che la multifunzione F : R→ P(R2) definita da

F (ξ) = {(x, y) ∈ R2 : y = ξ}, ξ ∈ R

è semicontinua inferiormente ma non semicontinua superiormente.

7.2 Punti fissi

L’esistenza di punti fissi per le multifunzioni è una proprietà di grande
importanza nelle applicazioni, come cercheremo di mostrare nel seguito.
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Definizione 7.2.1 Sia X un insieme e sia F : X → P(X) una multifun-
zione. Diciamo che un elemento x ∈ X è un punto fisso per F se si ha
x ∈ F (x).

Il primo risultato sui punti fissi di multifunzioni è una generalizzazione del
classico teorema delle contrazioni di Banach. Introduciamo anzitutto una
nozione di distanza fra insiemi.

Definizione 7.2.2 Sia (X, d) uno spazio metrico. La quantità

D(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}
, A,B ⊆ X,

si chiama metrica di Hausdorff.

Ricordiamo che d(a,B) = infb∈B d(a, b). È abbastanza facile verificare che la
funzione D è una distanza sull’insieme C dei sottoinsiemi chiusi e limitati di
X (esercizio 7.2.1).
Si ha il seguente risultato:

Teorema 7.2.3 Sia (X, d) uno spazio metrico completo, sia M un sottoin-
sieme non vuoto e chiuso di X, e sia F : X → P(M) una multifunzione con
D(F ) ⊇M , tale che F (x) sia chiuso per ogni x ∈M . Se esiste k ∈ ]0, 1[ tale
che

D(F (x), F (y)) ≤ k d(x, y) ∀x, y ∈M,

allora F ha almeno un punto fisso.

Si osservi che non possiamo aspettarci l’unicità del punto fisso: se ad esempio
F (x) = M ⊆ X per ogni x ∈ X, e M ha più di un elemento, le ipotesi del
teorema sono banalmente verificate e ogni punto di M è punto fisso per F .

Dimostrazione Fissiamo h ∈ ]k, 1[ e sia x0 ∈ D(F ). Scegliamo x1 ∈ F (x0)
tale che d(x0, x1) > 0 (se tale x1 non esiste, vuol dire che F (x0) = {x0},
cosicché in particolare x0 è un punto fisso di F ed abbiamo finito). Essendo
x1 ∈ F (x0) ⊆M ⊆ D(F ), si ha F (x1) 6= ∅. Allora

d(x1, F (x1)) ≤ sup
a∈F (x0)

d(a, F (x1)) ≤

≤ D(F (x0), F (x1)) ≤ k d(x0, x1) < h d(x0, x1);

quindi, per definizione di d(x1, F (x1)), esiste x2 ∈ F (x1) tale che

d(x1, x2) < h d(x0, x1).
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Se d(x2, x1) = 0, allora x2 = x1 ∈ F (x1), e x1 è un punto fisso di F ; altrimenti,
sarà d(x2, x1) > 0 e possiamo iterare questo procedimento. Se non si trova
un punto fisso dopo un numero finito di passi, si costruirà una successione
{xn} tale che

xn+1 ∈ F (xn) ⊆M, d(xn, xn+1) < hn d(x0, x1) ∀n ∈ N.

È facile riconoscere che {xn} è una successione di Cauchy contenuta nel chiuso
M ; per la completezza di X essa converge ad un elemento x ∈M . Ne segue

d(xn+1, F (x)) ≤ D(F (xn), F (x)) ≤ k d(xn, x)→ 0 per n→∞,

da cui x ∈ F (x) = F (x), che è la tesi.

Osservazione 7.2.4 Non è difficile verificare che nelle ipotesi del teorema
precedente la multifunzione F è semicontinua inferiormente, ma non è in
generale semicontinua superiormente: lo è, ad esempio, nei punti x tali che
F (x) è compatto (si vedano gli esercizi 7.2.2 e 7.2.3).

Uno dei più importanti teoremi di punto fisso per le multifunzioni è quello
che segue; da esso discendono come corollari molti dei classici risultati di
punto fisso per funzioni.

Teorema 7.2.5 (di Kakutani) Sia X uno spazio vettoriale topologico lo-
calmente convesso di Hausdorff, sia K un sottoinsieme non vuoto, convesso
e compatto di X, e sia F : K → P(K) una multifunzione semicontinua supe-
riormente e tale che F (x) sia non vuoto, convesso e chiuso per ogni x ∈ K.
Allora F ha almeno un punto fisso.

Prima di dimostrare questo teorema vediamo alcune delle sue conseguenze.

Corollario 7.2.6 (teorema di Tikhonov) Sia X uno spazio vettoriale to-
pologico localmente convesso di Hausdorff, sia K un sottoinsieme non vuoto,
convesso e compatto di X, e sia F : K → K un’applicazione continua. Allora
F ha almeno un punto fisso.

Dimostrazione Poiché F : K → K è continua, la multifunzione F (x) =
{F (x)} è continua e verifica le ipotesi del teorema 7.2.5. Quindi esiste x ∈ K
tale che x ∈ F (x), ossia x = F (x).
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Corollario 7.2.7 (teorema di Schauder) Sia X uno spazio di Banach e
sia M un sottoinsieme non vuoto, convesso, chiuso e limitato di X. Se
F : M →M è un’applicazione continua e compatta (ossia trasforma insiemi
limitati in insiemi relativamente compatti), allora F ha almeno un punto
fisso.

Dimostrazione Per ipotesi, l’insieme F (M) è relativamente compatto: dun-
que, per il teorema di Mazur (teorema 1.7.19), l’insieme K = co(F (M)) è
convesso e compatto; inoltre K ⊆M perché M è un convesso chiuso che con-
tiene F (M). Consideriamo la restrizione F |K : questa applicazione verifica le
ipotesi del teorema di Tikhonov (corollario 7.2.6). Quindi esiste x ∈ K ⊆M
tale che F (x) = x.

Il teorema di Schauder può essere generalizzato alle multifunzioni come segue:

Corollario 7.2.8 Sia X uno spazio di Banach e sia M un sottoinsieme
non vuoto, convesso e chiuso di X. Sia F : M → P(M) una multifunzione
semicontinua superiormente, tale che F (M) sia relativamente compatto e che
F (x) sia convesso, chiuso e non vuoto per ogni x ∈ M ; allora F ha almeno
un punto fisso.

Dimostrazione Sia K = co(F (M)); K è un convesso compatto non vuoto
contenuto in M . La restrizione F |K è a valori in P(K): infatti se x ∈ K
allora F (x) è un convesso chiuso contenuto in F (M), e quindi in K. Dun-
que, per il teorema 7.2.5, F |K ha un punto fisso; ne segue che anche F ha un
punto fisso.

Dimostrazione del teorema 7.2.5 Proviamo anzitutto la seguente pro-
posizione, che fornisce la tesi del teorema sotto differenti ipotesi e che ha
interesse di per sé.

Proposizione 7.2.9 Sia X uno spazio vettoriale topologico di Hausdorff,
sia K ⊆ X non vuoto, convesso e compatto, e sia F : K → P(K) una
multifunzione (non necessariamente semicontinua superiormente) tale che:

(i) F (x) è non vuoto e convesso per ogni x ∈ K;

(ii) F−1(y) è aperto in K per ogni y ∈ K.

Allora F ha almeno un punto fisso.
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Si verifica facilmente che la condizione (ii) implica la semicontinuità inferiore
di F : dunque siamo in ipotesi diverse da quelle del teorema di Kakutani.

Dimostrazione La famiglia di aperti {F−1(y)}y∈K è un ricoprimento di K:
infatti, se x ∈ K, scelto y ∈ F (x), si ha y ∈ K e, per definizione, x ∈ F−1(y).
Dato che K è compatto, K è ricoperto da una unione finita

⋃n
i=1 F

−1(yi),
con y1, . . . , yn ∈ K. Sia {fi} una partizione dell’unità associata a {F−1(yi)},
i = 1, . . . , n (essa esiste perché il compatto K, essendo di Hausdorff, è pa-
racompatto e in particolare è normale, ossia tale che due chiusi disgiunti
possiedono intorni disgiunti). Poniamo

p(x) =
n∑
i=1

fi(x)yi ∀x ∈ K0 = co({y1, . . . yn}) ⊆ K.

Il convesso K0 è contenuto in uno spazio al più n-dimensionale, vale a dire
quello generato dai vettori y1, . . . , yn, ed è compatto. L’applicazione p è
continua e p(K0) ⊆ K0 in quanto

∑n
i=1 fi(x) = 1. Per il teorema di Brouwer

p ha un punto fisso x ∈ K0. Basta allora dimostrare che p(x) ∈ F (x) per
ogni x ∈ K0, per dedurre che x è un punto fisso di F in K0 ⊆ K.
Sia x ∈ K0: poiché

∑n
i=1 fi(x) = 1 su K, esiste almeno un j ∈ {1, . . . , n} per

il quale fj(x) 6= 0. Per ciascun indice j tale che fj(x) 6= 0 si ha x ∈ F−1(yj)
e quindi yj ∈ F (x). Ne segue, essendo F (x) convesso,

p(x) =
n∑
i=1

fi(x)yi =
∑

j: fj(x)6=0

fj(x)yj ∈ F (x),

da cui la tesi.

La dimostrazione del teorema 7.2.5 prosegue introducendo una disequazione
variazionale.

Proposizione 7.2.10 Sia X uno spazio vettoriale topologico di Hausdorff,
sia K ⊆ X non vuoto, convesso e compatto, e sia T : K → X∗ continua
rispetto alla topologia forte di X∗. Allora la disequazione variazionale

[T (x0)](x0 − x) ≥ 0 ∀x ∈ K

ha soluzione x0 ∈ K.

Dimostrazione Ragioniamo per assurdo: se cos̀ı non fosse, per ogni x0 ∈ K
troveremmo un elemento x ∈ K tale che [T (x0)](x0 − x) < 0. Consideriamo
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la multifunzione F : K → P(K) definita nel modo seguente:

F (x0) = {x ∈ K : [T (x0)](x0 − x) < 0}, x0 ∈ K.

Chiaramente F (x0) è non vuoto e convesso. Proviamo che F−1(x) è aperto
in K per ogni x ∈ K: per definizione di controimmagine di F si ha

F−1(x) = {x0 ∈ X : [T (x0)](x0 − x) < 0}.

Sia {xi}i∈I un net contenuto in K \ F−1(x) che converge ad un elemento
x ∈ K in X; allora vale la relazione

[T (xi)](xi − x) ≥ 0 ∀i ∈ I.

Quindi possiamo scrivere

[T (x)](x− x) =

= [T (x)](x− xi) + [T (x)− T (xi)](xi − x) + [T (xi)](xi − x) ≥
≥ [T (x)](x− xi) + [T (x)− T (xi)](xi − x) ∀i ∈ I.

Passando al limite rispetto ad i, il primo termine all’ultimo membro tende a
0 perché T (x) ∈ X∗. Notiamo poi che K, essendo compatto, è limitato in X
(esercizio 1.4.9). Poiché (vedere il paragrafo 1.5) la topologia forte di X∗ è
generata dalle seminorme pA(ϕ) = supy∈A |ϕy|, con A sottoinsieme limitato
di X, dalla continuità di T rispetto a tale topologia e dalla limitatezza di
K −K si deduce, passando al limite rispetto ad i,

|[T (xi)− T (x)](xi − x)| ≤ pK−K(T (xi)− T (x))→ 0;

quindi si conclude che
[T (x)](x− x) ≥ 0,

ossia x ∈ K \ F−1(x). Ciò prova che F−1(x) è aperto.
Sono allora verificate le ipotesi della proposizione 7.2.9, e pertanto esiste un
punto fisso x0 ∈ K per F ; quindi, per definizione di F (x0), otteniamo

0 = [T (x0)](x0 − x0) < 0,

il che è assurdo.

Il teorema di Kakutani si deduce immediatamente dal risultato che segue:
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Proposizione 7.2.11 (teorema di Browder) Sia X uno spazio vettoriale
topologico localmente convesso di Hausdorff, sia K ⊆ X non vuoto, convesso
e compatto; sia inoltre F : K → P(X) una multifunzione semicontinua
superiormente, tale che F (x) sia chiuso, convesso e non vuoto per ogni x ∈
K. Supponiamo inoltre che si abbia

(a) per ogni x ∈ ∂K esistono y ∈ F (x), u ∈ K, λ > 0 tali che y =
x+ λ(u− x),

oppure

(b) per ogni x ∈ ∂K esistono y ∈ F (x), u ∈ K, λ < 0 tali che y =
x+ λ(u− x).

Allora F ha almeno un punto fisso.

Il teorema 7.2.5 corrisponde all’ipotesi (a): infatti nel caso del teorema di
Kakutani si ha F (x) ⊆ K e quindi, fissato y ∈ F (x), si può scegliere u = y e
λ = 1. Pertanto avremo provato il teorema 7.2.5 se proveremo il teorema di
Browder.

Dimostrazione Supponiamo che valga la condizione (a) e ragioniamo per
assurdo. Assumiamo che F sia priva di punti fissi: ciò significa che x /∈ F (x)
per ogni x ∈ K.
L’insieme {x} è convesso e compatto, mentre F (x) è convesso e chiuso. Per
il teorema di Hahn-Banach (teorema 1.7.5) esiste un funzionale w(x) ∈ X∗
tale che

w(x)x < inf
y∈F (x)

w(x)y ;

quindi, per continuità, esiste un intorno Wx di x tale che

sup
z∈Wx

w(x)z < inf
y∈F (x)

w(x)y .

Posto
Ux = {y ∈ X : sup

z∈Wx

w(x)z < w(x)y},

Ux è un aperto contenente F (x). Adesso per ogni x ∈ K definiamo

Nx = {v ∈ K : w(x)(v − y) < 0 ∀y ∈ F (v)},

e proviamo che Nx è un intorno di x. Dato che F è semicontinua supe-
riormente, in corrispondenza dell’aperto Ux ⊇ F (x) esiste un intorno Vx di
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x, aperto in K e che non è restrittivo supporre contenuto in Wx , tale che
F (v) ⊆ Ux per ogni v ∈ Vx ; ciò significa che

sup
z∈Wx

w(x)z < w(x)y ∀y ∈ F (v), ∀v ∈ Vx .

A maggior ragione, quindi,

w(x)(v − y) < 0 ∀y ∈ F (v), ∀v ∈ Vx ,

e dunque Vx ⊆ Nx .
Poiché K è compatto, esistono x1, . . . , xn ∈ K tali che K =

⋃n
i=1 Vxi ; sce-

gliamo una partizione dell’unità {fi} associata a {Vxi} (nuovamente, ciò è
possibile perché K è uno spazio topologico compatto e di Hausdorff, dunque
paracompatto), e poniamo

r(x) =
n∑
i=1

fi(x)w(xi) ∀x ∈ K.

È facile verificare che la funzione r : K → X∗ è continua rispetto alla
topologia forte di X∗; proviamo che

r(x)(x− y) < 0 ∀y ∈ F (x).

Per ogni indice i tale che fi(x) > 0 (e di tali indici ce n’è almeno uno) si ha
x ∈ Vxi ⊆ Nxi ; quindi, per definizione di Nxi ,

w(xi)(x− y) < 0 ∀y ∈ F (x),

ed a maggior ragione, sommando su i, si ottiene r(x)(x− y) < 0.
Adesso osserviamo che r e K verificano le ipotesi della proposizione 7.2.10:
quindi esiste x ∈ K tale che

r(x)(x− v) ≥ 0 ∀v ∈ K.

Da qui dedurremo l’assurdo. Infatti, il punto x sarà interno a K oppure sulla
frontiera di K. Se x è interno a K, allora per ogni fissato z ∈ X esiste ε > 0
tale che x±εz ∈ K; se nella disequazione variazionale prendiamo v = x±εz,
otteniamo r(x)z = 0, e per l’arbitrarietà di z si ricava r(x) ≡ 0, contro il
fatto che r(x)(x− y) < 0 per y ∈ F (x). Se invece x ∈ ∂K, entra in gioco la
condizione (a): esistono y ∈ F (x), u ∈ K e λ > 0 tali che y = x+ λ(u− x).

233



Scelto v = u, la disequazione variazionale ci dice che r(x)(x− u) ≥ 0, da cui
r(x)(x − y) ≥ 0; ma dato che y ∈ F (x), deve essere invece r(x)(x − y) < 0.
Ciò prova l’assurdo.
Se si assume la condizione (b) in luogo della (a), si sceglie con il teorema
1.7.5 un funzionale w(x) ∈ X∗ tale che

w(x)x > sup
y∈F (x)

w(x)y ,

e si ripete tutta l’argomentazione con la disuguaglianza > in luogo di <.

Esercizi7.2

1. Dimostrare che la metrica di Hausdorff definisce una distanza sulla
classe dei sottoinsiemi chiusi e limitati di uno spazio metrico (X, d).

2. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia F : X → P(X) una multifunzione
con le seguenti proprietà:

(i) F (x) è chiuso e non vuoto per ogni x ∈ X;

(ii) esiste k ∈ ]0, 1[ per cui

D(F (x), F (x′)) ≤ k d(x, x′) ∀x, x′ ∈ X,

ove D è la metrica di Hausdorff. Si provi che F è semicontinua infe-
riormente in ogni punto, e che è semicontinua superiormente nei punti
x ∈ X tali che F (x) è compatto.

3. Sia F : R2 → P(R2) definita da

F (x, y) =
]
−∞, x

2

]
×
]
−∞, y

2

]
∀(x, y) ∈ R2.

Si provi che F non è semicontinua superiormente in alcun punto, benché
risulti

D(F (x, y), F (x′, y′)) ≤ 1

2

√
(x− x′)2 + (y − y′)2 ∀(x, y), (x′, y′) ∈ R2.
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7.3 Punti di sella

Vogliamo applicare la teoria dei punti fissi di multifunzioni all’esistenza di
punti di sella per funzioni definite sul prodotto di spazi di Banach; il teorema
che dimostreremo troverà a sua volta applicazione nella teoria dei giochi. In
accordo con la definizione 2.6.15, poniamo:

Definizione 7.3.1 Siano A,B insiemi non vuoti, e sia f : A×B → R una
funzione. Diciamo che (x0, y0) ∈ A×B è punto di sella per la funzione f se

f(x0, y) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x, y0) ∀(x, y) ∈ A×B,

oppure se

f(x0, y) ≥ f(x0, y0) ≥ f(x, y0) ∀(x, y) ∈ A×B.

Dunque un punto (x0, y0) ∈ A×B è di sella per f se e solo se

max
y∈B

f(x0, y) = f(x0, y0) = min
x∈A

f(x, y0)

oppure
min
y∈B

f(x0, y) = f(x0, y0) = max
x∈A

f(x, y0).

Dato che i punti di sella per f sono di sella anche per −f , a meno di cambiare
segno alla f si può sempre supporre, e cos̀ı faremo nel seguito, che in un punto
di sella (x0, y0) si abbia

f(x0, y) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x, y0) ∀(x, y) ∈ A×B.

Ad esempio, se A = B = R il punto (0, 0) sarà di sella per la funzione
f(x, y) = x2−y2 (e non, in base alla nostra convenzione, per la sua opposta).
Si noti che la nozione di punto di sella che ci interessa qui è molto più
restrittiva di quella utilizzata nel calcolo differenziale: ad esempio, la funzione
g : R2 → R definita da

g(x, y) = (y − x2/2)(y − 2x2)

ha nell’origine un punto stazionario che non è né di massimo, né di minimo
relativo (essendo g(x, x2) = −x4/2 < 0 = g(0, 0) < y2 = g(0, y) per ogni
x, y 6= 0), ma che non è di sella secondo la definizione 7.3.1 poiché

g(0, y) > g(0, 0) ∀y 6= 0, g(x, 0) > g(0, 0) ∀x 6= 0.

Inoltre considereremo solamente punti di sella globali: per quelli locali basterà
restringere la funzione ad un opportuno intorno del punto (x0, y0).
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Proposizione 7.3.2 Siano A,B insiemi non vuoti, sia f : A × B → R
una funzione. La f possiede un punto di sella in A × B se e solo se la
funzione x 7→ supy∈B f(x, y) ha minimo in A, la funzione y 7→ infx∈A f(x, y)
ha massimo in B, e

min
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = max
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) = λ ∈ R.

In tal caso, se (x0, y0) è punto di sella per f si ha f(x0, y0) = λ.

Dimostrazione Anzitutto definiamo per comodità

ϕ(x) = sup
y∈B

f(x, y), ψ(y) = inf
x∈A

f(x, y),

ed osserviamo che, come nell’osservazione 2.6.14, è facile verificare che

sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) = sup
y∈B

ψ(y) ≤ inf
x∈A

ϕ(x) = inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y).

Notiamo che un punto (x0, y0) ∈ A×B è punto di sella per f , per definizione,
se e solo se

ϕ(x0) = max
y∈B

f(x0, y) = f(x0, y0) = min
x∈A

f(x, y0) = ψ(y0);

quindi se f ha un punto di sella (x0, y0) dalla relazione precedente segue

inf
x∈A

ϕ(x) ≤ ϕ(x0) = ψ(y0) ≤ sup
y∈B

ψ(y)

e pertanto vale l’uguaglianza

inf
x∈A

ϕ(x) = sup
y∈B

ψ(y).

Detto λ tale valore, si ha necessariamente f(x0, y0) = λ.
Viceversa, supponiamo che ϕ abbia minimo nel punto x0 ∈ A e che ψ abbia
massimo nel punto y0 ∈ B, con

ϕ(x0) = min
x∈A

ϕ(x) = max
y∈B

ψ(y) = ψ(y0) = λ.

Allora il punto (x0, y0) è di sella per f poiché

f(x0, y) ≤ ϕ(x0) = λ = f(x0, y0) = ψ(y0) ≤ f(x, y0) ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

La tesi è provata.

Dimostriamo ora il seguente teorema, la cui importanza applicativa sarà
evidenziata nel prossimo paragrafo:
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Teorema 7.3.3 (del minimax, o di von Neumann) Siano X, Y spazi
di Banach riflessivi, e siano A ⊂ X, B ⊂ Y non vuoti, convessi, chiusi e
limitati. Sia inoltre f : A×B → R una funzione tale che:

(i) x 7→ f(x, y) è quasi convessa e semicontinua inferiormente per ogni
y ∈ B;

(ii) y 7→ f(x, y) è quasi concava e semicontinua superiormente per ogni
x ∈ A.

Allora f ha un punto di sella in A×B.

Ricordiamo (osservazione 2.1.5) che f è quasi convessa se i suoi insiemi di
sottolivello sono convessi, e che f è quasi concava se −f è quasi convessa,
ossia gli insiemi di sopralivello di f , vale a dire Fλ = {x ∈ A : f(x) ≥ λ},
sono convessi.

Dimostrazione Poniamo

a = min
x∈A

max
y∈B

f(x, y), b = max
y∈B

min
x∈A

f(x, y);

grazie alla proposizione 7.3.2, basterà provare che i numeri a e b esistono e
coincidono.
Fissato y ∈ B, la funzione x 7→ f(x, y) è quasi convessa e semicontinua
inferiormente in A, e per l’osservazione 2.3.5 ha minimo in A in un punto
z(y) ∈ A:

f(z(y), y) = min
x∈A

f(x, y) ∀y ∈ B.

Poniamo ora
h(y) = −f(z(y), y), y ∈ B,

e mostriamo che h è quasi convessa e semicontinua inferiormente in B.
Fissato t ∈ R, consideriamo gli insiemi

H = {y ∈ B : h(y) ≤ t}, G(w) = {y ∈ B : −f(z(w), y) ≤ t}, w ∈ B.

Osserviamo che H ⊆ G(w) per ogni w ∈ B, essendo f(z(y), y) ≤ f(z(w), y)
per ogni w, y ∈ B; inoltre G(w) è convesso e chiuso, in quanto la funzione
y 7→ −f(z(w), y) è quasi convessa e semicontinua inferiormente. Proviamo
che H è chiuso: se {yn} ⊆ H e yn → y in B, allora si ha y ∈ G(w) per ogni
w ∈ B; in particolare y ∈ G(y), ossia y ∈ H. Proviamo che H è convesso:
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se y, v ∈ H e λ ∈ ]0, 1[ , allora posto u = (1 − λ)y + λv si ha u ∈ G(w) per
ogni w ∈ B; in particolare u ∈ G(u), ossia u ∈ H. Essendo H convesso e
chiuso, si deduce che h è quasi convessa e semicontinua inferiormente per la
proposizione 2.2.2. Pertanto, dall’osservazione 2.3.5 segue che h ha minimo
m sul convesso chiuso e limitato B; posto b = −m, si ha

b = −min
y∈B

[
−min

x∈A
f(x, y)

]
= max

y∈B
min
x∈A

f(x, y).

In modo analogo si prova che esiste il numero a. Inoltre risulta

min
x∈A

f(x, y) ≤ min
x∈A

max
y∈B

f(x, y) = a ∀y ∈ B,

da cui la disuguaglianza b ≤ a.
Proviamo ora che a ≤ b. Consideriamo le topologie deboli su X e su Y ,
fissiamo ε > 0 e introduciamo la multifunzione T : A × B → P(A × B)
definita da

T (x, y) = {(u, v) ∈ A×B : f(u, y) < b+ ε, f(x, v) > a− ε}.

Si ha T (x, y) 6= ∅ perché minu∈A f(u, y) ≤ b e maxv∈B f(x, v) ≥ a; inoltre
T (x, y) è convesso in virtù delle ipotesi fatte su f . Proviamo che per ogni
(u, v) ∈ A×B l’insieme T−1(u, v) è aperto nello spazio X × Y , munito della
topologia prodotto delle due topologie deboli su X e su Y (si noti che X×Y
è uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff, e che
A×B è compatto e convesso in tale spazio). Si ha infatti

T−1(u, v) = {(x, y) ∈ A×B : (u, v) ∈ T (x, y)} =

= {(x, y) ∈ A×B : f(u, y) < b+ ε, f(x, v) > a− ε} =

= {x ∈ A : f(x, v) > a− ε} × {y ∈ B : f(u, y) < b+ ε};

dal momento che {x ∈ A : f(x, v) ≤ a− ε} e {y ∈ B : f(u, y) ≥ b+ ε} sono
convessi chiusi, dunque debolmente chiusi, in A ed in B rispettivamente, essi
sono anche debolmente chiusi in X ed in Y , cxosicché i loro complementari
sono debolmente aperti in X ed in Y . Pertanto il loro prodotto cartesiano è
aperto nel prodotto X × Y .
In definitiva, la multifunzione T verifica le ipotesi della proposizione 7.2.9
nello spazio X×Y munito del prodotto delle topologie deboli: pertanto esiste
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un punto fisso per T , ossia esiste (x0, y0) ∈ A×B tale che (x0, y0) ∈ T (x0, y0),
ossia

a− ε < f(x0, y0) < b+ ε.

Quindi a < b+ 2ε, ed essendo ε arbitrario si conclude che a ≤ b.
Per la proposizione 7.3.2, esiste un punto di sella per f in A×B.

Esercizi 7.3

1. Siano A = B = {1, 2, 3} e siano F1, F2 : A × B → R le funzioni i cui
valori sono definiti dalle matrici

F1 =

 1 2 0
0 2 0
2 3 1

 , F2 =

 −1 3 0
1 −1 0
0 0 1


(per i, j ∈ {1, 2, 3} i valori F1(i, j), F2(i, j) sono dati dall’elemento di
posto (i, j) della matrice corrispondente). Verificare che F1 ha punti di
sella (quanti?) mentre F2 non ne ha.

2. Siano A,B insiemi non vuoti, e sia f : A × B → R una funzione. È
vero che che se (x0, y0) ∈ A×B verifica

f(x0, y0) = min
x∈A

max
y∈B

f(x, y) = max
y∈B

min
x∈A

f(x, y),

allora (x0, y0) è necessariamente punto di sella per f oppure per −f?

7.4 Teoria dei giochi

Consideriamo un gioco fra due giocatori P e Q: per vincere a questo gioco,
P e Q hanno a disposizione due insiemi di strategie A e B. Ogni x ∈ A
ed ogni y ∈ B costituiscono una possibile “mossa” del gioco, o sequenza di
mosse del gioco, per P e per Q; se P sceglie la strategia x e Q sceglie la
strategia y, vi sono due “funzioni di utilità” fP (x, y) e fQ(x, y) che rappre-
sentano la vincita (o la perdita, se negative) per P e per Q conseguenti alla
strategia scelta. Nel caso più semplice, che è quello dei cosiddetti giochi a
somma zero, si ha fP (x, y) = −fQ(x, y), il che significa che la funzione di
utilità g(x, y) = fQ(x, y) rappresenta simultaneamente il guadagno di Q e la
perdita di P (se positiva), o viceversa la perdita di Q e il guadagno di P (se
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negativa).
Nei giochi a somma zero esiste un criterio soddisfacente per scegliere la
strategia “migliore” relativa a ciascun giocatore.

Definizione 7.4.1 La coppia (x0, y0) ∈ A × B si dice coppia strategica
ottimale se (x0, y0) è punto di sella per la funzione di utilità g in A×B.

Dalla proposizione 7.3.2 segue:

Proposizione 7.4.2 Siano A,B insiemi non vuoti e sia g : A × B → R la
funzione di utilità di un gioco a somma zero con insiemi di strategie A e B.
Esiste una coppia strategica ottimale relativa alla funzione g se e solo se

min
x∈A

max
y∈B

g(x, y) = max
y∈B

min
x∈A

g(x, y) = λ;

in tal caso, se (x0, y0) è una coppia strategica ottimale, allora g(x0, y0) = λ.
Il numero λ si dice valore del gioco.

Interpretiamo il risultato della proposizione precedente: ciascun giocatore
gioca con una strategia volta ad ottimizzare il proprio interesse (cos̀ı si sup-
pone). Poiché g(x, y) rappresenta ciò che guadagna Q ed insieme ciò che
perde P , chiaramente P punta a minimizzare g mentre Q punta a massimiz-
zare g. Supponiamo, per fissare le idee, che il valore del gioco sia positivo.
Se P sceglie la mossa x0 , il guadagno di Q sarà, nella migliore delle ipote-
si, pari al più a maxy∈B g(x0, y); la scelta della strategia y0 garantisce a Q
esattamente tale guadagno, poiché g(x0, y0) = maxy∈B g(x0, y). Simmetrica-
mente, se Q opta per la mossa y0 , la perdita di P sarà, nella migliore delle
ipotesi, pari a minx∈A g(x, y0); scegliendo la mossa x0 , P avrà la certezza di
non perdere di più, in quanto g(x0, y0) = minx∈A g(x, y0).
Più in generale, se P gioca una mossa qualunque x, Q sa che, giocando
bene, può arrivare a una vincita al più uguale a maxy∈B g(x, y); d’altron-
de Q non può impedire a P di rendere minima tale vincita riducendola
a minx∈A maxy∈B g(x, y) (ossia a g(x0, y0)). Tuttavia, se Q sceglie y0 , ot-
terrà una vincita g(x, y0) che supererà comunque tale stima pessimistica.
Similmente, ad una mossa qualsiasi y da parte di Q, P potrà risponde-
re in modo ottimale perdendo soltanto minx∈A g(x, y), ma non potrà farci
niente se la mossa di Q era tale da massimizzare tale perdita elevandola a
maxy∈B minx∈A g(x, y); però se P sceglie x0 la sua perdita sarà g(x0, y), cioè
comunque inferiore al valore precedente.
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Tutto questo mostra che la coppia strategica ottimale (x0, y0) garantisce un
bilanciamento ottimale degli interessi contrapposti dei due giocatori.
Il valore assunto da g nel punto (x0, y0), ossia il valore del gioco (che è uni-
vocamente determinato anche se la coppia strategica ottimale non è unica,
in virtù della proposizione 7.4.2), ci dice se il gioco è equo oppure no: se
g(x0, y0) = 0, e se i giocatori giocano entrambi in modo ottimale, nessuno
dei due vincerà né perderà; se g(x0, y0) > 0, il gioco è squilibrato a favore
di Q, che scegliendo una strategia ottimale guadagnerà comunque, mentre se
g(x0, y0) < 0 il favorito dal gioco sarà P .

Esempio 7.4.3 (pari o dispari) I giocatori P e Q dichiarano ciascuno un
numero: se la somma dei numeri è pari, P vince 1 euro, se è dispari P perde
1 euro; per Q avviene l’opposto. Le strategie di P e Q sono A = B = {p, d},
e la funzione di utilità g = fQ = −fP è

g(p, d) = g(d, p) = 1, g(p, p) = g(d, d) = −1.

Si verifica subito che

min
x∈A

max
y∈B

g(x, y) = 1, max
y∈B

min
x∈A

g(x, y) = −1,

cosicché non esistono strategie ottimali. La cosa non sorprende, perché A e
B non sono convessi!

Per applicare la teoria precedente al caso di insiemi di strategie finiti, bisogna
introdurre una versione probabilistica del gioco. Si assume che il gioco (a
somma zero) sia stato giocato molte volte, e che i giocatori P e Q scelgano
le loro strategie sulla base di fissate probabilità, o meglio di frequenze di
successi: se le strategie di P e Q sono E = {E1, . . . , EN} e F = {F1, . . . , FM},
e se g(Ei, Fj) è la funzione di utilità risultante dalle scelte Ei e Fj, supporremo
che P scelga la mossa Ei con probabilità pi , e che Q scelga la mossa Fj con
probabilità qj . Poniamo allora

A =

{
p ∈ RN : 0 ≤ pi ≤ 1,

N∑
i=1

pi = 1

}
,

B =

{
q ∈ RM : 0 ≤ qj ≤ 1,

M∑
j=1

qj = 1

}
;

un elemento p ∈ A rappresenta dunque la strategia di P consistente nello
scegliere la mossa E1 con probabilità p1 , la mossa E2 con probabilità p2 ,
eccetera.
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Definizione 7.4.4 Ogni coppia (p, q) ∈ A × B si dice coppia strategica
mista. La quantità

L(p, q) =
N∑
i=1

M∑
j=1

g(Ei, Fj)piqj

è la speranza di vincita per il giocatore Q.

La funzione L(p, q) esprime il valore statisticamente probabile di vincita per
Q, misurato dopo molte “mani” del gioco.

Definizione 7.4.5 Una coppia (p0, q0) ∈ A × B è una coppia strategica
mista ottimale se (p0, q0) è punto di sella per la funzione L(p, q).

Dunque una coppia (p0, q0) è ottimale se

L(p0, q) ≤ L(p0, q0) ≤ L(p, q0) ∀(p, q) ∈ A×B.

Si ha allora questo risultato:

Teorema 7.4.6 Nelle ipotesi precedenti esiste almeno una coppia strategica
mista ottimale (p0, q0), e si ha

L(p0, q0) = min
p∈A

max
q∈B

L(p, q) = max
q∈B

min
p∈A

L(p, q).

Dimostrazione Scelti X = RN e Y = RM , basta applicare il teorema del
minimax (teorema 7.3.3) alla funzione L(p, q) che, essendo lineare in p e q, è
continua, nonché simultaneamente concava e convessa in ciascuna variabile
sui convessi A e B, i quali sono limitati e chiusi.

Esempio 7.4.7 Nel caso del gioco “pari o dispari” (esempio 7.4.3), le mosse
sono E1 = F1 = p, E2 = F2 = d, le strategie miste sono

A = B = {p = (p1, p2) : p1, p2 ∈ [0, 1], p1 + p2 = 1}

e la funzione di utilità è

g(Ei, Fj) =

{
−1 se Ei = Fj

1 se Ei 6= Fj ;

la funzione speranza di vincita è
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L(p, q) =
2∑

i,j=1

g(Ei, Fj)piqj = −p1q1−p2q2 +p1q2 +p2q1 = −(p1−p2)(q1−q2).

Si vede subito che un punto di sella è (p, q) con p = q = (1
2
, 1

2
), e il valore del

gioco è, come potevamo aspettarci,

L(p, q) = −
(

1

2
− 1

2

)(
1

2
− 1

2

)
= 0.

Si noti che (1
2
, 1

2
) è l’unico punto di sella per L: infatti se (p∗, q∗) è un altro

punto di sella, deve essere L(p∗, q∗) = 0, e quindi si ha p∗1 = p∗2 oppure q∗1 = q∗2,
da cui p∗ = p oppure q∗ = p. Ma se p∗ = p = (1

2
, 1

2
), dalle relazioni

0 = L(p, q∗) = L(p∗, q∗) ≤ L(p, q∗) ∀p ∈ A,

scegliendo p = (1
4
, 3

4
) oppure p = (3

4
, 1

4
) si deduce 0 ≤ ±1

2
(q∗1 − q∗2), e quindi

q∗ = p = (1
2
, 1

2
). In modo analogo, se q∗ = (1

2
, 1

2
) si deduce p∗ = q = (1

2
, 1

2
).

In definitiva, il gioco è equo e la strategia ottimale per entrambi i giocatori
è quella di dichiarare un numero pari con probabilità 1

2
e un numero dispari

con probabilità 1
2
. (In effetti, trattandosi di un gioco essenzialmente di for-

tuna, i due giocatori, mediamente, vinceranno ciascuno con probabilità 1
2
, e

il guadagno di ciascuno sarà mediamente nullo.)

Per i giochi non a somma zero la teoria è meno semplice. Per mostrare quello
che può accadere, è utile considerare il seguente

Esempio 7.4.8 (dilemma dei prigionieri) Sono stati arrestati dalla po-
lizia due malfattori che devono scontare un anno di prigione ciascuno per un
reato di poco conto. Si sospetta però che i due siano stati complici in un
delitto più grave, punibile con ulteriori cinque anni di prigione; tuttavia non
si è in grado di provarlo. Nel tentativo di incriminarli per il reato maggiore,
il procuratore fa a ciascuno di loro, separatamente, la seguente promessa: se
egli accuserà il socio del crimine maggiore, gli verrà abbuonato l’anno di ga-
lera per il reato minore, e se poi il socio non lo accuserà del delitto maggiore
(nel qual caso dovrà invece scontare i relativi 5 anni), sarà liberato.
La situazione può essere descritta come un gioco fra i due malfattori P e
Q. Entrambi possono scegliere fra le due strategie di accusare l’altro (a) o
di non accusarlo (n); le corrispondenti funzioni di utilità si definiscono co-
me l’opposto degli anni da scontare (in modo da dover essere massimizzate).
Quindi risulterà:

fP (a, a) = −5, fP (a, n) = 0, fP (n, a) = −6, fP (n, n) = −1;
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fQ(a, a) = −5, fQ(a, n) = −6, fQ(n, a) = 0, fQ(n.n) = −1.

Si riconosce immediatamente che la coppia strategica consistente nell’accu-
sarsi a vicenda fornisce un esito peggiore per tutti e due rispetto alla scelta di
omertà per entrambi. Eppure, ciascun malfattore nota che la scelta di accu-
sare l’altro gli arrecherà il beneficio di scontare, in qualunque caso, un anno
in meno: infatti, se l’altro non lo accusa uscirà subito invece di star dentro
un anno, mentre se l’altro lo accusa a sua volta, sconterà 5 anni anziché 6.
Il risultato finale è che entrambi i rei si accuseranno, e dunque staranno in
galera per 5 anni: con la strategia omertosa, invece, se la sarebbero cavata
con un anno per ciascuno.
Come si vede, la strategia omertosa, che da un punto di vista cooperativo è
la soluzione migliore, non lo è dal punto di vista individuale: anche in pre-
senza di un accordo clandestino fra i malfattori per tacere entrambi, nessuno
dei due può avere la garanzia che, non accusando l’altro, costui mantenga la
parola di non accusarlo a sua volta; è troppo grande il rischio di beccarsi 6
anni vedendo l’altro uscire di galera.

L’idea che la razionalità individuale preceda quella collettiva, fenomeno tipico
dei giochi non cooperativi (in cui non c’è possibilità di accordi o alleanze fra
i giocatori), è alla base della nozione di equilibrio di Nash.

Definizione 7.4.9 La coppia (x0, y0) ∈ A×B si dice punto di equilibrio di
Nash se per ogni altra strategia (x, y) ∈ A×B valgono le disuguaglianze

fP (x0, y0) ≥ fP (x, y0), fQ(x0, y0) ≥ fQ(x0, y).

In altre parole, un punto di equilibrio di Nash è una coppia di strategie che
massimizza l’utilità di un singolo giocatore quando l’avversario si attiene
alla propria. Il senso è questo: a P conviene scegliere la strategia x0 , perché
ciò invoglierà Q a scegliere y0 onde massimizzare fQ , e in questo modo P
massimizzerà fP . Il discorso è simmetrico dal punto di vista di Q. Il guaio
è che l’esistenza di un punto di equilibrio di Nash non esclude affatto che
possa esistere una coppia strategica (x, y) per la quale risulti simultaneamente
fP (x, y) > fP (x0, y0) e fQ(x, y) > fQ(x0, y0): è precisamente ciò che accade
nel dilemma dei prigionieri con la strategia della non accusa reciproca.

Osservazioni 7.4.10 (1) Se il gioco è a somma zero (ossia fQ = −fP = g),
allora un punto (x0, y0) fornisce un equilibrio di Nash se e solo se esso è punto
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di sella per la funzione g. Infatti dalla definizione 7.4.9 segue subito, per ogni
(x, y) ∈ A×B,

g(x0, y) = fQ(x0, y) ≤ fQ(x0, y0) = −fP (x0, y0) ≤ −fP (x, y0) = g(x, y0)

cosicché (x0, y0) è punto di sella per g; il viceversa è del tutto analogo.

(2) Nell’esempio del dilemma dei prigionieri è facile verificare che l’unico
punto di equilibrio di Nash è la strategia dell’accusa reciproca.

Teorema 7.4.11 Siano X, Y spazi di Banach e siano A ⊂ X, B ⊂ Y non
vuoti, convessi e compatti. Siano f, g : A×B → R funzioni continue tali che
x 7→ f(x, y) sia concava per ogni y ∈ B e y 7→ g(x, y) sia concava per ogni
x ∈ X. Allora esiste un punto di equilibrio di Nash (x0, y0) ∈ A × B per le
funzioni f e g.

Dimostrazione Introduciamo la funzione F : (A × B) × (A × B) → R,
definita da

F (p, q) = f(p1, q2) + g(q1, p2) ∀p, q ∈ A×B,

e osserviamo che F è continua, nonché concava in p per ogni fissato q. Per
questa funzione vale il seguente

Lemma 7.4.12 Nelle ipotesi precedenti, esiste q0 ∈ A×B tale che

max
p∈A×B

F (p, q0) = F (q0, q0).

Dimostrazione La disuguaglianza ≥ è banale per ogni q0 ∈ A×B. Ragio-
niamo per assurdo, ammettendo che per ogni q ∈ A × B esista p ∈ A × B
per cui risulti F (p, q) > F (q, q). Poniamo

Gp = {q ∈ A×B : F (p, q) > F (q, q)}, p ∈ A×B :

l’insieme Gp è aperto in A×B, e per l’ipotesi fatta si ha A×B ⊆
⋃
p∈A×B Gp.

L’insieme A×B è compatto nello spazio X ×Y , quindi esistono p1, . . . , pk ∈
A×B tali che A×B ⊆

⋃k
i=1Gpi . Definiamo adesso le funzioni

ϕi(q) = max{F (pi, q)− F (q, q), 0}, q ∈ A×B, i = 1, . . . , k,
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le quali sono continue e non negative; osserviamo che per ogni q ∈ A × B
esiste i ∈ {1, . . . k} tale che q ∈ Gpi e dunque ϕi(q) > 0. Normalizziamo le
ϕi ponendo

ψi(q) =
ϕi(q)∑k
j=1 ϕj(q)

,

cosicché
∑k

i=1 ψi(q) = 1 per ogni q ∈ A × B. Posto ψ(q) =
∑k

i=1 ψi(q)pi ,
l’applicazione ψ manda il convesso A×B in sé ed è continua. Poiché A×B
è compatto, per il teorema di Tikhonov (teorema 7.2.6) esiste un punto fisso
q′ ∈ A×B per ψ. Si ha dunque q′ =

∑k
i=1 ψi(q

′)pi , da cui per concavità

F (q′, q′) = F

(
k∑
i=1

ψi(q
′)pi, q

′

)
≥

k∑
i=1

ψi(q
′)F (pi, q

′).

D’altra parte, se ψi(q
′) > 0 si ha F (pi, q

′) > F (q′, q′), e ciò implica

F (q′, q′) ≥
k∑
i=1

ψi(q
′)F (pi, q

′) >
k∑
i=1

ψi(q
′)F (q′, q′) = F (q′, q′),

il che è assurdo. Il lemma è provato.

Torniamo alla dimostrazione del teorema 7.4.11. Per il lemma, esiste q0 ∈
A×B tale che

max
p∈A×B

F (p, q0) = F (q0, q0).

Posto (x0, y0) = q0, si ha allora

f(x, y0) + g(x0, y) ≤ f(x0, y0) + g(x0, y0) ∀(x0, y0) ∈ A×B;

scegliendo x = x0 si deduce g(x0, y) ≤ g(x0, y0) per ogni y ∈ B, mentre
scegliendo y = y0 si trova f(x, y0) ≤ f(x0, y0) per ogni x ∈ A. Pertanto
(x0, y0) è punto di equilibrio di Nash.

Esercizi 7.4

1. Si analizzi, come si è fatto negli esempi 7.4.3 e 7.4.7, il gioco “sasso-
carta-forbici”: due giocatori P e Q scelgono simultaneamente S, C o
F . Tenuto conto che il sasso spunta le forbici, le forbici tagliano la
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carta e la carta nasconde il sasso, e che il gioco vuole essere a somma
zero, si consideri la seguente funzione di utilità per il giocatore Q:

S C F
S 0 −1 1
C 1 0 −1
F −1 1 0

Si provi che il gioco, nella sua versione probabilistica, è equo e che ad
entrambi i giocatori conviene alternare le tre mosse con probabilità 1

3

ciascuna.

2. Siano A = {E1, . . . , EN} e B = {F1, . . . , FM} le strategie di un gioco
a somma zero per due giocatori P e Q, e si supponga che la funzione
di utilità g del giocatore Q non abbia punti di sella. Si provi che Q,
giocando intelligentemente, può garantirsi un guadagno non inferiore a
v = maxj mini g(Ei, Fj), e che similmente P , giocando con astuzia, non
permetterà a tale guadagno di superare v = mini maxj g(Ei, Fj).

3. (Battaglia fra i sessi) Due innamorati U e D devono decidere come
passare la serata: seguendo i rispettivi stereotipi culturali, U vorrebbe
andare alla partita di calcio mentre D preferirebbe andare a ballare, ma
soprattutto entrambi desiderano trascorrere la serata assieme. Indicate
con c e b le corrispondenti scelte, definiamo quindi le funzioni di utilità
fU e fD nel modo seguente (in verticale le scelte di U , in orizzontale
quelle di D):

(fU , fD) :
b (−2,−2) (1, 2)
c (2, 1) (−1,−1)

c b

Si determinino i punti di equilibrio di Nash per questo gioco.

7.5 Selezioni

L’uso di una multifunzione si presta a rappresentare un’incertezza nella de-
terminazione del valore di una data funzione f : dato x, può capitare che
il valore f(x) sia noto solo pprossimativamente, e quindi si conosca solo un
insieme F (x) al quale f(x) certamente appartiene. Una selezione f di una
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multifunzione F è un modo di scegliere per ogni x, in assenza di più precise
informazioni, un possibile valore f(x) tra tutti quelli ammissibili, cioè fra gli
elementi di F (x).

Definizione 7.5.1 Siano W,M insiemi non vuoti e sia F : W → P(M)
una multifunzione. Una selezione di F è un’applicazione m : W → M tale
che m(w) ∈ F (w) per ogni w ∈ W .

Un’ovvia condizione necessaria affinché almeno una selezione esista è che si
abbia F (w) 6= ∅ per ogni w ∈ W ; in questo caso, l’esistenza di una selezione
è sempre e comunque garantita dall’assioma della scelta. Il problema che ci
poniamo, e che è importante nelle applicazioni, è quello di costruire selezioni
dotate di particolari proprietà: quando W e M sono insiemi finiti, ci inte-
resseranno selezioni iniettive; quando W è uno spazio misurato e M è, ad
esempio, R, vorremo trovare selezioni misurabili; quando W e M sono spazi
topologici, andremo in cerca di selezioni continue.
Cominciamo dal caso di insiemi finiti.

Teorema 7.5.2 (del matrimonio) Siano W,M insiemi non vuoti, con W
finito; sia F : W → P(M) una multifunzione. Allora esiste una selezione
iniettiva m : W →M se e solo se risulta

#S ≤ #F (S) ∀S ⊆ W,

ove #S è la cardinalità di S.

Prima di dimostrare il teorema, vediamo come esso si applica al problema
del matrimonio. Vi è un certo insieme W 6= ∅ di donne ed un certo insieme
M 6= ∅ di uomini; l’obiettivo è far sposare più donne possibile. Però il matri-
monio deve aver luogo fra individui “compatibili”, o “amici” (mutuamente
attraenti). La multifunzione F è l’ ”amicizia”: ad ogni donna w ∈ W viene
associato l’insieme F (w) ⊆M dei suoi amici di sesso maschile, tra i quali ella
dovrà scegliersi lo sposo. La condizione #S ≤ #F (S) dice che un arbitrario
insieme di donne non è più grosso dell’insieme di tutti gli amici di esse; in
particolare è escluso il caso in cui due donne debbono per forza litigarsi lo
stesso uomo. La selezione m : W → M è il matrimonio: m(w) è il marito
scelto da w nella cerchia dei suoi amici (per garantire la monogamia femmi-
nile, m è una funzione e non una multifunzione); m deve essere iniettiva per
garantire, simmetricamente, la monogamia dei maschi. Il teorema 7.5.2 dice
allora che tutte le donne possono sposarsi.
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Dimostrazione È chiaro che la condizione #S ≤ #F (S) per ogni S ⊆ W è
necessaria per l’esistenza di una selezione iniettiva: infatti se questa esiste si
ha

#S = #m(S) ≤ #F (S) ∀S ⊆ W.

Proviamo che la condizione è anche sufficiente. Ragioneremo per induzione
sulla cardinalità di W .
Se #W = 1, c’è un unico elemento w ∈ W , al quale possiamo associare un
qualsiasi elemento µ ∈ F (w) (per ipotesi, #F (w) ≥ 1); posto m(w) = µ,
abbiamo finito.
Fissato n > 1, supponiamo di sapere che se #W < n ogni multifunzione
G : W → P(M) abbia una selezione iniettiva m : W → M ; consideriamo il
caso #W = n e la multifunzione F . Vi sono due sottocasi:

(I) #S < #F (S) per ogni S ⊂ W non vuoto;

(II) esiste S ′ ⊂ W , non vuoto, tale che #S ′ = #F (S ′).

Nel caso (I), scegliamo w ∈ W e µ ∈ F (w), e definiamo m(w) = µ. Resta da
definire m sull’insieme W \ {w}, che è non vuoto e per il quale quindi si ha,
per ipotesi,

n− 1 = #(W \ {w}) < #F (W \ {w}).

Consideriamo la multifunzione F1 : W \ {w} → P(M \ {µ}), definita da

F1(w) = F (w) \ {µ} ∀w ∈ W \ {w}.

Dalla definizione di F1 segue che

F1(S) = F (S) \ {µ} ∀S ⊆ W \ {w},

ed in particolare

#F1(S) ≥ #F (S)− 1 ≥ #S ∀S ⊆ W \ {w}.

Dunque, per ipotesi induttiva, la multifunzione F1 ha una selezione iniettiva
m1 : W \ {w} → M \ {µ}, e si ha m1(w) ∈ F1(w) ⊆ F (w) per ogni w ∈
W \ {w}. La funzione

m(w) =

{
µ se w = w
m1(w) se w 6= w
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è la selezione di F cercata.
Nel caso (II), essendo #S ′ < #W , per ipotesi induttiva esiste una selezione
iniettiva m′ : S ′ → F (S ′). Resta da definire la selezione su W \ S ′. A questo
scopo consideriamo la multifunzione F1 : W \S ′ → P(M \F (S ′)) definita da

F1(w) = F (w) \ F (S ′) ∀w ∈ W \ S ′.

A priori F1(w) potrebbe essere vuoto per qualche w; dimostreremo che si ha,
al contrario,

#S ≤ #F1(S) ∀S ⊆ W \ S ′

(cosicché, in particolare, 1 ≤ #F1(w) per ogni w ∈ W \ S ′). Infatti, se per
assurdo esistesse T ⊆ W \ S ′ tale che #T > #F1(T ), allora dall’inclusione

F (S ′ ∪ T ) ⊆ F (S ′) ∪ (F (T ) \ F (S ′))

dedurremmo

#F (S ′ ∪ T ) ≤ #F (S ′) + #(F (T ) \ F (S ′)) =

= #S ′ + #F1(T ) < #S ′ + #T = #(S ′ ∪ T ),

il che contraddirebbe l’ipotesi #S ≤ #F (S) per ogni S ⊆ W .
Pertanto possiamo applicare l’ipotesi induttiva alla multifunzione F1: si ot-
tiene che F1 ha una selezione iniettiva m1 : W \ S ′ → M \ F (S ′), e si ha
m1(w) ∈ F1(w) ⊆ F (w) per ogni w ∈ W \ S ′. Posto

m(w) =

{
m′(w) se w ∈ S ′
m1(w) se w ∈ W \ S ′,

m è la selezione di F cercata. Dunque vale la tesi del teorema quando
#W = n, e ciò conclude la dimostrazione.

Passiamo ora al caso degli spazi misurati (in una situazione particolarmente
semplice).

Teorema 7.5.3 (di Kuratowski e Ryll-Nardzewski) Sia [a, b] ⊂ R, sia
X uno spazio di Banach separabile e sia F : [a, b]→ P(X) una multifunzione
tale che:

(i) F (t) è non vuoto e chiuso in X per ogni t ∈ [a, b];

(ii) F−1(A) è misurabile secondo Lebesgue per ogni aperto A ⊆ X.

250



Allora F ha una selezione f : [a, b]→ X fortemente misurabile.

Dimostrazione Sia D = {cj}j∈N ⊂ X un sottoinsieme numerabile e denso:
allora a maggior ragione, D è denso in X anche rispetto alla distanza

dX(x, y) =
‖x− y‖

1 + ‖x− y‖
∀x, y ∈ X.

In questa dimostrazione lavoreremo con la distanza dX in luogo della norma
di X: notiamo che dX(x, y) < 1 per ogni x, y ∈ X. Inoltre, definiamo

B(x, r) = {y ∈ X : dX(x, y) < r} ∀x ∈ X, ∀r > 0,

dX(x,A) = inf
y∈A

dX(x, y) ∀x ∈ X, ∀A ⊆ X.

Utilizzando la successione {cj}, dimostriamo il seguente

Lemma 7.5.4 Nelle ipotesi del teorema, esiste una successione {ϕn}n∈N di
funzioni da [a, b] in X con le seguenti proprietà:

(a) ϕn è fortemente misurabile;

(b) dX(ϕn(t), F (t)) < 2−n per ogni t ∈ [a, b];

(c) dX(ϕn(t), ϕn−1(t)) < 21−n per ogni t ∈ [a, b].

Dimostrazione Fissiamo cj0 ∈ D: ovviamente si ha dX(cj0 , F (t)) < 1 per
ogni t ∈ [a, b], cosicché, posto ϕ0(t) = cj0 , è evidente che ϕ0 verifica (a) e (b).
Fissato p ∈ N+, supponiamo che siano già state costruite ϕ0, ϕ1, . . . , ϕp−1 ve-
rificanti (a) e (b); andiamo a definire una funzione ϕp con le stesse proprietà.
Poniamo

Aj,p = F−1(B(cj, 2
−p)) ∩ ϕ−1

p−1(B(cj, 2
1−p)) ∀j ∈ N,

E0,p = A0,p, Ej,p = Aj,p \
j−1⋃
k=0

Ek,p ∀j ∈ N+,

ed osserviamo che, ovviamente, gli Ej,p sono tutti disgiunti; proviamo, preli-
minarmente, che risulta

⋃∞
j=0Ej,p = [a, b].

Sia t ∈ [a, b]; poiché dX(ϕp−1(t), F (t)) < 21−p, esisterà un punto ξp,t ∈ F (t)
tale che dX(ϕp−1(t), ξp,t) < 21−p. Adesso scegliamo un numero τ tale che

0 < τ <
1

2 + ‖ϕp−1(t)− ξp,t‖X
,
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il che equivale, come è facile verificare, alla condizione

τ‖ϕp−1(t)− ξp,t‖X
1 + τ‖ϕp−1(t)− ξp,t‖X

<
1

2

‖ϕp−1(t)− ξp,t‖X
1 + ‖ϕp−1(t)− ξp,t‖X

.

Posto ηp,t = τϕp−1(t) + (1− τ)ξp,t , si ha allora

dX(ξp,t, ηp,t) <
1

2
dX(ϕp−1(t), ξp,t) < 2−p.

Per densità, esisterà cjp ∈ D tale che

dX(cjp , ηp,t) < 2−p − 1

2
dX(ϕp−1(t), ξp,t) < 2−p − dX(ηp,t, ξp,t).

Da questa relazione segue intanto

dX(cjp , F (t)) ≤ dX(cjp , ξp,t) ≤ dX(cjp , ηp,t) + dX(ηp,t, ξp,t) < 2−p;

inoltre si ricava

dX(ϕp−1(t), cjp) ≤ dX(ϕp−1(t), ηp,t) + dX(ηp,t, cjp) <

< dX(ϕp−1(t), ηp,t) + 2−p − 1

2
dX(ϕp−1(t), ξp,t) <

< dX(ϕp−1(t), ξp,t) + 2−p − 1

2
dX(ϕp−1(t), ξp,t) =

=
1

2
dX(ϕp−1(t), ξp,t) + 2−p < 21−p.

Pertanto, dalla definizione degli Aj,p segue che t ∈ Ajp,p . Di conseguenza, o
t ∈ Ejp,p oppure t ∈ Ei,p per qualche i < jp; in ogni caso sarà t ∈

⋃∞
j=0Ej,p ,

come si voleva.
Definiamo allora la funzione ϕp : [a, b]→ X nel modo seguente:

ϕp(t) = cj ∀t ∈ Ej,p , ∀j ∈ N.

Ora osserviamo che ciascun Ej,p è misurabile secondo Lebesgue: infatti so-
no misurabili gli Aj,p , a causa dell’ipotesi (ii) del teorema e della forte
misurabilità di ϕp−1 . Dunque, essendo

ϕp(t) = lim
n→∞

n∑
j=0

cjχEj,p(t) ∀t ∈ [a, b],
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la funzione ϕp è limite puntuale di funzioni semplici e pertanto è fortemente
misurabile, ossia verifica (a). Proviamo che ϕp verifica anche (b). Sia t ∈
[a, b]; esiste j tale che t ∈ Ej,p ⊆ Aj,p . Ciò significa tre cose:

ϕp(t) = cj , dX(ϕp−1(t), cj) < 21−p, ∃x ∈ F (t) : dX(x, cj) < 2−p.

Da questi fatti segue

dX(ϕp(t), F (t)) ≤ dX(cj, x) < 2−p, dX(ϕp(t), ϕp−1(t)) < 21−p,

e dunque, qualsiasi sia t ∈ [a, b], è soddisfatta non solo la proprietà (b) (il
che conclude il passo induttivo) ma anche la (c). Dunque la successione {ϕn}
verifica (a) e (b), per induzione, e anche (c), per costruzione. Il lemma 7.5.4
è dimostrato.

Il teorema di Kuratowski e Ryll-Nardzewski si dimostra ora facilmente. La
proprietà (c) del lemma 7.5.4 mostra che {ϕn} converge puntualmente in
X a una funzione f che, dunque, è fortemente misurabile (esercizio 3.1.5).
Inoltre, dalla (b) del lemma segue dX(f(t), F (t)) = 0, ed essendo F (t) chiuso
si conclude che f(t) ∈ F (t). Ciò prova il teorema 7.5.3.

Infine esaminiamo il caso degli spazi topologici.

Teorema 7.5.5 (di Michael) Sia X uno spazio topologico paracompatto,
sia Y uno spazio di Banach e sia F : X → P(Y ) una multifunzione semi-
continua inferiormente e tale che F (x) sia non vuoto, chiuso e convesso per
ogni x ∈ X. Allora F ha una selezione continua f : X → Y .

Si noti che se F è semicontinua superiormente anziché inferiormente il teo-
rema non è vero: ad esempio la multifunzione F : R → P(R) definita
da

F (x) =


{0} se x > 0
[0, 1] se x = 0
{1} se x < 0

è semicontinua superiormente, non è semicontinua inferiormente in x = 0
e, pur verificando gli insiemi F (x) le ipotesi richieste, F è priva di selezioni
continue.

Dimostrazione Tutto si basa sul seguente lemma di approssimazione:
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Lemma 7.5.6 Sia W uno spazio topologico paracompatto, sia M uno spazio
di Banach e sia G : W → P(M) una multifunzione semicontinua inferior-
mente, tale che G(w) sia non vuoto e convesso per ogni w ∈ W . Allora per
ogni ε > 0 esiste una funzione continua g : W →M che verifica

d(g(w), G(w)) < ε ∀w ∈ W.

Dimostrazione Fissiamo un’arbitraria selezione m : W → M della multi-
funzione G (costruibile, ad esempio, con l’assioma della scelta). Poiché G è
semicontinua inferiormente, fissati w ∈ W ed ε > 0 esiste un intorno aperto
U(w) di w in W tale che

G(x) ∩B(m(w), ε) 6= ∅ ∀x ∈ U(w).

Poiché W è paracompatto, il ricoprimento {U(w)}w∈W ha un raffinamento
{Vi}i∈I localmente finito: ciò significa che per ogni i ∈ I esiste wi ∈ W
tale che Vi ⊆ U(wi), ed inoltre ogni w ∈ W ha un intorno che interseca un
numero finito di intorni Vi. Sia {fi}i∈I una partizione dell’unità associata al
ricoprimento {Vi}: poniamo allora

g(x) =
∑
i

fi(x)m(wi) ∀x ∈ W ;

la somma è finita per ogni fissato x ∈ W , quindi g è ben definita ed è continua
perché tali sono le fi. Inoltre se fi(x) > 0 si ha x ∈ Vi ⊆ U(wi) e dunque,
per definizione di U(wi),

d(m(wi), G(x)) < ε.

Ne segue che g(x) è una combinazione convessa di elementi di G(x)+εB(0, 1);
poiché per ipotesi G(x) è convesso, anche tale insieme è convesso e pertanto
g(x) ∈ G(x) + εB(0, 1). Ciò prova il lemma.

Proviamo il teorema di Michael. Utilizzando il lemma 7.5.6, per ogni n ∈ N
andiamo a costruire una funzione continua gn : X → Y con le seguenti
proprietà:

d(gn(x), F (x)) < 2−n ∀x ∈ X,
‖gn(x)− gn−1(x)‖X < 22−n ∀x ∈ X.

La costruzione ricalca quella usata nella dimostrazione del lemma 7.5.4. Se
n = 0, basta applicare il lemma 7.5.6 con M = X, W = Y , ε = 1 e G = F ,
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e poi prendere g0 = g. Se sono state costruite g0, g1, . . . , gn−1, consideriamo
la multifunzione Gn : X → P(Y ) definita da

Gn(x) = F (x) ∩B(gn−1(x), 21−n);

per ipotesi induttiva, Gn(x) è non vuoto e convesso per ogni x ∈ X.
Proviamo che Gn è semicontinua inferiormente: fissato x ∈ X, sia y ∈ Gn(x)
e sia N un intorno di y in Y . Osservato che y ∈ B(gn−1(x), 21−n), sia δ > 0
tale che B(y, δ) ⊆ N ∩B(gn−1(x), 21−n), cosicché ‖y− gn−1(x)‖Y < 21−n− δ;
allora, essendo F semicontinua inferiormente, esiste un intorno U1 di x in
X tale che F (v) ∩ B(y, δ

2
) 6= ∅ per ogni v ∈ U1. D’altra parte, essendo

gn−1 continua, esiste un altro intorno U2 di x in X tale che gn−1(U2) ⊆
B(gn−1(x), δ

2
). Di conseguenza, posto U = U1 ∩ U2, se v ∈ U l’insieme

F (v) ∩B(y, δ
2
) contiene almeno un elemento z, e si ha

‖z − gn−1(v)‖Y ≤
≤ ‖z − y‖Y + ‖y − gn−1(x)‖Y + ‖gn−1(x)− gn−1(v)‖Y <

<
δ

2
+ 21−n − δ +

δ

2
= 21−n,

cosicché z ∈ Gn(v)∩B(y, δ
2
) ⊆ Gn(v)∩N . Ciò prova che Gn(v)∩N 6= ∅ per

ogni v ∈ U , e dunque Gn è semicontinua inferiormente.
Possiamo perciò applicare il lemma 7.5.6 con W = X, M = Y , G = Gn e
ε = 2−n, trovando una funzione continua gn : X → Y tale che

d(gn(x), Gn(x)) < 2−n ∀x ∈ X;

ne segue che, per costruzione, gn soddisfa alle due condizioni richieste, le
quali per induzione sono vere per ogni n.
La successione {gn} cos̀ı costruita è di Cauchy rispetto alla convergenza uni-
forme: poiché Y è uno spazio di Banach, essa converge ad una funzione
continua f : X → Y ; questa funzione è una selezione di F in quanto per ogni
x ∈ X si ha d(f(x), F (x)) = 0 e F (x) è chiuso.

Nel caso speciale in cui Y è uno spazio di Hilbert e la multifunzione F è
continua, il teorema 7.5.5 si può migliorare e precisare.

Teorema 7.5.7 Sia X uno spazio topologico, sia Y uno spazio di Hilbert e
sia F : X → P(Y ) una multifunzione continua e tale che F (x) sia non vuoto,
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convesso e chiuso per ogni x ∈ X. Allora la proiezione di 0 sul convesso F (x),
ossia la funzione

f : X → Y, f(x) = PF (x)(0) ∀x ∈ X,

è una selezione continua di F . Essa viene chiamata selezione minimale di
F .

Dimostrazione Poiché F è continua, F è sia semicontinua superiormente
che inferiormente; in particolare, fissati ε > 0 e x0 ∈ X, esiste un intorno U
di x0 in X con le seguenti proprietà:

F (x) ⊆ F (x0) + εB(0, 1) ∀x ∈ U,

F (x) ∩B(f(x0), ε) 6= ∅ ∀x ∈ U,
ove f(x) = PF (x)(0).
Sia dunque x ∈ U : per ogni y ∈ F (x), scelto y0 ∈ F (x0) tale che ‖y−y0‖Y <
ε, dalla minimalità di ‖f(x0)‖Y si deduce

‖y‖Y ≥ ‖y0‖Y − ε ≥ ‖f(x0)‖Y − ε,

e dunque, ancora per minimalità,

‖f(x)‖Y ≥ ‖f(x0)‖Y − ε ∀x ∈ U ;

dalla seconda relazione si ricava invece, scelto y ∈ F (x) ∩B(f(x0), ε),

‖f(x)‖Y ≤ ‖y‖Y ≤ ‖f(x0)‖Y + ε ∀x ∈ U.

Ciò prova che per ogni x ∈ U il vettore f(x) appartiene alla corona Sε di
centro 0 e raggi ‖f(x0)‖Y ± ε; ne segue

f(x) ∈ Sε ∩ [F (x0) + εB(0, 1)] ∀x ∈ U.

D’altra parte, per ogni y ∈ Sε∩ [F (x0) + εB(0, 1)]∩F (x), con x ∈ U , risulta,
posto y = y0 + εz ove y0 ∈ F (x0) e z ∈ B(0, 1):

‖f(x0)− y‖2
Y = ‖f(x0)‖2

Y + ‖y‖2
Y − 2〈f(x0), y〉Y ≤

≤ ‖f(x0)‖2
Y + (‖f(x0)‖Y + ε)2 − 2〈f(x0), y0 + εz〉Y =

= 2‖f(x0)‖2
Y + ε[2‖f(x0)‖Y − 2〈f(x0), z〉Y + ε]− 2〈f(x0), y0〉Y ≤

≤ 2〈f(x0), f(x0)− y0〉Y + 4ε‖f(x0)‖Y + ε2.
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Dalla disequazione variazionale di cui, per definizione, f(x0) è soluzione,
concludiamo che si ha

‖f(x0)− y‖2
Y ≤ 4ε‖f(x0)‖Y + ε2,

ed in particolare, scelto y = f(x) con x ∈ U , si ottiene

‖f(x0)− f(x)‖Y < cε ∀x ∈ U.

Ciò prova che x 7→ f(x) è continua; ovviamente, poi, f(x) = PF (x)(0) ∈ F (x),
e quindi f è una selezione di F .

Esercizi 7.5

1. Sia X uno spazio topologico paracompatto, sia Y uno spazio di Banach
e sia F : X → P(Y ) una multifunzione semicontinua inferiormente, tale
che F (x) sia non vuoto, chiuso e convesso per ogni x ∈ X. Si provi che
per ogni x0 ∈ X e per ogni y0 ∈ F (x0) esiste una selezione continua
f0 : X → Y di F , tale che f0(x0) = y0.

2. Nelle ipotesi dell’esercizio precedente, sia Φ : X → P(Y ) un’altra mul-
tifunzione tale che F (x)∩Φ(x) 6= ∅ per ogni x ∈ X; supponiamo inoltre
che il suo grafico G(Φ) sia aperto in X×Y . Si provi che per ogni x0 ∈ X
e per ogni y0 ∈ F (x0)∩Φ(x0) esistono un intorno U di x0 in X ed una
funzione continua f : U → Y , tali che f(x0) = y0 e f(x) ∈ F (x)∩Φ(x)
per ogni x ∈ U .

3. Nelle ipotesi dell’esercizio precedente, si supponga inoltre che F (x) ∩
Φ(x) sia convesso per ogni x ∈ X. Si costruisca una selezione continua
di F ∩ Φ.
[Traccia: utilizzando l’esercizio 7.5.2, per ogni x ∈ X e z ∈ F (x) si
trovino un intorno Ux di x in X ed una funzione continua fx : Ux → Y
tali che fx(x) = z e fx(v) ∈ F (v) ∩ Φ(v) per ogni v ∈ Ux; si costruisca
un raffinamento localmente finito {Vi} ⊆ {Uxi} di {Ux}x∈X , si fissi
una partizione dell’unità {gi} ad esso associata e si provi che f(v) =∑

i gi(v)fxi(v) è la selezione cercata.]

4. Sia B la palla unitaria chiusa di R2. Per ogni x ∈ B \ {0} siano
ϑx, ρx definiti dalla relazione x = (ρx cosϑx, ρx sinϑx) e si definisca la

257



multifunzione F : B → P(∂B) nel modo seguente:

F (x) =

{
∂B se x = 0,
{(cosω, sinω) : |ω − ϑx − π| ≤ π(1− ρx)]} se x 6= 0.

Provare che:

(i) F : B → P(∂B) è continua;

(ii) F (x) è compatto per ogni x ∈ B;

(iii) F non ha alcuna selezione continua.

[Traccia: per (iii), ragionare per assurdo, utilizzando il teorema di
Brouwer ed il fatto che F (x) = {−x} per ogni x ∈ ∂B.]

7.6 Inclusioni differenziali

Consideriamo una multifunzione F definita su un aperto U ⊆ RN+1, a valori
in P(RN). Vogliamo determinare una funzione x : R → RN , con derivata
continua, che sia soluzione dell’inclusione differenziale{

x′(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ R,
x(t0) = x0,

ove (t0, x0) è un fissato punto di U . Il senso della questione è il seguente:
la multifunzione F associa agli stati x(t) di un sistema l’insieme delle sue
possibili velocità. Si modellano in questo modo, attraverso le inclusioni dif-
ferenziali, quei sistemi dinamici nei quali la complessità o la grandezza è tale
da non consentire una completa descrizione dei fenomeni e delle interazio-
ni presenti, generando dunque un certo grado di indeterminazione. Svariati
esempi di sistemi di questo tipo compaiono in biologia, in economia e nelle
scienze sociali.
Una semplice applicazione del teorema di Michael (teorema 7.5.5) porta al
seguente risultato:

Teorema 7.6.1 Sia U ⊆ RN+1 un aperto, sia F : U → P(RN) una multi-
funzione semicontinua inferiormente, tale che F (t, x) sia non vuoto, chiuso
e convesso per ogni (t, x) ∈ U . Fissato (t0, x0) ∈ U , valgono i seguenti fatti:
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(i) esiste una funzione x di classe C1, definita in un intorno J di t0, a valori
in RN , tale che {

x′(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ J,
x(t0) = x0;

(ii) esistono un intervallo aperto I = ]a, b[ contenente t0 ed una funzione x ∈
C1(I) che risolve l’inclusione differenziale sopra scritta nell’intervallo
I, la quale è massimale: ciò significa che si ha a = −∞, oppure a ∈ R
con (t, x(t))→ ∂U per t→ a+; un enunciato analogo vale per l’estremo
b.

Dimostrazione Per il teorema 7.5.5, esiste una selezione continua f di F .
Allora si può considerare il problema di Cauchy{

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ J,
x(t0) = x0;

questo problema di Cauchy ha soluzione in virtù del teorema di esistenza
di Peano, valido quando f è continua nella coppia (t, x). Ogni soluzione di
questo problema è una soluzione dell’inclusione differenziale, e verifica la (ii)
se opportunamente prolungata.

Esercizi 7.6

1. Sia F : R2 → P(R) definita da F (t, x) = {−1, 1}. Determinare le
soluzioni dell’inclusione differenziale

x′(t) ∈ F (t, x(t)), x(0) = 0.

2. Sia F : R2 → P(R) definita da F (t, x) = [−|t|, |t|]. Determinare le
soluzioni dell’inclusione differenziale

x′(t) ∈ F (t, x(t)), x(0) = 0.

7.7 Multifunzioni monotone

La nozione di monotonia, per le multifunzioni cos̀ı come per gli operatori, è
molto utile nelle applicazioni: è una proprietà che in un certo senso sostituisce
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la continuità o la semicontinuità.
Cominciamo col definire la monotonia per insiemi. In questo paragrafo e
nei successivi faremo uso della notazione 〈ϕ, u〉X , già usata nell’enunciato
del teorema 3.1.11, in luogo di quella usuale ϕ(u), per indicare l’azione del
funzionale ϕ ∈ X∗ sull’elemento u ∈ X.

Definizione 7.7.1 Sia X uno spazio di Banach. Se X è reale, un insieme
S ⊆ X ×X∗ si dice monotono se si ha

〈ϕ− ψ, u− v〉X ≥ 0 ∀(u, ϕ), (v, ψ) ∈ S.

Se X è complesso, l’insieme S è monotono se

Re 〈ϕ− ψ, u− v〉X ≥ 0 ∀(u, ϕ), (v, ψ) ∈ S.

Un insieme S ⊆ X × X∗ si dice massimale monotono se è monotono e se
non esiste alcun insieme monotono S ′ ⊆ X ×X∗ tale che S ⊂ S ′.

Ad esempio, se X = R (cosicché X∗ = R) un insieme S ⊆ R2 è monotono se
(y − y′)(x− x′) ≥ 0 per ogni (x, y), (x′, y′) ∈ S, ovvero se vale l’implicazione

(x, y), (x′, y′) ∈ S, x ≤ x′ =⇒ y ≤ y′.

In particolare, in R2 il segmento di estremi (0, 0) e (1, 1) è un insieme mono-
tono ma non massimale monotono; lo stesso segmento, unito alle semirette
verticali {0}× ] −∞, 0] e {1} × [1,∞[ , è un insieme massimale monotono,
mentre il segmento di estremi (0, 1) e (1, 0) non è un insieme monotono.
Passiamo ora a definire la monotonia per multifunzioni.

Definizione 7.7.2 Sia X uno spazio di Banach e sia A : X → P(X∗)
una multifunzione. Diciamo che A è monotona se il suo grafico G(A) è un
sottoinsieme monotono di X × X∗. Diciamo che A è massimale monotona
se G(A) è massimale monotono in X ×X∗.

Osservazione 7.7.3 È facile verificare che se X è uno spazio di Banach una
multifunzione A : X → P(X∗) è massimale monotona se e solo se è monotona
e

(u, ϕ) ∈ X×X∗, Re 〈ϕ−ψ, u−v〉X ≥ 0 ∀(v, ψ) ∈ G(A) =⇒ (u, ϕ) ∈ G(A).

260



È chiaro che la definizione di monotonia per multifunzioni si riduce a quella
usuale (vedere la proposizione 5.2.5) nel caso in cui la multifunzione sia ad
un sol valore, cioè sia una funzione. In particolare, un operatore monotono
A : D(A) ⊆ X → X∗ è massimale monotono se e solo se{

(u, ϕ) ∈ X ×X∗,
Re 〈ϕ− A(v), u− v〉X ≥ 0 ∀v ∈ D(A)

=⇒ u ∈ D(A) e A(u) = ϕ.

Ad esempio, se X = X∗ = R ogni funzione crescente f : R→ R è monotona,
e se è anche continua allora è massimale monotona (esercizio 7.7.2). Se invece
la funzione crescente f ha un salto nel (solo) punto x0 ∈ R, risulta massimale
monotona la multifunzione F : R→ P(R2) definita da

F (x) =

{
{f(x)} se x 6= x0,
[f(x−0 ), f(x+

0 )] se x = x0.

Vediamo alcune proprietà delle multifunzioni massimali monotone, la cui
fondamentale importanza applicativa sarà chiara nel seguito.

Proposizione 7.7.4 Sia X uno spazio di Banach e sia A : X → P(X∗) una
multifunzione. Detta J : X → X∗∗ l’immersione canonica, la multifunzione
A è monotona, oppure massimale monotona, se e solo se J ◦ A−1 : X∗ →
P(X∗∗) è monotona, oppure massimale monotona.

Dimostrazione Per definizione di grafico e di multifunzione inversa si ha

G(J ◦ A−1) = {(ϕ, α) : α ∈ (J ◦ A−1)(ϕ)} = {(ϕ, Jx) : x ∈ A−1(ϕ)} =

= {(ϕ, Jx) : (ϕ, x) ∈ G(A−1)} = {(ϕ, Jx) : (x, ϕ) ∈ G(A)};

è facile allora riconoscere che G(A) è monotono in X ×X∗ se e solo se lo è
G(J ◦ A−1) in X∗ ×X∗∗.
Sia poi G(J ◦ A−1) massimale monotono e sia, per assurdo, S un insieme
monotono tale che G(A) ⊂ S ⊆ X × X∗; allora è immediato verificare che
l’insieme

S ′ = {(ϕ, Jx) : (x, ϕ) ∈ S}
è un insieme monotono tale che G(J ◦A−1) ⊂ S ′ ⊆ X∗×X∗∗, contro l’ipotesi.
Il viceversa è analogo.

Proposizione 7.7.5 Sia X uno spazio di Banach e sia A : X → P(X∗) una
multifunzione massimale monotona. Allora per ogni u ∈ X l’insieme A(u) è
convesso e chiuso per la topologia debole* di X∗.
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Dimostrazione Supporremo X reale, ma quando X è complesso il calcolo
è del tutto analogo. Sia u ∈ X e siano ϕ, ψ ∈ A(u). Se t ∈ ]0, 1[ , poniamo
ηt = (1− t)ϕ+ tψ e mostriamo che ηt ∈ A(u). Per ogni (v, ζ) ∈ G(A) si ha

〈ηt − ζ, u− v〉X = (1− t)〈ϕ− ζ, u− v〉X + t〈ψ − ζ, u− v〉X ≥ 0,

dunque (u, ηt) ∈ G(A) per l’osservazione 7.7.3; pertanto ηt ∈ A(u) e A(u) è
convesso.
Proviamo che A(u) è debolmente* chiuso in X∗. Sia ϕ /∈ A(u): per definizio-
ne si ha (u, ϕ) /∈ G(A), e per l’osservazione 7.7.3 deve esistere (v, ψ) ∈ G(A)
tale che

−ε = 〈ϕ− ψ, u− v〉X < 0.

Poniamo
U = {η ∈ X∗ : |〈η − ϕ, u− v〉X | < ε}.

L’insieme U è aperto nella topologia debole* di X∗, e se η ∈ U si ha

〈η − ψ, u− v〉X = 〈η − ϕ, u− v〉+ 〈ϕ− ψ, u− v〉X < ε− ε = 0.

Dunque (u, η) /∈ G(A) per ogni η ∈ U , ossia risulta U ∩A(u) = ∅. Ciò prova
che A(u)c è w∗-aperto, il che significa che A(u) è debolmente* chiuso.

Consideriamo ora multifunzioni ad un sol valore: questo corrisponde ad ope-
ratori A : D(A) ⊆ X → X∗, ove il dominio di A è l’insieme degli u ∈ X per
i quali la multifunzione corrispondente ad A assume “valore” A(u) 6= ∅.

Proposizione 7.7.6 Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia A : D(A) ⊆
X → X∗ un operatore monotono ed emicontinuo, ossia continuo sui sotto-
spazi mono-dimensionali rispetto alla topologia debole* di X∗. Se D(A) = X,
allora A è massimale monotono.

L’ipotesi di emicontinuità significa che per ogni u, v ∈ D(A) e w ∈ X la
funzione reale t 7→ 〈A(u+ tv), w〉X è continua.

Dimostrazione Sia (u, ϕ) ∈ X ×X∗ tale che

Re 〈ϕ− A(v), u− v〉X ≥ 0 ∀v ∈ X.

In virtù dell’osservazione 7.7.3, basterà provare che A(u) = ϕ. Scegliamo
v = u− tw, con t > 0 e w ∈ X: si ha

Re 〈ϕ− A(u− tw), tw〉X ≥ 0 ∀w ∈ X, ∀t > 0,
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e dividendo per t

Re 〈ϕ− A(u− tw), w〉X ≥ 0 ∀w ∈ X;

per t→ 0+ si deduce, grazie all’emicontinuità di A, che

Re 〈ϕ− A(u), w〉X ≥ 0 ∀w ∈ X,

e scrivendo −w in luogo di w si conclude che

Re 〈ϕ− A(u), w〉X = 0 ∀w ∈ X.

In modo analogo, scegliendo v = u− itw, si dimostra che

Im 〈ϕ− A(u), w〉X = 0 ∀w ∈ X.

Ne segue che ϕ = A(u).

Teorema 7.7.7 (di Minty) Sia X uno spazio di Hilbert e sia A : D(A) ⊆
X → X un operatore monotono. Allora A è massimale monotono se e solo
se l’operatore I + A è surgettivo, ove I : X → X è l’identità.

Questo risultato spiega l’importanza della proprietà di massimale monotonia:
essa garantisce la surgettività dell’operatore I + A e quindi la risolubilità di
equazioni della forma u+A(u) = g, con A massimale monotono e g assegna-
ta. Vedremo nel seguito che molti operatori che compaiono nelle applicazioni
sono in effetti massimali monotoni.

Dimostrazione (=⇒) Proveremo questa implicazione più avanti, come co-
rollario di un più generale teorema di Browder (corollario 7.9.7).

(⇐=) Sia R(I + A) = X. Vale il seguente

Lemma 7.7.8 Nelle ipotesi del teorema 7.7.7, sia I + A surgettivo; allora
per ogni µ > 0 l’operatore I + µA è bigettivo e l’inverso (I + µA)−1 è un
operatore non espansivo, ossia lipschitziano con costante uguale a 1.

Dimostrazione Se u, v ∈ D(A) si ha, grazie alla monotonia di A,

‖(I + µA)(u)− (I + µA)(v)‖2
X =

= ‖u− v‖2
X + µ2‖A(u)− A(v)‖2

X + 2Reµ〈A(u)− A(v), u− v〉X ≥
≥ ‖u− v‖2

X ;
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quindi I + µA è iniettivo per ogni µ > 0. In particolare, I + A è bigettivo e
(I +A)−1 è non espansivo. Sia ora µ > 1

2
: fissato w ∈ X, risolvere rispetto a

u l’equazione u + µA(u) = w equivale a trovare u ∈ D(A) tale che µA(u) =
w − u, ossia u+A(u) = u+ 1

µ
(w − u), ed infine (I +A)(u) = u+ 1

µ
(w − u).

Quindi si cerca u ∈ D(A) tale che

u = (I + A)−1

[
u+

1

µ
(w − u)

]
= Lw(u).

Dobbiamo dunque trovare un punto fisso u ∈ D(A) per l’operatore Lw , ove
w ∈ X è fissato. Dato che (I + A)−1 è non espansivo, risulta per u, v ∈ X

‖Lw(u)− Lw(v)‖X =

=

∥∥∥∥(I + A)−1

[
u+

1

µ
(w − u)

]
− (I + A)−1

[
v +

1

µ
(w − v)

]∥∥∥∥
X

≤

≤
∥∥∥∥[u+

1

µ
(w − u)

]
−
[
v +

1

µ
(w − v)

]∥∥∥∥
X

=

=

∣∣∣∣1− 1

µ

∣∣∣∣ ‖u− v‖X ;

poiché |1 − 1
µ
| < 1, l’operatore Lw è una contrazione nello spazio di Hilbert

X, con valori in D(A). Per il teorema delle contrazioni esiste un unico punto
fisso u ∈ D(A). Pertanto, per ogni w ∈ X vi è un unico u ∈ D(A) tale che
u+ µA(u) = w, ossia l’operatore I + µA è bigettivo per ogni µ > 1

2
.

Se ripetiamo questa argomentazione con I+λA al posto di I+A, ove λ > 1
2
,

otteniamo la bigettività di I + µA per ogni µ > λ
2
, e quindi per ogni µ > 1

4
.

Iterando questo procedimento, si ha la tesi del lemma per ogni µ > 2−n, con
n arbitrario, e dunque il lemma è provato.

Torniamo alla dimostrazione del teorema di Minty. Sia (u,w) ∈ X ×X tale
che

Re 〈w − A(v), u− v〉X ≥ 0 ∀v ∈ D(A);

poniamo vt = (I + A)−1(u+ w + tz), ove t > 0 e z ∈ X. Poiché

Re 〈w − A(vt), u− vt〉X ≥ 0, Re 〈u− vt, u− vt〉X = ‖u− vt‖2
X ≥ 0,

sommando si ha

Re 〈−tz, u− vt〉X = Re 〈w + u− A(vt)− vt, u− vt〉X ≥ 0,
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da cui, dividendo per t,

Re 〈z, u− (I + A)−1(u+ w + tz)〉X = 〈z, u− vt〉X ≤ 0,

e per t→ 0+

Re 〈z, u− (I + A)−1(u+ w)〉X ≤ 0 ∀z ∈ X.

Similmente, ponendo stavolta vt = (I + A)−1(u+ w + itz), si ottiene

Im 〈z, u− (I + A)−1(u+ w)〉X ≤ 0 ∀z ∈ X.

Per l’arbitrarietà di z, ciò implica u = (I +A)−1(u+ w), ovvero u+A(u) =
u+w, e dunque A(u) = w. Per l’osservazione 7.7.3 si conclude che l’operatore
A è massimale monotono.

Esercizi 7.7

1. Sia X uno spazio di Banach e sia A : X → P(X∗) una multifunzione
monotona. Provare che A−1 e λA (con λ > 0) sono monotone; provare
anche che sono monotone la chiusura di A, definita da

A(x) = chiusura debole di A(x) in X∗

e l’inviluppo convesso chiuso di A, cioè

co(A)(x) = co(A(x)).

2. Provare che ogni funzione f : R → R continua e crescente è un’appli-
cazione massimale monotona.

3. Sia f : R → R crescente. Si provi che la multifunzione f , definita da
f(x) = [f(x−), f(x+)] per ogni x ∈ R, è massimale monotona. Si provi
anche che ogni multifunzione massimale monotona g : R → P(R) è di
questo tipo.

4. Sia X uno spazio di Hilbert. Se J : X → X è una contrazione, si
verifichi che I + J è monotona, ove I è l’identità su X.
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5. Sia X uno spazio di Hilbert e sia A : X → X un operatore monotono.
Se A : L2(a, b;X)→ L2(a, b;X) è definito da

[A(u)](·) = A(u(·)) ∀u ∈ L2(a, b;X),

si provi che A è monotono.

6. Sia X uno spazio di Banach riflessivo, e sia A : X → P(X∗) una multi-
funzione monotona ed emicontinua, ossia tale che per ogni u, v ∈ X la
multifunzione t 7→ A(tu+(1− t)v), da [0, 1] in P(X∗), sia semicontinua
superiormente rispetto alla topologia debole di X. Supponiamo anche
che A(u) sia convesso e debolmente chiuso in X∗ per ogni u ∈ X. Si
provi che se (u, ϕ) ∈ D(A)×X∗ e se

Re 〈ϕ− ψ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ψ) ∈ D(A),

allora (u, ϕ) ∈ G(A).
[Traccia: supponendo ϕ /∈ A(u), si faccia uso del teorema di Hahn-
Banach (teorema 1.7.1).]

7. Sia X uno spazio di Banach riflessivo, e sia A : X → P(X∗) una
multifunzione monotona, emicontinua e tale che A(u) sia non vuoto,
convesso e chiuso in X∗ per ogni u ∈ X. Si provi che A è massimale
monotono.
[Traccia: utilizzare l’esercizio precedente.]

7.8 Alcune multifunzioni massimali monoto-

ne

Raggruppiamo in questo paragrafo alcuni esempi significativi di multifunzioni
o di operatori massimali monotoni.

Esempio 7.8.1 (applicazioni di dualità) Sia X uno spazio di Banach:
consideriamo l’applicazione di dualità introdotta nell’esempio 7.1.6 (2), che
è definita per ogni x ∈ X da

F (x) = {ϕ ∈ X∗ : 〈ϕ, x〉X = ‖x‖2
X = ‖ϕ‖2

X∗}.

Le proprietà elementari di questa multifunzione sono raggruppate nel seguen-
te
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Lemma 7.8.2 Sia X uno spazio di Banach (reale o complesso). L’applica-
zione di dualità F sopra definita verifica:

(i) F (x) è un convesso chiuso non vuoto di X∗ per ogni x ∈ X;

(ii) si ha F (αx) = αF (x) per ogni α ∈ C e per ogni x ∈ X;

(iii) F è monotona;

(iv) se X è riflessivo, allora
⋃
x∈X F (x) = X∗;

(v) se X è uno spazio di Hilbert, allora F (x) = {x} per ogni x ∈ X.

Dimostrazione (i) F (x) è ovviamente chiuso, ed è non vuoto in virtù del
teorema di Hahn-Banach. Proviamo la convessità: se ϕ, ψ ∈ F (x) e λ ∈ ]0, 1[ ,
allora

〈(1−λ)ϕ+λψ, x〉X = (1−λ)〈ϕ, x〉X+λ〈ψ, x〉X = (1−λ)‖x‖2
X+λ‖x‖2

X = ‖x‖2
X

da cui
‖(1− λ)ϕ+ λψ‖X∗ ≥ ‖x‖X ;

d’altronde

‖(1− λ)ϕ+ λψ‖X∗ ≤ (1− λ)‖ϕ‖X∗ + λ‖ψ‖X∗ = ‖x‖X ,

e dunque (1− λ)ϕ+ λψ ∈ F (x).

(ii) La tesi è conseguenza del fatto, di immediata verifica, che ϕ ∈ F (αx) se
e solo se (1/α)ϕ ∈ F (x).

(iii) Dobbiamo provare che

Re 〈ϕ− ψ, x− y〉X ≥ 0 ∀x, y ∈ X, ∀ϕ ∈ F (x), ∀ψ ∈ F (y).

In effetti, poiché 〈ϕ, x〉X = ‖x‖2
X = ‖ϕ‖2

X∗ e 〈ψ, y〉X = ‖y‖2
X = ‖ψ‖2

X∗ si ha

Re 〈ϕ− ψ, x− y〉X = Re (〈ϕ, x〉X − 〈ϕ, y〉X − 〈ψ, x〉X + 〈ψ, y〉X) ≥
≥ ‖x‖2

X − 2‖x‖X‖y‖X + ‖y‖2
X = (‖x‖X − ‖y‖X)2 ≥ 0.

(iv) Sia X riflessivo: fissato ϕ ∈ X∗, per il teorema di Hahn-Banach esiste
un elemento α ∈ X∗∗, che sarà della forma α = Jx con x ∈ X, tale che

〈ϕ, x〉X = 〈Jx, ϕ〉X∗ = ‖ϕ‖X , ‖x‖X = ‖Jx‖X∗∗ = 1.
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Ne segue che l’elemento y = tx, ove t = ‖ϕ‖X∗ , verifica

〈ϕ, y〉X = ‖ϕ‖2
X∗∗ = ‖y‖2

X ,

cioè ϕ ∈ F (y).

(v) Sia X uno spazio di Hilbert. Se x = 0, allora per definizione F (0) = {0}.
Se invece x 6= 0 e z, w ∈ F (x) ⊆ X∗ = X, si ha

〈z, x〉X = ‖z‖2
X = ‖x‖2

X = ‖w‖2
X = 〈w, x〉X 6= 0.

Quindi, essendo 2‖x‖2
X = 〈z+w, x〉X ≤ ‖z+w‖X‖x‖X , si deduce ‖z+w‖X ≥

2‖x‖X = ‖z‖X + ‖w‖X , ovvero ‖z + w‖X = ‖z‖X + ‖w‖X . Ciò implica che
esiste α > 0 tale che αw = z; dalla relazione α〈w, x〉X = 〈z, x〉H = 〈w, x〉H 6=
0 segue α = 1 e quindi w = z. Pertanto F (x) ha un solo elemento. Dato
che,ovviamente, x ∈ F (x), si conclude che F (x) = {x}.

Proposizione 7.8.3 Sia X uno spazio di Banach reale o complesso. L’ap-
plicazione di dualità F sopra definita è massimale monotona.

Dimostrazione Sia (x, ϕ) ∈ X ×X∗ tale che

Re 〈ϕ− ψ, x− y〉X ≥ 0 ∀y ∈ X, ∀ψ ∈ F (y),

e proviamo che ϕ ∈ F (x); dall’osservazione 7.7.3 seguirà che F è massimale
monotona.
Cominciamo col provare che ‖ϕ‖X∗ ≤ ‖x‖X . Sia {vn}n∈N una successione
di elementi di X tale che ‖vn‖X = 1 e 〈ϕ, vn〉X → ‖ϕ‖X∗ per n → ∞ (ed
in particolare Im〈ϕ, vn〉X → 0). Scegliamo nella disuguaglianza precedente
y = x+ tvn, con t > 0: poiché ‖ψ‖X∗ = ‖x+ tvn‖X e ‖vn‖X = 1 otteniamo

−tRe 〈ϕ, vn〉X = Re 〈ϕ, x− y〉X ≥ Re 〈ψ, x− y〉X =

= Re 〈ψ,−tvn〉X ≥ −t ‖x+ tvn‖X ,

da cui, dividendo per t,

Re 〈ϕ, vn〉X ≤ ‖x+ tvn‖X ∀t > 0.

Se t→ 0+ ricaviamo Re 〈ϕ, vn〉X ≤ ‖x‖X per ogni n ∈ N; infine per n→∞
si conclude che ‖ϕ‖X∗ ≤ ‖x‖X .
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Adesso mostriamo che Re 〈ϕ, x〉X = ‖x‖2
X e che quindi ‖x‖X ≤ ‖ϕ‖X∗ . Ciò

implicherà ϕ ∈ F (x) e dunque la tesi. Sappiamo che risulta

Re 〈ϕ, x〉X ≥ Re 〈ψ, x〉X + Re 〈ϕ, y〉X − ‖y‖2
X ∀y ∈ X, ∀ψ ∈ F (y).

Scegliamo y = λx, con λ ∈ R: allora essendo ψ ∈ F (λx) = λF (x), sarà
ψ = λη con η ∈ F (x). Quindi 〈ψ, x〉X = λ〈η, x〉X = λ‖x‖2

X e pertanto

Re 〈ϕ, x〉X ≥ λ‖x‖2
X + λRe 〈ϕ, x〉X − λ2‖x‖2

X ∀λ ∈ R.

Se λ 6= 1, dividendo per 1− λ otteniamo

Re 〈ϕ, x〉X ≥ λ‖x‖2
X ∀λ < 1, Re 〈ϕ, x〉X ≤ λ‖x‖2

X ∀λ > 1.

Al limite rispettivamente per λ→ 1− e per λ→ 1+ deduciamo Re 〈ϕ, x〉X =
‖x‖2

X , il che è quanto si voleva.

Esempio 7.8.4 (derivata seconda) Sia A l’operatore u 7→ −u′′, definito
sullo spazio di Hilbert X = L2(a, b), con dominio

D(A) = {u ∈ C1[a, b] : u′ ∈ AC[a, b], u′′ ∈ L2(a, b), u(a) = u(b) = 0}

(ma funzionano altrettanto bene le condizioni u′(a) = u′(b) = 0, oppure
u(a) = u′(b) = 0, oppure u′(a) = u(b) = 0).
Verifichiamo che A è monotono: se u ∈ D(A), integrando per parti (il che è
lecito, dato che u e u′ sono assolutamente continue) si ha

〈Au, u〉X =

∫ b

a

(−u′′)u dx = −[u′u]ba +

∫ b

a

|u′|2 dx =

∫ b

a

|u′|2 dx ≥ 0,

ed essendo A lineare, la monotonia è provata.
Verifichiamo che A è massimale monotono: per il teorema di Minty, basta
provare che R(I + A) = L2(a, b). Ed infatti, se f ∈ L2(a, b) il problema{

−u′′ + u = f in [a, b]
u(a) = u(b) = 0

ha l’unica soluzione

u(x) =

∫ b
a

sinh(b− s) f(s) ds

sinh(b− a)
sinh(x− a)−

∫ x

a

sinh(x− s) f(s) ds.
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Esempio 7.8.5 (derivata prima) Sia H uno spazio di Hilbert, che iden-
tificheremo, al solito, con il suo duale H∗, e poniamo, per un fissato T >
0,

X = L2(0, T ;H)

(si veda il paragrafo 3.1). Esso è uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

〈f, g〉X =

∫ b

a

〈f(t), g(t)〉H dt ∀f, g ∈ X.

Nel lemma che segue vengono dimostrate alcune proprietà importanti per il
seguito.

Lemma 7.8.6 Sia H uno spazio di Hilbert. Fissato T > 0, sia X =
L2(0, T ;H) e sia Y lo spazio costituito da tutte le funzioni u : [0, T ] → H
appartenenti a X, tali che u è derivabile q.o. in [0, T ], u′ ∈ X, e vale la
formula

u(t)− u(s) =

∫ t

s

u′(τ) dτ ∀s, t ∈ [0, T ].

Allora:

(i) Y è uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

〈u, v〉Y = 〈u, v〉X + 〈u′, v′〉X ;

(ii) C1([0, T ], H) è denso in Y ;

(iii) Y è incluso con continuità in C([0, T ], H);

(iv) vale la formula di integrazione per parti

〈u(t), v(t)〉H − 〈u(s), v(s)〉H =

=

∫ t

s

[〈u′(r), v(r)〉H + 〈v′(r), u(r)〉)H ] dr ∀u, v ∈ Y.

Dimostrazione (i) Anzitutto, lo spazio Y non si riduce a {0}, dato che
contiene le funzioni costanti f(t) ≡ v, con v ∈ H. Sia {un} una successione
di Cauchy in Y : poiché X è completo, esistono u, v ∈ X tali che

un → u in L2(0, T ;H), u′n → v in L2(0, T : H).
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Per la continuità del prodotto scalare, per ogni ϕ ∈ C∞0 (]0, T [, H) si ha

d

dt
〈un(t), ϕ(t)〉H = 〈u′n(t), ϕ(t)〉H + 〈un(t), ϕ′(t)〉H q.o. in [0, T ],

da cui, integrando,∫ T

0

〈u′n(t), ϕ(t)〉H dt = −
∫ T

0

〈un(t), ϕ′(t)〉H dt

e per n→∞∫ T

0

〈v(t), ϕ(t)〉H dt+

∫ T

0

〈u(t), ϕ′(t)〉H dt = 0 ∀ϕ ∈ C(]0, T [, H).

Utilizzando un’opportuna generalizzazione del lemma 4.2.3 (esercizio 7.8.1),
si deduce che

∃u′(t) = v(t) q.o. in [0, T ],

e ciò prova che u ∈ Y e che un → u in Y ; quindi Y è completo.

(ii) Sia u ∈ Y ; estendiamo la u fuori di [0, T ] in modo qualunque, ad esempio
ponendola uguale a 0 fuori di [0, T ]. Sia ϕ ∈ C∞0 (R) una funzione non

negativa, nulla fuori di [−1, 1] e tale che
∫ 1

−1
ϕ(t) dt = 1; poniamo per ε > 0:

uε(t) =

∫
R
u(t− εσ)ϕ(σ) dσ =

1

ε

∫
R
u(s)ϕ

(
t− s
ε

)
ds, t ∈ [0, T ].

Le funzioni uε sono in C1([0, T ], H) con

u′ε(t) =
1

ε2

∫
R
u(s)ϕ′

(
t− s
ε

)
ds =

=
1

ε

∫
R
u′(s)ϕ

(
t− s
ε

)
ds =

∫
R
u′(t− εσ)ϕ(σ) dσ ∀t ∈ [0, T ].
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Si ha allora

‖uε − u‖2
X =

∫ T

0

∥∥∥∥1

ε

∫
R
[u(s)− u(t)] ϕ

(
t− s
ε

)
ds

∥∥∥∥2

H

dt ≤

≤
∫ T

0

{∫
R
‖u(s)− u(t)‖H

[
1

ε
ϕ

(
t− s
ε

)] 1
2

+ 1
2

ds

}2

dt ≤

≤
∫ T

0

[∫
R
‖u(s)− u(t)‖2

H

1

ε
ϕ

(
t− s
ε

)
ds

] [∫
R

1

ε
ϕ

(
t− s
ε

)
ds

]
dt =

=

∫ T

0

∫
R
‖u(t− εσ)− u(t)‖2

H ϕ(σ) dσdt =

=

∫ 1

−1

∫ T

0

‖u(t− εσ)− u(t)‖2
H dt ϕ(σ) dσ,

e quando ε → 0+ risulta uε → u in virtù della continuità in L2 delle trasla-
zioni e del teorema di Lebesgue.
In modo del tutto analogo,

‖u′ε − u′‖2
H ≤

∫ 1

−1

∫ T

0

‖u′(t− εσ)− u′(t)‖2
H dt ϕ(σ) dσ → 0 per ε→ 0+.

Ciò prova che C1([0, T ], H) è denso in Y .

(iii) Sia u ∈ C1([0, T ], H) e sia t0 ∈ [0, T ] un punto di minimo per ‖u(·)‖H ,
cosicché

‖u(t0)‖H ≤
1

T

∫ T

0

‖u(s)‖H ds.

Allora si ha per ogni t ∈ [0, T ]

‖u(t)‖2
H = ‖u(t0)‖2

H +

∫ t

t0

d

ds
‖u(s)‖2

H ds =

= ‖u(t0)‖2
H + 2

∫ t

t0

〈u′(s), u(s)〉H ds ≤

≤
[

1

T

∫ T

0

‖u(s)‖H ds
]2

+ 2‖u′‖X‖u‖X ≤

≤ 1

T 2
‖u‖2

X + 2‖u′‖X‖u‖X ≤ cT‖u‖2
Y ,
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da cui
‖u‖C([0,T ],H) ≤ cT‖u‖Y ∀u ∈ C1([0, T ], H).

Questa stima, in virtù della densità (già provata) di C1([0, T ], H) in Y ,
si estende a tutte le funzioni u ∈ Y , mostrando cos̀ı che Y è incluso in
C([0, T ], H) e che tale inclusione è continua.

(iv) La formula di integrazione per parti vale quando u, v ∈ C1([0, T ], H):
infatti

〈u(t), v(t)〉H − 〈u(s), v(s)〉H =

=

∫ t

s

d

dr
〈u(r), v(r)〉H dr =

∫ t

s

[〈u′(r), v(r)〉H + 〈u(r), v′(r)〈H ] dr;

dato che C1([0, T ], H) è denso in Y , e che Y è immerso con continuità in
C([0, T ], H), si ottiene che C1([0, T ], H) è anche denso nello spazio Y munito
della norma di C([0, T ], H). Quindi la formula precedente si estende per den-
sità a tutte le funzioni u, v ∈ Y . Il lemma 7.8.6 è completamente dimostrato.

Dopo tutte queste premesse, definiamo finalmente il dominio dell’operatore
derivata prima d

dx
. Abbiamo due opzioni:

D(L1) = {u ∈ Y : u(0) = 0}, L1u = u′ ∀u ∈ D(L1);

D(L2) = {u ∈ Y : u(0) = u(T )}, L2u = u′ ∀u ∈ D(L2).

Proposizione 7.8.7 Sotto le ipotesi del lemma 7.8.6, per i = 1, 2 gli opera-
tori Li : D(Li) ⊂ X → X∗ sopra definiti sono massimali monotoni.

Dimostrazione Ovviamente, Li è lineare; inoltre se u ∈ D(Li) si ha

〈Liu, u〉X =

∫ T

0

〈u′(t), u(t)〉H dt =
1

2

∫ T

0

d

dt
‖u(t)‖2

H dt =

=
1

2

[
‖u(T )‖2

H − ‖u(0)‖2
H

]
≥ 0,

e ciò prova la monotonia di Li, i = 1, 2.
Proviamo che Li è massimale monotono: in virtù del teorema di Minty (teo-
rema 7.7.7) basterà provare che l’equazione u+Liu = f ha soluzione per ogni
f ∈ L2(0, T ;H). Tale equazione equivale a uno dei due problemi di Cauchy{

u+ u′ = f in [0, T ]
u(0) = 0,

oppure

{
u+ u′ = f in [0, T ]
u(0) = u(T ).
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Tali problemi hanno rispettivamente le soluzioni

u1(t) =

∫ t

0

e−(t−s)f(s) ds,

u2(t) =
e−t

1− e−T

∫ T

0

e−(T−s)f(s) ds+

∫ t

0

e−(t−s)f(s) ds,

il che prova la massimale monotonia di L1 e L2.

Esempio 7.8.8 (sottodifferenziale) Il sottodifferenziale di una funzione
f : X → R, ove X è uno spazio di Banach, è una multifunzione ∂f : X →
P(X∗). Se f è convessa, a valori in ]−∞,+∞], semicontinua inferiormente
e propria, tale multifunzione è massimale monotona, come vedremo. Questo
fatto è vero per qualunque spazio di Banach, ma per semplicità ci limiteremo
a considerare il caso più facile in cui X è uno spazio di Hilbert.

Teorema 7.8.9 (di Rockafellar) Sia X uno spazio di Hilbert e sia f :
X → ]−∞,+∞] una funzione convessa, semicontinua inferiormente e pro-
pria. Allora ∂f : X → P(X∗) è massimale monotono ed inoltre il suo
dominio verifica D(∂f) = D(f).

Dimostrazione Come anticipato nell’osservazione 5.2.6, ∂f è monotono.
Proviamo adesso che R(I + α∂f) = X per ogni α > 0. Questo non implica
ancora la tesi: infatti il teorema di Minty (teorema 7.7.7) è applicabile solo
alle funzioni; tuttavia questa proprietà ci servirà nel corso della dimostrazio-
ne.
Sia y un arbitrario punto di X: fissato α > 0, consideriamo la funzione

gα,y(x) = f(x) +
1

2α
‖x− y‖2

X , x ∈ X,

già introdotta nel paragrafo 5.3. Per il lemma 5.3.1, essa ha un unico punto
di minimo x0 ∈ X, e si ha 1

α
(y − x0) ∈ ∂f(x0); ciò significa

y ∈ (I + α∂f)(x0),

che è quanto si voleva.
Proviamo che ∂f è massimale monotono. Siano u,w ∈ X tali che

〈w − x, u− v〉X ≥ 0 ∀v ∈ D(∂f), ∀x ∈ ∂f(v);
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se proveremo che u ∈ D(∂f) e che w ∈ ∂f(u), avremo dimostrato la tesi in
virtù dell’osservazione 7.7.3.
Consideriamo, per t > 0 e z ∈ X fissati, l’elemento u + w + tz ∈ X: poiché
R(I + ∂f) = X, esiste vt ∈ D(∂f) tale che

u+ w + tz ∈ (I + ∂f)(vt);

in altri termini possiamo scrivere

u+ w + tz = vt + ξt, ξt ∈ ∂f(vt).

Ora osserviamo che, per come sono stati scelti u,w,

−〈tz, u− vt〉X = 〈u− vt + w − ξt, u− vt〉X =

= ‖u− vt‖2
X + 〈w − ξt, u− vt〉X ≥ ‖u− vt‖2

X ≥ 0,

il che implica, intanto, ‖u− vt‖X ≤ t‖z‖X e quindi vt → u per t→ 0+.
Inoltre, applicando nuovamente la proprietà R(I+∂f) = X, esiste v ∈ D(∂f)
tale che u+ w ∈ (I + ∂f)(v), cioè

u+ w − v ∈ ∂f(v).

Dimostriamo adesso il seguente facile

Lemma 7.8.10 Nelle ipotesi del teorema 7.8.9, siano w, v ∈ D(∂f): allora

‖w − v‖2
X ≤ ‖w − v + µ(x− y)‖2

X ∀µ > 0, ∀x ∈ ∂f(w), ∀y ∈ ∂f(v).

Dimostrazione Basta osservare che

‖w−v+µ(x−y)‖2
X = ‖w−v‖2

X+µ2‖x−y‖2
X+2µ 〈w−v, x−y〉X ≥ ‖w−v‖2

X .

Scegliamo nel lemma

µ = 1, w = vt, x = u+ w + tz − vt, y = u+ w − v;

si ottiene

‖vt − v‖2
X ≤ ‖vt − v + (u+ w + tz − vt)− (u+ w − v)‖2

X = t2‖z‖2
X

da cui vt → v per t→ 0+. Ma allora u = v, cioè

w ∈ ∂f(u).

Ciò dimostra che ∂f è massimale monotono.
Infine, la relazione D(∂f) = D(f) è stata dimostrata nell’osservazione 5.3.4.
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Esercizi 7.8

1. Sia H uno spazio di Hilbert e siano u ∈ Lp(0, T ;H) e v ∈ Lq(0, T ;H)
(1
p

+ 1
q

= 1). Se risulta∫ T

0

[〈ϕ′(t), u(t)〉H + 〈v(t), ϕ(t)〉H ] dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (]0, T [, H),

si provi che u è derivabile q.o. a valori in H e che u′ = v q.o. in [0, T ].

2. Sia H uno spazio di Hilbert e sia K un convesso chiuso non vuoto
contenuto in H. Detta IK la funzione indicatrice di K, introdotta nel
capitolo 2, si provi che

(I + ∂IK)−1(v) = {PK(v)} ∀v ∈ H,

ove PK è la proiezione sul convesso K.

7.9 Inclusioni funzionali

Sia X uno spazio di Banach, sia K ⊆ X un convesso chiuso non vuoto e
siano A,B : K → P(X∗) due multifunzioni, con A massimale monotona. La
multifunzione B rappresenta una “perturbazione” di A. Fissato un elemento
b ∈ X∗, vogliamo studiare l’ inclusione funzionale{

u ∈ K
b ∈ A(u) +B(u).

ove u è l’incognita. Il senso di questa scrittura è il seguente: si cerca un
elemento u ∈ K tale che il funzionale b si possa scrivere come b = v + w,
con v ∈ A(u) e w ∈ B(u). Gli esempi che seguono forniscono alcune delle
numerose motivazioni che inducono a questo studio.

Esempio 7.9.1 (equazioni integrali) Un’equazione integrale della forma

u(x) +

∫
Ω

k(x, y)f(y, u(y)) dy = g(x), x ∈ Ω,

ove Ω è un aperto di Rn e g ∈ Lp(Ω) è una funzione assegnata, si può mettere
nella forma astratta seguente:

u+KF (u) = g,
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dove F (u) = f(·, u(·)), Kv =
∫

Ω
k(·, y)v(y) dy. Utilizzando la multifunzione

K−1, si può scrivere anche

F (u) ∈ K−1(g − u),

ovvero
0 ∈ K−1(g − u)− F (u).

Questa è un’inclusione funzionale che rientra nel nostro schema.

Esempio 7.9.2 (equazioni di evoluzione del 1o ordine) Si considerino
i problemi {

u′ +B(u) = f
u(0) = 0,

{
u′ +B(u) = f
u(0) = u(T ),

dove B è un operatore, lineare o no, di Lp(0, T ;X) in sé, ed f è un fissato
elemento di Lp(0, T ;X) (X è uno spazio di Banach). Utilizzando i risultati
dell’esempio 7.8.5, i due problemi si riscrivono cos̀ı:

f = Liu+B(u), i = 1, 2,

e questo è un caso particolare della nostra inclusione funzionale.

Esempio 7.9.3 (problemi di minimo) Il problema di minimizzare una
funzione f : X → R, ove X è uno spazio di Banach, equivale per la
proposizione 5.1.8 alla condizione

0 ∈ ∂f(u),

che è ancora un’inclusione funzionale.

Esempio 7.9.4 (disequazioni variazionali) Se X è uno spazio di Ba-
nach, B : X → X∗ è un operatore (lineare o no) e ϕ ∈ X∗, la disequazione
variazionale sul convesso chiuso K ⊆ X{

u ∈ K,
〈B(u)− ϕ, v − u〉X ≥ 0 ∀v ∈ K

si traduce, in virtù dell’osservazione 6.3.7, nell’inclusione funzionale

ϕ ∈ ∂IK(u) +B(u) se K ⊂ X,
ϕ = B(u) se K = X.
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Più in generale, se ψ : X → ]−∞,+∞] è una funzione convessa, semicontinua
inferiormente e propria, la disequazione variazionale

〈B(u)− ϕ, v − u〉X + ψ(v)− ψ(u) ≥ 0 ∀v ∈ X

equivale all’inclusione funzionale

ϕ ∈ ∂ψ(u) +B(u).

Nella teoria delle inclusioni funzionali è di fondamentale importanza il se-
guente risultato:

Teorema 7.9.5 (di Browder) Sia X uno spazio di Banach riflessivo, e sia
b ∈ X∗. Supponiamo che:

(i) K ⊆ X sia un convesso chiuso non vuoto;

(ii) A : K → P(X∗) sia una multifunzione massimale monotona;

(iii) B : K → X∗ sia un’applicazione limitata (ossia trasforma limitati in
limitati), demicontinua (ossia debolmente continua sui sottospazi finito-
dimensionali) e monotona;

(iv) nel caso che K sia illimitato, esistano u0 ∈ D(A), ϕ0 ∈ A(u0), r > 0
tali che

〈B(u) + ϕ0, u− u0〉X > 〈b, u− u0〉X ∀u ∈ K con ‖u‖X > r.

Allora esiste u ∈ D(A) che verifica l’inclusione funzionale b ∈ A(u) +B(u).

Prima di dimostrare il teorema, segnaliamo i seguenti corollari di dimostra-
zione immediata.

Corollario 7.9.6 Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Supponiamo vere
le ipotesi (i), (ii) e (iii) del teorema 7.9.5; supponiamo poi che, nel caso che
K sia illimitato, esista u0 ∈ D(A) tale che

〈B(u), u− u0〉X
‖u‖X

→ +∞ per u ∈ K, ‖u‖X → +∞.

Allora R(A+B) = X∗.
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Corollario 7.9.7 Sia X uno spazio di Hilbert e sia A : X → P(X) una
multifunzione massimale monotona. Allora R(I + A) = X.

Si noti che in particolare il corollario 7.9.7 dimostra la seconda implicazione
del teorema 7.7.7.

Dimostrazione del teorema 7.9.5 Cominciamo con alcune osservazio-
ni preliminari. Anzitutto, come è naturale aspettarsi, si ha D(A) 6= ∅:
altrimenti avremmo G(A) = ∅, cosicché definendo ad esempio

A(x) =

{
{0} se x = 0
∅ se x 6= 0,

la multifunzione A sarebbe un’estensione propria e monotona di A, contrad-
dicendo la massimale monotonia di A.
Inoltre possiamo supporre che risulti u0 = 0 e ϕ0 = 0, ossia:

(a) che 0 ∈ D(A) e 0 ∈ A(0);

(b) che se K è illimitato la proprietà (iv) sia vera per u0 = 0 e ϕ = 0.

Infatti nessuna di queste due richieste è restrittiva: l’inclusione funzionale

u ∈ K, b ∈ A(u) +B(u)

equivale, posto v = u− u0, all’inclusione funzionale

v ∈ K − u0, b ∈ A(v + u0)− ϕ0 +B(v + u0) + ϕ0.

Ne segue che, definendo A(v) = A(v + u0)− ϕ0 e B(v) = B(v + u0) + ϕ0 , le
multifunzioni A e B verificano le ipotesi del teorema con K, u0 e ϕ0 rimpiaz-
zati rispettivamente da K − u0, 0 ∈ X e 0 ∈ X∗; inoltre 0 ∈ A(0). Quindi
valgono (a) e (b). Supporremo pertanto nel seguito che u0 = 0 ∈ D(A) con
ϕ0 = 0 ∈ A(0) ∩K.
La dimostrazione vera e propria è alquanto articolata e si divide in vari passi.

1o passo: conversione dell’inclusione funzionale in una disequazione varia-
zionale equivalente.

Proviamo che per un elemento u ∈ K si ha{
u ∈ D(A)
b ∈ A(u) +B(u)

⇐⇒
{
u ∈ K
〈b−B(u)− ϕ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ G(A).
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Infatti, se vale l’inclusione funzionale allora (u, b−B(u)) ∈ G(A) e quindi, per
monotonia, si ottiene la disequazione variazionale; viceversa, dalla validità
di quest’ultima segue che (v, b−B(u)) è un elemento di X ×X∗ che verifica
la condizione dell’osservazione 7.7.3: dato che A è massimale monotona, si
deduce (u, b−B(u)) ∈ G(A), cosicché concludiamo che u verifica l’inclusione
funzionale.

2o passo: stima a priori per le soluzioni della disequazione variazionale.

Se K è limitato non c’è niente da dimostrare: K sarà incluso in una palla di
centro 0 e raggio r e quindi se u risolve la disequazione variazionale risulterà
‖u‖X ≤ r.
Se K è illimitato e u ∈ K è soluzione, allora poiché (0, 0) ∈ G(A) si ha

〈b−B(u), u〉X ≥ 0.

D’altra parte l’ipotesi (iv) dice che esiste r > 0 per cui

〈b−B(u), u〉X < 0 per u ∈ K, ‖u‖X > r;

dunque deve essere ‖u‖X ≤ r.

3o passo: risoluzione della disequazione variazionale in dimensione finita.

Sia V l’insieme di tutti i sottospazi finito-dimensionali di X. Sia Y ∈ V , e
consideriamo la disequazione variazionale

uY ∈ K ∩ Y, 〈b−B(uY )− ϕ, uY − v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ G(A) con v ∈ Y.

Per R > 0 e Y ∈ V , poniamo

KR = {v ∈ K ∩ Y : ‖v‖X ≤ R}, GR = {(v, ϕ) ∈ G(A) : v ∈ KR},

e studiamo la disequazione variazionale in KR :

uR ∈ KR , 〈b−B(uR)− ϕ, uR − v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ GR .

Poiché KR è un convesso chiuso di Y e Y ha dimensione finita, questa
disequazione variazionale ha soluzione uR ∈ KR in virtù del lemma che segue.

Lemma 7.9.8 Sia X uno spazio di Banach, sia K un convesso compatto non
vuoto di X; siano poi M ⊆ K × X∗ un insieme monotono e T : K → X∗

un’applicazione w-continua. Allora esiste u ∈ K che risolve la disequazione
variazionale

〈T (u)− f, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, f) ∈M.
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Dimostrazione Supponiamo per assurdo che non vi sia alcuna soluzione in
K: allora per (v, f) ∈M poniamo

U(v, f) = {u ∈ K : 〈T (u)− f, u− v〉X < 0}.

L’insieme U(v, f) è aperto in K: infatti K \ U(v, f) è chiuso, come segue
facilmente dalla w-continuità di T . Inoltre, poiché nessun u ∈ K risolve la
disequazione variazionale, si ha

K =
⋃

(v,f)∈M

U(v, f);

per compattezza, esistono (vi , fi) ∈M , i = 1, . . . ,m, tali che

K =
m⋃
i=1

U(vi , fi).

Sia {βi}1≤i≤m una partizione dell’unità associata al ricoprimento {U(vi , fi)}.
Poniamo K1 = co{v1, . . . , vm} e definiamo

p : K1 → K1 , p(u) =
m∑
j=1

βj(u)vj ∀u ∈ K1,

q : K1 → X∗, q(u) =
m∑
i=1

βi(u)fi ∀u ∈ K1.

Dato che p è continua, per il teorema di Brouwer esiste u ∈ K1 ⊆ K tale che
p(u) = u. Definiamo le quantità

∆ij = 〈T (u)− fi, u− vj〉X ;

dalla monotonia di M si ha

∆ij + ∆ji = 〈T (u)− fi, u− vj〉X + 〈T (u)− fj, u− vi〉X =

= ∆jj + 〈fj − fi, u− vj〉X + ∆ii + 〈fi − fj, u− vi〉X =

= ∆jj + ∆ii + 〈fj − fi, vi − vj〉X ≤ ∆jj + ∆ii .
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Ne segue

0 = 〈T (u)− q(u), u− p(u)〉X =

=
m∑

i,j=1

〈βi(u)(T (u)− fi), βj(u)(u− vj)〉X =

=
m∑

i,j=1

βi(u)βj(u)∆ij =
m∑

i,j=1

βi(u)βj(u)
∆ij + ∆ji

2
≤

≤
m∑

i,j=1

βi(u)βj(u)
∆jj + ∆ii

2
.

D’altra parte, se βi(u)βj(u) > 0 allora u ∈ U(vi , fi) ∩ U(vj , fj) e quindi
∆jj < 0, ∆ii < 0: ne segue che gli addendi non nulli di questa somma sono
negativi e, visto che u ∈ K, essi non sono tutti nulli. Ciò è assurdo.

Applicando il lemma precedente, come già osservato si ha che per ogni R > 0
la disequazione variazionale

uR ∈ KR , 〈b−B(uR)− ϕ, uR − v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ GR

ha soluzione. Sia SR l’insieme delle soluzioni:

SR = {u ∈ KR : 〈b−B(u)− ϕ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ GR}.

Oltre che non vuoto, SR è limitato: infatti per ogni u ∈ SR si ha necessa-
riamente ‖u‖X ≤ r (altrimenti, per l’ipotesi (iv), scegliendo (v, ϕ) = (0, 0)
avremmo 〈b − B(u), u〉X < 0, in contraddizione con la disequazione varia-
zionale). Poiché B è demicontinuo, SR è chiuso; dato che dimY < ∞, SR è
compatto. Inoltre

r ≤ R < R′ =⇒ GR ⊆ GR′ =⇒ SR ⊇ SR′ ,

cosicché {SR}R≥r è una famiglia di compatti che ha la proprietà dell’interse-
zione finita. Pertanto

∃uY ∈
⋂
R≥r

SR ;

di conseguenza uY ∈ K e

〈b−B(uY )− ϕ, uY − v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ GR , ∀R ≥ r.
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Quindi uY è soluzione della disequazione variazionale in Y . Si noti che
‖uY ‖X ≤ r per ogni Y ∈ V .

4o passo: passaggio al limite quando Y “invade” X.

Per Z ∈ V definiamo

MZ = {(u,B(u)) ∈ K ×X∗ : ∃Y ∈ V , Y ⊇ Z tale che

〈b−B(u)− ϕ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ϕ) ∈ G(A) con v ∈ Y }.

Osserviamo che se Z,W ∈ V e Z ⊆ W , allora per definizione MZ ⊇ MW .
Proveremo che

∃(u, ϕ) ∈
⋂
Z∈V

MZ
w

(ove MZ
w

è la chiusura debole di MZ), e che il corrispondente u risolve la
disequazione variazionale originaria.
Poiché l’operatore B è limitato, se (u,B(u)) ∈MZ si ha ‖u‖X ≤ r e dunque
‖B(u)‖X∗ ≤ Kr , con Kr costante opportuna; quindi esiste una palla chiusa
S ⊂ X ×X∗ tale che ⋃

Z∈V

MZ ⊆ S.

Poiché X è riflessivo, tali sono X∗ e X×X∗; quindi S è debolmente compat-
ta. Essendo MZ

w
debolmente chiuso e contenuto in S, MZ

w
è debolmente

compatto e ⋃
Z∈V

MZ
w ⊆ S.

Siano ora Z1, . . . , Zm ∈ V : posto W = [{Z1, . . . , Zm}] (il minimo sottospazio
contenente gli Zi), avremo MW ⊆

⋂m
i=1MZi , da cui

MW
w ⊆

m⋂
i=1

MZi

w

⊆
m⋂
i=1

MZi

w
.

Quindi, per la proprietà dell’intersezione finita, esiste (u, ϕ) ∈
⋂
Z∈VMZ

w
.

5o passo: alcuni lemmi ausiliari.

Lemma 7.9.9 Nelle ipotesi del teorema 7.9.5, se (u, ϕ) ∈
⋂
Z∈VMZ

w
allora

per ogni Z ∈ V esiste una successione {(un, B(un))} ⊆ MZ tale che un ⇀ u
in X e B(un) ⇀ ϕ in X∗. In particolare, u ∈ K.
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Dimostrazione Poiché MZ è limitato in K × X∗, la sua chiusura debole
coincide con la sua chiusura debole sequenziale in virtù del lemma 1.6.10. Ne
segue la tesi.

Lemma 7.9.10 Nelle ipotesi del teorema 7.9.5, sia (u, ϕ) ∈
⋂
Z∈VMZ

w
;

allora esiste (v, ψ) ∈ G(A) tale che

〈b− ϕ− ψ, u− v〉X ≤ 0.

Dimostrazione Altrimenti avremmo 〈b − ϕ − ψ, u − v〉X > 0 per ogni
(v, ψ) ∈ G(A); quindi otterremmo u ∈ D(A) e b − ϕ ∈ A(u) per la mas-
simale monotonia di A. Ma allora, scelti v = u e ψ = b − ϕ, dedurremmo
0 > 0.

Lemma 7.9.11 Sia X uno spazio di Banach, sia K ⊆ X un convesso chiuso
non vuoto e sia B : K → X∗ un operatore monotono ed emicontinuo (ossia
debolmente continuo sulle rette). Allora B è pseudomonotono, cioè verifica
la proprietà seguente:

{un} ⊆ K, un ⇀ u, lim sup
n→∞

〈B(un), un − u〉X ≤ 0 =⇒

=⇒ 〈B(u), u− v〉X ≤ lim inf
n→∞

〈B(un), un − v〉X ∀v ∈ K.

Dimostrazione Sia {un} ⊆ K tale che

un ⇀ u in X, lim sup
n→∞

〈B(un), un − u〉X ≤ 0.

Per monotonia

〈B(u), un − u〉X ≤ 〈B(un), un − u〉X ∀n ∈ N,

e poiché un ⇀ u si deduce

lim
n→∞
〈B(un), un − u〉X = 0.

Ancora per monotonia,

〈B(v), un − v〉X ≤ 〈B(un), un − v〉X ∀n ∈ N, ∀v ∈ K,

e per n→∞

〈B(v), u− v〉X ≤ lim inf
n→∞

〈B(un), un − v〉X ∀v ∈ K.
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Adesso, fissato w ∈ K, scegliamo v = u+ λ(w − u), con λ ∈ ]0, 1]: si trova

〈B(u+ λ(w − u)), λ(u− w)〉X ≤
≤ lim inf

n→∞
[〈B(un), un − u〉X + λ〈B(un), u− w〉X ] =

= λ lim inf
n→∞

〈B(un), u− w〉X =

= λ lim
n→∞
〈B(un), u− un〉X + λ lim inf

n→∞
〈B(un), un − w〉X =

= λ lim inf
n→∞

〈B(un), un − w〉X .

Dividendo per λ e usando l’emicontinuità di B, si deduce per λ→ 0+

〈B(u), u− w〉X ≤ lim inf
n→∞

〈B(un), un − w〉X ∀w ∈ K,

e ciò prova la tesi.

6o passo: calcolo finale.

Sia (u, ϕ) ∈
⋂
Z∈VMZ

w
. Per il lemma 7.9.10, esiste (v, ψ) ∈ G(A) tale che

〈b− ϕ− ψ, u− v〉X ≤ 0.

Sia Y ∈ V tale che v ∈ Y . Dimostreremo che

〈b−B(u)− ψ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ψ) ∈ G(A) con v ∈ Y ;

per l’arbitrarietà di Y , ciò proverà che u è soluzione della disequazione va-
riazionale originaria.
Per il lemma 7.9.9, esiste {(un, B(un))} ⊆ MY tale che un ⇀ u in X e
B(un) ⇀ ϕ in X∗; si ha, per definizione di MY ,

〈b−B(un)− ψ, un − v〉X ≥ 0 ∀(v, ψ) ∈ G(A) con v ∈ Y.

Scriviamo questa relazione nella forma

〈B(un), un − u〉X ≤ 〈ψ − b, v − un〉X + 〈B(un), v − u〉X
∀(v, ψ) ∈ G(A) con v ∈ Y.

Scelto (v, ψ) = (v, ψ), si trova per n→∞

lim sup
n→∞

〈B(un), un − u〉X ≤

≤ 〈ψ − b, v − u〉X + 〈ϕ, v − u〉X = 〈b− ϕ− ψ, u− v〉X ≤ 0.

285



Dal lemma 7.9.10 deduciamo che B è pseudomonotono; quindi

〈B(u), u− v〉X ≤ lim inf
n→∞

〈B(un), un − v〉X ∀v ∈ K ∩ Y,

e dunque, usando la disequazione variazionale verificata da un , otteniamo
per ogni (v, ψ) ∈ G(A) con v ∈ Y

〈B(u), u− v〉X ≤ lim inf
n→∞

〈b− ψ, un − v〉X = 〈b− ψ, u− v〉X .

Pertanto

〈b−B(u)− ψ, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, ψ) ∈ G(A) con v ∈ Y, ∀Y ∈ V ,

cioè la tesi. Il teorema 7.9.5 è cos̀ı provato.

Esercizi 7.9

1. Sia X uno spazio di Banach. Se B : X → X∗ è monotono ed emicon-
tinuo, si provi che B è pseudomonotono.

2. Sia X uno spazio di Banach. Se B : X → X∗ è tale che

xn ⇀ x in X =⇒ B(xn)→ B(x) in X∗,

si provi che B è pseudomonotono.

3. Sia X uno spazio finito-dimensionale. Se B ∈ L(X,X∗), si provi che
B è pseudomonotono.

4. Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Se A : X → X∗ e B : X → X∗

sono pseudomonotoni, si provi che A+B è pseudomonotono.

5. Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Se A : X → X∗ è monotono ed
emicontinuo, e B : X → X∗ è tale che

xn ⇀ x in X =⇒ B(xn)→ B(x) in X∗,

si provi che A+B è pseudomonotono.

6. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che ogni operatore A : X → X∗

lineare e monotono è continuo.
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7. Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Se A : X → X∗ è monotono ed
emicontinuo, si provi che A è demicontinuo.

8. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che se A : X → X∗ è tale che

xn ⇀ x in X =⇒ A(xn)→ A(x) in X∗,

allora A è un operatore compatto, ossia trasforma insiemi limitati in
insiemi relativamente compatti; si mostri che se A è lineare, allora vale
anche il viceversa.

9. Sia X uno spazio di Banach. Se A : X → X∗ è pseudomonotono
e B : X → X∗ è monotono ed emicontinuo, si provi che A + B è
pseudomonotono.

10. Sia X uno spazio di Banach. Se A : X → X∗ è pseudomonotono e
B : X → X∗ è tale che

xn ⇀ x in X =⇒ B(xn)→ B(x) in X∗,

si provi che A+B è pseudomonotono.
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non cooperativo, 244
sasso-carta-forbici, 246

grafico
di un funzionale lineare, 54
di una multifunzione, 222

immagine
di una multifunzione, 222

in un punto, 222
inclusione

differenziale, 258
funzionale, 276, 278
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rovesciata, 55
insieme

assorbente, 5
bilanciato, 5
cerchiato, 5
convesso, 4, 60
debolmente chiuso, 32
di sopralivello, 237
di sottolivello, 60, 63, 237
diretto, 15
filtrante, 15
limitato, 24
massimale monotono, 260
monotono, 260
radiale, 5
simmetrico, 8
totalmente limitato, 53

integrale
di Bochner, 103
di funzioni semplici, 100
di una funzione sommabile, 103
primo, 155

inversa di una multifunzione, 223
inviluppo

convesso, 5
convesso chiuso

di un insieme, 6
di una multifunzione, 265

di una famiglia di funzioni, 70, 71
iperpiano

affine, 50
chiuso, 50
denso, 50

di appoggio, 50, 84, 201

lemmi fondamentali del calcolo delle va-
riazioni, 147–150, 152, 166, 171,
220, 221, 271

massimi e minimi
relativi, 125

vincolati, 139
metodo

dei moltiplicatori, 139, 165, 168
metrica

di Hausdorff, 234
metrica di Hausdorff, 227
moltiplicatori di Lagrange, 201
multifunzione, 222

composta, 226
continua, 225
emicontinua, 266
inversa, 223, 224, 261
massimale monotona, 260, 266, 276,

279
monotona, 260
semicontinua inferiormente, 225
semicontinua superiormente, 224

net, 15
convergente, 16
di Cauchy, 16

norma
in Lp(E;X), 104
in L∞(E;X), 104
in L2(X,Y ), 121
in Ln(X,Y ), 122

nucleo di un funzionale lineare, 27, 48,
49

operatore
aggiunto, 139
coercivo, 206
compatto, 287
demicontinuo, 210, 278, 287
derivata

prima, 270, 273
seconda, 269

di superposizione, 113
emicontinuo, 262, 284, 286
lineare, 26, 28

continuo, 26, 28
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limitato, 29
lipschitziano, 263
massimale monotono, 261, 263, 266
monotono, 188, 207, 210, 262
non espansivo, 263
pseudomonotono, 284, 286
strettamente monotono, 210

ostacolo, 215

pari o dispari, 241, 242
parte

antisimmetrica, 204
simmetrica, 204

polare di una funzione, 79
poliedro convesso, 57
problema

ad estremi variabili, 155
del matrimonio, 248
di Cauchy, 131, 133, 134
di massimo

con vincolo, 139
di minimax, 90
di minimo, 64, 66, 67, 144, 180, 277

con vincolo, 139, 167, 199, 215
duale, 86
isoperimetrico, 164
primale, 86

normale, 86
stabile, 86

punto
di appoggio, 51
di equilibrio di Nash, 244
di massimo, 89

relativo, 125–127, 151, 163, 164
vincolato, 139, 141, 142

di minimo, 56, 66, 67, 89, 153, 158,
162, 180, 192, 209, 237

relativo, 125–127, 151, 162, 164
vincolato, 139, 141, 142, 171, 199,

200, 203, 216

di sella, 91, 235
estremo, 55
fisso

di una funzione, 211, 228, 229
di una multifunzione, 225, 227–

229

rapporto incrementale, 62, 184
regolarizzata

di una funzione convessa, 193
semicontinua, 71, 82, 87

relazione d’ordine
associata a un cono, 94

relazione di estremalità, 89

selezione, 225, 248
continua, 248, 253, 257
fortemente misurabile, 251
iniettiva, 248
minimale, 256
misurabile, 248

seminorma, 8, 60
semispazio

aperto, 50
chiuso, 50

separazione
di insiemi convessi, 45, 68

separazione stretta
di insiemi convessi, 50, 68

sottodifferenziale, 178, 224, 274
di una funzione convessa, 183

sottogradiente, 178
sottospazio

complementabile, 135
massimale, 48

chiuso, 49
denso, 49

spazio
C([a, b], X), 104
Cm(Ω), 17
Cm0 (Ω), 18
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CmK (Ω), 18
C∞(Ω), 18
L2(0, T ;H), 270
Lp(E;X), 104
L∞(E;X), 104
`p, 16
L2(X,Y ), 121
Ln(X,Y ), 122
di Fréchèt, 16
di Schwartz, 23
vettoriale topologico, 11

localmente convesso, 12
completo, 15, 16
di Hausdorff, 11, 13
metrizzabile, 13

speranza di vincita, 242
strategia, 239
successione

convergente, 15
di Cauchy, 15
generalizzata, 15

superficie di rotazione di area minima,
158

teorema
del differenziale totale, 111
del matrimonio, 248
del minimax, 237, 242
delle contrazioni, 227
delle funzioni implicite, 128, 136
di Banach-Alaoglu, 34
di Browder

sui punti fissi, 232
sulle inclusioni funzionali, 263, 278

di Eberlein-Smulyan, 35
di Fenchel-Moreau, 81
di Hahn-Banach, 44

1a forma geometrica, 45, 50
2a forma geometrica, 46, 50

di Kakutani, 228

di Karush-Kuhn-Tucker, 98
di Krein-Milman, 55
di Kuratowski e Ryll-Nardzewski, 250
di Lagrange, 110
di Lax-Milgram, 206
di Lions-Stampacchia, 209
di Lyusternik, 135, 138, 140
di Mazur, 52, 229
di Michael, 253, 258
di Minty, 263, 269, 279
di Peano, 259
di Riesz-Fischer, 104
di Rockafellar, 274
di Schauder, 229
di Tikhonov, 228
di von Neumann, 237
di Weierstrass, 64

topologia
σ(X,B), 30
σ(X,X∗), 30, 32
σ(X∗, X), 30, 33
debole, 30, 32, 238
debole*, 30, 33, 261
forte, 30, 230
indotta

da un sottoinsieme di X, 30
da un sottoinsieme di X∗, 30
da una famiglia di seminorme, 12,

30, 32

valore
di un gioco, 240
di una multifunzione in un punto,

222
varietà

affine, 50, 135
tangente, 135

vertice di un poliedro, 57, 78
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